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Sommario

In questo lavoro di Tesi, proponiamo un approccio multiscala per studiare la crescita
e il rimodellamento di un tessuto tumorale in fase avascolare, adottando il framework
della Meccanica dei Mezzi Porosi.

Nel modello matematico introdotto, il tessuto tumorale viene descritto come un
mezzo poroso saturo, composto da una fase solida e da una fase liquida. La prima
comprende la matrice extracellulare e le cellule tumorali, mentre la seconda e iden-
tificata con il fluido interstiziale, costituito da acqua e da altre sostanze chimiche,
disciolte e trasportate all’interno del tessuto tumorale.

In particolare, consideriamo la presenza di nutrienti, che consentano la duplicazione
e proliferazione delle cellule tumorali, supportando, in questo modo, la crescita del
tumore. Inoltre, identifichiamo due tipi di popolazione cellulare, le cellule prolife-
ranti e le cellule necrotiche.

Assumiamo anche che il tessuto tumorale rimodelli, ossia che sia soggetto ad una
riorganizzazione della sua struttura interna. Al fine di includere tale fenomeno nella
definizione del modello matematico, richiamiamo una generalizzazione della decom-
posizione moltiplicativa di Bilby-Kroner-Lee (BKL) del gradiente di deformazione,
la quale conduce all’introduzione del tensore di crescita e del tensore di rimodella-
mento. Questi descrivono, rispettivamente, il cambiamento della struttura interna
del tessuto tumorale indotto dalla crescita e dalle distorsioni anelastiche. Inoltre,
facendo riferimento alla Teoria di Aifantis, estendiamo la letteratura esistente, am-
mettendo che tali distorsioni esibiscano un comportamento non locale. A tal fine,
arricchiamo la cinematica del sistema con un nuovo descrittore cinematico, chiamato
distorsione plastica effettiva non locale, il cui gradiente permette di ricavare infor-
mazioni in merito alle disomogeneita non locali prodotte dalle distorsioni plastiche.
Infine, il modello matematico studiato sara adattato per lo studio di un proble-
ma benchmark preso dalla letteratura, attraverso l'implementazione in ambiente
COMSOL Multiphysics®). L’obiettivo e cercare di capire come 'evoluzione delle di-
somogeneita, che sono dovute alla crescita e alle distorsioni plastiche, influenzino la
crescita stessa del tumore.
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Capitolo 1

Introduzione

La Biomeccanica ¢ una branca della Biologia e della Meccanica che si occupa del-
lo studio del comportamento delle strutture fisiologiche quando sono sottoposte a
sollecitazioni meccaniche. In questo lavoro di Tesi, considereremo i tessuti biologici
e, in particolare, i tessuti tumorali: a causa delle interazioni chimiche, elettriche e
meccaniche, un tessuto risponde agli stimoli dell’ambiente circostante deformandosi,
variando la propria massa (crescita) e riorganizzando la propria struttura interna
(rimodellamento). Tali trasformazioni influenzano i processi che avvengono tra le
cellule, e avviano I’evoluzione delle proprieta macroscopiche del tessuto stesso.

In particolare, il fenomeno della crescita € associato all’aumento o diminuzione di
massa che costituisce un dato tessuto biologico. Possiamo distinguere due tipi di
crescite:

e crescita apposizionale, ossia quando nuovo materiale viene rimosso o depositato
su quello gia esistente [2, [3];

e crescita volumetrica, dovuta a variazioni di volume o di densita del sistema
[2], 4].

Il rimodellamento &, invece, 'insieme dei processi che sono necessari al riadattamento
della struttura del tessuto e delle sue proprieta materiali, a seguito di stimoli interni
ed esterni. Quest’ultimo fenomeno e descritto in termini di distorsioni anelastiche,
la cui evoluzione e spesso descritta per mezzo di leggi fenomenologiche.

Supporremo che entrambi i processi, crescita e rimodellamento, interagiscano re-
ciprocamente: in particolare, c¢i occuperemo di un tessuto che cresce e rimodella
la propria struttura interna in risposta alla crescita. I fenomeni in studio saranno
opportunamente modellati, ricorrendo ad una generalizzazione della decomposizione
moltiplicativa di Bilby-Kroner-Lee (BKL) del gradiente di deformazione [5], che con-
duce all’introduzione del tensore di crescita e del tensore di rimodellamento. Questi
descrivono i cambiamenti della struttura interna del tessuto tumorale indotti, ri-
spettivamente, dalle distorsioni, entrambe anelastiche, legate alla ridistribuzione di
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massa (crescita) e riarrangiamento strutturale (rimodellamento) del tessuto. Sia il
tensore di crescita che quello di rimodellamento sono, in generale, non integrabili, e
cio conduce all'introduzione di una connessione di Levi-Civita [6], con curvatura non
nulla, responsabile, oltre a fattori chimici e meccanici, dell’evoluzione delle disomo-
geneita indotte dalla crescitam [4, [7]. Pertanto, studiamo l'influenza della curvatura
sulla crescita stessa.

Il tensore di rimodellamento e utilizzato per modellare i processi di riorganizzazione
interna e, facendo riferimento alla Teoria di Aifantis [§], estendiamo la letteratura
esistente [7, [9] [12], ammettendo che le distorsioni plastiche esibiscano un comporta-
mento non locale. Infatti, come osservato in [1, se gli sforzi dovuti a tali distorsioni
si concentrano in zone poco estese, ossia fino a quasi a divenire “interfacce”, si neces-
sita di un modello “non-locale” di plasticitéﬂ. A tal fine, arricchiamo la cinematica
del sistema con un nuovo descrittore, chiamato distorsione plastica effettiva non
locale [13),[14], il cui gradiente permette di ricavare informazioni in merito alle diso-
mogeneita non locali prodotte dalle distorsioni plastiche. Piu precisamente, in [13]
gli Autori definiscono tale descrittore scalare come una “misura delle disomogeneita
della plasticita microstrutturale”. Tuttavia, nel nostro lavoro, esso € piu appropria-
tamente interpretabile come una variabile definita per risolvere, in modo esplicito e
accurato, le disomogeneita indotte dalle distorsioni plastiche del tessuto nelle regioni
in cui lo sforzo supera una certa soglia, ossia quelle in cui la crescita ¢ predominante
e la deformazione ¢ inibita [I]. Si pensi, ad esempio, al caso di crescita in una regione
del fluido ricca di nutrienti ma prossima ad altri tessuti di rigidezza molto maggiore.
L’interesse per lo studio dei processi di crescita e rimodellamento risiede nel fatto
che entrambi contribuiscono al cambiamento della struttura interna e delle proprieta
meccaniche del tessuto tumorale. In aggiunta agli approcci basati, ad esempio, sulla
Meccanica Statistica [I5] o sulle Teorie Cinetiche [16], 17, [I§], anche gli strumenti
della Meccanica dei Continui forniscono, in alcuni casi, un contributo efficace per
descrivere questi fenomeni, quando questi possono essere studiati alla scala continua
e, in particolare, in termini di cambiamenti di forma e di evoluzione strutturale del
tessuto. D’altra parte, il ruolo della meccanica non ¢ solo nell’effetto modulante della
meccanotrasduzione [I], [0 [10]. Piuttosto, da un contributo attraverso il rimodella-
mento del tessuto in cui avviene la crescita, a volte modificando la sua risposta in
modo apprezzabile. Ad esempio, il recente lavoro di Mascheroni et al. [9], sembra

1'Si noti che il termine “disomogeneita” & inteso nel senso di Epstein & Maugin [4] e si riferisce
al fatto che, come spiegato in [I], la crescita di una parte di tessuto, costituita da un unico
materiale, si traduce essenzialmente in una ridistribuzione della massa.

2 Si noti che, come in [1], anche qui il termine “non-locale” & inteso in senso lato: ossia, anche in
assenza di equazioni integro-differenziali, si considera una “diffusione” delle distorsioni plastiche
ad opera di una opportuna funzione di Green, soluzione fondamentale dell’equazione che lega le
distorsioni plastiche visibili a quelle della microstruttura. Si consulti [I3] per ulteriori dettagli
sul tema.
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mostrare che il rimodellamento puo essere concepito come un fattore che promuove
la crescita del tumore nello stadio avascolare.

Spinti da queste motivazioni, 'intento di questo lavoro di Tesi e analizzare 'effetto
delle distorsioni plastiche sugli sforzi meccanici e, quindi, sul termine che descrive
la crescita attraverso la meccanotrasduzione [I]. Per far cio, prenderemo spunto dal
gia menzionato lavoro di Anand et al. [13], in cui gli Autori utilizzano un approccio
secondo la “Teoria Gradiente” per lo studio della regolarizzazione delle shear bands
in materiali elasto-plastici.

1.1 Struttura della Tesi

La Tesi & organizzata come segue. Nel Capitolo[2] richiameremo alcuni concetti della
Meccanica dei Continui e della Teoria delle Miscele: introdurremo la generalizzazio-
ne della decomposizione BKL e mostreremo come e possibile introdurre la curvatura
scalare, associata al fenomeno della crescita. I1 Capitolo 3] ¢ il cuore della Tesi: pre-
senteremo il modello matematico proposto in [I] per lo studio della crescita e del
rimodellamento in tessuti tumorali isotropi. Partendo dalle leggi di bilancio di mas-
sa, specificheremo ciascuno dei vincoli cinematici imposti [1, 13] e discuteremo nel
dettaglio come questi agiscono sui descrittori cinematici della teoria. Ricorrendo al
Principio delle Potenze Virtuali e, quindi, allo studio della dissipazione, stabiliremo
il modello costitutivo e valideremo la consistenza della teoria proposta. Concludere-
mo elencando le equazioni che costituiscono il modello matematico, la loro natura
e le incognite che coinvolgono. Nel Capitolo [d] discutiamo i risultati ottenuti, adat-
tando il modello per lo studio di un problema benchmark preso dalla letteratura [7].
Infine, nel Capitolo [5, riassumeremo le novita introdotte dal modello proposto e ne
rimarcheremo le “limitazioni”, proponendo, quindi, alcuni spunti per ricerche future.
Seguiranno alcune Appendici per mostrare al Lettore lo svolgimento dettagliato di
alcuni calcoli.

I risultati principali di questo lavoro di Tesi sono tratti dal lavoro “A study of
growth and remodelling in isotropic tissues, based on Aifantis theory of Strain Gra-
dient Plasticity ” [/, di Alfio Grillo, Salvatore Di Stefano, Ariel Ramirez-Torres e
Michele Loverre, scritto su invito e che sara, sperabilmente a breve, sottoposto alla
rivista scientifica Gesellschaft f. Angewandte Mathematik und Mechanik (GAMM).






Capitolo 2

Richiami di1 Meccanica deil
Continui

Lo scopo di questo Capitolo e introdurre alcuni concetti fondamentali della Mecca-
nica dei Continui, nonché le definizioni che saranno utilizzate nel seguito. Presen-
teremo, inoltre, una generalizzazione della decomposizione di Bilby-Kroner-Lee del
gradiente dei deformazione.

Per la redazione del Capitolo, sono stati consultati i testi [6l [7], [14] [19].

2.1 Cinematica dei corpi continui

Indichiamo con . lo spazio Euclideo tridimensionale, con T,.# lo spazio tangente
a . in un suo punto z e con 7T;.% il suo duale. Inoltre, denotiamo con 7. =
Upesr T’ = Upesr {2} x T,.7) il fibrato tangente ad . e con T*.% il suo duale.
Infine, introduciamo il tensore metrico g(z) : T, x T,.¥ — R associato a .,
per ogni x € .. Identifichiamo un corpo continuo con una regione di ., chiamata
configurazione di riferimento e indicata con Z. In modo analogo, possiamo definire lo
spazio tangente a Z in un suo punto X e il suo duale, Tx % e Tx A, il fibrato tangente
a A e il suo duale, TH# e T*A, e il tensore metrico G(X) : TxB x Tx# — R
associato a &, per ogni X € A.

Definizione 2.1.1. (Funzioni proiezione, [19]).
Le funzioni

X:ABxI — B, X(X,t) =X, V(X,t)e B xS, (2.1a)
£ S %I =S, E(z,t) =z, V(x,t) €S x I, (2.1b)

sono dette proiezioni sulla componente spaziale associate alla configurazione di ri-
ferimento A e allo spazio Euclideo tridimensionale .#, rispettivamente. Inoltre, le

5
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funzioni
T Bx I — 7, T(X,t) =t, V(X t)e Bx I, (2.2a)
T: X I = I, T(z,t) =1, V(z,t)e S x I (2.2b)

sono dette proiezioni sulla componente temporale associate alla configurazione di
riferimento & e allo spazio Euclideo tridimensionale ., rispettivamente.

Definizione 2.1.2. (Moto, [6l 20])

Definiamo moto la mappa x : & x & — . che genera la famiglia ad un parametro
di diffeomorfismi x(-,t) : Z — .7, per ogni t € .#, essendo .# C R un intervallo di
tempo.

Denotiamo con %; la configurazione attuale del corpo [6], cioe I'immagine di % at-
traverso x(-,t), per ognit € .& .

A questo punto, al fine di semplificare la notazione, facciamo riferimento al seguen-
te formalismo, per risolvere la dipendenza spaziale e temporale delle quantita di
interesse che saranno in seguito introdotte. In particolare, definiamo

I:=(X,7): BXx I - ABxI, (2.3a)
k=T BXxI =X, (2.3b)
T=¢T1) XIS XS, (2.3¢)
tali che TI(X,t) = (X(X,t), T(X,t)) = (X,t) e v(X,t) = (x(X,1), T(X,t)) =
(x(X,t), t), per ogni (X,t) € B x S, e w(x,t) = (&(x,t), T(2,t)) = (x,t), per

ogni (z,t) € .¥ x 7.

Definizione 2.1.3. (Gradiente di deformazione, [0])
Definiamo gradiente di deformazione F' la mappa tangente di x, i.e. F(X,t) :=
[TX o H] (X, t) : T)(f%7 — TX(X,t)y‘

Definizione 2.1.4. (Tensore destro di deformazione di Cauchy-Green, [0])
Definiamo tensore destro di deformazione di Cauchy-Green C' il “pull-back” attra-
verso F' della metrica Fuclidea g, i.e.

C =|[(F'g)or]F. (2.4)

Definizione 2.1.5. (Tensore sinistro di deformazione di Cauchy-Green, [0])
Definiamo tensore sinistro di deformazione di Cauchy-Green b il “push-forward”
attraverso F' della metrica Euclidea G, tale che

bokx=FG[F" ok]. (2.5)

Definizione 2.1.6. (Velocita lagrangiana ed euleriana, [6], [14])

Definiamo wvelocita lagrangiana V' la derivata parziale rispetto al tempo della mappa
X, le. V(X,t) :== [x o] (X,1) : Tx#B — Ty(x-”. Definiamo la velocita euleriana
v(-,t) = =T, perognit e J, tale che V(- ,t) = [v(-,t)ox(-,t)], per ogni
te s,



2.2 — Teoria delle miscele

2.2 Teoria delle miscele

In questa Sezione, daremo alcune definizioni che saranno utilizzate per la descrizione
del sistema che sara oggetto di studio e, in particolare, forniremo una descrizione
della cinematica del sistema binario, adottando la teoria proposta in [2I], e recente-
mente utilizzata in [22].

Denotiamo con %,(t) = x(%,t) e con %;(t) i sottoinsiemi di . occupati dal-
la fase solida e dalla fase fluida al tempo t € .#, rispettivamente. Ne segue che
C, == Cs(t) N 6:(t) ¢ il sottoinsieme di .¥ in cui si trova il sistema binario all’i-
stante di tempo ¢t € .. Anche se x(-,t) : # — . non e invertibile, la mappa
X(-,t) + B — G(t), definita da Y(X,t) = x(X,t) per ogni (X,t) € B x I &
invertibile e tale che & = {71(%.(t),t). In generale, si ha che Y~1(%,(t),t) C .
Tuttavia, nel seguito, lavoreremo con 'ipotesi che Y1 (%6.(t),t) = A, poiché suppo-
niamo che, per ogni t € &, 6,(t) = %;. Pertanto, utilizzando la Definizione
possiamo introdurre le velocita spaziali vg e v della fase solida e della fase fluida,
rispettivamente. In particolare, V4(X,t) = x(X,t) & la velocita materiale della fase
solida, e la sua controparte Euleriana ¢ definita tramite la composizione con il moto,
e vg(z,t) = vs(x(X,1),t) = V4(X, ), pertanto Vi(-,t)ox(-,t) = vs(+,1), per ogni
t € Z. Il moto della fase fluida ¢ invece descritto dalla velocita Euleriana v¢(x,t),
valutata in ogni punto x € .¥ occupato dal fluido, e al tempo ¢t € .¥. La sua con-
troparte Lagrangiana ¢ definita per composizione, i.e. Vi(-,t) = wve(-,t) o x(+,1),
tale che Vi(X,t) = ve(x(X,1),1).

Infine, allo scopo di “misurare” la quantita di ciascuna fase in ogni punto del corpo,
diamo le seguenti definizioni.

Figura 2.1. Rappresentazione schematica della cinematica del sistema binario
considerato. Immagine tratta e riadattata da [22].
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Definizione 2.2.1. (Frazione volumetrica, [7])

Definiamo frazione volumetrica ¢, : % x & — [0, 1] della fase a-esima di una
miscela il rapporto tra il volume della fase a-esima e il volume totale della miscela
considerata. La sua controparte lagrangiana ¢,, : Zx.# — [0, 1] ¢ tale che ¢, (- ,t) =

[0al-,t) o x(-,t)], per ognit € .£.

Definizione 2.2.2. (Densita di massa, [7])
Definiamo densita di massa p, : ¥ x & — R della fase a-esima della miscela la
massa della fase a-esima contenuta nell’unitd di volume della fase stessa.

Definizione 2.2.3. (Densita di massa apparente, [7])
Definiamo densita di massa apparente @, p, della fase a-esima della miscela la massa
della fase a-esima contenuta nell’unita di volume della miscela totale.

2.3 Decomposizione di Bilby-Kroner-Lee

Come gia anticipato nel Capitolo [T} supponiamo che 'evoluzione meccanica del tes-
suto sia dettato da tre fenomeni: rimodellamento, crescita e distorsioni elastiche. Ri-
corriamo, dunque, alla decomposizione moltiplicativa del gradiente di deformazione
F', che proponiamo nella forma

F = F.F,F,. (2.6)

In (2.6)), F., F,, e F, descrivono, rispettivamente, le distorsioni elastiche del tessuto,
le distorsioni che accompagnano il riarrangiamento plastico della struttura interna
del tessuto e le distorsioni associate all’assorbimento o alla perdita di massa.

Z

w=EW

w FX,0) HB(1)

g — A

X x=X(X,1)

X T H
X
EX,0) EX,1
THX)
X
W.=EW

Stato naturale

Figura 2.2. Rappresentazione schematica della decomposizione BKL. Im-
magine tratta e riadattata da [7].
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Per comprendere meglio la fisica che si “nasconde” dietro la decomposizione pro-
posta in , conviene fare un passo indietro e osservare che tale decomposizione
¢ una generalizzazione della nota decomposizione di Bilby-Kroner-Lee (BKL), ossia
F =F.F,.

Da un punto di vista concettuale, la decomposizione BKL descrive 'impossibilita
di riportare un corpo continuo nella sua configurazione di riferimento, quando que-
st’ultimo abbia subito un processo anelastico, semplicemente rimuovendo i carichi
applicati [12]. Piuttosto, nel momento in cui i carichi esterni sono rimossi, il cor-
po occupera una configurazione diversa da quella di riferimento e quella corrente,
nella quale sono presenti sforzi e deformazioni residui. Per eliminare questi ultimi,
dobbiamo immaginare di tagliare il corpo in piccoli elementi disgiunti (cioe intorni
dei punti materiali) e riportare “virtualmente” ciascuno di essi ad uno stato sca-
rico. La collezione di tutti questi elementi di corpo scarico e detto stato naturale
[5, 12]. Con riferimento alla Figura , possiamo quindi interpretare F, come la
distorsione plastica che e necessario applicare ad un intorno materiale dei punti del-
la configurazione di riferimento, per ottenere gli elementi di corpo raccolti in uno
stato naturale, mentre, sotto I'ipotesi di comportamento elastico del materiale dal
suo stato naturale, F, ¢ la distorsione elastica che deve essere applicata agli elemen-
ti di corpo per ritrovare la configurazione attuale. In particolare, per ogni coppia
(X,t) € B x I, definiamo F,(X,t) in modo che mappi vettori di T'x % in vettori
“rilassati” di un altro spazio vettoriale, che denoteremo con .4;(.X) e puo essere iden-
tificato con I'immagine di TxZ attraverso F,(X,t) [23]. Pertanto, possiamo scrivere
che F,(X,t) : Tx# — A(X) e, combinando questo risultato con la definizione di
F(X,t), possiamo esprimere la parte elastica di F' come Fo(X,t) : A —= Ty(x,) -
Il termine F, puo diversi fenomeni imputabili a cause diverse. Nel presente lavoro,
supporremo che F, = F,F.. Adottiamo 'ordine mostrato in perché, nel pre-
sente lavoro, abbiamo in mente un tessuto che cresce e rimodella la sua struttura
interna in risposta alla crescita. Cid nonostante, consideriamo i processi di crescita
e riorganizzazione strutturale come indipendenti, ma reciprocamente interagenti. Di
conseguenza, consideriamo F}, e F, come variabili tensoriali cinematiche indipen-
denti e, seguendo la stessa filosofia delineata in [7, 22, 24, 25], associamo Fj, e F,
a gradi di liberta aventi la stessa “dignita” di quelli relativi agli altri descrittori
cinematici, cioe vg e vy [1J.

Nel seguito, sara utile ricordare alcune formule derivanti dalla , ossia,

FF'=FF '+ FeLpFe‘1 + FerLWFp_lFe_l, (2.7)

dove L, = F,F, ! ¢ il tensore tasso delle distorsioni plastiche e L, = FWF[l eil
tensore tasso delle distorsioni indotte dalla crescita. Inoltre, sfruttando il teorema
di Binet, il volume ratio J = det F' puo essere riscritto come J = J.J,J,, dove J, =
det F,, J, = det F},, e J, = det F, denotano, rispettivamente, le variazioni di volume
associate alla parte elastica, plastica e di crescita del gradiente di deformazione F'.
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2 — Richiami di Meccanica dei Continui

2.4 Crescita e curvatura

Il modello matematico che presenteremo nel Capitolo |3| terra conto del fatto che il
tensore di crescita F, ¢, in generale, non integrabile. Una conseguenza di questa
proprieta e I'introduzione di una connessione di Levi—CivitaH [26], con curvatura non
nulla che, a sua volta, ¢ la causa dell’evoluzione delle disomogeneita indotte dalla
crescita, attraverso la produzione di distorsioni plastiche.

In questa Sezione, mostriamo come ¢ possibile introdurre la curvatura scalare, as-
sociata alla crescita, tramite la definizione del tensore metrico della crescita, cioe il
tensore metrico indotto da F,

C,=F'F, (2.8)

Per un dato sistema di coordinate, i simboli di Christoffel della suddetta connessione,
sono dati da

A 1 C1)A8 ICy)pn | 9(Cy)pu  I(Cy)un

P =506, OXM OXN oXB |’ (29)

e, essendo questi simmetrici negli indici bassi, sappiamo che la torsione Tor &
identicamente nulla [6], ossia vale I'identita

Tor = (I'yy — Iwu) E4® EY @ EN = 0. (2.10)

Possiamo dunque calcolare la curvatura scalare, k., associata alla crescita, tramite
'operazione di doppia contrazione di R con C~* [1],

ky=R:C", (2.11)

dove R = RynEP @ EN = RP;pnEP @ EV & il tensore di curvatura di Ricci,
essendo R4 ywv le componenti del tensore di curvatura del quarto ordine generato
da C.,, cioe [7]

BMN = axM ~— XN

+ T4 TPy — T T P50 (2.12)

! Definiamo connessione di Levi-Civita (su una varieta riemanniana) 1'unica connessione a torsione
nulla che conserva la metrica. Per non addentrarci nel linguaggio della Geometria Differenziale,
ci limitiamo a definire la connessione come un oggetto matematico che “connette” spazi tangenti
in punti diversi di una varieta differenziale (Fonte: Wikipedia).
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Capitolo 3

Modello matematico

Questo Capitolo ¢ il cuore della Tesi poiché verra presentato il modello matematico
proposto in [I] per lo studio della crescita e del rimodellamento in tessuti tumorali
isotropi. Sottolineiamo che in letteratura sono stati proposti modelli in cui la crescita
e il rimodellamento, essendo indipendenti 1'una dall’altro, sono stati trattati come
fenomeni studiabili singolarmente (si veda, ad esempio, [7, 9], 12]). Tuttavia, & inte-
ressante capire cosa accade quando tali fenomeni interagiscono reciprocamente [I].
D’altra parte, le sostanziali novita del modello, e le motivazioni che ci hanno spinto
a formularlo, sono state gia elencate nel Capitolo[I] Ci limitiamo ora a ricordare che
il tessuto oggetto del nostro studio € descrivibile come un sistema binario, composto
da una fase solida e da una fase liquida, e che il modello proposto ha lo scopo di
indagare la cinematica “standard” della fase solida e della fase fluida, nonché gli
effetti dovuti alle distorsioni indotte dalla crescita e dal rimodellamento.

3.1 Leggi di bilancio di massa

Alla scala di osservazione scelta, lo studio dell’evoluzione di un tessuto biologico e
condotto ricorrendo alla “Teoria delle miscele bifasiche” [12].

In ogni punto del tessuto considerato, la quantita di solido e di fluido & pari alla
densita di massa apparente @gsps € @rp, rispettivamente, introdotte nella Sezione
[2.2] inoltre, assumiamo che valga la condizione di saturazione, ossia ¢f = 1 — ps.
Seguendo I'approccio sviluppato in [7, [9], la fase fluida consta di due costituenti:
nutrienti, con frazione di massa cy, e “acqua”, con frazione di massa ¢, = 1 — cx.
Come sottolineato in [7], per “acqua” intendiamo un fluido composto da alcune
sostanze, tra cui i costituenti delle cellule morte che tornano al fluido per essere
espulse. Per quanto riguarda la fase solida, supponiamo di avere solo due tipi di
cellule: cellule proliferanti, con frazione di massa cp, e cellule necrotiche, con frazione
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3 — Modello matematico

di massa ¢, =1 — cp[|. Le prime descrivono 'aumento di massa del tessuto a seguito
della consumo dei nutrienti e si trasformano in cellule necrotiche quando la presenza
di nutrienti scende al di sotto di un certa concentrazione critica di nutrienti. Le
cellule necrotiche, a loro volta, sono assorbite dal fluido e dunque comportano una
diminuzione della massa del tessuto. Un’ipotesi piuttosto standard che adottiamo per
il modello e ritenere che, durante la transizione da proliferante a necrotica, le cellule
conservano la densita di massa e, pertanto, la densita di massa ps ¢ indipendente
dalla composizione della fase solida, e puo essere trattata come una costante, mentre
le frazioni di massa ¢, e ¢, possono cambiare sia in spazio che in tempo.

Per tener conto della variazione di massa dovuta alle cellule proliferanti e necrotiche,
procediamo come in [7] introducendo la legge di bilancio di massa della fase solida:
in particolare, sotto l'ipotesi che entrambi i tipi di cellule hanno la stessa velocita
vg, ovvero la velocita della fase solida, possiamo scrivere una legge di bilancio per
ciascun tipo di cellula, ossia [I [7],

at( cpspscp) + div ( @spscp'vs> = Tpn T Tip + Tpry, (3.1&)
Or(Pspsn) + div (Pspsca¥s) = Tnp + Tng + Ty (3.1b)

dove Tpn, T, Tpy, Tnp, Tnf € Tny denotano i tassi di denota i tassi di assorbimento o
deplezione di massa per i costituenti solidi. In particolare [7]:

e 1., rappresenta la porzione di cellule proliferanti che, per unita di volume e
per unita di tempo, si trasforma in cellule necrotiche, mentre r,, ¢ il tasso con
cui sono generate le cellule necrotiche, a spese di quelle proliferanti, e sono tali
che valga la condizione 7y, + 1y, = 0;

e g, misura la crescita delle cellule proliferanti dovuta alla presenza dei nutrienti,
mentre r,¢ rappresenta la diminuzione delle cellule necrotiche nel fluido;

® 7'y € Ty Sono i termini non—standardﬂ legati al fenomeno della crescita ed
appositamente introdotti per studiare le possibili conseguenze delle proprieta

di F, sulla crescita stessa; la loro presenza ¢ una delle novita introdotte nel
modello di Di Stefano et al. [7].

A seguito del vincolo ¢, = 1 — ¢, sulle frazioni di masse, possiamo riscrivere le
Equazioni (3.1a))—(3.1b]) come segue:
Ot (pspscp) + div (spscpVs) = Tpn + Tty + Ty (3.2a)

[13e))

1 Nel seguito, denoteremo con il pedice “N”, “w”, “p” e “n” le quantitd associate, rispettivamente,
ai nutrienti, all’acqua, alle cellule proliferanti e alle cellule necrotiche.

2 Per termini “non-standard”, intendiamo che non ¢ facile darne un’interpretazione fisica. Notiamo,
infatti, che rpy, rgp, Tpy € Tnp Si riferiscono a processi che sono alla base dell’evoluzione del tumore
e, in quanto tali, la loro interpretazione fisica ¢ piuttosto intuitiva.
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3.1 — Leggi di bilancio di massa

O (psps) + div (pspsvs) = 75, (3.2b)

dove ry = rg + rop + 1py + 7y € la sorgente di massa della fase solida e rappresenta
la variazione di massa del tessuto dovuta al fenomeno di crescita.

Inoltre, il fenomeno della crescita e riconducibile alla presenza dei nutrienti nel tes-
suto biologico. Questi vengono convogliati dalla fase fluida alle cellule proliferanti e
riteniamo che attivino o inibiscano la crescita a seconda che superino o meno una
certa soglia. Pertanto, in aggiunta alle Equazioni f, dobbiamo conside-
rare le leggi di bilancio di massa dei nutrienti e della fase fluida nel suo complesso,
ossia [11 [7, @],

Oy(pepren) + div (peprenve + Yn) = TNps (3.3a)
Ot (@epe) + div (pepevg) = —7s, (3.3b)

dove vy € la velocita della fase fluida, yy ¢ il vettore di flusso di massa associato alla
velocita nutrienti rispetto a vy e ryp € il tasso con cui i nutrienti sono consumati
dalle cellule proliferanti. Infine, notiamo che il membro di sinistra di € preso
uguale all’opposto di rg, per garantire la conservazione di massa locale della miscela
bifase considerata.

A questo punto, possiamo riformulare le equazioni (3.2al), (3.2bf), (3.3a) e (3.3b)),
introducendo un’ulteriore ipotesi: supponendo, infatti, che le densita di massa della
fase solida e della fase fluida possano essere trattate come costanti, cioe pg(z,t) = pgo
e pe(x,t) = pp per ogni x € 6, et € Z, perveniamo al seguente sistema di equazioni

PsPsoDsCp = Tpn + Ty + Tpy — TsCps (34&)

psODsgps + Ps0Ps div Vs =Ty, (34b)

oeproDsen + @epow Ven + divyy = rap + 7sen, (3.4c)
1 1

div v + div (prw) = (— — —) Ts, (3.4d)
Ps0 Pfo

dove, per ogni quantita fisica f, il simbolo Dyf = 0,f + (Vf)vs rappresenta la
derivata sostanziale di f rispetto alla velocita della fase solidaE| v, il vettore w = vi—
v, € la velocita relativa della fase fluida rispetto alla fase solida. Infine, osserviamo che
il prodotto ¢rw viene spesso definito come wvelocita di filtrazione, sebbene rappresenti
effettivamente un vettore di flusso di massa specifico.

Nel seguito, sara utile osservare che la legge di bilancio di massa puo essere

3 Osserviamo che, in modo analogo, possiamo definire la derivata sostanziale di f rispetto alla
velocita della fase fluida v, ossia Def = 0:f + (Vf)ve. D’altra parte, vale l'identita Def =
Dsf + (Vf)w, essendo w = vy — vs.
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3 — Modello matematico

equivalentemente riscritta come [1]
1 1
psdivvs + @rdiv v + (Vor)w = (— - —) Ts. (3.5)
Pso Pro

Come si e soliti fareﬂ concludiamo questa Sezione riscrivendo le equazioni (3.4al)—
(3.4d)) nella configurazione di riferimento #. A tal fine, introduciamo i vettori di
flusso materiale

Q(X,t) = J(X,1) [ps(x(X, 1), hw(x (X, 1), )] F~H(X, 1), (3.6a)
YN<X7 t) = J(Xa t) [yN(X(Xv t)7t)] FﬁT(Xa t)’ (36b)

associati alla velocita di filtrazione prw e al vettore di flusso di massa dei nutrienti
Yy, rispettivamente. Pertanto, tramite opportune trasformazioni di Piola, otteniamo

D psowp = Rpn + R + Ry — Rywy, (3.7a)
P = R, (3.7b)
Q¢ prown + pro@ Gradwy + DivY'y = Ryp + Rswh, (3.7¢)
J+DivQ = (i - i) R;. (3.7d)
Pso  Pfo
dove, per ogni X € B et € 7, denotiamo con [I]
D, (X, t) = J(X, t)pa(x(X,1),1), a € {s,f}, (3.8a)
Ro(X,t) = JOX, 0rs(x(X,0),8), B {pnfpprsNph,  (3.8b)
wo (X, 1) = ¢ (x (X, 1), 1), v € {p,N}, (3.8¢)

le frazioni volumetriche materiali, le sorgenti di massa materiali, e le frazioni di
massa espresse come funzioni di X e del tempo, rispettivamente. Infine, supponendo
valida la legge di Darcy per il fluido e la legge di Fick per i nutrienti, abbiamo Q =
— K Gradp, dove K e il tensore materiale di permeabilita, e Yy = —ppDGradwy;,
dove D e il tensore materiale di diffusivita dei nutrienti nell’acqua. Pertanto, le

Equazioni (3.7¢c)) e (3.7d]) possono essere riscritte come
e prown — pro (KX Gradp) Gradwy — Div (prDGradwy) = Ryp + Rswn,  (3.9a)

. 1 1
J — Div (K Gradp) = (— - —> R.. (3.9b)
Pso  Pro

Le espressioni analitiche dei tensori K e D saranno date costitutivamente nel
seguito.

4 Ai fini dell’implementazione, conviene formulare il problema nella configurazione di riferimento
B, in modo da evitare di lavorare con griglie tempo dipendenti e che, quindi, devono essere
aggiornate ad ogni step temporale.
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3.2 Sorgenti di massa

Introduciamo le sorgenti di massa utili a descrivere gli scambi di massa tra i costi-
tuenti del sistema considerato. A tal fine, riportiamo le espressioni fenomenologiche
per i tassi di massa rp,, T, TNp € T Suggerite da 7, 9], e riscritte utilizzando la
notazione precedentemente introdotta [1]:

Ppn = —Cpn <1 - :;N>+ Jffs” W, (3.10a)
Tnf = —Cor[1 — wp] J”fs”, (3.10b)
TNp = —CprN inNO Jvfsy P (3.10c)
v () [ e e e

dove I'operatore (-), restituisce l'argomento a cui ¢ applicato, se 'argomento ¢
maggiore di zero, e zero altrimenti. Tale operatore ci permette di controllare la di-
sponibilita dei nutrienti nel tessuto. Infatti, i tassi r,, e 7 rappresentano processi
che avvengono in base alla disponibilita dei nutrienti. Pertanto, procedendo come in
[7], introduciamo un valore critico della frazione di massa dei nutrienti, wne: € [0, 1],
tale che se wy < wner, allora le cellule proliferanti muoiono, ossia 7y, si attiva, men-
tre rg, si spegne; viceversa, se wWn > Wner, Tpn SI sSpegne e si attiva rg,. Nel seguito,
supporremo che wye, € una costante del modello. Anche i coefficienti (,n, Car, Cnp €
Cep sono costanti e possono essere relazione alle scale di tempo caratteristiche con
cui, rispettivamente, le cellule proliferanti muoiono, le cellule necrotiche sono con-
vertite in fluido, i nutrienti sono consumati, e il fluido interstiziale ¢ assorbito dalle
cellule proliferanti. Ulteriori commenti sul significato fisico delle Equazioni f
sono riportati in 7] e, nel seguito, ci limitiamo a definire le quantita in esse
introdotte: la costante wyo € ]0, 1] ¢ un valore di riferimento della concentrazione
dei nutrienti, mentre lo scalare @ e introdotto per modulare la crescita tramite lo
sforzo ed e definito come

(g:0), (3.11)

dove, o ¢ il tensore degli sforzi di Cauchy associato alla parte solida e la sua
espressione sara definita costitutivamente nel seguito.

Per quanto riguarda i termini non-standard 7, e ry,, settiamo r,, = 0 e definiamo
Tpy come [7]

Wl

T=—

wy J — J, By, J, Dy,
WNer  J @0 J

Wp | Kny- (3.12)

Toy = € |Cpp
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3 — Modello matematico

L’Equazione e coerente con I'evidenza sperimentale dei casi limiti ed e costrui-
ta in modo che l'effetto di k. ¢ amplificato per wx > wyer, ed ¢ ridotto per wy < wier-
Infine, osserviamo che l'introduzione di x, nella (3.12)) ci consentira, nel seguito,
di ricavare un’equazione non lineare di tipo reazione-diffusione per determinare il
parametro di crescita v [7].

3.3 Vincoli sulle variabili cinematiche

Come gia annunciato nel Capitolo [T}, il modello che proporremo & fondato su alcune
restrizioni sulle variabili cinematiche del modello stesso. Tuttavia, contrariamente
a quanto fatto in [I3], tali restrizioni non sono imposte ab inicio, bensi espresse in
forma non olomona [1]. Nel seguito, specifichiamo tutti i vincoli imposti e discutiamo
le loro conseguenze sui descrittori cinematici, seguendo quanto fatto in [1J.

3.3.1 Vincoli sul tensore di rimodellamento

Per la formulazione del primo vincolo, ricordiamo l'identita F, = L,F}, che ci
consente di calcolare F},, quando L, ¢ assegnato. Ricordiamo che, per il tensore Ly,
vale la seguente decomposizione:

L,=n"'D,+n W, (3.13)

essendo 7 il tensore metrico associato allo stato naturale del tensore, mentre D, e
W,, sono la parte simmetrica e anti-simmetrica di L, ossia,

D, =sym(nL,) = % (an + LIT)n) , (3.14a)
W, =skew(nL,) = % (nL, — L} n) . (3.14b)

Pertanto, possiamo calcolare Fj, risolvendo l'equazione differenziale [I]
F,=(n"'D,+n"'W,) F,. (3.15)

Seguendo la teoria di [13], il primo wvincolo su F,, ¢ ottenuto richiedendo che il
tensore di spin “plastico”, W, sia identicamente nullo, ossia, W}, = 0. Pertanto,

I'Equazione (3.15)) diventa
F,=n"'D,F,. (3.16)

II' secondo wvincolo su Fj, deriva dall’ipotesi di distorsioni plastiche isocore, ossia
Jp, = det F;, = 1. Tale relazione puo essere tradotta in forma differenziale, cioe,
Jy, = Jptr[F,F,7'] = 0. In particolare, moltiplicando da destra 'Equazione (3.16])

16



3.3 — Vincoli sulle variabili cinematiche

per F,~! e considerando la traccia dell’espressione risultante, questo vincolo conduce
all’identita

tr[n ' D,] = 0. (3.17)

Segue che, considerando solo la parte deviatorica di D, ossia il tensore ﬁp =D, —
str[n~'D,]n, possiamo semplificare ulteriormente la (3.16)):

F,=n"'D,F,. (3.18)

Infine, basiamo il nostro modello sull’ulteriore ipotesi che 1~)p ¢ coassiale con un ten-
sore IV, associato allo stato naturale del tessuto e ottenuto normalizzando una misu-
ra tensoriale simmetrica di stress che sara specificata nel seguito. Matematicamente,
possiamo introdurre tale ipotesi imponendo che

_ n M,n
| M, |y

(3.19)

v

dove M,, =M, — %tr[an,]n_l e la parte deviatorica della misura di stress M, e

nM,m & la rappresentazione covariante di M,,. Pertanto, la condizione di coassalita,
interpretabile come il terzo vincolo su F},, ¢ tradotta dalla seguente identita

D, = | Dy]ly-+N,. (3.20)

Notiamo che, in (3.19) e (3:20), le norme | M, ||, e || Dp||,-1 sono definite da

I8,y = i [T, (3.21a)

1 Dyl-+ = \/tr [n‘lﬁpn‘lﬁp}, (3.21b)

e il loro prodotto coincide con la doppia contrazione M, :Dy, = || M|, || Dp|ln-1-
Inoltre, per semplificare la notazione, ricorriamo alla definizione di deformazione
plastica accumulata [13], introducendo lo scalare ¢, definito come

t
(X8 = /2 /0 1Dy (X, )l 17, (3.22)

che ci consente di riscrivere la (3.20]) come
D, = @ épIN,,. (3.23)
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3 — Modello matematico

Combinando la (3.23) con la (3.18)), otteniamo la seguente equazione differenziale
ordinaria per F, [1]

L,= \/gépnilNu = F, = (\/gépnlNu) Fy. (3.24)

Dall’Equazione possiamo dedurre un’importante conseguenza: poiché il ten-
sore del secondo ordine L, ¢ unicamente definito da &, allora i gradi di liberta
strutturali del corpo, originariamente rappresentanti da F},, “si condensano” nella
variabile scalare ep,.

3.3.2 Vincoli sul tensore di crescita

Consideriamo adesso il tensore F, e i vincoli su esso imposti, al fine di riformulare
la legge di bilancio di massa (3.7bf). Utilizzando la decomposizione J = J.J,J, e

ricordando la condizione J, = 1, riscriviamo la quantita Jeg come
JQOS = J’yq)suy (325)

dove &y, = J.ps indica la frazione volumetrica della fase solida, calcolata rispetto
la misura di volume dello stato naturale. Pertanto, I'Equazione (3.7b]) diventa

P50, Py, 4 peoJy Pey = R (3.26)

A questo punto, possiamo introdurre il primo vincolo su F,, che & un’ipotesi piut-
tosto standard nella Meccanica della Crescita (si veda, ad esempio, [4, 27, 28]):
scegliamo il tensore di crescita F, in modo tale che la derivata temporale del suo
determinante, J,, compensi la sorgente di massa Rs. In formule, ricordando che
J, = Jpr[F,F, Y = J,tr[L,], traduciamo tale vincolo come segue:

Ry

SJ(I)sutL :Rs = tr|L =,
psoJy Psytr[ L, ] r[L] A

(3.27)

Osserviamo che, sostituendo nella il vincolo appena introdotto, otteniamo
psOJWCiDSV = 0. Tale identita implica che la frazione volumetrica ®, € necessariamen-
te indipendente dal tempo e che @5 puo essere espressa come &g = J, D,

I1 secondo vincolo su F., puo essere dedotto dall’ipotesi di crescita isotropa; infatti,
per la classe di problemi che intendiamo analizzare, tale ipotesi e confermata dal-
I'evidenza fenomenologica [29, [30]. Per interpretare questo vincolo, consideriamo la
decomposizione polare (destra) di F.,, ossia F, = R, U, dove R, e U, sono, rispet-
tivamente, 1 tensori di rotazione e di stretch associati a F., [7]. Pertanto, l'ipotesi
di isotropia puo essere tradotta in restrizioni cinematiche, assumendo che R, = I
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3.4 — Distorsione plastica non locale

e U, = I, dove I ¢ il tensore identita. Pertanto, F, = I e la (3.27) puo essere
riscritta come [I]

gl Ry . Ry

= = = 3.28
Y 3pSO(I)qu'y v ?)ps[)q)sy'y2 ( )

Ricordiamo che lo scalare Ry ¢ la controparte materiale di r ed e, quindi, definito
dalla somma Ry, + Ry + R,y + Ry,. Per ulteriori commenti sull’Equazione ((3.28)),
rimandiamo alla Sezione [3.8l

3.4 Distorsione plastica non locale

Una sostanziale novita introdotta dal modello matematico ¢ il comportamento non
locale delle distorsioni plastiche. Infatti, come osservato in [I], se gli sforzi dovuti
a tali distorsioni si concentrano in zone molto strette, un modello locale potreb-
be condurre a risultati meno precisi e, in alcuni casi, lontani da quelli desiderati.
Pertanto, al fine di formulare una teoria “non locale” di plasticita, arricchiamo la
cinematica del sistema con un nuovo descrittore cinematico, chiamato distorsione
plastica effettiva non locale [13, [14], il cui gradiente permette di ricavare informazio-
ni in merito alle disomogeneita non locali prodotte dalle distorsioni plastiche. Piu
precisamente, in [13] gli Autori definiscono tale descrittore scalare come una “mi-
sura delle disomogeneita della plasticita microstrutturale” e conducono uno studio
sulla regolarizzazione delle shear bands in materiali elasto-plastici. Indicheremo con
ep: 6 x J — R questo nuovo descrittore cinematico e, nel nostro modello, sara pit
appropriato interpretarlo come una variabile definita per risolvere esplicitamente
le disomogeneita indotte dalle distorsioni plastiche del tessuto [I]. Inoltre, definia-
mo il “campo Lagrangiano” e, tale che e, (X, ) = e,(x(X,1),?), e il suo gradiente
materiale Grad e, (X, t) = [Ve,(x(X, 1), 1) F(X,1).

3.5 Principio delle Potenze Virtuali

Avendo adesso chiaro il quadro cinematico del problema in esame, possiamo espli-
citare la potenza meccanica del sistema e, quindi, le velocita generalizzate che la
definiscono. In particolare, dalla discussione riportata nelle Sezione [3.3] tali velocita
possono essere raccolte nel seguente insieme di campi [1],

V = (vs, V vs, Dsgp, Dsep, V(Dgey) | vg, Vo), (3.29)

che sara utilizzato per definire la potenza meccanica interna e esterna. Osserviamo
che le velocita generalizzate vy e Vv¢ sono sufficienti a caratterizzare la potenza
interna del sistema associata alla fase fluida, mentre la fase solida necessita, non
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3 — Modello matematico

solo dei descrittori standard, ma anche di quelli non-standard. Utilizzando il gergo
di Di Carlo et al. [24], i termini standard, ossia, vy Vus, tengono conto solo delle
variazioni di forma “visibile” del sistema, mentre i termini non standard sono le
velocita generalizzate Dge,, Dy, Dsep, € V(Dgep), sono introdotte per definire la
potenza spesa affinché avvengano i cambiamenti strutturali del sistema.
Coerentemente con , utilizzando la medesima notazione proposta in [1], intro-
duciamo anche la collezione delle velocita virtuali

V, = (us, Vug, ue, up, Vup| ug, Vug) € 74, (3.30)

dove 7, ¢ lo spazio di tutte le velocita virtuali, us, Vusg, ug, e Vug sono le controparti
virtuali di vg, Vs, vg, e Vg, rispettivamente, mentre i campi non-standard u., u,, e
Vu,, rappresentano le velocita virtuali corrispondenti ai tassi Dgep,, Dsep, € V(Dsep),
rispettivamente.

Indichiamo con %; C .¥ una porzione dello spazio Euclideo in cui la fase solida
e la fase fluida coesistono, e con TV C 9%; la porzione della frontiera di 4; su
cui sono imposte condizioni al contorno di Neumann. Trascurando tutte le forze
inerziali e le forze a lungo raggio (come, ad esempio, la forza di gravita), possiamo,
pertanto, definire la potenza virtuale interna, Wg) (Vy) e la potenza virtuale esterna
del sistema, W) (Vy), ossia i funzionali lineari e continui definiti su %4, identificati
tramite le espressioni []

ng)(vv) = L {assgVus + mgugs + or:gVur + meug + hg)u€ + hg)up + Equp} ,
Gt

(3.31a)

Wse)(\?v) = / {Tsus + Te.us + Gup} + / {hge)us + hl(f)up} , (3.31b)
Ny Gt

In (3.314)), oy e o7 sono i tensori di Cauchy del solido e del fluido, mg e ms sono
forze interne che descrivono la perdita o guadagno della quantita di momento del
solido e del fluido in risposta allo scambio di interazioni tra le due fas, hY e hg)
sono forze interne generalizzare duali a u. e uy, rispettivamente, e €, ¢ la tensione
generalizzata duale a Vu,. Osserviamo che, poiché le velocita virtuali u. e u, sono
scalari, le forze ad esse duali devono essere rappresentate da scalari. Analogamente,
essendo Vu, un co-vettore, il suo duale, &,, deve essere un campo vettoriale. Per
quanto riguarda la potenza virtuale esterna, oltre alle forze di contatto standard 7
e Tg, in introduciamo la forza di contatto ¢, e le forze esterne hge) e hée): tali
quantita sono campi scalari per le ragioni precedentemente illustrate.

5 Richiedendo che la potenza virtuale interna Wg) (Vy) sia invariante per moti rigidi arbitrari, &
possibile dedurre la simmetria del tensore totale degli sforzi, & = o5 + o7, e che la somma delle

forze interne mgy e my deve essere identicamente nulla, ossia, mg + m¢ = 0.
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Inoltre, facciamo notare che nella definizione della potenza virtuale interna ed ester-
na, non abbiamo considerato la velocita e il gradiente della velocita dei nutrienti,
nonché le loro controparti virtuali [I]. Tale semplificazione ci permette di semplifica-
re la formulazione del problema poiché, anziché studiarne in dettaglio la cinematica
e la dinamica, ci limitiamo a considerare i nutrienti attraverso la legge di bilancio
(3-34)).

Invocando il Principio delle Potenze Virtuali, richiediamo, che per ogni possibile
scelta delle velocith generalizzate V, valga l'identita W (Vv) Wi (Vy), ossia [1],

{[=divey, +mg].u, + [~diver + my|ug + (A9 — )y,
7

[h —divg, — h Nuy }

/ {low.n u, + [or.n — Tug + [€,.n — Glup = 0. (3.32)

Localizzando I’'Equazione (3.32]), perveniamo alle seguenti leggi di bilancio delle forze
generalizzate

mg — divey = 0, (3.33a)
mys — diVO’f = O, (333b)
h) — pl® =0, (3.33¢)
hY — dive, — hl? =0, (3.33d)

valide in %}, e alle leggi di bilancio delle forze di contatto sul bordo di Neumann IV

osn—T1s=0, (3.34a)
or.m —7¢ =0, (3.34Db)
£,m— (=0 (3.34c)

3.6 Dissipazione

Al fine di estrarre informazioni costitutive sulle forze interne introdotte nella Sezione
[3.5] studiamo la disuguaglianza della dissipazione, sfruttando i risultati ottenuti in
precedenza e, in particolare, le equazioni dedotte dal Principio delle Potenze Virtuali.
Pertanto, ispirandoci a quanto fatto in [13| B1l [32] [33], introduciamo la densita di
dissipazione, D, misurata per unita di volume della configurazione attuale del corpo
e associata ad un aperto €, C C; [1],

[ D= [ = 00+ oDt + prDat + (Vb))
Q o
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3 — Modello matematico

+ » {(o-s.n).vs + (op.m).v; + (fp-n)Dsep}

+ / {hDse, + hi9Dge, } + / D, > 0. (3.35)
Qt Qt

Osserviamo che la dissipazione ¢ la somma di quattro contributi differenti: in par-
ticolare, indicando con 15 e ¢ I’energia libera di Helmholtz per unita di massa del
solido e del fluido, rispettivamente, il termine rs(1s — 1¢) al primo integrale del se-
condo membro della esprime il tasso con cui cambiano le densita di energia
Ps0PsWs € prowss, a seguito degli scambi di massa tra le due fasi. Inoltre, pypsDstise
propsDs?r sono i tassi con cui cambiano le densita di energia libera di Helmholtz,
misurate rispetto al moto della fase solida, e (Vi)¢)w descrive come 1) viene traspor-
tato a causa del movimento del fluido rispetto al solido. I termini nell’integrale di
superficie denotano i contributi alla potenza netta spesa su {2, a causa delle forze di
contatto con il mezzo circostante, mentre i termini nel terzo integrale rappresentano
la parte della potenza netta compiuta dalle forze non-standard h¢ and hj. Infine,
D, ¢ una densita di dissipazione introdotta per tener conto del fatto che il corpo
considerato cresce (si rimanda a [23] per chiarire il significato di questo termine).
Applicando il Teorema di Gauss allintegrale di superficie dell’Equazione , e
usando le leggi di bilancio (3.33al)—(3.33d) e (3.34a)—(3.34c]), otteniamo [I]

/ D=— [ {r(vs —¥¢) + psopsDstis + prowsDstir + (prope Vb)) w }
o Q
+ / {'ms.'us + o05:gVv, + mevs + 0r:gVos + h](;)Dsep
Q4

+€,V(Dyep) + hDge, } + / D., > 0. (3.36)

Q¢

Localizzando I’Equazione ([3.36|) e sfruttando la condizione mg + m; = 0, possiamo
scrivere

D = r5(vhr — s) — pso@sDsths + me.w + o4: gV, + or:gVuy
+ hDe, + £,V (Dsey) + hIDge, + Dy > 0, (3.37)

avendo supposto che la densita di energia libera di Helmholtz del fluido, ¢, sia co-
stanteﬂ e, di conseguenza, le quantita ppesDsr e Vi)t sono trascurabili rispetto gli

altri termini presenti nella (3.36)).

6 Tale situazione si verifica, ad esempio, quando le variabili di stato caratterizzanti ¢ sono, al piu,
la temperatura e la frazione di massa dei nutrienti disciolti nel fluido, e quest’ultima quantita &
cosl piccola che possiamo assumere che ¢ sia uguale alla densita di energia libera di Helmholtz
dell’acqua a temperatura costante.
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Al fine di riscrivere la dissipazione per unita di volume di 4, eseguiamo una trasfor-
mazione di Piola della (3.37)), ottenendo cosi [I]

Dr = Rs(thr — ¥s) — poJyPoths + ©7' QM + Py:gF + P;:gGradV;
+ HVé, + E,Grade, + HVe, + JD.,, > 0. (3.38)

Come gia detto, Rs(X,t) = J(X,t)rs(x(X,1),t) e la forma materiale della sorgente
di massa della fase solida, e tutte le altre forze generalizzate che figurano nella (3.38)
sono date da

P (X,t) = J(X,t)oo(x(X,t),t) F 1 (X,t), «a¢c{f s}, (3.39a)
HY (X, 1) = J(X, )RS (x(X, 1), 1), B e {p,el, (3.39b)
B (X, t) = J(X, )€, (x(X, 1), ) F (X, 1), (3.39¢)
M;(X,t) = J(X, )[g(x (X, 1))me(x (X, 1), )] F(X,1). (3.39d)

In particolare, si ha che P; e Py indicano, rispettivamente, il primo tensore degli
sforzi di Piola-Kirchhoff della fase fluida e della fase solida, Hr(,i) e Hs(i) rappresentano
la forma materiale delle forze interne generalizzate duali a ¢, e €, rispettivamente,
E, ¢ la rappresentazione materiale della forza generalizzata, £, ed ¢ quindi il duale
di Grade,, e M; la controparte materiale di m.

Nel seguito, supporremo che la densita di energia libera di Helmholtz sia definita da
una parte costitutiva e dal contributo di tre termini [I] e, in particolare,

'QZ)S = 7725(1‘7‘a Fpa F’y) €p; Cp, Gradep)
= (F.) + Laglep — ep)? + 100 F, ' BLF, T 1 Grade, @ Grade,,. (3.40)
Per non appesantire la lettura, d’ora in avanti adottiamo la notazione 7 = Grade,,

7t = Grade,. Pertanto, possiamo calcolare la derivata di di ¢s (vedi Appendice A1)
e sostituirla nella (3.38)), che diventa [1]

8?Ls(St) .
®R = —J,y pSOQ)SVaTFp_TF’\/_T + gPs - F

ltr(n M”)}Rs

* {wf a 1/]8 * 3 pSOCI)SV

+ {He(i) + Jv\/g”MVHn — J A [ep — ep]} €p

+ {Hz()i) + S A ep — ep]} ép+{5p - J,B, (F[prF[T) 71'} T
+®;'QM; + P;:gGradV; + JD., > 0, (3.41)
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3 — Modello matematico

dove, utilizzando la stessa notazione introdotta in [I],

MV = p50¢s1/Tua (342&)
MI/ = Ml/ - %tr[nMy]nila (342]3)
T, = n—lFeTaT +b[n ' F, " F N (mew) FUE, Y (3.42c)
Al/ = pSO(I)su(IOa (342d)
BV = pSOCI)SVbO- (3426)

In particolare, osserviamo che ¢ possibile distinguere la parte standard da quella
non-standard del tensore M,,, definito in (3.42a), ossia,

M, — M’Est) + MIEnSt)7 (3.43a)
a&(s‘i)

M) =t FT[ p d,, o 3.43b

v "7 Ps0 aFe ) ( )

M) =By 'F,TF, " (r o) FyUF, gl (343¢)

Pertanto, il tensore degli sforzi di Cauchy o introdotto nella (3.11)) e definito
costitutivamente [7, 0] come

1
Osc = j FeiTnMuFeTa (344)

sara anch’esso costitutito da una parte standard, aéit), e da una parte non-standard,
o™ Per le espressioni di tali tensori, rimandiamo il lettore all’Appendice A2.

Per lo studio della dissipazione ({3.41)), trattiamo la legge di bilancio di massa ({3.5))
come un vincolo [33]. A tal fine, eseguendo la trasformazione di Piola della (3.5)),
otteniamo la seguente formulazione del vincolo in forma forte [31], [33]

Cr= O F T F + & FT:GradV; + &71Q CGrad(J 1 ®y)

1 1
_ (_ _ _) R, =0, (3.45)
Pso  Pro

dove Cg sta per “vincolo”. Successivamente, moltiplichiamo la (3.45]) per un molti-
plicatore di Lagrange, p, che gioca il ruolo di pressione idrostatica. Quindi, seguendo
quanto fatto in [31], sommiamo ’espressione cosi ottenuta alla , in modo da
ottenere una “nuova’ funzione dissipazione, cioe @g ) = Dr + pCr. In particolare,
fattorizzando opportunamente i vari addendi dell’espressione risultante, si ha [I]

Y a Aést) .
'D%):{_Jw (pSOqDSV;/}TFp_TFw_T +pq)sF7T+gPs P
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1tr(n M,
+{(¢f+£) - (¢s+£) i Lir(n M) )}Rs
Pro Ps0 3 pSOCI)SV
+{HY + LA, — )} ¢y +{E, — J,B, (F, "B, F, ") w} i
+ {Hs(i) + Jw\/g M|, — T, A e — ep]} Ep
+07'Q { M + JpGrad(J @)}
+ {p®F "+ gP}:GradV; + JD, > 0, (3.46)

Osservazione. L’espressione ’Dg ) = Dg + pCr € una riscrittur di DR che, attraver-
so 'impiego della tecnica dei moltiplicatori di Lagrange, ci permette di tener conto
dei vincoli senza dover individuare a prior: le variabili cinematiche indipendenti.
In altre parole, se le velocita generalizzate che figurano nell’espressione della dissi-
pazione non sono tutte linearmente indipendenti tra loro, non e possibile invocare
il criterio di Coleman-Noll [33]. Per rendere evidente quanto detto, si pensi ad un
caso particolarmente semplice in cui la dissipazione ¢ data da Dg = Y.X > 0, dove
X rappresenta una collezione di velocita generalizzate e Y le forze ad esse duali.
Supponiamo, inoltre, che sia X = (X1,Xs) e Y = (Y1,Y2), e che le velocita Xy eXy
siano legate tra loro dalla relazione Xy = —aX;. Sotto tali condizioni, Dg diviene
Dr = Y1 X1+ Y2X5 > 0 e, dato il vincolo su X; e Xy, non e possibile concludere che
la disuguaglianza Dr > 0 debba valere per ogni scelta di Xy e Xo. Essa, piuttosto,
deve essere soddisfatta per ogni coppia (X1, Xs) compatibile con il vincolo, ossia del
tipo (X1, —aXy), il che equivale a scrivere Dg = (Y; — a¥2)X; > 0, per ogni )X;.
Tale risultato consente di trarre conclusioni costitutive solo sulla forza generalizzata
effettiva (Y1 — aYs).

Se invochiamo la tecnica dei moltiplicatori di Lagrange, possiamo formalmente
“ignorare” la relazione tra X; e Xy, e, introducendo un opportuno moltiplicatore
L4, possiamo scrivere 93;3) = Dg + plaX; + X = (Y1 + ap) Xy + (Y2 + )Xy > 0. Da
questa disuguaglianza ¢ possibile estrarre informazione costitutiva su (Y, + au) e
(Y2 + ), dovendo calcolare il moltiplicatore p attraverso un’altra equazione (ossia,
'equazione della dinamica). A simili risultati si giunge in [31], 33].

A questo punto, richiediamo che la disuguaglianza ((3.46)) sia verificata per ogni valore
di F, GradV%, e,, e 7. Pertanto, il metodo di Coleman-Noll implica le seguenti
identita [1]

a Aést)
P.=-d,pg'F "+, (,Oso(bs,,gl ;}F F,'ET, (3.47a)

P = -—d&;pg'F T, (3.47Db)

7L’ “equivalenza” di D e Dg ) & intesa sia in senso fisico che numerico, poiché vale I'identita Cg = 0.
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HY = —J A e, — ¢p), (3.47c)
E, = J,B, [F,'B,F, "] . (3.47d)

Inoltre, riconoscendo le parti dissipative di M e 258 [,
MY = M, + JpGrad(J &), (3.48a)
HOD = HO 4 12 By — Al — ), (3.48b)

la (3.46]) puo essere riscritta come [I]

DY = o' QMY + HIVe,

1 tr (n M,
+ {(wf + ﬁ) - <¢S + ﬁ) + —L} Ro4+JD, >0,  (3.49)
P1o Ps0 3 psOq)szx

3.7 Leggi costitutive

In questa Sezione ci limitiamo ad introdurre ulteriori ipotesi del modello che ci con-
sentiranno di utilizzare alcune relazioni matematiche atte a caratterizzare il compor-
tamento del sistema (leggi costitutive). In particolare, introduciamo le stesse ipotesi
di [7] e, pertanto, assumiamo che il tessuto tumorale sia isotropo e che i tensori
spaziali di permeabilita k e di diffusivita d, siano “incondizionatamente isotropi”
[3], ossia, k = kog™' e d = dog™', dove ky & la permeabilita scalare definito alla
Holmes-Mow [3], 34], mentre lo scalare dy dipende da J e J,, ossia [7],

J—J,o, 1™ my [ J* — J?
ko = kog | ————~ SV} ex {— ( 7)} , 3.50a
0 O0R [ JySOfO p 5 JVQ ( )
J — J, D,
dy = d03+. (3.50b)

Nella , lo scalare piy = 1 — &, € la frazione volumetrica della fase fluida
definita nella configurazione di riferimento, mg e m; sono coefficienti costanti del
materiale, e kgr € la permeabilita materiale del tessuto. Inoltre, il fattore dor nella
(3.50b)) e la diffusivita definita nella configurazione di riferimento e, per semplicita,
supporremo che sia un valore costante. Ricordiamo che le controparti materiali dei
tensori k e d sono state indicate con K e D, rispettivamente (si veda la Sezione
e, in quanto tali, possono essere determinate tramite le trasformazioni di Piola,
ossia [7],

K =JF 'kF " = JkC™! (3.51a)
D=JF 'dF " = (J - J,®,)dorC". (3.51b)
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Infine, assumiamo che la fase solida del tessuto sia iperelastica e, quindi, il suo
comportamento meccanico puo essere descritto tramite la densita di energia libera
di deformazione, W, che esprimiamo per unita di volume nella configurazione di
riferimento. Per tener conto delle variazioni della struttura interna indotte dalla
crescita, procediamo come in [7] esprimendo W in termini di una funzione costitutiva,
W, che dipende da F', F, e dai punti materiali X. Il contributo puramente elastico
dell’energia totale puo essere misurato introducendo la densita di energia W, definita
per unita di volume nello stato naturale. La sua rappresentazione costitutiva, Wy,
dipende da F' e da F,, esclusivamente tramite F,. Pertanto, abbiamo [4 [36]

W=JW,, W(F, F,X)=JW,(F,). (3.52)

Per W, (F,), scegliamo una legge costitutiva alla Holmes-Mow [34], ossia,

VT/V(Fe) = Wu(ce) = m(fl(ce)7 f2<ce)7 f3<ce))
— ag {exp@(ce)) - 1} : (3.53a)
@(Ce) = &(jl(ce)u j2(Ce>7 j3(Ce>>
= ay[[1(C.) — 3] + | L(C.) — 3] — aslog[I5(C.)], (3.53D)

dove C, = F.,' . F. il tensore di Cauchy-Green “elastico”, I 1 jg el 3 sono gli invarianti
di C,, mentre «q, oy, as € a3 sono i coefficienti del materiadeﬂ7 dipendenti dalle
costanti di Lamé A e u, ossia [7],

:2,u+)\ azaQ,u—)\ o A
4063 ’ 1 32//L+)\7 2

g az = aq + 2as. (3.54)

= Q3 ——,

K 2+ A

Le quantita precedentemente introdotte ci permettono di calcolare la parte costitu-

tiva del secondo tensore degli sforzi di Piola-Kirchhoff associato alla fase solida, S,
tramite la seguente espressione

oW,
S =LF ' 2—2(C.) | F.T, 3.55
; ( o >> ; (3.59

dove J, = det F, e F, = F,F,. Di conseguenza, il primo tensore degli sforzi di
Piola-Kirchhoff puo essere espresso costitutivamente come

P, = FS... (3.56)

In Appendice A3, riportiamo i calcoli eseguiti per determinare il tensore S. dalla
(3.55)).

8 Coerentemente con [7, [34], settiamo ag = 1.
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3.8 Equazioni del modello

In definitiva, il modello matematico che proponiamo in questo lavoro e costituito
dal seguente set di equazioni [1],

Div(P, + P;) = 0, (3.57a)

J — Div (K Gradp) = 0, (3.57b)

Ps0yPspwp = Rpy + Ry + Ry — Rywyp, (3.57¢)

pfO[J - J,Y(I)SV](DN + pp@ Gradwy + DivYy = RNp + Rywn, (357d)
R

. E— 3.57

7 3pSOCI)SV’Y2’ ( e)

- (@ gpnlNy> F,, (3.57f)
g [1,2,0e, —
Ep = /\p< 7 { : [F}J o +0'th:| ; (3.57g)
+

Div [J,B, (F,'B,F,” ") Grade,| — J,A,e, = —J, A,¢ep, (3.57h)

nonché da opportune condizioni iniziali e al bordo. L’Equazione e la legge
di bilancio dell’impulso della miscela nel suo complesso, scritta in forma materiale
(per dettagli, si veda [9]). Le espressioni analitiche dei tensori di Piola-Kirchhoff
associati alla fase solida e fluida sono riportate in (3.47a)) e (3.47bj), rispettivamente.
Come gia osservato nella Sezione supponiamo che le densita di massa della fase
solida e della fase fluida possano essere trattate come costanti. In particolare, poiché
le cellule consistono principalmente di acqua [7], setteremo tali densita uguali alla
densita di massa dell’acqua, ossia pso = pr = 1000 kg/m3. Pertanto, la legge di bi-
lancio di massa della miscela si riduce alla @, dove il tensore materiale
di permeabilita K e stato definito tramite la @. L’Equazione e, inve-
ce, una riscrittura della , che traduce il bilancio di massa relativa alle cellule
proliferanti, ottenuta ricordando la relazione e l'identita Jog = J, Py, intro-
dotta nella Sezione [3.3] Analogamente, la forma materiale delle sorgenti di massa &
stata definita tramite la @ , mentre le sorgenti di massaﬂ sono state introdotte
nella Sezione [3.2] Equazioni (3.10a)—([3.10d)) e (3.12). Per concludere con le leggi di
bilancio, osserviamo che I’'Equazione @ € una riscrittura del bilancio di massa
dei nutrienti, ovvero della , ottenuta sfruttando la condizione di saturazione
e l'identita . L’Equazione , che ci consente di determinare il parametro
di crescita v, € non-lineare e di tipo reazione-diffusione. Per vedere cio, e sufficiente
sostituire l'espressione della curvatura scalare, k., nella definizione della sorgente
di massa 7, € quindi in R. D’altra parte, scegliendo ¢ = 0 nella , gli effetti

9 Ricordiamo che Ry = Rg, + Ruf + Rpy + Rn-y € che 74, = 0.
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della curvatura non giocano piu alcun ruolo e la si riconduce ad un’equazione
differenziale ordinaria [9)].

Passiamo adesso alla descrizione delle equazioni riguardanti le variabili plastiche
e, in particolare, alle quantita F},, €, e ¢,. Ricordiamo che, a seguito dei vincoli
introdotti sul tensore F),, dalla relazione Fp = L, F,, ¢ stata ricavata I'Equazio-
ne , grazie alla quale possiamo determinare le componenti indipendenti del
tensore Fp, quando ¢ noto e;,. Quest’ultima variabile ¢ determinabile tramite I'Equa-
zione , che ¢ stata ricavata imponendo il rispetto della disuguaglianza della

d1881paz10ne P1u in dettaglio, richiediamo H:¢ (d) = 1

(3.48b]), otteniamo

HO = Ly — I\ 2Ny + T Aey — o). (3.58)

5p > 0 e, ricordando l'identita

Quindi, sfruttando la controparte materiale dell’Equazione (3.33d|), possiamo scrivere
p= Jv\/g ||Mu”n — LAy — ep] + H > 0. (3.59)

Osserviamo che la (3.57g)) rappresenta una differenza sostanziale rispetto a quanto
fatto da Anand et al. [13]. Infatti, in [13] gli Autori pongono HY = H® = 0
e assegnano una relazione costitutiva su Hg(i’d), che assume il ruolo di uno sforzo
di snervamento efficace, del tipo H: (i.d) = Jow + JyZ,[ep — ¢, dove oy, > 0 ¢ 1o
sforzo di snervamento “convenzionale’ m mentre Z, > 0 e un parametro del modello
che definisce la parte puramente dissipativa di Hg" (.0 . Cosi facendo, essi riscrivono
I’equazione di bilancio H: - = H: ) sotto forma della Condizione di snervamento

HYY  T0,Z,0e, — ¢
f==-|= [5}) o 4ol (3.60)

In particolare, secondo la teoria seguita in [13], si ha &, =0 quando f <0eé, >0
quando f = 0. Questo approccio equivale a riformulare il problema elasto-plastico
nella forma di Karush-Kuhn-Tucker, ossia,

F<0, £>0,  fé=0, (3.61)

e richiede di determinare €, dalla condizione di consistenza ¢, f = 0. Se seguiamo
questa strada nella Tesi, giungiamo, pero, ad una equazione per €, molto complicata
dal punto di vista computazionale. Per ovviare a tale roblema, effettuiamo una
modifica del modello: supponiamo che sia HY = gl # 0 e, per riottenere la

10 Notiamo che, diversamente da quanto assunto in questo lavoro, Anand et al. [13] ipotizzano uno
sforzo di snervamento “convenzionale” monotono decrescente in e, perché sono interessati a
studiare il fenomeno dello strain-softening.
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3 — Modello matematico

stessa equazione per €, di Anand et al. [13], sfruttiamo la “liberta” che abbiamo per
esprimere HY ponendo

H® = —Jow + J,Z,(cp — ¢p). (3.62)

Pertanto, sostituendo la in , otteniamo un’equazione differenziale ordi-
naria per la variabile ¢, ossia 'Equazione (3.57g)), dove l'operatore ( - ) & stato gia
introdotto nella Sezione ed e qui utilizzato affinché la disuguaglianza sia
sempre soddisfatta.

Infine, I’'Equazione e una riscrittura nel caso rate-dependent dell’equazione
ey, — [*Ae, = ¢, introdotta da Anand et al. [13], dove | = \/B,/A, & “una misura
del volume materiale che contribuisce alla nonlocalita dello scalare e,” [13].

Concludiamo osservando che il modello proposto € chiuso: infatti, considerando la
natura vettoriale dell’Equazione e avendo supposto che il tensore Fj, ¢ sim-
metrico, il modello consta di 15 equazioni scalari in 15 incognite rappresentate dal
moto della fase solida, y, dalla pressione, p, dalla frazione di massa dei nutrienti,
wy, dalla frazione di massa delle cellule proliferanti, w;,, dal parametro di crescita, -,
dal tensore (simmetrico) delle distorsioni plastiche, F,, dalla deformazione plastica
accumulata, e, e dallo scalare e,,.
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Capitolo 4

Soluzione di un problema
benchmark

In questo Capitolo descriveremo un problema benchmark preso dalla letteratura
e, in particolare, dal lavoro di Ambrosi et al. [11], recentemente riproposto in [7].
Per I'implementazione delle Equazioni (3.57a))—(3.57h), utilizzeremo la piattaforma
COMSOL Multiphysics@®), basata sul metodo degli Elementi Finiti. Saremo inte-
ressati a confrontare le soluzioni numeriche del caso in cui si adotta una teoria
“non-locale” della plasticita con quelle del caso standarad, ossia quando si “ignora”
I'esistenza del nuovo descrittore cinematico introdotto nella Sezione

4.1 Descrizione del problema

Il problema su cui testiamo il modello matematico proposto in questo lavoro e la
“crescita omogenea ed isotropa allinterno di un cilindro rigido”. Tale benchmark ¢
stato dapprima formulato in [11] per un mezzo mono-fasico e, recentemente, rifor-
mulato in [7]. Pertanto, avendo gia supposto che F', = I (si veda la Sezione
e adottando un sistema di coordinate cilindriche sia per la configurazione di riferi-
mento che per quella attuald’] risolviamo le Equazioni (3.57a)-(3.57h) imponendo

le seguenti condizioni al contorno [7]:

X" = Rin, su (04)c, (4.1a)
X' =0, su (04)c, (4.1b)
(=Jpy 'F~ T + Py.).N, =0, su (08)sx ¢ (08)ax, (4.1c)
(—KGradp).N¢ =0, su (04)c, (4.1d)

Un particolare, adottando la notazione introdotta in [7], X = (R,©, Z) & il sistema di coordinate
cilindriche nella configurazione attuale e & = (r, 9, z) & il rispettivo sistema di coordinate nella
configurazione attuale.
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4 — Soluzione di un problema benchmark

p =0, su (08)sx e (08)ax, (4.1e)
(—peDGrad wy).Ng = 0, su (09)c, (4.1f)
WN = WNenv, su (08)sx ¢ (04)ax, (4.1g)
(Grady)N =0, su 04. (4.1h)

dove 0B = (0%8)sx U (0B)c U (098)ax. In particolare, (0%)c ¢ la frontiera laterale
del campione cilindrico, mentre (0.2 )sx € (0%)ax sono le superfici sinistra e destra
alle estremita di 4, rispettivamente. Inoltre, i versori N5, N¢ e IN sono i campi
vettoriali normali a (0%)s € (08)ax, (0A8)c e 0A, rispettivamente. Completiamo
la, descrizione del problema, assegnando le seguenti condizioni iniziali [7]:

X (R,0,7,0) =R, (4.2a)
X"(R,0,Z2,0) =0, (4.2b)
(R, 0,2,0) = Z +un(Z), (4.20)

p(R,0,Z,0) =0, (4.2d)
wn (R, 0, Z,0) = wNenv, (4.2¢)

(R, ©,2,0) =1, (4.2f)
wp(R,0,7,0) =1, (4.2g)

applicate a tuttii puntiinterni di 4. I valori numerici delle quantita sopra introdotte,
nonché tutte le costanti del problema in esame, sono riportati in Tabella A tal
proposito, ricordiamo che la frazione di massa della fase solida nello stato naturale
e settata a ®;, = 0.8, mentre le densita della fase solida e fluida sono pyy = pg =
1000 kg/m? (si veda la Sezione [3.8).

4.2 Alcuni aspetti computazionali del modello

Al fine di implementare il modello sulla piattaforma COMSOL Multiphysics®), scri-
viamo alcune delle Equazioni f in forma debole; a titolo di esempio,
vediamo come e stata ricavata la forma debole della legge di bilancio di massa
(3.57b)). Denotiamo con p e w la pressione test e la velocita test. Siano inoltre
HY(#) e H{ (%) rispettivamente gli spazi di Sobolev di tutte le funzioni scalari e
vettoriali nulle su I'}; e I'};, a quadrato integrabile in & e le cui derivate deboli di
ordine m < 1 sono tutte a quadrato integrabile in Z.

Consideriamo il seguente spazio delle funzioni test [12],

PxV:={(p a)ec H(AB) x H\(B) :ﬁ\F% =0, a\r,é =0}, (4.3)
e, moltiplicando la (3.57b|) per p e applicando il Teorema di Gauss, otteniamo

/ [J — Div(K Gradp)]pdQ =0
2
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Parametro Unita Valore Equazione Riferimento
L [cm] 1.000 Lunghezza iniziale —
Riy, [cm] 1.000 - 1072  Raggio iniziale —
WNer (-] 1.000-10= (3.10a)), (3.10d),(3-12)  —
WNeny [-] 7.000-107%  (3.10d —
wN [-] 1.480-10~%  (3.10al), (3.10d), (3.10d) —
5 (-] 7138101 (3.10d [46]
52 [Pa] 1.541-10° 3.10d [46]
Cpn [kg/(m3s)]  1.500-102 (3.10 [43]
Cut keg/(m3s)]  1.150-1075  (3.10b] [43]
(Np [keg/(m3s)]  3.000-10~* (3.10¢ [44]
Cep keg/(m?s)]  1.343-107%  (3.10d),(3.12) [43]
c [m?] 0 3.12 —
A, [Pa] 1.000 3.42d [
B, [Pam?] 1.000- 1073 (3.42e [
Z, [Pa] 1.000 - 103 3.62 [
ko [mm*/(N's)] 0.4875 3.50a [34]
mo (-] 0.0848 3.50al [34]
my (-] 4.638 3.50al [34]
dor [m? /s] 3.200- 107  (3.50D) [34]
Ap [ms/kg] 7.000-10"7  (3.58 [
Oth [Pa] 1.000- 1077 (3.62 [
A [Pa] 1.333 - 10* 3.54 [A2]
I [Pa] 1.999 - 104 3.54 [42]

Tabella 4.1. Parametri utilizzati per simulare il problema benchmark
presentato nella Sezione Fatta eccezione per A,, B,, Z,, o e Ap,
tutti gli altri valori sono tratti da [7].

/ Jp dQ — / [Div(pK Grad p) — (K Grad p) Grad p] dQ = 0
B B

/ Jp dQ) — / (pK Grad p).N dA + / (K Gradp) Gradp dQ =0
B 0% B

Pertanto, tenendo conto della condizione al bordo (4.1d)), perveniamo alla forma
debole della legge di bilancio della massa,

/ [Jp+ (K Grad p) Grad p] dQ =0 (4.4)
2

4.2.1 Metodo di Hu-Washizu

Presentiamo una riformulazione del Principio variazionale di Hu-Washizu [37] pro-
posta da Grillo et al. [1], per 'implementazione della forma debole della legge di
bilancio dell’impulso (3.57a)). Infatti, per ottenere risultati numerici soddisfacenti
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4 — Soluzione di un problema benchmark

e opportuno ricorrere al metodo di Hu-Washizu. Osserviamo preliminarmente che,
sommando le espressioni dei tensori degli sforzi di Piola-Kirchhoff P; e Py, possiamo
scrivere la forma debole della ([3.57a)),

/ (=Jpg '"F "+ P..) : g Grad U, = 0, (4.5)
B

dove Us e la velocita virtuale della fase solida, espressa come funzione dei punti X
di 4, e P, ¢ la “parte costitutiva” del primo tensore degli sforzi di Piola-Kirchhoff
della fase solida, ossiaf]

OF,

P.=J, (psoq)s,,g (FF;le-l)Fp-TF;T) =P.(F,F,,F,). (4.6)

La ragione per cui ricorriamo al metodo di Hu-Washizu risiede nella . In-
fatti, utilizzando il metodo agli Elementi Finiti per risolvere la (4.5]), le funzioni
di forma adottate per x, F', e F}, sono automaticamente trasferite a Py, tramite
P (F, F,, F},). Tale “limitazione” puo produrre risultati numerici non accurati per
P,., indipendentemente dall’ordine delle funzioni di forma utilizzate per la discre-
tizzazione di y. Introduciamo dunque il metodo di Hu-Washizu e, in particolare,
il modo in cui e stato utilizzato per i nostri scopi. Definiamo due nuove variabili
ausiliari F1W ¢ PSIgW, che, in aggiunta al moto yx, saranno trattate come campi indi-
pendenti del modello: come suggerisce la notazione utilizzat FBW & il gradiente di
deformazione ausiliare e PA" & il primo tensore degli sforzi di Piola-Kichhoff ausi-
liare. Sebbene siano indipendenti, F*™ ¢ P2V devono essere consistenti con il vero
gradiente di deformazione e con il vero primo tensore degli sforzi di Piola-Kichhoff,
rispettivamente, e quindi sono tenuti a soddisfare i vincoli [I]

FW - F (4.7a)
P = (F'W F, F,). (4.7b)

A questo punto, il metodo di Hu-Washizu suggerisce di scrivere la forma debole delle

Equazioni (4.7a))—(4.7b)), ossia,

/ {[F - F™W|:I1+ [P.(F™, F, F,) — P.V]:A} =0, (4.8)
B

dove IT e A indicano la variazione virtuale di P2 e F"™W rispettivamente. Riformu-
lando, quindi, I'Equazione (4.5]) in termini dei campi ausiliari introdotti dal metodo

2 Ricordiamo che, tramite la decomposizione (2.6) del gradiente di deformazione F, possiamo
esprimere la dipendenza della parte “standard” della densita di energia libera di Helmholtz da

F, F, ¢ F,. In particolare, abbiamo qﬁs(St)(Fe) = Aésw(FFv_le_l).
3Si noti che I'apice “HW” sta per “Hu-Washizu”.
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di Hu-Washizu, e combinando l’equazione cosi ottenuta con la (4.8)), perveniamo
dunque alla seguente equazione variazionale di tipo Hu-Washizu [I]

/ {[PLY — (det F*™V)pg {(F™)"T]:g Grad U, + [F — F™]:1I
+ [Po(F"W,F,, F,) — P)V]:A} =0, (4.9)

che incorpora tre variabili indipendenti, ossia il moto (e, in particolare, Grad Uy), il
primo tensore degli sforzi di Piola-Kirchhoff Piw e il gradiente di deformazione ad
esso associato F™W_ Dopo aver interpolato tali campi, la forma algebrica della (4.9)
consiste in un sistema a blocchi, in cui un blocco corrisponde alla legge di bilancio
dell’impulso, un blocco ¢ associato alla , e uno alla (4.7bf). Pertanto, I'imple-
mentazione della forma debole della con il metodo di Hu-Washizu implica

I'implementazione di tre equazioni.

4.2.2 Cenni sull’implementazione

Anche le Equazioni (3.57¢)—(3.57¢€)) e (3.57h|) sono state implementate utilizzando le
tecniche standard basate sugli Elementi Finiti e, quindi, scrivendone la forma debole.
Infine, le Equazioni (3.57f) e (3.57g) sono state risolte con l'ausilio dei pacchetti gia
implementati in COMSOL Multiphysics®). In particolare, e stato utilizzato il meto-
do di Eulero implicito generalizzato che coinvolge quattro passi temporali (BDF4)
e, quindi, risolvendo equazioni non lineari ad ogni passo di integrazione.
Concludiamo osservando che, poiché il raggio del cilindro, R;,, considerato puo con-
siderarsi trascurabile rispetto alla lunghezza dello stesso, L, la geometria scelta ¢ un
segmento di lato L e, data la simmetria del problema, possiamo dividere tale seg-
mento in due parti uguali. La mesh utilizzata consiste in 1000 elementi per ciascun
lato.

4.3 Risultati numerici

Per visualizzare e apprezzare gli effetti della teoria “non-locale” di plasticita, sono
state effettuate due simulazioni. A parita di tutti gli altri parametri del modello (si
veda la Tabella, sono stati scelti due diversi set di valori numerici per i parametri
“non-standard” della teoria. In particolare, a seguito di un laborioso sweep parame-
trico, il caso non-standard & stato simulato scegliendo i valori di 1 Pa, 1072 Pa - m?
e 10® Pa per A,, B, e Z,, rispettivamente. Nel caso standard, tali parametri sono
identicamente nulli e, quindi, non e richiesta la risoluzione dell’Equazione
per determinare la variabile e,,.
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4 — Soluzione di un problema benchmark

Scegliamo due giorni di interesse e confrontiamo la soluzione numerica del caso stan-
dard e del caso non-standard di alcune delle incognite del modello matematico. In
Figura[£.3] riportiamo lo spostamento del tumore nella direzione assiale del campio-
ne. Come ci aspettiamo, e come gia osservato in [7], in entrambi i casi, lo spostamento
aumenta all’aumentare del parametro di crescita (vedi Figura. In particolare, la
differenza tra il caso standard e il caso non-standard € poco apprezzabile, poiché e
dell’ordine di 1072 c¢m. La differenza massima ¢ stata osservata al bordo del dominio
considerato, coerentemente con il fatto che in tale regione la crescita ¢ massima.
Inoltre, non e possibile stabilire gli effetti della non localita su tutto il dominio,
dal momento che, nel caso non-standard lo spostamento, cosi come il parametro di
crescita, sembra essere maggiore della rispettiva quantita del caso standard fino ad
un certo valore della coordinata assiale del dominio e, successivamente, il comporta-
mento si inverte. Per quanto riguarda la pressione (si veda la Figura , si osserva
che I'andamento anomalo per il giorno 8 si attenua quando viene utilizzato la teo-
ria “non-locale”. Infine, la Figure e la Figura mostrano, rispettivamente, il
profilo spaziale della frazione di massa dei nutrienti, wx, e delle proliferanti w,. Per
tali quantita, seppure le differenze sono poco apprezzabili, risulta che la soluzione
numerica del caso non-standard ¢ sempre maggiore della rispettiva soluzione del
caso standard.

—»> ST - Giorno 8
| - ST - Giorno 16 1]
——NST - Giorno 8

—--NST - Giorno 16

o
w

o
N

Spostamento [cm)]
o

0.0 0.1 0.2 0.3 04 0.5
Coordinata assiale [cm)]

Figura4.1. Confronto tra il caso standard (“ST”) e il caso non-standard del profilo
spaziale dello spostamento in direzione assiale. Poiché il problema ¢ simmetrico, ¢
mostrata solo la meta [0, L/2] del dominio.
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1.8} |> ST - Giorno 8 E
— -6~ ST - Giorno 16 I’
< —-NST - Giorno 8 51)
-E 161 -o-NST - Giorno 16 I
g 1
8
5
o 14r
=
g
g
£1.2;
<
A

1.0 ‘ ‘ ‘

0.0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5

Coordinata assiale [cm]

Figura4.2. Confronto tra il caso standard (“ST”) e il caso non-standard del profilo
spaziale del parametro di crescita . Poiché il problema & simmetrico, € mostrata
solo la meta [0, L/2] del dominio.

0.0 ‘ ‘ 1S
—> ST - Giorno 8

-6- ST - Giorno 16
——-NST - Giorno 8
—--NST - Giorno 16

N
o

Pressione [Pal

0.0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5
Coordinata assiale [cm)]

Figura 4.3. Confronto tra il caso standard (“ST”) e il caso non-standard (“NST”)
del profilo spaziale della pressione p. Poiché il problema & simmetrico, & mostrata
solo la meta [0, L/2] del dominio.
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%1073

—> ST - Giorno 8
-6- ST - Giorno 16
——-NST - Giorno 8

6.0 - —--NST - Giorno 16

—— Valore critico nutrienti

8.0

=
z
3

407

207

0.0 ‘ ‘ ‘
0.0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5

Coordinata assiale [cm)]

Figura 4.4. Confronto tra il caso standard (“ST”) e il caso non-standard (“NST”)
del profilo spaziale della frazione di massa dei nutrienti wy. Poiché il problema ¢
simmetrico, & mostrata solo la meta [0, L/2] del dominio.

1.0

0.8,
=)
3@
0.6
—> ST - Giorno 8
-6~ ST - Giorno 16
0.4 ——-NST - Giorno 8
5== -6—-NST - Giorno 16

0.0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5
Coordinata assiale [cm)]

Figura 4.5. Confronto tra il caso standard (“ST”) e il caso non-standard (“NST”)
del profilo spaziale della frazione di massa dei proliferanti wy,. Poiché il problema ¢
simmetrico, ¢ mostrata solo la meta [0, L/2] del dominio.
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Capitolo 5

Conclusioni

In questo lavoro di Tesi, e stato presentato un modello matematico per lo studio
della crescita e del rimodellamento in tessuti tumorali isotropi [1], trattando il tu-
more come un mezzo poroso saturo, composto da una fase solida e da una fase
liquida. Il modello matematico proposto, costituito dalle Equazioni —,
puo essere adattato ed esteso per descrivere altre situazioni biologiche e includere
altri fenomeni, oltre alla crescita e al rimodellamento. In particolare, ricordiamo che
il nostro studio ¢ stato condotto su un tessuto tumorale isotropo e omogeneo. Tali
ipotesi ci hanno permesso di assumere un tensore di crescita del tipo F, = vI, e

di utilizzare tensori di permeabilita e diffusivita isotropi (si veda (3.50a)—(3.50Db))

e (3.51a)—(3.51b))). Inoltre, tutti i parametri presenti nelle espressioni costitutive,
nonché la frazione volumetrica della fase solida, calcolata rispetto alla misura di

volume dello stato naturale, ®,, sono trattati come valori costanti. Si rammenta
che quest’ultima ipotesi non e stata fatta tanto per semplicita, giacché le risorse di
calcolo di cui abbiamo disposto sono sufficienti per un modello con disomogeneita
dei parametri abbastanza realistiche. Piuttosto, I'potesi in oggetto e stata avanzata
per poter meglio osservare le disomogeneita avanzate dalla crescita.

Come gia osservato in [12], tali restrizioni conducono ad un modello che potrebbe es-
sere accettabile per lo studio strutturale dell’evoluzione dei tessuti tumorali, ma che
non riesce a fornire risultati accurati per i tessuti, come la cartilagine articolare, in
cui la presenza di fibre di collagene rinforzanti inducono anisotropia [38] [39, [40} 4T]
e le leggi costitutive dipendono fortemente dai punti materiali.

Ulteriori commenti, che potrebbero essere uno spunto per ricerche future, riguar-
dano i risultati numerici mostrati e commentati nella Sezione [4.3] Per il problema
considerato, non sono state osservate sostanziali differenze tra il caso standard e
il caso non-standard o, comunque, tali differenze non sono apprezzabili come desi-
deravamo. D’altra parte, come ci si puo immaginare, le soluzioni numeriche dipen-
dono fortemente dai valori numerici dei parametri utilizzati e, in particolare, dai
parametri caratterizzanti la teoria non-locale di plasticita, ossia A,, B, e Z,. Per
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quest’ultimi parametri sono stati utilizzati i valori riportati in Tabella che, se-
condo la nostra conoscenza attuale, non sono associabili ad alcuna fonte presente
in letteratura. Essi sono il “frutto” di un laborioso sweep parametrico. Pertanto, i
risultati ottenuti dovrebbero essere considerati esclusivamente qualitativi, dal mo-
mento che non possiamo ancora stabilire se essi siano fisicamente accettabili. A tal
proposito, facciamo presente che non abbiamo potuto utilizzare gli stessi parametri
“non-standard” di Anand et al. [I3], per ovvi motivi di diverso problema benchmark.
Questa considerazione ci induce a pensare che, probabilmente, il problema scelto in
questo lavoro potrebbe non essere il piu appropriato per osservare i fenomeni spera-
ti, poiché non si presta alla localizzazione della deformazione plastica accumulata,
ep- Quindi, I'approccio secondo la “Teoria Gradiente” non ¢ in grado di mostrare
i risultati desiderati [1]. Inoltre, non avendo ipotizzato un comportamento di tipo
strain-softening del materiale considerato, non possiamo aspettarci la formazione
delle shear bands [13] e, di conseguenza, non possiamo beneficiare della “regolariz-
zazione” che un simile approccio comporterebbe.

Sebbene tali osservazioni sembrerebbero rimarcare solo le criticita del modello pro-
posto e il fatto ovvio che gli argomenti in esame richiedono ulteriori indagini da
parte nostra [I], ne confermano la novita, nonché I'esigenza di sviluppare una teoria
piu generale e valida per qualsiasi problema benchmark pensabile.
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Appendice Al

Riportiamo i calcoli effettuati per ricavare la derivata temporale della densita di
energia libera di Helmholtz v, introdotta nella Sezione [3.6) Tale quantita ¢ stata
definita costitutivamente come [I]

ws = 7ﬁs(l'?; pr F'ya €p, €p, 77)
= YI(F) + saolep — ep)* + 3 boFy By F T i m @
Ricordando la decomposizione (2.6 del gradiente di deformazione F', possiamo

esprimere la dipendenza della parte “standard” della densita di energia libera di
Helmholtz da F', F, e F,. In particolare, abbiamo

UV(F) =0V (FFF).

S

Inoltre, prima di procedere con il calcolo della derivata temporale di 1), osserviamo
che

F,=FF - F, 1= FF 'F ' - FF'F.F'F,' - FF'F'F,F, .

Pertanto, utilizzando la regola di derivazione di funzioni composte, possiamo calco-
lare 15 come segue:
) aqﬁb(st)
ws - 8—Fe

+aglep — &)(Ep — &) + 3o (~F B F B F ) imww

: [FF;le—l — FF'F,F'F," - FF;le—le]

+ by {—2 @ &by (m'Nn ™) Fp—T} Fl.oren
+ 30 (~F B ETETR, ) in e
+1F, 'BF, (@ m+ @),

Riordinando in modo opportuno i fattori dei vari addendi, eseguendo le operazioni
di doppia contrazione e sfruttando la (3.27)), otteniamo
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) 7 (st) ] (st) ]
Yy = (851; Fp_TF{T> : F — <F Y a(;p; Fp—TFJT> . F,

0y : .
- (FP_TF“/_TFT ;JF Fy0 | Fy +aolep — eplép — aolep — epléy
i
psoq)sw]'y

W [F B (7 N ) TR o) g,
+0o (BB F ) w7

- %bo tr [(FpiTFviT (m @) F'yileil) 7771}

a”L&éSt) - - ] - 8w(8t)
:<8Fe F,'FyT ) F—<Sitr |Fy'F—— OF, FT

Ry

Lpotr [F- TR F'Finp7l] b —=
+3 ‘ r[ P ! (Tr®ﬂ-) ’ P g ] psOq)su‘]’Y

oY B
V(= )

+ \/gbo [(F,'Fy (0 'Non™') Fy "R s m @ ) — agle, — ep]} €p

— aolep — eplep + bo [(Fy "By Fy 1) w] o
a&gst) - - ]
:<0Fe F,'"FT | F

: Taq/AJéSt) . 1 - T 1 1 Rs
—qstr| Fe JF. +§tr[bon (Fp F ' (remx) F, F, )} PR A

AV (e B ) i R e e m e )|

—ao[gp—ep]}ép—ao[s —eplep + bo [(Fy ' BpyF, ") o] 7.

A questo punto, introduciamo il tensore degli sforzi di Mandel generalizzato [I], ossia

+ by ["lepiTFviT (r@m) Fwileil] )
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e, indicando con T, la sua parte deviatorica, cioe T, = T, — %tr (nT,) n~ !, osser-
viamo che

T, :nT,n [%Ufibn)nfl%-fi]:njin

v o v

Tl 1T I
_ L - -1
= {3 u(@m) e(Tom) + e(EnEm) } (I,
= Tl

Pertanto, possiamo concludere che [1]

] 81%(%) ~ - ) Rs _ .
P = ( FR7T ) F - %tr(nTu)— - \/gHTan — aolep — ¢ ¢ Ep

aFe pSO(I)su J’y
— aplep — eplep + bo [(Fy ' BoFy 1) o] .
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Ai fini dell'implementazione del termine di meccanotrasduzione introdotto nella de-
finizione del termine sorgente rg, (3.10d]) € richiesto il calcolo dello scalare &, definito

come in (3.11)), e quindi di o.. Ricordando la decomposizione ({2.6)) del tensore di de-

formaziond'| e le identita (3.43b)—(3.43d), riportiamo i calcoli svolti per determinare
il tensore degli sforzi di Cauchy o [1]:

1
Osc = — Fe_TnMVFeT

- &

— _Ipr,'7 <M(St) +M(nst)) FT
Je e v v e
— Ji (FeanMlgst)FeT + FeanMlEnst)FeT)

e

a@;s(st)

J.
Y n_le_TF'y_TFT (psoq)syaT> ] Fp_TF,Y_TFT

== F'FE'F'n

+F'"F'F,"n B 'F,"F, " (n @ 7) F.

8
1 &Y J
== JVpSDCDS,,aTFp_TF[T F' + ?BVF‘T (re@n)F, 'B,F, TF'

le flnfl} prTF’yfTFT

p

J

1 y _
_ sy pr 7 T T
= JPSC F + JBVF (r@m)B,F".

dove P = (J,pao®s 255 Fy TF, ™) & il primo ¢ degli sforzi di Piola-
sc yPs0Ps 5 Fy T F ¢ il primo tensore degli sforzi di Piola
Kirchhoff associato alla fase solida e definito costitutivamente.

Dall’ultima identita, possiamo distinguere un contributo standard e un contributo
non-standard del tensore degli sforzi di Cauchy o, ossia

(nst)
sc

o=l to
1
t) — t T
US:) = jPS:)F )
I Dall’identita F = F_F,F,, segue banalmente che FL = Fp_TFAY_TFT e F, /T = F_TFWTFPT.
Inoltre, I'ipotesi di distorsioni isocore implica che Jo = J/J,.
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O_(nst)

x
sC J

B,F " (r®n)B,F".

Pertanto, sfruttando la linearita dell’operatore traccia, possiamo concludere che [I]

— 1 1 S 1 ns
6=—3 (g:0s) = —3tr (olh) - 3t (o)
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Mostriamo i calcoli svolti per determinare il secondo tensore degli sforzi di Piola-
Kirchhoff associato alla fase solida, S,.. Ricordiamo che

(S OW T
S.. = J.F: (2 o (Ce)> FT
W,(Co) = ap {exp($(C)) ~ 1}
$(Ce) = an[l1(Ce) — 3] + az[[(C.) — 3] — a3 log[I3(C.)]-

Al fine di calcolare la derivata dell’energia libera di deformazione, W,,, ricordiamo
le espressioni degli invarianti del tensore di Cauchy-Green “elastico”, Cs,

I = L(C.) = tr(n~'C.),
I = I,(C.) = ${[L(C.)]* — tr[(n~"C.)]*},
I3 = 3(06) = det(Ce)a

e delle rispettive derivate,

311 ajl —1
= Ce = )
9C, ~ 9C, G =
ol, Ol P i
= Ce = I Ce - Ce )
aCe aCe ( ) n 1( ) n n
= C.) =1C,)C
. OB AlALe
Utilizzando la regola di composizione della derivata (“chain-rule”), abbiamo dunque
oW, B _ NP -
TR by [T Cop ] — b3 CL
dove b; = OW,, /0I; e, in particolare, eseguendo le derivate,
b1 :@1(WV+C¥0), bg :@Q(WV—FC(()), bgz %(WV‘FO(()).
3
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A questo punto, osserviamo che dalla definizione di C, cioe C, = F,'.F,, e dalla
decomposizione ([2.6)) segue che

C.=F,'"F,/"CF'F, .
Inoltre, ricordando che B, = C,! = F, L. F, " e F, = ~I (per l'ipotesi di iso-

tropia), ricaviamo n~'C, = 7 2B,C. Segue che gli invarianti di C, possono essere
riscritti esplicitando la loro dipendenza da C, F;, e F.,, ossia

. 1
Il = Il(C,Fp,F,y) = ﬁtr(BpC),

I, = L,(C,F,, F,) = i{[n(BpC)]? —tr(B,CB,C)},

—5a
. J2
Iy=I;(C, F,,F,)) = —.
Y
Pertanto,
oW,
S =2J,F 1—2F T
a aCe a

=2, F, ' Fy i b (' —n7'Cen™Y) — b33 C | Fy TR
=2J, [WF, 'B,F, " + b, (F,'B,F, "I, - F,'B,F,"CF,; 'B,F,; ") + b31;C"']
=27%[b17v *By + by (v °B,]1 — v 'B,CB,) + bs13C'].

Sostituendo le espressioni degli invarianti e tramite semplici passaggi algebrici, ot-
teniamo infine [I]

See = 2017B, + 2byy ! [tr(B,C) B, — B,CB,] + 2b3.J°y*C .
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