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Abstract:
The aim of this work is the evaluation of bene�ts obtained by using 3D

printed composite components. Main advantages of this technology are the
opportunity to obtain complex geometry by reducing manufacture hitches
and the ability to arrange �ber reinforcements in the desired orientation re-
moving unidirectional ply restriction. First it is necessary to acknowledge
the advantages obtainable with 3D printing for well known structures such
as plates with one circular hole subjected to plane stress. In order to reach
that aim, work proceeded following three di�erent tasks: evaluation of state
of the art of analytical solutions, numerical evaluation of the structure via
�nite element method and then comparison between analytical, numerical
and real results. Once results were validated by using well known structures,
other phases started analysing stress and strain states in open hole plates
in order to understand the best way to place �ber reinforcements. As the
last step, structures created in computer environment were analysed and the
results so evaluated have been compared to those obtained analytically.

Riassunto:
Questo elaborato si pone come obiettivo lo studio dei vantaggi che pos-

sono derivare dall'utilizzo della tecnologia di stampa 3D nella realizzazione
di strutture in composito. L'utilizzo di questa tecnica consente di realizzare
geometrie complesse riducendo le problematiche relative alla lavorazione e di
disporre i rinforzi in �bra lungo direzioni scelte arbitrariamente, superando il
concetto dei laminati in cui le �bre sono disposte unidirezionalmente strato
per strato. Si è scelto di analizzare i vantaggi che la stampa 3D può portare
nella realizzazione di elementi geometrici ben noti in letteratura quali piastre
indebolite da un foro circolare sottoposte a tensione nel piano. Il lavoro è
stato sviluppato su più percorsi: una prima fase di valutazione dello stato
dell'arte delle soluzioni utilizzate per a�rontare il problema in via analiti-
ca ha prodotto dei primi risultati che sono poi stati confrontati con quelli
ottenuti con modelli basati sul metodo agli elementi �niti per veri�carne la
reciproca attendibilità. Il lavoro è in�ne entrato nel vivo procedendo con
l'analisi degli stati di tensione e deformazione nella piastra forata per valu-
tare ed adottare la miglior disposizione possibile delle �bre di rinforzo. Le
strutture ottenute sono quindi state analizzate in ambiente informatico ed i
relativi risultati sono stati confrontati con i valori ricavati sperimentalmente.
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Capitolo 1

Introduzione

Sempre più frequentemente in campo aerospaziale si guarda con interesse
alla realizzazione di componenti mediante processo di stampa 3D. L'utilizzo
di questa tecnologia permette di realizzare strutture complesse con sprechi
di materiale minimi ed elimina la necessità di impiegare macchinari di lavo-
razione complessi. La massima e�cienza per realizzazioni di questo tipo si
potrebbe ottenere abbinandola alla creazione di materiali compositi.

La stampa 3D, permettendo la realizzazione di componenti in loco, com-
porterebbe l'abbattimento delle di�coltà del trasporto, poiichè sarebbe su�-
ciente trasportare il solo materiale grezzo, imballato nella forma più e�cien-
te, per per poi realizzare strutture più o meno complesse direttamente sul
luogo di utilizzo. Attualmente sono in corso i primi esperimenti di stampa
sulla stazione spaziale internazionale e si ipotizzano eventuali utilizzi durante
le missioni di esplorazione umana del suolo di Marte.

Il lavoro descritto in questo elaborato ha mosso i primi passi in seguito
all'acquisizione da parte del Dipartimento di Ingegneria Meccanica ed Ae-
rospaziale del Politecnico di Torino di una stampante 3D. La stampante in
questione permette di realizzare componenti in materiale isotropo oppure di
disporre inserti in �bra all'interno del prodotto �nale.

Nell'ottica di valutare l'accuratezza delle previsioni delle e�ettive presta-
zioni di un componete realizzato con tale tecnica, come prima struttura è
stata scelta una piastra forata sottoposta a trazione nel piano. Una strut-
tura di questo genere presenta una concentrazione di tensioni generata dalla
presenza del foro e dalla conseguente riduzione della sezione resistente. Se

1
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una struttura simile realizzata in composito fosse creata seguendo procedure
tradizionali si aggiungerebbe in fase di foratura un ulteriore indebolimento,
oltre a quello generato dalla presenza del foro, dato dalla rottura delle �bre
e dal danneggiamento dell'interfaccia �bra-matrice. L'utilizzo di una stam-
pante 3D permette invece di creare la struttura già forata e di disporre le
�bre secondo la direzione desiderata.

Il lavoro di tesi descritto nel presente elaborato è stato sviluppato in più
fasi con l'obiettivo di strutturare il lavoro passo per passo dalla de�nizione
del problema alla veri�ca dei dati.

Il primo passo si è quindi concretizzato in un processo di ricerca biblio-
gra�ca volto ad inquadrare il problema proposto. Dopo aver valutato le
ipotesi alla base delle varie trattazioni, sono state distinte di�erenti aree di
studio: il caso generale di piastre studiate come problemi tridimensionali
e, al veri�carsi di determinate condizioni, piastre approssimate a problemi
bidimensionali. Oltre a ciò è stata e�ettuata una distinzione anche in ba-
se alle caratteristiche dei materiali utilizzati nella creazione discernendo le
trattazioni relative a materiali isotropi ed ortotropi. In questa fase, quindi,
sono state valutate le soluzioni proposte in letteratura per valutare analitica-
mente gli e�etti generati dalla presenza di un foro all'interno di una piastra
e gli e�etti dettati dalle variazioni di parametri geometrici quali dimensioni
della piastra, spessore, diametro del foro e caratteristiche del materiale di
realizzazione.

In�ne la ricerca si è conclusa andando ad evidenziare possibili soluzioni
di rinforzo già valutate da usare come punto di partenza e metro di paragone
per le nostre ipotesi di lavoro.

Completata la ricerca bibliogra�ca, si è quindi proseguito il lavoro con
la realizzazione di modelli da analizzare con il metodo agli elementi �niti
mediante il software Femap. Sono stati creati modelli relativi ad ogni cam-
po di analisi valutato nella prima fase quindi modelli in materiale isotropo,
ortotropo e relativi a tutti i possibili metodi di rinforzo ipotizzati. I primi
risultati, confrontati con quelli analitici riportati in letteratura, sono serviti a
confermare la validità dello studio agli elementi �niti per il quesito in esame.
In seguito alla validazione dei risultati sono quindi stati creati e valutati i
modelli relativi alle possibili soluzioni di rinforzo ovvero la distribuzione di
�bre concentricamente al foro lungo il bordo del foro stesso, lungo le linee
di massima tensione ed in�ne una combinazione delle due. I risultati così
raccolti sono poi stati confrontati con i dati sperimentali raccolti nella fase
successiva.
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La terza ed ultima fase si è sviluppata inizialmente con la stampa dei
provini modellati in precedenza, la loro preparazione per i test i trazione ed
in�ne con i test veri e propri. I dati così raccolti sono stati valutati mediante
un software di acquisizione immagini in grado di valutare gli spostamenti
dei punti appartenenti alla super�cie superiore della piastra ed i risultati
ottenuti sono stati confrontati con quelli derivati da soluzioni analitiche e
dall'analisi agli elementi �niti.

Nel corso del lavoro descritto nel presente elaborato sono stati valutati,
nella prima fase di modellazione agli elementi �niti, gli stress agenti nella
piastra mentre nella fase di prove sperimentali gli strain agenti sulle super�ci
della piastra stessa. A causa della mole di lavoro e della quantità di dati
ricavabile da un campo innovativo come quello della stampa 3D ,altri possibili
campi di studio come limiti a rottura nei provini realizzati in diversi materiali
saranno oggetto di studi futuri.



Capitolo 2

Lo stato dell'arte

In fase di calcolo preliminare di una struttura si assume di essere in presenza
di elementi a sezione costante o di variazioni graduali della stessa. In molti
casi, però, questa condizione non viene rispettata ed è dunque necessario
introdurre il concetto di stress concentration factor (SCF ). In ingegneria si
parla di stress concentration factor ogni volta che una struttura presenta
variazioni nella sua geometria come fori, intagli, raccordi ed elementi si-
mili. Questi elementi determinano una variazione dello stato di tensione
nel componente poiché il carico che dovrebbe essere assorbito dalla sezione
di materiale mancante, al posto di distribuirsi su tutta la sezione resisten-
te rimanente si scarica nelle immediate vicinanze del foro. Questo quindi
comporta dei picchi nello stato di tensione in prossimità degli elementi di
concentrazione degli sforzi.
Lo stress concentration factor viene solitamente indicato come K e calcolato
come il rapporto tra lo stress massimo rilevato e lo stress nominale a cui è
sottoposto il componente valutato in una zona senza variazioni di geometria.

Kt �
σmax
σnom

per sforzi normali

Kts �
τmax
τnom

per sforzi di taglio

È importante quindi riuscire a de�nire con precisione la tensione nominale.
La scelta può ricadere su due di�erenti tensioni: la tensione di carico valuta-
ta come rapporto tra il carico e la sezione completa, oppure la tensione netta
valutata come rapporto tra il carico e la sezione resistente reale nel punto di
massimo indebolimento della struttura. Come conseguenza di questa scel-
ta è possibile ottenere una di�erenziazione del coe�ciente Kt descritto in

4
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precedenza ricavando rispettivamente i coe�cienti Ktg e Ktn:

Ktg �
σmax
σ

con σ �
P

h �W

Ktn �
σmax
σn

con σn �
σ

1 � d
W

Dove:

- P = carico

- h = spessore

- W = larghezza

- d = diametro del foro

Se osserviamo la relazione tra Ktg e Ktn otteniamo:

Ktn � Ktg

�
1 �

d

W



� Ktg

σ

σn
(2.1)

Ktg � Ktn
σn
σ

�
σmax
σ

(2.2)

Da cui si può osservare che Ktn tiene conto del solo incremento della tensione
dovuto alla geometria σmax

σn
. Il fattore Ktg invece tiene conto dell'incremento

della tensione dato dalla riduzione della sezione σn
σ e dall'incremento della

tensione dato dalla geometria σmax
σn

.

In de�nitiva si può dire che l'e�etto di K si manifesta con il variare la
distribuzione delle tensioni. I requisiti di equilibrio impongono infatti che
lo stress medio sulla sezione sia lo stesso in caso di tensione nominale o di
concentrazione degli sforzi; di conseguenza la concentrazione delle tensioni
non si concretizza solo in stress maggiori in alcune parti della sezione ma
anche in stress minori in altre parti.

La valutazione del fattore Kt può avvenire sia a partire dalle teorie del-
l'elasticità, che derivare da esperimenti di stress analysis in laboratorio. Se
il calcolo viene e�ettuato utilizzando le teorie dell'elasticità, la tensione in
due dimensioni di un corpo elastico omogeneo sottoposto a carico noto ri-
sulta funzione delle sole caratteristiche geometriche del corpo e non dipende
dalle proprietà del materiale. Le teorie dell'elasticità utilizzate per de�nire
i fattori di concentrazione delle tensioni si basano su ipotesi fondamentali
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quali l'assumere il materiale isotropo ed omogeneo. Nella realtà queste as-
sunzioni decadono in quanto i materiali possono avere dei difetti iniziali. Per
superare l'intrinseca presenza di imperfezioni nei materiali subentrano delle
valutazioni statistiche riguardanti le prestazioni dei materiali reali.
Con l'avvento di strumenti di calcolo più performanti si preferisce abbando-
nare la via della valutazione analitica dei fattori di concentrazione in favore
di studi basati sul metodo agli elementi �niti.

In conclusione, per studiare lo stato di tensione in un componente possia-
mo seguire tre strade di�erenti: il calcolo dei tradizionali fattori di concen-
trazione, l'impiego di metodi agli elementi �niti oppure l'utilizzo di tecniche
sperimentali quali valutazione delle deformazioni misurate tramite rilevazioni
fotoelastiche.

(a) Soluzione analitica

(b) Analisi agli elementi �niti

(c) Digital Image Correlation

Figura 2.1: Possibili metodi di risoluzione

In questo capitolo analizzeremo l'approccio analitico al problema.
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2.1 Piastra forata in materiale isotropo, modello
bidimensionale

Il primo criterio consiste nel valutare il problema bidimensionale prendendo
in considerazione una piastra forata il cui piano di simmetria coincide con il
piano x-y ed il cui spessore si sviluppa lungo z.

Figura 2.2: Piastra forata sottoposta a tensione

Per poter analizzare la piastra reale come problema bidimensionale de-
ve essere veri�cata l'ipotesi di spessore trascurabile rispetto alle altre due
dimensioni, che a loro volta devono essere tali da non risentire degli e�etti
del foro lungo i bordi esterni della piastra. Queste ipotesi ci permettono di
ricondurre lo studio analitico del problema al caso di piastra sottile di dimen-
sione in�nita. Il carico, inoltre, deve essere applicato sul piano di simmetria
x-y e la sua componente in direzione z deve essere nulla.

Se queste condizioni vengono rispettate possiamo considerare σz, τxz e τyz
uguali a zero. Lo stato di tensione viene chiamato stato di tensione piano
o plane stress state e le componenti σx, σy e τxy sono funzione delle sole x e y.

È anche possibile de�nire uno stato di deformazione piano o plane strain
state per corpi la cui dimensione nella direzione z è considerevolmente mag-
giore delle dimensioni in x e y e nei quali le forze vengono applicate perpen-
dicolarmente alla direzione z. In questo caso si può assumere che sul piano
medio le deformazioni lungo z (εz, γxz e γyz) siano pari a zero. I due stati di
appena descritti sono rappresentati in �gura 2.3

Consideriamo dunque una piastra forata sottoposta a carico uniassiale
realizzata in materiale isotropo. Inizialmente consideriamo una piastra di
larghezza in�nita indebolita da un foro circolare di raggio R soggetta ad un
carico uniassiale σx. Sia Θ l'angolo misurato rispetto alla direzione del carico
e r la distanza del punto di analisi dal centro del foro. Possiamo ipotizzare
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Figura 2.3: (a)plane stress (b)plane strain [1]

(a) Pastra in�nita [1] (b) Area di in�uenza[2]

Figura 2.4: Piastra in�nita sottoposta a tensione (a) ed area di in�uenza del
foro (b)
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che l'e�etto della presenza del foro non in�uenzi tutta la piastra ma solo una
sua parte. Consideriamo dunque la distanza R'>R oltre la quale la piastra
non risente più della concentrazione delle tensioni.

Per r=R' possiamo riscrivere il carico non perturbato in coordinate polari
come:

σr �
σ

2
p1 � cos 2θq

σrθ � �
σ

2
psin 2θq

Possiamo scomporre il problema in due sotto-problemi di cilindro spesso
sottoposto a tensione radiale e campo di tensione piano riportati in �gura 2.5.

(a) Problema 1 (b) Problema 2

Figura 2.5: Scomposizione del caso in analisi [2]

Soluzione al problema 1:

Per analizzare il problema 1 ci si riconduce alla soluzione per cilindri spessi
sottoposti a tensione radiale:

σr � �
σ

2

R2R12

R12 �R2

1

r2
�
σ

2

R12

R12 �R2

σθ � �
σ

2

R2R12

R12 �R2

1

r2
�
σ

2

R12

R12 �R2

Quindi, per valori di R' che tendono ad in�nito otteniamo

σr �
σ

2

�
1 �

R2

r2




σθ �
σ

2

�
1 �

R2

r2




Soluzione al problema 2:
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Poiché per de�nizione ci troviamo in un campo di plane stress possiamo
considerare la Airy stress function. Quest'ultima è una funzione scalare
potenziale che può essere utilizzata per individuare gli stress e che soddisfa
l'equilibrio in assenza di forze nel corpo.

Φ � fprq cos 2θ

A questo punto imponiamo la condizione di compatibilità�
B2

Br2
�

1

r

B

Br
�

1

r2
B2

Bθ2



Φ � 0

In cui andiamo a sostituire la funzione di Airy ottenendo una funzione
di�erenziale da cui possiamo ricavare fprq

cosp2θq

�
d2

dr2
�

1

r

d

dr
�

4

r2


2

f � 0

La cui soluzione generale è

f � Ar2 �Br4 �
C

r2
�D

A cui possiamo applicare le condizioni al contorno:

σrpR
1q � �

σ

2
cos 2θ

σrθpR
1q � �

σ

2
sin 2θ

σrpRq � 0

σrθpRq � 0

Ricordando che:

σr � �
1

r

BΦ

Br
�

1

r2
B2Φ

Bθ2
(2.3)

σθ � �
B2Φ

Br2
(2.4)

σrθ � �
1

r2
BΦ

Bθ
�

1

r

B2Φ

BrBθ
(2.5)

E sostituendo nella soluzione generale otteniamo i coe�cienti per R' che
tende ad in�nito

A � �
σ

4
;B � 0;C � �

σ

4
R4;D �

σ

2
R2;
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Unendo le due soluzioni ricavate �n'ora otteniamo il sistema completo:

σr �
σ

2

�
1 �

R2

r2



�
σ

2

�
1 � 3

R4

r4
� 4

R2

r2



cos 2θ (2.6)

σθ �
σ

2

�
1 �

R2

r2



�
σ

2

�
1 � 3

R4

r4



cos 2θ (2.7)

σrθ � �
σ

2

�
1 � 3

R4

r4
� 2

R2

r2



sin 2θ (2.8)

che descrive l'andamento delle tensioni in un qualsiasi punto della piastra.
Se studiamo il comportamento al bordo del foro, quindi per r=R, il sistema
si sempli�ca e diventa:

σr � 0 (2.9)

σθ � σp1 � 2 cos 2θq (2.10)

σrθ � 0 (2.11)

Osservando bene la seconda equazione possiamo de�nire due punti signi-
�cativi lungo la circonferenza: uno per θ � π

2 ed uno per θ � 0, chiamati
rispettivamente A e B, tali per cui si avranno lo sforzo massimo e minimo
agente sulla piastra.

Figura 2.6: Distibuzione degli stress lungo il bordo del foro [1]

Al punto A lo sforzo agente sarà pari a σθA � 3σ mentre al punto B
si avrà σθB � �σ. La distribuzione delle tensioni risulta simmetrica lungo
la circonferenza rispetto all'asse parallelo alla direzione del carico quindi il
picco di massimo e minimo sforzo si ripetono rispettivamente per θ � 3π

2 e
per θ � π.
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Analogamente possiamo ricercare i punti tali per cui la tensione σθ misurata
sia nulla. In tal caso otteniamo come soluzione θ � �π

6 e θ � �5π
6 .

Osservando i dati raccolti è necessario fare alcune considerazioni.
Il primo e più importante dettaglio che salta all'occhio è che la distribuzione
delle tensioni e del loro incremento dipende esclusivamente dalla geometria
del componente e non dal materiale in cui esso è realizzato. Inoltre risul-
ta evidente come la concentrazione delle tensioni modi�chi la distribuzione
delle tensioni stesse ma non in�uisca sull'equilibrio della struttura. A zone
maggiormente sollecitate, infatti, corrispondono zone che risentono di una
sollecitazione minore. La conseguenza più importante di questo e�etto è che
in una piastra soggetta ad un carico esclusivamente di trazione, si avranno
delle zone sottoposte a compressione. Nello speci�co queste zone sono iden-
ti�cate per angoli θ compresi tra θ � �π

6 e θ � �π
6 e tra θ � �5π

6 e θ � �5π
6 .

Figura 2.7: Distribuzione di σθ lungo la sezione I-I e di σr lungo II-II[1]

Fino a questo momento abbiamo analizzato l'intensità degli sforzi al bor-
do del foro e in punti appartenenti ad un'ipotetica circonferenza limite oltre
la quale non si risente più della presenza del foro. Resta da de�nire, quindi,
quale andamento segua la distribuzione delle tensioni tra queste due condi-
zioni limite. Per rispondere a questo quesito prendiamo in considerazione
due sezioni distinte della piastra: una sezione I-I passante per il punto A
de�nito in precedenza e perpendicolare allo sforzo agente ed una sezione II-
II passante per il punto B e parallela allo sforzo. Le sezioni prese in esame
sono rappresentate in �gura 2.7 mentre i relativi andamenti delle tensioni
sono riportati in �gura 2.8.

Iniziamo prendendo in riferimento la sezione I-I per cui abbiamo i valori
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di θ pari a π
2 e 3π

2 . In questo caso le equazioni 2.6 2.7 e 2.8 diventano

σr �
3σ

2

�
R2

r2
�
R4

r4



(2.12)

σθ �
σ

2

�
2 �

R2

r2
� 3

R4

r4



(2.13)

σrθ � 0 (2.14)

Possiamo osservare come veri�ca che per r=R, σθ raggiunge il valore mas-
simo pari a 3. Questo valore, però, diminuisce al crescere della distanza dal
foro �no a raggiungere un punto in cui sarà uguale a σ. Per convenzione si
ricerca un punto in cui la di�erenza tra la tensione di carico e la tensione
misurata sia inferiore al 2%. Ciò avviene per punti situati ad una distanza
maggiore di cinque raggi del foro (r > 5R) poiché per r=5R σθ � 1.02σ.

(a) (b)

Figura 2.8: Andamento teorico di (a)σθ lungo la sezione I-I e (b) σr lungo
II-II

Possiamo osservare la distribuzione di tensione trasversale lungo la sezio-
ne II-II i cui punti sono caratterizzati da valori di θ pari a 0 e a π. Per tali
punti dalle equazioni 2.6 2.7 e 2.8 otteniamo:

σr �
σ

2

�
2 �

5R2

r2
� 3

R4

r4



(2.15)

σθ �
σ

2

�
R2

r2
� 3

R4

r4



(2.16)

σrθ � 0 (2.17)
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Le soluzioni ottenute partendo dalla teoria dell'elasticità mostrano che
lo stress in direzione trasversale, lungo la sezione I-I si riduce quasi espo-
nenzialmente allontanandosi dal punto di massima tensione �no al valore
nominale una volta giunti a su�ciente distanza dal foro. Si ha un rateo di
decadimento maggiore in prossimità della zona di picco.

Lungo la sezione II-II, σr risulta sempre minore di σ �nché non la rag-
giunge. Il gradiente sulla sezione II-II è sempre inferiore rispetto a quello
calcolato sulla sezione I-I. Infatti mentre sulla sezione I-I basta trovarsi ad
una distanza superiore a 5 raggi del foro per ottenere nuovamente valori di
tensioni pari al campo indisturbato, sulla sezione II-II tale distanza aumenta
ad 11 raggi.
Gli andamenti delle tensioni lungo le due sezioni appena descritti sono ri-
portati in �g, 2.7 a pagina 12.

In conclusione possiamo a�ermare che le variazioni nello stato di ten-
sione dipendono esclusivamente dalla geometria del componente. Per poter
de�nire una formula che descriva l'andamento dello stress intensity factor
K, introduciamo il coe�ciente adimensionale d/W che lega, rapportandoli
tra loro, il diametro del foro e la larghezza della piastra. Utilizzando questo
parametro possiamo dunque de�nire i fattori Ktg e Ktn come:

Ktg �
2 �

�
1 � d

W

�3
1 �

�
d
W

�

Ktn � 2 �

�
1 �

d

W


3

Quest'ultima formula tuttavia presenta un limite: restituisce valori ac-
curati solo per rapporti d/W inferiori a 0.3. Per valori di d/W pari a 0.5 si
misurano errori pari all'1,5%. Nonostante ciò è una formula largamente uti-
lizzata in quanto nelle strutture comunemente utilizzate il coe�ciente d/W
raramente raggiunge valori pari a 0.3.

2.1.1 In�uenza della geometria

In questo paragrafo analizzeremo come le variazioni della geometria in�uen-
zino l'intensità e la distribuzione delle tensioni.
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E�etto della lunghezza

Per piastre rettangolari si considera come lunghezza la dimensione maggiore
nel piano quindi essa risulta molto meno in�uente della larghezza. L'unica
condizione necessaria per mantenere valide le considerazioni esposte �no ad
ora e fare in modo che i coe�cienti così valutati non perdano di a�dabilità,
è necessario che la lunghezza sia maggiore della larghezza. Nel nostro caso,
inoltre, per poter mantenere valida l'ipotesi di piastra di lunghezza in�nita,
questa deve essere almeno pari ad 11 diametri del foro.

E�etto dello spessore

Per valutare gli e�etti delle variazione dello spessore nella piastra, sono stati
raccolti dati relativi a cinque casi in cui sono state mantenute costanti le
dimensioni in pianta della piastra [3]. I casi di studio sono stati de�niti in
base al rapporto tra diametro del foro e spessore della piastra.

I dati raccolti in�ne sono stati raccolti in tabella, i cui dati sono stati
sintetizzati in due gra�ci per evidenziare le correlazioni tra le varie grandezze.

Tabella 2.1: Coe�cienti di correlazione tra i diversi parametri [3]

T/D Max von Max Stress
Ratio Mises stress deformation concentration

[MPa] [mm] factor

T/D Ratio 1
Max von Mises stress [MPa] -0.965 1
Max deformation [mm] -0.967 1.000 1
Stress concentration factor 0.962 -1.000 -1.000

In tabella sono riportati i coe�cienti di correlazione tra le varie grandez-
ze. Vengono de�niti fortemente positivi, o fortemente negativi, i coe�cienti
il cui valore supera rispettivamente 0,7 o -0,7.
Dalla tabella 2.1 possiamo osservare che il rapporto t/d ha una relazione
fortemente negativa con lo stress di von Mises e con la deformazione. Ciò
signi�ca, come si può evincere anche dal gra�co 2.9b, che al crescere dello
spessore lo stress misurato risulta molto inferiore. Il coe�ciente di corre-
lazione risulta invece fortemente positivo con lo stress concentration factor
come si può osservare nel gra�co 2.9.
Si può a�ermare poi che, all'aumentare dello spessore, il fattore di concentra-
zione delle tensioni aumenta ma diminuiscono la deformazione e la resistenza



CAPITOLO 2. LO STATO DELL'ARTE 16

(a) SCF massimo al variare di t/d (b) Von Mises Stress massimo al variare di
t/d

Figura 2.9: E�etto delle variazioni del rapporto t/d su SCF e von Mises
stress [3]

Figura 2.10: E�etto delle variazioni del rapporto t/d sulla tensione a
rottura [4]

massima del provino.
Osservando le �gure 2.10, in cui vengono riportati i valori della tensione a
rottura per due di�erenti materiali al variare dello spessore, si può notare
che ad un aumento dello spessore corrisponde una diminuzione del valore
di tensione a rottura del provino. Nei due gra�ci ogni linea rappresenta
uno spessore di�erente. Le variazioni lungo le ascisse, invece, riportano il
rapporto tra diametro del foro e larghezza del provino.

E�etto della dimensione del foro

Per valutare gli e�etti della dimensione del foro dobbiamo fare una distin-
zione: inizialmente osserveremo le conseguenze sulle piastre nelle quali viene
mantenuto costante il rapporto tra la larghezza della piastra ed il diametro
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Figura 2.11: Tensione a rottura al variare del diametro del foro [4]

del foro. In un secondo momento vedremo gli e�etti della dimensione del
foro in relazione alla larghezza della piastra variando il valore del rapporto
tra la larghezza della piastra W e il diametro del foro d.

Vediamo ora gli e�etti della dimensione del foro sul failure stress per
rapporti W/d costanti per piastre di due materiali di�erenti.

A parità di rapporto W/d, al crescere della dimensione del foro, si rileva
una diminuzione del valore di tensione a rottura del materiale e che questo
comportamento è più marcato per rapporti W/d elevati: si veri�cano infatti
indebolimenti del materiale da quasi il 10% �no a oltre il 20% del valore di
tensione a rottura.
Dal gra�co seguente risulta evidente che per rapporti d/W (d/H nel gra-
�co 2.12) che tendono a 0, ovvero per fori piccoli, i valori di Ktn e Ktg

coincidono e sono pari a 3, come previsto dalla teoria. Invece per valori d/W
tendenti all'unità i valori assunti da Ktn e Ktg divergono e, mentre Ktn tende
a 2, Ktg tende ad in�nito. Dalle analisi sperimentali è risultato che a parità
di rapporti W/d, al crescere del diametro del foro si avevano delle variazioni
nel valore della tensione a rottura. Ciò però va in contraddizione con le pre-
visioni teoriche per le quali a rapporti W/d uguali dovrebbero corrispondere
valori di tensione a rottura uguali. Si è scelto quindi di introdurre un fattore
correttivo; non riportiamo in questa trattazione il procedimento di de�ni-
zione di tale valore non viene riportato in questa trattazione per brevità di
esposizione e perché è un argomento teorico che non ricade nel campo di
studi di questa tesi.
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Figura 2.12: Ktn e Ktg al variare della dimensione del foro [1]

2.2 Piastra forata in materiale composito, modello
bidimensionale

Andiamo ora ad analizzare il comportamento di un materiale ortotropo [5].
In questi materiali il coe�ciente di concentrazione delle tensioni massimo
può risultare sia maggiore che minore di 3. Inoltre il punto dove si veri�ca
lo sforzo massimo può variare rispetto al caso di materiale isotropo.

L'aumento della tensione in un materiale composito forato si manifesta
microscopicamente con l'espulsione delle �bre dalla matrice, la creazione di
cricche nella matrice stessa e fenomeni di failure nell'interfaccia tra �bra e
matrice.

La distribuzione degli stress può essere ottenuta in forma chiusa solo per
piastre in�nite, ortotrope ed omogenee. Per piastre di larghezza �nita si avrà
uno stress concentration K maggiore di quello calcolato per piastre in�nite.
Tuttavia, analogamente al caso isotropo, anche per le piastre in composito
possiamo de�nire una distanza dal foro oltre la quale gli e�etti della concen-
trazione risultano trascurabili. Per il momento manteniamo ancora valida
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l'ipotesi di piastra di larghezza in�nita.

Come primo passo per analizzare una piastra in materiale ortotropo,
è necessario valutare quali siano le proprietà del materiale. Consideriamo
quindi due assi (1 e 2) come assi del sistema principale di coordinate e altri
due (L e T) come assi per de�nire le proprietà del materiale. Possiamo
scrivere le proprietà del materiale nel sistema 1,2 in relazione ai dati del
materiale in L,T con le seguenti formule:

E1 �
EL�

cos4 θ � EL
ET

sin4 θ � 1
4

�
EL
GLT

� 2νLT

	
sin2 2θ

� (2.18)

E2 �
EL�

sin4 θ � EL
ET

cos4 θ � 1
4

�
EL
GLT

� 2νLT

	
sin2 2θ

� (2.19)

G12 �
EL�

1 � 2νLT � EL
ET

�
�

1 � 2νLT � EL
ET

� EL
GLT

	
cos2 2θ

� (2.20)

ν12 �
E1

EL

�
νLT �

1

4

�
1 � 2νLT �

EL
ET

�
EL
GLT



sin2 2θ

�
(2.21)

ν21 �
E2

EL

�
νLT �

1

4

�
1 � 2νLT �

EL
ET

�
EL
GLT



sin2 2θ

�
(2.22)

Se il materiale è composto da N strati con �bre orientate secondo angoli
di�erenti, le costanti della piastra completa sono de�nite come:

Ē1 �
1

N

Ņ

j�1

E1pθjq (2.23)

Ē2 �
1

N

Ņ

j�1

E2pθjq (2.24)

Ḡ12 �
1

N

Ņ

j�1

G12pθjq (2.25)

ν̄12 �
1

N

Ņ

j�1

ν12pθjq (2.26)

ν̄21 �
1

N

Ņ

j�1

ν21pθjq (2.27)
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Figura 2.13: Piastra ortotropa [5]

Il coe�ciente di concentrazione per piastra forata sottoposta a un carico σ
orientato di un angolo φ rispetto all'asse 1 si calcola con:

K �
σα
σ8

�
Eα
E1

r
�
� cos2 φ� pk � nq sin2 φ

�
k cos2 α�

�
�
p1 � nq cos2 φ� k sin2 φ

�
sin2 α�

� np1 � k � nq sinφ cosφ sinα cosαs

(2.28)

Eα
E1

�
1�

sin4 α� E1
E2

cos4 α� 1
4

�
E1
G12

� 2ν12

	
sin2 2α

� (2.29)

dove k e n sono de�nite come:

k �

c
E1

E2
(2.30)

n �

d
2

�
E1

E2
� ν12



�

E1

G12
(2.31)

Analizziamo ora gli e�etti del foro: lo sforzo nei punti sull'asse x in direzione
y è de�nito con:

σypx, 0q �
σ8
2

�
2 �

�
R

x


2

� 3

�
R

x


4

� p1 � n� 3q

�
5

�
R

x


6

� 7

�
R

x


8
��

(2.32)
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Al bordo del foro, quindi per x=R, l'equazione 2.32 restituisce il valore per
lo stress concentration factor Kπ{2

Kπ{2 � 1 � n (2.33)

Quest'ultimo risultato concorda con quello fornito dalla formula 2.28 per π
2

θ � 0. Per ogni speci�co materiale, l'equazione 34 gli stessi risultati analoghi
indipendentemente dalla dimensione del foro. Per rilevare degli e�etti della
dimensione del foro nell'equazione 2.33 si analizzano due criteri di rottura
validi per i compositi [6]

Point stress criterion

Questo criterio assume che la rottura avvenga quando lo stress σypx, 0q rag-
giunge la sigma di rottura del materiale integro senza fori ad una piccola
distanza caratteristica dal foro d0.

σypx, 0q|x�R�d0 � σf (2.34)

Applicando questo criterio all'equazione 2.32 otteniamo:

σf �
σ

2

�
2 � ξ21 � 3ξ41 � p1 � n� 3qp5ξ61 � 7ξ81q

�
(2.35)

Da cui si può calcolare:

K
p1q
π{2 � 1 �

1

2
ξ21 �

3

2
ξ41 �

1 � n� 3

2
p5ξ61 � 7ξ81q (2.36)

dove:

ξ1 �
R

R� d0
(2.37)

Per fori di grandi dimensioni, quindi per ξ1 Ñ 1, l'equazione 2.36 diventa

K
p1q
π{2|ξ1Ñ1 � Kπ{2 � 1 � n (2.38)

mentre, al decrescere del diametro del foro, quindi per ξ1 Ñ 0 l'equazio-
ne 2.36 diventa:

K
p1q
π{2|ξ1Ñ0 � 1 (2.39)

che corrisponde al caso di piasctra senza alcun foro.
Il PSC contiene due parametri, d0 e σf che devono essere determinati spe-
rimentalmente. Una volta stabiliti questi parametri, la PSC consente di
prevedere il comportamento a rottura dell'elemento in esame.



CAPITOLO 2. LO STATO DELL'ARTE 22

Average stress criterion

Questo criterio prevede che la rottura avvenga quando la tensione media
calcolata tra i punti di raggio R che compongono il bordo del foro ed un
punto a0 vicino al bordo raggiunge il limite di rottura del materiale integro.

1

a0

» R�a0
R

σypx, 0qdx � σf (2.40)

Anche in questo caso possiamo riscrivere la 2.32 come:

K
p2q
π{2 �

1

2p1 � ξ2q

�
2 � ξ22 � ξ42 � p1 � n� 3qpξ62 � ξ82q

�
(2.41)

dove:

ξ2 �
R

R� a0
(2.42)

Anche in questo caso analizziamo i due casi limite per ξ2 Ñ 1 e ξ2 Ñ 0 da
cui otteniamo rispettivamente

K
p2q
π{2|ξ2Ñ1 � Kπ{2 � 1 � n (2.43)

K
p2q
π{2|ξ2Ñ0 � 1 (2.44)

I valori caratteristici di a0 e d0 sono determinati mediante curve ricavate da
dati sperimentali di provini rettangolari forati con fori di diametro di�erente.
Solitamente si adottano valori di d0 compresi tra 0.076 e 0.127 cm e di a0
di circa 0.381cm. I dati sperimentali combaciano con la ASC per valori di
a0 � 5mm.

Modi�ca al Point Stress Criterion

Per migliorare l'accuratezza della PSC è stata introdotta una modi�ca che
lega d0 al diametro del foro:

d0 �

�
R

R0

m
 1

C
(2.45)

Dove m è un parametro esponenziale, R0 un raggio di riferimento e C il
notch sensitivity factor. In sostanza questo modello aggiunge un parametro
aggiuntivo (m) alla PSC. A titolo di esempio poniamo il raggio di riferimento
R0 pari a 1mm. Il parametro ξ diventa quindi:

ξ �
1

1 � Rm

RC

(2.46)
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(a) e�etto di m per C � 10.0mm�1 (b) e�etto di C per m � 0.5

Figura 2.14: E�etto dell'in�uenza di m e C sulla resistenza [6]

Le �gure 2.14 mostrano l'in�uenza di m e C sulla resistenza dell'elemento
intagliato.

Dalla �gura 2.14 (a) traspare che il parametro esponenziale m in�uisce
sulla pendenza della curva mentre dalla seconda si può evincere che il para-
metro C trasla le curve lungo l'asse LogR senza modi�carne la forma.
Il parametro m può variare tra 0 e 1 mentre C deve essere maggiore di zero.

Comportamento a rottura

In questa fase vengono confrontati i risultati ottenuti da diversi studi a rottu-
ra e�ettuati su piastre integre e forate per due di�erenti materiali compositi.
Il minimo valore ricavato dall'analisi è scelto come valore critico. I dati
a rottura vengono raccolti utilizzando tre di�erenti criteri: Hashin-Rotem,
Tsai-Hill e Tsai-Wu che analiticamente vengono espressi come:

Hashin-Rotem

σ2f �
1�

σ2
σ

�2 1
Y 2 �

�
σ12
σ

�2 1
S2

(2.47)

Tsai-Hill

σ2f �
1�

σ1
σ

�2 1
X2

�
σ2
σ

�2 1
Y 2 �

�
σ12
σ

�2 1
S2 �

�
σ1σ2
σ2

�2 1
X2

(2.48)

Tsai-Wu

σf1

�σ1
σ

	
�σf2

�σ2
σ

	
�σ2f11

�σ1
σ

	2
�σ2f22

�σ2
σ

	2
�σ2f66

�σ12
σ

	2
�2σ2f12

�σ1σ2
σ2

	
� 1

(2.49)
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Denominando σf il valore di σ a rottura,l'equazione 2.49può essere riscritta
come:

aσ2f � bσf � 1 � 0 (2.50)

a � f11

�σ1
σ

	2
� f22

�σ2
σ

	2
� f66

�σ12
σ

	2
� 2f12

�σ1σ2
σ2

	2
b � f1

�σ1
σ

	
� f2

�σ2
σ

	
f11 �

1

XX 1
; f22 �

1

Y Y 1
; f66 �

1

S2

f1 �
1

X
�

1

X 1
; f2 �

1

Y
�

1

Y 1
; f12 � 0.5pf11f22q

1{2

(2.51)

Dove:

- Y : modulo a trazione trasversale

- S : resistenza a taglio dello strato unidirezionale

- X : modulo a trazione longitudinale

- X': modulo a compressione longitudinale

- Y': modulo a compressione trasversale

In fase di analisi sono stati raccolti dati riguardanti i carichi a rottura per
piastre single layer con �bre orientate tra 0� e 90� soggette a carichi di com-
pressione e trazione ed i relativi angoli di cedimento.

I carichi critici per piastre soggette a trazione e compressione sono ri-
portati in �gura: Da queste �gure si evince che quando il carico è parallelo
alle �bre gli e�etti dell'indebolimento del foro sono massimi. Tali e�etti si
concretizzano in una maggior distanza tra le due curve. Inoltre per entrambi
i materiali si rileva una resistenza migliore a compressione che a trazione.

2.2.1 In�uenza della geometria

La scelta geometrica che maggiormente in�uenza i risultati quando si par-
la di materiale ortotropo, nel nostro caso un composito, è l'angolo che si
forma tra la direzione del carico e gli assi principali del materiali sui quali
ne sono de�nite le proprietà. Per il momento prendiamo in considerazione
una piastra in materiale composito monostrato [5]. Di seguito verranno pre-
se in considerazione tre geometrie particolari: con �bre parallele al carico,
orientate di 45� ed in�ne orientate di 90�.
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(a) Tensione (b) Compressione

Figura 2.15: E�etto del foro e dell'angolo delle �bre sulla resistenza a rottura
per carichi a tensione e compressione [7]

Tabella 2.2: Stress concentration factor per piastre mono-strato[5]

Angolo di carico φ 0� 45� 90�

Stress concentration factor K 10.20 27.78 6.81
Angolo del punto di massimo α �80� � 100� +114� -66� �55� � 125�

Dall'analisi dei tre scenari, e�ettuata con i procedimenti analitici descritti
del paragrafo precedente, possiamo valutare i coe�cientri di stress concen-
tration massimi e la loro posizione lungo la circonferenza. I dati raccolti sono
riportati nella tabella 2.2 mentre gli andamenti sono rappresentati in gra�co
in �gura 2.16. Osservando sia le rappresentazioni gra�che che i risultati
numerici raccolti in tabella è possibile fare una serie di considerazioni. La
più immediata è che lo stress massimo, e di conseguenza lo stress concentra-
tion massimo, sono stati rilevati per piastre con �bre orientate a 45� rispetto
alla direzione di carico. L'incremento di stress minimo invece si ha per le
piastre caricate perpendicolarmente alla direzione delle �bre. Un altro dato
molto importante da sottolineare è che l'angolo di orientamento delle �bre
in�uisce, oltre che sull'intensità degli sforzi, anche sulla distribuzione degli
stessi. Sia per piastre caricate parallelamente che perpendicolarmente alla
direzione delle �bre si rilevano quattro punti di massimo stress. Nel primo
caso si rilevano intensità di sforzi maggiori, con coe�cienti K pari a 10,20,
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(a) Piastra monostrato, φ � 0� (b) Piastra mono-strato,φ �

45�

(c) Piastra mono-strato,φ �

90�

Figura 2.16: Distribuzione delle tensioni tangenziali lungo il bordo del foro
per diversi angoli di carico φ in una piastra monostrato [5]
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Tabella 2.3: [5] Stress concentration factor per piastre multistrato r�50�s14,
r�50�s14, r�35�s6

Angolo di carico φ 0� 45� 90�

Stress concentration factor K 2.43 3.49 2.44
Angolo del punto di massimo α �65� � 115� �135� � 45� �25� � 155�

mentre nel secondo caso i coe�cienti K raggiungono il valore massimo di
6,81. Per piastre con �bre disposte a 45� rispetto al carico, invece, si rileva-
no invece due soli punti di massimo la cui intensità risulta molto maggiore
degli altri casi raggiungendo valori di K pari a 27,78.

Risultati decisamente diversi si ottengono per piastre multi-strato. Nel
caso in esempio prendiamo in considerazione piastre composte da 34 strati
disposti come segue: r�50�s14, [�50�s14, r�35�s6 e valutiamo le tre condizioni
di carico precedentemente descritte. Le piastre sono state analizzate con un
procedimento analogo a quello descritto per i casi di materiale mono-strato
ed i risultati ottenuti sono nuovamente stati raccolti in tabella 2.3 e posti
nel gra�co in �gura 2.17.

Possiamo osservare che per le piastre multistrato si ha una signi�cativa
riduzione dell'intensità della concentrazione di tensioni. La maggior di�e-
renza è rilevabile per piastre caricate a 45�. Utilizzando piastre multistrato,
sia che esse siano caricate parallelamente che perpendicolarmente agli assi
del materiale, è possibile ottenere valori di K inferiori a quelli valutati per il
materiale isotropo.
Anche in questo caso si osservano quattro punti di massimo per i casi a 0�

e 90�, ma tali picchi avvengono in punti diversi della circonferenza rispetto
al caso monostrato. Anche per il caso a 45� si ottengono di nuovo due soli
picchi che però vengono rilevati in posizioni di�erenti rispetto a prima.

Fino a questo momento abbiamo visto che e�etto ha la variazione del-
l'angolo di laminazione sullo stress concentration factor. Rimane ancora da
de�nire come ciò in�uisca sul carico massimo applicabile alla struttura. In
questo caso non studiamo più solo tre casi particolari ma l'andamento per gli
angoli compresi tra 0� e 90�. In �gura 2.18 si può osservare che al crescere
dell'angolo delle �bre vi è una diminuzione del carico massimo applicabile
a trazione. Si registra invece un aumento del valore del carico massimo a
compressione.
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(a) Piastra multistrato, φ � 0� (b) Piastra mulristrato, φ �

45�

(c) Piastra multistrato, φ � 90�

Figura 2.17: [5] Distribuzione delle tensioni tangenziali lungo il bor-
do del foro per diversi angoli di carico φ in una piastra multistrato
r�50�s14,r�50�s14,r�35�s6

E�etto del modulo di Young

Per valutare gli e�etti delle variazioni del modulo di Young si considera il
rapporto E1{E2. Vengono riportate nei gra�ci le curve che rappresentano
l'andamento dello stress concentration factor al variare di tale rapporto per
diversi angoli di orientamento delle �bre. Dalla �gura 2.19 (a) si può osser-
vare che in caso di carico a trazione, per angoli di orientamento di 0�, 15� e
30� le variazioni del rapporto dei moduli in�uiscono fortemente sullo stress
concentration factor, che aumenta al crescere del rapporto dei moduli elasti-
ci. Il massimo valore del fattore di concentrazione degli stress si ottiene per
piastre caricate parallelamente alle �bre (angolo 0�). Per angoli di 45�, 60�,
75�, 90� invece il rapporto dei moduli non in�uisce in maniera signi�cativa
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Figura 2.18: E�etto dell'angolo di orientamento delle �bre su K [7]

(a) (b)

Figura 2.19: Massimo stress concentration factor al variare del rapporto dei
moduli di Young per (a) carico a tensione e (b) carico a compressione [7]

su scf. La situazione è opposta per piastre caricate a compressione: per le
quali per angoli di 0�, 15� e 30� non si rilevano variazioni signi�cative nel
valore delle concentrazione delle tensione al variare del rapporto dei moduli
di Young. Inoltre il massimo delle variazioni si veri�ca per piastre carica-
te perpendicolarmente alla direzione delle �bre. Un aspetto importante che
traspare dai gra�ci in �gura 2.19 è che quando il rapporto tra E1 ed E2

risulta a 2 l'angolo delle �bre non è in�uente. Per questo valore il materiale
ortotropo ha un comportamento analogo ai materiali isotropi.

E�etto della dimensione del foro

Sperimentalmente è emerso che per materiali compositi con fori grandi si
ha una diminuzione della resistenza a rottura del provino maggiore di quel-
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la osservata per fori di piccolo diametro e ciò non è giusti�cabile dalla sola
riduzione dell'area resistente netta. La distribuzione degli stress può essere
calcolata analiticamente con la formula 2.32 a pagina 20 i cui risultati sono
riportati in gra�co 2.20. Per analizzare gli e�etti della dimensione del foro

Figura 2.20: Distribuzione dello stress in una piastra ortotropa per fori di
due diverse dimensioni [6]

prendiamo in considerazione un raggio di riferimento R0 e studiamo l'anda-
mento del rapporto delle sigma all'aumentare della distanza dal foro per due
casi caratterizzati da dimensione del foro di�erenti. La dimensione del foro
è valutata mediante il rapporto tra il raggio del foro e quello di riferimento.
Si osserva che il volume di materiale soggetto ad uno sforzo maggiore per
fori larghi è maggiore che nel caso di foro stretto. Ciò implica una maggior
possibilità di danneggiamento e rottura.

2.3 Piastra forata, modello tridimensionale

Quando decidiamo di a�rontare il problema tridimensionalmente oppure
quando decadono alcune delle ipotesi sempli�cative considerate in prece-
denza, non ci bastano più le soluzioni analitiche riportate �no ad ora, ma so-
prattutto il problema diventa dipendente dalle caratteristiche del materiale.
Nelle analisi 3D, infatti, entra in gioco il coe�ciente di Poisson. L'in�uen-
za di questo coe�ciente varia a seconda della geometria del problema: per
esempio, in una barra sottoposta a torsione gli e�etti non saranno rilevanti
in quanto le sezioni trasversali rimarranno sempre circolari e non si avranno
variazioni di volume. Tuttavia maggior in�uenza si rileva in elementi bi-
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Figura 2.21: Modello di analisi e relativo sistemo di coordinate [8]

dimensionali. Sperimentalmente è emerso che nella maggior parte dei casi,
per piastre sottili, il primo punto di enucleazione della cricca è situato sul
piano medio della piastra o allo spigolo tra il foro e la super�cie libera del
componente. Per piastre spesse invece la cricca si genera in prossimità delle
super�ci libere.

Da adesso in avanti consideriamo un sistema di riferimento per il quale
l'origine è situata al bordo del foro, l'asse x si sviluppa in direzione della
larghezza del componente, l'asse y in direzione della lunghezza e l'asse z in
direzione dello spessore. Inoltre indichiamo con 2W, 2H e 2B rispettivamente
la larghezza, altezza, lo spessore complessivi della piastra e con 2a il diametro
del foro.Il modello utilizzato viene rappresentato in �gura 2.21. De�niamo
ora stress e strain netti come:

σnet �
σyW

W � a
εnet �

σyW

EpW � aq

Per i campi di tensione in una piastra di spessore �nito vengono introdotti
due parametri per descrivere le caratteristiche 3D: il fattore di stress fuori
dal piano e nel piano che sono calcolati rispettivamente:

Tz �
σzz

σxx � σyy
Tx �

σxx
σyy

Lo sforzo fuori dal piano Tz diventa Tz � 0 e Tz � ν rispettivamente per i
casi di plane stress e plane strain. Inoltre, per la piastra di spessore �nito
di materiale elastico, il valore assunto da Tz è compreso tra 0 ed il coe�-
ciente di Poisson del materiale ν. La �gura 2.22 mostra rispettivamente la
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(a) Rapporto degli stress nel piano Tx (b) Stress concentration factor

Figura 2.22: Distribuzione (a)del rapporto degli stress nel piano Tx e (b)del
scf lungo lo spessore della piastra per B/a=4 e B/a=1 [8]

distribuzione del rapporto degli stress nel piano Tx � σxx
σyy

e lo stress concen-
tration factor al variare della posizione lungo x per B/a=4 e B/a=1 quindi
per piastra sottile e piastra spessa. Per entrambi gli spessori della piastra
sono riportate più curve che rappresentano diversi punti lungo lo spessore.
Nella �gura 2.22(b) lo stress concentration factor è normalizzato rappor-
tandolo con il valore al bordo del foro calcolato nello stesso strato. Dalla
�gura 2.22(b) inoltre si osserva che il fattore di concentrazione degli sforzi
non dipende in modo rilevante dalla posizione lungo lo spessore a meno di
una sottile zona vicina alla super�cie. Va però ricordato che in questo gra�co
viene riportato solo il valore normalizzato di K relativo ad ogni strato.
Nella stessa piastra la distribuzione dello stress concentrtion factor lungo lo
spessore è diversa da quella di strain ed il massimo stress e strain non sem-
pre vengono rilevati sul piano medio. La �gura 2.23 riporta gli andamenti
di stress e strain normalizzati rispetto a quelli del piano medio al variare
della posizione lungo lo spessore. Risulta inoltre evidente che il massimo di
K è situato sul piano medio solo per piastre sottili. Le variazioni di stress
e strain concentration factor in funzione di z/B sono deboli vicino al piano
medio del provino (quindi per z{B Ñ 0) e per piastre il cui spessore adimen-
sionato (B/a) sia piccolo. Questo avviene �nché non si supera un valore B�

σ

chiamato spessore di transizione dello stress concentration factor. Una volta
superato questo valore il punto di massimo K si sposta gradualmente verso
la super�cie. Allo stesso modo si de�nisce un valore B�

ε chiamato spessore
di transizione dello strain concentration factor dopo il quale il massimo di
Kε si sposta verso la super�cie del provino. In de�nitiva a maggiori spessori
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(a) Stress concentration (b) Strain concentration

Figura 2.23: Distribuzione lungo lo spessore dei fattori di concentrazione di
(a) stress e (b) strainper di�erenti spessori della piastra [8]

della piastra corrispondono maggiori di�erenze tra il valore di K massimo
rilevato, sia esso riferito alle tensioni (Kσ) o alle deformazioni (Kε), e il K
misurato sul piano medio. Naturalmente il punto dove si denota il valore
massimo di Kσ sarà distinto da quello dove si manifesta il Kε. Solitamente
infatti il punto di massimo di Kε è più vicino alla super�cie rispetto a quello
di Kσ.

2.3.1 In�uenza della geometria e del materiale

In questa fase osserveremo l'in�uenza delle variazioni della con�gurazione
geometrica dell'oggetto in analisi aggiungendo, in questo caso, anche l'e�et-
to che le caratteristiche del materiale hanno sul comportamento �nale del
provino.

E�etto del Poisson ratio

In �gura 2.24 nella pagina seguente vengono riportati le variazioni diKσ eKε

normalizzate rispetto a quelle calcolate per plane stress o plane strain relative
a diversi valori del Poisson ratio. Sono riportate le K calcolate sul piano
medio (mp), sulla super�cie (sur) ed il valore massimo(max ) in funzione
dello spessore normalizzato B/a. Un aspetto interessante è che il valore di
Kσ calcolato sul piano medio non sia funzione lineare dello spessore ma cresca
�no ad ottenere un massimo per valori di B/a pari a circa 1,2 per poi tendere
nuovamente al valore di plane stress. Inoltre a maggiori coe�cienti di Poisson
corrispondono maggiori Kσmax calcolati al piano medio. Per esempio, per
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(a) Stress concentration (b) Strain concentration

Figura 2.24: Fattori di concentrazione normalizzati di stress e strain sul
bordo del foro per (a)piano medio e (b)super�cie della piastra per diversi
Poisson ratio [8]

un coe�ciente di Poisson ν � 0, 4 si ha un incremento in Kσmp del 7%.
Per quanto riguarda Kεmp si ha un andamento simile alle Kσ tale per cui
si raggiunge un picco di Kε massimo (per B/a=0,7) per poi tornare, questa
volta, a valori inferiori al caso di plane strain. Il valore di Kε massimo è
maggiore in caso di coe�cienti di Poisson più elevati con un incremento pari
al 2% per ν � 0, 45. Allo stesso modo per coe�cienti di Poisson più elevati,
si raggiungono risultati minori rispetto al plane strain in caso di piastre di
grande spessore. infatti, per valori di ν pari a 0,4, si ha una riduzione del
10% circa.
I valori di Kσmax crescono �no ad avere un massimo per poi attestarsi, al
crescere di B/a, ad un valore costante tanto più grande quanto più elevato il
valore di ν. Un comportamento analogo si veri�ca per i valori di Kεmax per i
quali però si registrano valori minori al crescere di ν. A parità di coe�ciente
di Poisson, i valori di Kε e Kσ sulla super�cie del provino assumono lo stesso
valore mentre per maggiori valori di ν si rileva una discrepanza tra i valori
di plane stress e strain. Per piastre di spessore analogo, il coe�ciente di
Poisson non in�uenza la distribuzione delle curve K{Kmp, siano esse riferite
alle deformazioni o alle tensioni, valutate in funzione del rapporto (z/B) tra
la posizione lungo lo spessore e lo spessore stesso della piastra. Tuttavia il
suo e�etto si manifesta con la variazione in modulo del valore misurato sul
piano medio e sulla super�cie della piastra. Le di�erenze maggiori si rilevano
per coe�cienti di Poisson elevati o per piastre sottili. Osservando il nostro
caso ovvero una piastra sottile caratterizzata da un coe�ciente di Poisson
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(a) Stress concentration (b) Strain concentration

Figura 2.25: Di�erenza tra i valori al piano medio o massimi e quelli in su-
per�cie di (a) stress e (b) strain concentration factor al variare dello spessore
e per di�erenti Poisson ratio [8]

compreso tra 0,15 e 0,45,per il fattore di concentrazione delle tensioni si
rilevano variazioni del coe�ciente normalizzato comprese tra il 6% ed il 22%
mentre per le deformazioni tali di�erenze si attestano tra il 5% ed il 16%. Se
invece ci trovassimo in presenza di piastre spesse gli e�etti del Poisson ratio
sarebbero più evidenti comportando variazioni di K comprese tra l'8% e il
28%per gli stress e dal 6% al 22% per gli strain.

Di�erenza tra stress e strain concentration factor massimi e sulla

super�cie

Abbiamo detto che la di�erenza tra i fattori di concentrazione delle tensioni
e delle deformazioni calcolati al piano medio e sulla super�cie non è una
funzione monotona dello spessore. Dopo il raggiungimento di un punto di
massimo, infatti, si ha una diminuzione del valore registrato al crescere del
rapporto B/a �no a tendere ad un valore costante. La di�erenza tra il
valore massimo del fattore di concentrazione e il valore super�ciale, però,
è una funzione monotona crescente in relazione allo spessore. Al crescere di
B/a, infatti, la di�erenza tra il valore massimo e quello super�ciale cresce
rapidamente per poi tendere ad una costante dipendente dal Poisson ratio
quando si raggiunge un B/a su�ciente.

Le distribuzioni lungo lo spessore di K{Kmp, siano esse riferite agli sforzi
o alle deformazioni, sono in�uenzate dallo spessore e dal coe�ciente di Pois-
son. Le Kσ e Kε calcolate sulla super�cie della piastra in corrispondenza del
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Figura 2.26: Modello 3D [9]

bordo del foro, infatti, decrescono al crescere di spessore o Poisson ratio. È
anche dimostrato che la Kσ sul piano medio in una piastra di spessore �nito
è maggiore di quella nel caso di plane stress mentre la Kε può essere minore.
Per la piastra spessa il massimo Kσ, maggiore di quello per caso piano, è vi-
cino alla super�cie. Tuttavia i Kσ e Kε al bordo del foro sulla super�cie sono
gli stessi e sono inferiori rispetto a quelli del caso piano. Infatti decrescono
rapidamente vicino alla super�cie e sono troppo piccoli per ri�ettere l'anda-
mento generale in funzione di spessore o Poisson. La �gura 2.25 nella pagina
precedente, inoltre, mostra che può essere rischioso utilizzare la Kε misurata
direttamente sulla super�cie del provino o calcolata da teorie 2D ma bisogna
tenere conto dell'in�uenza dello spessore e del coe�ciente di Poisson.

E�etto della larghezza e dello spessore del provino

Da questo punto in avanti si de�nisce r il raggio del foro. Per gli studi se-
guenti sono stati utilizzati una serie di provini in cui sono stati mantenuti
�ssi il raggio del foro pari a 5 mm e la lunghezza della piastra pari a 200
mm in modo tale da assicurarsi che sia valida l'approssimazione di piastra
di lunghezza in�nita. Si varia la larghezza della piastra in modo tale da
ottenere per il rapporto tra la larghezza della piastra ed il raggio del foro
i seguenti valori: W/r=1,2; 1.4; 1,6; 1,8; 2; 2,2; 2,5; 3; 4; 5; 6; 10; 20 e lo
spessore per avere B/r= 0,2; 1; 2; 3; 4; 5; 6; 10; 20; 30.
Sfruttando la simmetria della piastra, per ridurre i tempi e i costi del calcolo,
se ne può studiare solo un ottavo a patto che vengano applicati i seguenti
vincoli rappresentati in �gura 2.26 ovvero: Per tutti i nodi presenti sul piano
y-z, ovvero a metà della larghezza, sono stati bloccati gli spostamenti nella
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direzione x; a metà dell'altezza, per i nodi sul piano x-z, sono stati bloccati
gli spostamenti in direzione y e in�ne per i nodi sul piano x-y, ovvero a metà
dello spessore, sono stati bloccati gli spostamenti in direzione z.

Nei gra�ci in �gura 2.27 vengono riportati gli andamenti di K{K0 al
variare della posizione lungo l'altezza del provino, della sua larghezza e dello
spessore. Le curve mancanti sono state eliminate per una maggior chiarezza
nel gra�co poiché si sarebbero sovrapposte alle curve più vicine. Dal gra�co

(a) B/r=0,2 (b) B/r=4

(c) B/r=30

Figura 2.27: Andamenti di K{K0 al variare della posizione lungo lo spessore
del provino per diverse larghezze a spessore adimensionato B/r costante [8]

in �gura 2.27 (a),quindi per piastra sottile B/r=0.2, le curve presentano un
andamento praticamente costante lungo lo spessore. Tuttavia per piastre
più spesse, 2.27 (b) e (c) si può osservare una riduzione del coe�ciente in
prossimità della super�cie tanto più evidente quanto più spessa la piastra
osservata.

La �gura 2.28 nella pagina successiva,invece, riporta la posizione adimen-
sionata lungo lo spessore (2dmax/B) al variare della larghezza della piastra.
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Figura 2.28: Posizione adimensionata lungo lo spessore del punto di massimo
al variare della larghezza del provino per diversi spessori [8]

Con dmax viene indicata la distanza del punto di Kmax dal piano medio. Per
piastre sottili caratterizzate da rapporti B/r minori di 3, o per rapporti W/r
minori di 2 la posizione rimane sul piano medio. Al crescere dello spessore
il punto di massimo si avvicina alla super�cie senza mai raggiungerla. Dopo
un certo valore, al crescere di W/r la posizione di Kmax rimane costante.
In �gura 2.29 nella pagina seguente sono riportati rispettivamente i rapporti
tra il massimo dello stress concentration factor misurato e quello rilevato
al piano medio e tra lo stress concentration factor sulla super�cie e quello
sul piano medio. In �gura 2.29 nella pagina successiva (a)si osserva che per
ogni valore di W/r adottato si ha lo stesso andamento: crescita �no a ad un
valore B/r pari a circa 2 poi crescita monotona �no a B/r pari a circa 10
dove si raggiunge un valore costante. È interessante vedere che per valori
della larghezza del provino 20 volte superiori al raggio del foro (W/r=20),
il valore di Kmax{K0 tende ad un valore unitario, come ci si aspetta per
piastre in�nite. In �gura 2.29 (b) il valore Ks{K0 decresce monotonamente
�no ad un valore costante che si ottiene, anche in questo caso per valori del
rapporto B/r maggiori di 10.

La �gura 2.30 nella pagina seguente riporta i valori assunti dal rapporto
Kmax{Ks tra il valore massimo rilevato per lo stress concentration factor
e quello rilevato sulla super�cie esterna del provino. Si può osservare che
al crescere dello spessore si ha un aumento della tensione misurata in pros-
simità della super�cie. Le �gure 2.31(a) e 2.31 a pagina 40(b) riportano
gli andamenti dei rapporti Kmax{K0 e Ks{K0 al variare di della larghezza
adimensionale W/r per diversi valori dello spessore adimensionale B/r. Si
ha una buona convergenza con il valore teorico (Howland) solo per piastre
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(a) (b)

Figura 2.29: Variazioni di (a) Kmax{K e (b) Ksur{K in funzione dello
spessore per diversi valori di W/r [8]

Figura 2.30: Variazioni del rapporto Kmax{Ks in funzione dello spessore per
diversi valori di W/r [8]
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(a) (b)

Figura 2.31: Variazioni del rapporto (a) Kmax{K0 e (b) Ks{K0 in funzione
della larghezza del provino per diversi valori di B/r [8]

sottili (B/r=0.2). Per riuscire a prevedere il comportamento di una piastra
forata spessa sono quindi state sviluppate formule empiriche con errori di cir-
ca l'1%. La formula 2.52 esprime il rapporto tra il fattore di concentrazione
delle tensioni massimo e quello misurato sul piano medio:

Kmax

K0
� a3β

3 � a2β
2 � a1β � a0 (2.52)

dove:
a0 � �0.0064α2 � 0.0122α� 1.2492

a1 � �0.0026α2 � 0.0001α� 0.4951

a2 � �0.0022α2 � 0.0031α� 0.4562

a3 � �0.0007α2 � 0.0024α� 0.1580

α � lnpB{rq

β � lnrlnpW {rqs

La formula 2.53 ricavata invece invece esprime il rapporto tra lo stress
concentration factor calcolato in super�cie e quello di riferimento.

Ks

K0
� b3β

3 � b2β
2 � b1β � b0 (2.53)
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dove:
b0 � 0.004α3 � 0.004α2 � 0.0691α� 1.1191
b1 � 0.0012α3 � 0.0032α2 � 0.0148α� 0.4424
b2 � 0.0018α3 � 0.0057α2 � 0.0213α� 0.4307
b3 � �0.0022α3 � 0.0058α2 � 0.0137α� 0.1475

2.4 Possibili soluzioni di rinforzo

In questo paragrafo vedremo alcune soluzioni che è possibile adottare per
mitigare gli e�etti del foro. Sono state analizzate le soluzioni che nel cor-
so degli anni hanno restituito risultati soddisfacenti in modo tale da poterle
sfruttare come punto di partenza per il nostro lavoro. Una delle soluzioni più
e�cienti per mitigare gli e�etti della concentrazione delle tensioni nell'intor-
no di un foro consiste nel creare delle tensioni residue mediante deformazione
plastica. Questa particolare strada non è stata presa in considerazione nono-
stante i risultati promettenti poiché i bene�ci maggiori vengono apportati per
materiali isotropi mentre il lavoro esposto in questa tesi ha come obiettivo
l'utilizzo di materiali compositi.

2.4.1 Foro rinforzato simmetricamente

Per un foro rinforzato simmetricamente in una piastra di larghezza �nita
vengono ritenuti di particolare interesse i risultati ottenuti sperimentalmente
nel 1964 e 1967 da Seika e Ishii. De�niamo ora alcune notazioni utilizzate
da qui in avanti per de�nire la geometria:

- H: larghezza della piastra

- h: spessore della piastra

- ht: spessore del rinforzo

- d: diametro del foro

- D: diametro del rinforzo

- r: raggio di raccordo tra piastra e rinforzo

Questi test usavano una piastra spessa 6 mm con un foro di diametro D pari
a 30 mm. All'interno del foro è stato posto un anello di rinforzo per il quale
è stato mantenuto variabile il diametro d del foro centrale. In tutti i test
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Figura 2.32: Stress concentration factor Ktg per un foro circolare rinforzato
simmetricamente con H/D=1, D/h=5 e r=0 [1]

venne mantenuto costante il rapporto tra il diametro dell'anello di rinforzo
e lo spessore dell'elemento D/h pari a 5. Nel gra�co in �gura 2.32 sono stati
riportati i valori di Ktg �

σmax
σ in funzione del rapporto tra lo spessore del

rinforzo e lo spessore della piastra, per diversi rapporti d/H dove H è la
larghezza del provino preso in considerazione. Nel gra�co in �gura 2.33 nella
pagina seguente invece viene riportato l'andamento di Ktg in funzione del
rapporto tra spessore del rinforzo e spessore della piastra ht{h per diversi
valori del rapporto tra diametro del foro e diametro del rinforzo d/D e del
rapporto H/D.

Considerando agente sulla piastra un carico P � σA � σnetAnet possiamo
de�nireKtg con le formule riportate nei gra�ci eKtn con la formula seguente:

Ktn �
σmax
σnet

�
σmaxAnet

σA
�
KtgAnet

A
�

�
KtgppH �Dqh� pD � dqht � p4 � πqr2q

Hh
�

� Ktg
p
�
H
D � 1

�
� p
�
1 � d

D

�
p
�
ht
h

�
� p
�
4�π
Dh

�
H
D

(2.54)

Nel gra�co in �gura 2.34 a pagina 44 viene riportato l'andamento di Ktg
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Figura 2.33: Stress concentration factor Ktg per un foro circolare rinforzato
simmetricamente con D/h=5 [1]

in funzione del rapporto ht{h per diversi rapporti d/D, mettendo in evidenza
l'in�uenza che ha il raggio del raccordo tra la piastra e il rinforzo sul risultato
�nale.

Riportiamo anche l'andamento di Ktn seguendo gli stessi criteri del gra-
�co 2.34 nella pagina seguente.

Osservando il gra�co 2.35 si può notare che le curveKtn sono più raggrup-
pate rispetto alle curve Ktg del gra�co 2.34 nella pagina successiva. Inoltre
risalta che le curve Ktn contengono un punto di minimo per valori di ht{h
circa pari a 3. In fase di progetto preliminare, quindi, conviene dichiarare
tale valore pari a tre. I valori ottenuti per piastre con H/D=4 sono parti-
colarmente utili perché possono essere utilizzati con buona approssimazione
per piastre estese.

Per analizzare gli e�etti della dimensione del foro riportiamo in gra�-
co 2.36 a pagina 45 l'andamento di Ktg al variare del rapporto tra diametro
del foro e larghezza della piastra da cui possiamo osservare che per valori
di ht{h maggiori di tre si abbiano variazioni signi�cative solo per rappor-
ti d/H maggiori di 0,5. Una delle ipotesi iniziali, però è che i risultati �n
qui descritti siano a�dabili solo per valori di d/H almeno inferiori a 0,5 ma
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Figura 2.34: Stress concentration factor Ktg per un foro circolare rinfor-
zato simmetricamente con H/D=4 (eccetto un caso con H/D=3.5), D/h=5
r=0,0.33,0.83 [1]

Figura 2.35: Stress concentration factor Ktn per un foro circolare rinforzato
simmetricamente con H/D=4, D/h=5 r=0,0.33,0.83 [1]
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Figura 2.36: Stress concentration factor Ktg per un foro circolare rinforzato
simmetricamente con d/D=0.7 e D/h=5[1]

preferibilmente con valori massimi di 0,3 di conseguenza possiamo ritenere
accettabile considerare ht{h pari a 3 come valore più e�ciente.

2.4.2 Foro rinforzato non simmetricamente

I risultati riportati nel gra�co in �gura 2.37 nella pagina successiva sono stati
ricavati da analisi fotoelastiche su piastre per le quali è stato mantenuto co-
stante il rapporto d/h=1,833. Inoltre, a parte in un singolo caso, il volume
del rinforzo è stato posto uguale a quello del foro. Nel gra�co si possono
vedere gli e�etti della variazione dell'altezza del rinforzo per diversi rappor-
ti d/H. Si ottiene un minimo di Kt quando lo spessore adimensionato del
rinforzo ht{h assume un valore pari a circa 1,45 ovvero quando il diametro
adimensionato del foro D/d è pari a circa 1,8. De�niamo quindi un fattore
di forma:

Cs �
D
2

ht � h

Per i test descritti in precedenza caratterizzati da valori del rapporto tra il
diametro del foro e lo spessore d/h pari a 1,833 e da volume complessivo
del rinforzo pari a quello del foro, il fattore di forma è pari a 3,666. Se si
volesse variare il rapporto tra i volumi per diminuire K sarebbe comunque
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Figura 2.37: Stress concentration factors Ktg e Ktn per un foro circolare
rinforzato non simmetricamente[1]

necessario mantenere �sso il fattore di forma.

Nel gra�co 2.38 nella pagina seguente vengono riportati i risultati ap-
pena descritti approssimati a piastre relativamente estese quindi i risultati
sono in funzione di d/H. Le curve riportate si riferiscono ad elementi aventi
raggio di raccordo r tra piastra e rinforzo pari a zero. Se si adottasse per
tale raggio un valore pari a 0.7 volte lo spessore della piastra si ridurrebbe il
fattore Ktn del 12% circa. Per raggi inferiori si suppone che la riduzione sia
linearmente proporzionale al raggio quindi, se per esempio ci trovassimo in
presenza di un raggio pari a 0,35 volte lo spessore della piastra, rileveremmo
una riduzione dello sforzo del 6%.

Analizzando i risultati è risaltato che i punti di maggior incremento di
stress sono situati al bordo del foro ed alla giunzione tra rinforzo e piastra.
Per piccoli valori di ht{h prevale l'incremento al bordo del foro, per grandi
valori di ht{h prevale l'incremento all'interfaccia tra rinforzo e piastra. Se
questi ultimi hanno moduli di Young diversi, in fase di calcolo si adotta
un rapporto hr{h pesato moltiplicando ht{h per il rapporto tra il modulo
elastico del rinforzo e quello della piastra Er{E. Dai risultati, inoltre, si
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Figura 2.38: Estrapolazione dei valori di Ktg e Ktn del gra�co 2.37 per un
elemento di larghezza in�nita[1]

evince anche che per valori di D/d minori di 1,7, all'aumentare dello spessore
adimensionato del rinforzo si ottiene un valore di Ktg costante. Ciò avviene
perché la parte del rinforzo più lontana dal piano medio non risente dello
sforzo. L'immagine 2.39 nella pagina successiva riporta i dati dell'analisi
fotoelastica e risulta particolarmente esplicativa.

In �gura 2.40 nella pagina seguente viene riportato l'andamento delle
tensioni misurato con la tecnica della fotoelasticità al variare della dimensio-
ne del foro in relazione allo spessore della piastra. In seguito alla valutazione
fotoelastica dello stato di tensione nel componente, è possibile modi�care la
forma del rinforzo per ottenere una riduzione di peso. In �gura 2.41 sono
riportate possibili soluzioni al problema dell'ottimizzazione del peso per il
caso caratterizzato da un rapporto d/h pari ad 8.

2.4.3 Foro rinforzato mediante l'uso di �bre

La categoria di rinforzi che siamo in procinto di descrivere rappresenta il pun-
to focale della nostra ricerca che si è concentrata sullo sviluppo dei pattern
che in bibliogra�a dimostravano di aver ricevuto i risultati maggiormente
promettenti.
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Figura 2.39: Rinforzo con spessore eccessivo rispetto al diametro[1]

(a) (b)

Figura 2.40: E�etti del rapporto d/h per (a)d/h=8 e (b)d/h=4[1]

La soluzione più logica quando si è intenzionati ad utilizzare rinforzi in
�bra consiste nel valutare le linee di tensione all'interno del provino e di
seguirle come traccia per la direzione delle �bre stesse come rappresentato
in 2.42 [10].

I risultati ottenuti per questo tipo di pattern sono rappresentati in �gu-
ra 2.42. Il valore di nostro interesse è quello riportato nella colonna centrale,
nella prima colonna viene riportato il risultato per la piastra intera, nella
seconda quello relativo alla piastra non rinforzata e in quarta e quinta colon-
na i risultati riferiti a provini realizzati con metodi di manifattura di�erenti
che però esulano dal nostro campo di interesse. La retta riportata in gra�co
rappresenta il carico ultimo a rottura mentre il gra�co a colonna il migliora-
mento percentuale della resistenza speci�ca ottenuta con quel determinato
tipo di rinforzo.

Tornando ad analizzare il caso di nostro interesse possiamo a�ermare che
questo tipo di pattern restituisce buoni risultati in quanto il carico �nale a
rottura valutato per questo tipo di rinforzo, assume nuovamente valori quasi
pari al valore registrato per la piastra non forata.



CAPITOLO 2. LO STATO DELL'ARTE 49

(a) (b)

(c) (d)

Figura 2.41: Possibili soluzioni per ottimizzare e�cienza del rinforzo e peso[1]

(a) Pattern (b) Risultati

Figura 2.42: Rinforzi longitudinali in �bra [10]

La seconda ipotesi di rinforzo prevede di utilizzare rinforzi circolari di-
sposti in prossimità del bordo e concentrici al foro stesso [11]. Il pattern
ipotizzato è riportato in �gura 2.43.

Dal confronto tra gli stati di deformazione precedenti (�g. 2.44) e (�g. 2.44)
successivi all'utilizzo del rinforzo si denota una forte riduzione del valore di
εx nel punto di massima concentrazione delle tensioni.

Analogamente al caso precedente viene e�ettuato un confronto tra il com-
portamento a rottura di un provino integro, di un provino forato ed uno
forato e rinforzato. Il risultato che suscita maggior interesse è che, in caso
di foro rinforzato, la rottura non avviene in prossimità del foro ma fuori dal
rinforzo per valori di tensione pari al 94% di quello registrato per piastra
integra. I risultati sono riportati in �gura 2.43.
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(a) Pattern (b) Risultati (c) Punto di rottura

Figura 2.43: Rinforzi circolari in �bra [11]

(a) (b)

(c) (d)

Figura 2.44: Distribuzione delle deformazioni per la piastra forata senza
rinforzo (a) in direzione x e (b) in direzione y e rinforzata (c) in direzione x
e (d) in direzione y [11]



Capitolo 3

Gli strumenti utilizzati nella

tesi

In questa sezione verranno discusse più nel dettaglio le tecnologie utilizzate
nel corso di questo lavoro.

3.1 Stampante 3D Markforged

Per il processo di stampa 3D è stata utilizzata la stampante fornita dal
Dipartimento di Ingegneria Meccanica ed Aerospaziale del Politecnico di
Torino: una Markforged Mark Two.

Questa stampante permette di stampare in materiale isotropo e di rin-
forzarlo con inserti in �bra di vari materiali.
Per la matrice vengono utilizzati nylon ed onix, un materiale isotropo creato
mediante inclusione di microframmenti di carbonio nel nylon che ne miglio-
rano notevolmente rigidezza e resistenza.
Come materiali di rinforzo è possibile utilizzare �bre in carbonio, kevlar, �-
bra di vetro e �bra di vetro HSHT (High Strength High Temperature) ovvero
�bra di vetro che può lavorare ad alte temperature. I materiali utilizzati per
la stampa vengono conservati in rotoli di �lamento posti dentro ad appositi
contenitori a tenuta stagna con l'obiettivo di non far entrare il materiale
in contatto con l'umidità dell'aria che lo deteriorerebbe. I �lamenti vengo-
no poi indirizzati agli ugelli per azione di due attuatori dedicati, uno per
ogni componente. Proprio a causa del deterioramento del materiale grezzo a
contatto con l'umidità dell'aria, prima della stampa bisogna e�ettuare uno
spurgo del materiale contenuto all'interno dell'ugello per eliminarne la parte

51
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Figura 3.1: Stampante Markforged Mark Two

compromessa.

Il processo di stampa viene suddiviso in tre fasi principali:

1. Creazione del modello

2. De�nizione delle proprietà geometriche,di rinforzo e di stampa

3. Stampa

3.1.1 Creazione del modello

Come primo passaggio bisogna creare un modello dettagliato del pezzo da
stampare con un qualsiasi programma di disegno CAD. I �le andranno salvati
in formato �.stl � riconosciuto in input dalla stampante. È molto importante
che il modello creato non superi le dimensioni massime dell'area di stampa
che corrispondono a 320 mm x 132 mm x 154 mm.

3.1.2 De�nizione delle proprietà

Insieme alla stampante viene fornito anche il software "eiger.io" che permet-
te di de�nire la geometria interna ed i materiali del componente �nale.
Come primo passo bisogna selezionare il materiale che si vuole utilizzare e
la disposizione del modello sul piatto di stampa:
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Figura 3.2: Pannello di selezione del materiale

Successivamente si possono attivare una serie di opzioni che ci permettono
di sempli�care il processo di stampa quali la possibilità di creare dei supporti
per mantenere stabile l'oggetto stampato in caso di geometrie con base sottile
o instabile oppure, tramite la funzione "expand thin features", la capacità di
aumentare lo spessore dei componenti troppo sottili per essere stampati con
precisione.

Figura 3.3: Funzione support

All'occorrenza è attivabile la funzione "Use brim" che crea una base
per ancorare l'oggetto al piano della stampante. Questa opzione è utile per
componenti che abbiano pochi punti di contatto con il piatto della stampante.
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Figura 3.4: Funzione brim

Il passaggio successivo consiste nell'indicare quale sistema di misure si
sta utilizzando ed eventualmente un fattore di cui scalare il modello fornito
prima della stampa.
In�ne, l'ultima proprietà da indicare per de�nire la geometria, è lo spessore
degli strati. Si può scegliere tra 0.1, 0.125 e 0.2 mm. Tuttavia, se per alme-
no uno strato si decide di utilizzare una qualsiasi delle �bre in dotazione, è
necessario impostare per tutti gli strati spessore pari a 0.125 mm.
A questo punto è quindi possibile procedere con la de�nizione del materiale.
Per comprendere le opzioni descritte in seguito è necessario analizzare il me-
todo di stampa adottato dalla Mark Two. La stampante, infatti, per elementi
di spessore su�ciente prevede di stampare un numero di strati limitati al top
ed al bottom in materiale �pieno� e di utilizzare geometria alleggerita per gli
strati interni, ottenendo una struttura sandwich. Analogamente sulle pareti
del componente verrà realizzato un numero di strati pieni per proteggere il
core.
Osserviamo ora le opzioni a nostra disposizione: possiamo indicare la per-
centuale di riempimento e la forma della geometria adottata scegliendo tra
triangolare, rettangolare ed esagonale.

Una volta de�nita la geometria di riempimento possiamo indicare quanti
strati di materiale pieno mettere sulle pareti, al top ed al bottom del compo-
nente �nale. Nonostante sia possibile mettere �no ad un minimo di un solo
strato, è consigliabile mantenere sempre almeno quattro strati di materiale
pieno per roof e �oor.

Una peculiarità del software eiger.io è il menù di vista interna della parte
che ci permette di analizzare l'oggetto osservando quantità e disposizione di
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(a) Triangular �ll (b) Rectangular �ll

(c) Hexagonal �ll

Figura 3.5: Pattern riempimento materiale

matrice e �bre di rinforzo strato per strato. Da questo menù possiamo anche
decidere la disposizione delle �bre all'interno del componente selezionando
una tra le diverse opzioni prede�nite. Le �bre di rinforzo possono essere
disposte secondo un angolo di laminazione de�nito dall'utente oppure con-
centricamente rispetto ad un determinato elemento geometrico. È possibile,
infatti, disporre le �bre attorno alle pareti esterne o alle geometrie interne
all'oggetto. Come per il numero di strati di materiale descritti in precedenza
anche in questo caso si può indicare il numero di anelli concentrici di mate-
riale che vogliamo disporre. In �gura 3.7 viene mostrata la visualizzazione
interna del componente o�erta dal software eiger.io. Vengono rappresentati
con il colore bianco le aree realizzate in nylon ed in blu gli inserti in �bra
di carbonio. La stessa con�gurazione cromatica vale per la barra riassuntiva
che indica, strato per strato, la presenza di rinforzi in �bra o meno. Prima
di procedere alla stampa, il programma ci mostra un quadro riassuntivo del
componente che ci stiamo accingendo a creare indicando le dimensioni, il
peso �nale, il tempo di stampa ed il costo dei materiali impiegati.
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(a) 1 wall layer (b) 4 wall layers

(c) 4 roof e �oor layers (d) 10 roof e �oor layers

Figura 3.6: Strati sui bordi esterni

Figura 3.7: Visualizzazione interna del componente

3.1.3 Printing methods

La stampante Mark Two ci permette di creare il prodotto �nale utilizzando
nylon od onix come unici materiali oppure di inserire degli inserti in �bra.
Nel nostro caso abbiamo scelto di utilizzare per la matrice il nylon e come
rinforzo �bre in carbonio. Questi inserti possono essere posizionati secondo
una direzione speci�cata dall'utente oppure in relazione alla geometria del-
l'oggetto stesso. Esiste, infatti, l'opzione che permette di posizionare le �bre
attorno ad elementi geometrici salienti della parte quali fori, intagli o bordi
esterni. La stampante adotta due diversi metodi di realizzazione del compo-
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Figura 3.8: Quadro riassuntivo

nente a seconda del materiale da stampare. Per la matrice viene adottato
il metodo di stampa Fused Filament Fabrication (FFF). In questa modalità
la stampante scalda il �lamento termoplastico �no ad avvicinarsi al punto
di fusione, lo estrude attraverso l'ugello e crea la matrice strato per strato.
Per i rinforzi in �bra, invece, viene adottato il metodo Continuous Filament
Fabrication (CFF). Questo metodo è il punto di forza della stampante Mark
Two perché permette di aggiungere �lamenti continui di �bre di rinforzo alla
matrice nelle parti stampate. La direzione dei �lamenti di �bra è de�nita
dall'utente. Depositare le �bre singolarmente non è possibile a causa delle
dimensioni ridotte di queste ultime, i materiali di rinforzo vengono quindi
forniti in fasci di più �bre annegati nello stesso materiale che compone la
matrice. In fase di stampa questi �lamenti vengono scaldati ed �appiattiti�
sulla parte da stampare creando uno strato in �bra di spessore 0.125 mm e
larghezza 1.1 mm.

3.2 Femap

Nella sezione seguente verrà descritto per sommi capi il funzionamento del
programma utilizzato per modellare e studiare le varie geometrie con la teo-
ria agli elementi �niti.
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Tra la moltitudine di codici commerciali che e�ettuano i calcoli di nostro
interesse, la scelta è ricaduta su Femap. Anche se nel corso dei due anni di
studi per la laurea magistrale abbiamo imparato ad usare i programmi Pa-
tran/Nastran, ho scelto di utilizzare Femap poiché per i calcoli si appoggia
al medesimo solutore (Nastran) a fronte di un'interfaccia assai più intuitiva
e quindi di un utilizzo più scorrevole.

Analogamente a quanto descritto per il processo di stampa, anche in
questo caso si possono rilevare tre fasi principali nello studio dei vari modelli
con Femap:

1. Creazione della geometria

2. De�nizione delle proprietà

3. Calcolo dei risultati

Creazione della geometria

Il primo passo per lo studio agli elementi �niti consiste, ovviamente, nella
creazione del modello stesso. Femap permette di importare geometrie esterne
realizzate con software di disegno cad oppure di crearne di nuove utilizzando
comandi prede�niti all'interno del programma.

Il programma o�re un buon numero di possibili soluzioni che l'utente
può adottare in fase di creazione. È possibile infatti realizzare strutture
ad una, due o tre dimensioni. Dopo aver creato il modello di base è ancora
possibile e�ettuare modi�che quali la creazione di linee di controllo lungo cui
de�nire le proprietà del componente o la suddivisione del modello in super�ci
o volumi entro le quali de�nire proprietà dedicate.

De�nizione delle proprietà

In seguito alla creazione del modello geometrico dell'oggetto in esame si pro-
cede de�nendone le proprietà del materiale e quelle relative alla soluzione
desiderata. Si introducono quindi i dati del materiale come modulo elastico,
coe�ciente di Poisson e limiti a rottura.

Successivamente si procede de�nendo la dimensione della mesh, la forma
ed il tipo di elementi utilizzati. La mesh può essere creata in modo auto-
matico de�nendo la dimensione desiderata per il singolo elemento oppure
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indicando il numero di mesh seed lungo le curve che delimitano la super�cie
desiderata. Per la mesh vengono messi a disposizione dell'utente elementi
monodimensionali, bidimensionali e tridimensionali.

Dopo aver discretizzato il modello con la mesh più appropriata, è neces-
sario de�nire i vincoli ed i carichi agenti sulla piastra. Anche in questo caso
non manca abbastanza libertà di scelta poiché che il programma permette
di de�nire il carico variandone il tipo di elemento geometrico su cui agisce
ed il tipo di carico selezionando, tra le possibili opzioni, se applicare un cari-
co concentrato, distribuito o proporzionale alla lunghezza del tratto caricato.

Calcolo dei risultati

Poiché siamo in presenza di carichi statici, piccoli spostamenti e piccole defor-
mazioni, possiamo adottare l'analisi statica e lineare che ci porta ad ottenere
una soluzione nella forma Ku=P dove K indica la rigidezza della struttura,
u la deformazione, ed in�ne P il carico agente.

Per descrivere il campo degli spostamenti di una piastra forata sottoposta
a trazione nel piano adottiamo la teoria della piastra di Kircho�. Per poter
adottare questa teoria, è necessario assumere le seguenti ipotesi:

- Lo spostamento w in direzione z non dipende dalla coordinata z

- Gli spostamenti v e w nel piano sono funzioni lineari in z

- Gli sforzi di taglio γxz e γyz sono trascurabili

Il campo degli spostamenti può essere dunque de�nito come:

upx, y, zq � u0px, yq � z
Bw

Bx

vpx, y, zq � v0px, yq � z
Bw

By

wpx, y, zq � w0px, yq

(3.1)

Dove u0, v0 e w0 sono gli spostamenti del piano medio della piastra.
È possibile valutare il campo degli spostamenti abbandonando l'ipotesi delle
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piccole deformazioni ed esprimendolo come:
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Dove ε0L e ε0NL sono rispettivamente le deformazioni lineari e non lineari
del piano medio della piastra. Per la trattazione dei casi descritti in que-
sta tesi, limitati al campo lineare, non verranno prese in considerazione le
deformazione non lineari.

A questo punto è possibile scrivere la relazione che lega forze N e momenti
M con gli spostamenti del piano medio ε0 e le curvature k con la seguente
notazione: �
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M
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B D
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,.
- (3.3)

Dove [A] [B] e [D] sono rispettivamente la matrice di rigideza menbrana-
le, di accoppiamento e di rigidezza torsionale che possono essere de�nite
rispettivamente come

tA,B,DuT �
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2
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. Dove rQijsk è il coe�ciente di elasticità ij per il materiale dello strato k.
Il primo passo per a�rontare una analisi FEM consiste nel discretizzare

una super�cie in elementi su�cientemente piccoli da poter cogliere col minor
errore possibili le tensioni e le deformazioni della struttura in esame.
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Nel nostro caso i componenti sono stati discretizzati utilizzando, a secon-
da dei risultati ricercati, elementi plate, laminate, beam e solid.

I primi due rientrano nella categoria degli elementi piani che possono
essere di forma triangolare o quadrangolare. Gli elementi triangolari possono
utilizzare una con�gurazione a tre nodi con funzioni di forma lineari o a
sei nodi con funzioni paraboliche. Analogamente gli elementi quadrangolari
possono utilizzare quattro o oppure otto nodi. Per ogni nodo esistono sei
gradi di libertà ovvero le tre traslazioni in direzione x, y e z e le tre rotazioni
attorno agli stessi assi.

Elementi plate

Gli elementi plate vengono utilizzati per strutture che debbano resistere a
forze membranali, di taglio o �essionali. Nonostante alcuni programmi di
analisi includano anche con�gurazioni di sollecitazione trasversale, questi
elementi non sono i più adatti per quei tipi di carico. Quando si utilizza
questo tipo di elementi è possibile indicare lo spessore medio dell'elemento
o il suo valore in ognuno dei nodi per elementi a spessore variabile.

Figura 3.9: Elemento plate

Per risolvere un problema bidimensionale con elementi piani, siano essi
plate o laminate, si riconducono i singoli elementi ad un piano naturale ξ, η
dove ξ � x{L ed η � y{L per evitare problemi dati dal diverso orientamento
degli stessi e se ne valutano gli spostamenti nei nodi. Gli spostamenti in
punti non coincidenti con i nodi degli elementi possono essere valutati grazie
alle funzioni di forma che permettono di mediare i valori valutati ai nodi in
altri punti.

Come funzioni di forma si prendono le funzioni di Lagrange:
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$''''&
''''%

N1 �
1
4p1 � ξqp1 � ηq

N2 �
1
4p1 � ξqp1 � ηq

N3 �
1
4p1 � ξqp1 � ηq

N4 �
1
4p1 � ξqp1 � ηq

Elementi Laminate

Gli elementi laminate, solitamente adottati per schematizzare strutture in
composito, sono una sottocategoria degli elementi plate in cui si prevede che
ogni elemento sia formato da uno o più strati di materiale per i quali pos-
sono essere de�nite proprietà di�erenti. Per ogni strato è necessario quindi
indicare tipo di materiale, spessore dello strato e angolo di laminazione.

Per de�nire la direzione degli assi principali di un materiale ortotropo è
possibile agire sull'angolo di laminazione in fase di creazione del layup oppure
andando ad orientare gli elementi laminate nella direzione desiderata.

Elementi beam

Gli elementi beam appartengono alla categoria degli elementi lineari, sono
uniassiali e permettono di valutare tensione, compressione e �essione. Quan-
do si utilizzano gli elementi beam è necessario indicare forma e dimensioni
caratteristiche della sezione trasversale per de�nirne completamente le pro-
prietà. Questi elementi saranno poi de�niti da un asse x che collega le due
estremità della beam stessa ed un asse y perpendicolare ad x.

Per gli elementi beam vengono de�niti due gradi di libertà per ognuno
dei due estremi: spostamento w e rotazione ϕ.

Analogamente a quanto visto per gli elementi plate si riconducono gli ele-
menti ad un sistema di riferimento naturale dove ξ � x{L e se ne de�niscono
le funzioni di forma:

N1 � 1 � ξ

N2 � ξ

Elementi solid

Per analizzare strutture modellate in tre dimensioni si utilizzano gli elementi
della categoria solid. Anche in questo caso, come per gli elementi plate e
beam, le proprietà del materiale possono essere costanti in tutto l'elemento
oppure, con l'utilizzo di elementi solid laminate, è possibile de�nire materiali
di natura non isotropa.
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Questi elementi vengono utilizzati principalmente per analizzare struttu-
re in composito.

Procediamo ora introducendo l'interpolazione polinomiale nell'equazione
dell'energia di deformazione e otteniamo:

U �
1

2

» 1

�1

» 1

�1
tquT ptSεu

T rAsstSεu � tSεu
T rBsstSkuqtqu|J |dξdη�

�
1

2

» 1

�1

» 1

�1
tquT ptSku

T rBstSεu � tSku
T rDstSεuqtqu|J |dξdη

(3.4)

dove:
tε01u � rSεstqu
tku � rSkstqu
{q} è il vettore degli spostamenti risultanti dell'elemento
[Sε] è l'andamento degli sforzi
[Sk] è la matrice di rigidezza �essionale
|J | è il determinante della matrice jacobiana.

Da qui otteniamo la matrice di rigidezza [K]:

rKs �

» 1

�1

» p

�1
tSεu

T rAsstSεu � tSεu
T rBsstSkuqtqu|J |dξdη�

�

» 1

�1

» 1

�1
tquT ptSku

T rBstSεu � tSku
T rDstSεuqtqu|J |dξdη

(3.5)

I passaggi de�niti nelle sezioni precedenti permettono all'utente di de-
�nire totalmente il modello da analizzare, è quindi possibile procedere con
l'analisi e con la visualizzazione dei risultati. Uno dei pregi di Femap nei
confronti di Patran/Nastran è di creare automaticamente i �le da passare al
solutore e di richiamarli nuovamente in maniera autonoma.

I risultati vengono rappresentati a video secondo i parametri de�niti dal-
l'utente. La scelta può ricadere sull'utilizzo di mappe cromatiche o di vettori.
Femap inoltre o�re anche la possibilità di elaborare i risultati ottenuti. Tra
le molteplici possibilità o�erte dal programma, nel nostro caso, si sono rive-
late fondamentali la possibilità di trasformare i risultati secondo un nuovo
sistema di riferimento e quella di convertire i risultati de�niti sugli elementi
come stress e strain in risultati de�niti sui nodi. La prima funzione è stata
utilizzata nel campo dei rinforzi circolari per de�nire le proprietà del ma-
teriale in direzione circolare attorno al foro, mentre la seconda funzione è
stata utilizzata per de�nire i risultati sui nodi per utilizzarne le coordinate
e riportare in gra�co gli andamenti lungo curve prede�nite.
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Oltre alla rappresentazione dei risultati o�erta da Femap è possibile
esportare i risultati e salvarli in diversi formati per elaborazioni successive.

3.3 Tecnica acquisizione dati

Per l'acquisizione dei dati è stata impiegata la DIC (Digital Image Corre-
lation), una tecnica che permette di e�ettuare analisi non a contatto sui
provini interessati. Nelle prove di trazione e�ettuate per il presente lavoro,
è stato utilizzato il modello Q-400 della Dantec. Il sistema di acquisizione
dati si serve di due fotocamere che in fase di test riprendono il provino da
angolazioni diverse.

La tecnica DIC prevede di catturare più immagini durante la fase di test.
Tali immagini verranno poi correlate tra loro valutando la posizione di punti
salienti rilevati dal software sulla super�cie per le diverse condizioni di carico.
I provini, prima della fase di test devono quindi essere preparati creando una
maschera di contrasto per permettere al software di riconoscere il maggior
numero di punti possibile sulla super�cie prima e dopo l'applicazione del
carico. La preparazione richiesta consiste nel verniciare una delle facce con
vernice bianca sulla quale vengono in seguito tracciati punti di colore nero
con l'obiettivo di aumentare il contrasto.

Figura 3.10: Digital Image Correlation

In fase di elaborazione dati si de�nisce una griglia di ricerca sulla su-
per�cie del provino all'interno della quale il software proverà ad identi�care
i punti salienti da "seguire" nella fase di test. A dimensione minore degli
elementi della griglia corrisponde una precisione maggiore. Tuttavia per ele-
menti troppo piccoli aumenta il rischio che ogni elemento includa zone di
un unico colore non riuscendo a distinguere nessun punto utile. È quindi
molto importante de�nire con accuratezza la maschera per l'acquisizione dei
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dati. Questi ultimi, una volta raccolti, possono essere elaborati per eliminare
eventuali rumori di fondo che potrebbero compromettere i risultati.



Capitolo 4

Confronto soluzione analitica -

FEM

Dopo la prima fase di ricerca bibliogra�ca volta ad inquadrare nel modo
corretto il problema proposto, il lavoro di tesi esposto in questo elaborato è
proseguito con la fase di confronto tra i risultati ottenuti analiticamente e
quelli ottenuti mediante l'utilizzo del metodo agli elementi �niti. Il primo
passo consiste nell'e�ettuare una serie di calcoli preliminari per valutare le
migliori condizioni di calcolo dopodiché, una volta scelta una con�gurazione
standard, si procederà al confronto vero e proprio.

Prima di tutto è necessario de�nire la geometria del provino, per la quale
si è scelto di utilizzare le misure de�nite dalla normativa ASTM (American
Society for Testing and Material) D5766 del 2011. La normativa prevede di
utilizzare provini che abbiano le seguenti dimensioni:

- Lunghezza L: compresa tra 200 mm e 300 mm

- Larghezza W: 36 mm

- Spessore h: 2,5 mm

- Diametro del foro d: 6 mm

A causa dei limiti dati dalle dimensioni dall'area di stampa della stam-
pante Mark Two, e della necessità di lasciare alle estremità del provino delle
zone destinate all'a�erraggio da parte della macchina di trazione, si è scel-
to di utilizzare provini con lunghezza utile di 200 mm per una lunghezza
complessiva pari a 260 mm.

66
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Figura 4.1: Provino

4.1 Soluzione analitica

Riprendendo le considerazioni riportate nel capitolo 1, possiamo ricondurre
il caso in analisi al caso 2D. Ciò ci permette di utilizzare le formule descritte
in precedenza per il calcolo di Ktg e Ktn all'apice del foro ottenendo:

Ktg �
2 �

�
1 � d

W

�3
1 �

�
d
W

� �
2 �

�
1 � 6

36

�3
1 �

�
6
36

� � 3, 0944 (4.1)

Ktn � 2 �

�
1 �

d

W


3

� 2 �

�
1 �

6

36


3

� 2, 5787 (4.2)

4.2 Soluzione FEM

Per quanto riguarda l'analisi agli elementi �niti, il lavoro si è sviluppato con
una prima fase di studi volti a veri�care le ipotesi sempli�cative adottate.
La fase di veri�ca, inoltre, è servita ad individuare la mesh ottimale valu-
tando l'errore misurato rispetto alla soluzione analitica al variare della mesh
utilizzata.

4.2.1 Validazione della geometria

Per ridurre la mole di lavoro richiesta al calcolatore, e quindi i tempi di
calcolo, è possibile sfruttare le simmetrie geometriche della piastra. Ciò è
possibile solamente se risultano soddisfatte le dovute ipotesi sia geometriche
che riguardanti il materiale. Geometricamente parlando, la piastra forata
da noi utilizzata, presenta due assi di simmetria. De�niamo quindi un siste-
ma di riferimento la cui origine coincide con il centro del foro, la direzione
dell'asse x è parallela alla lunghezza della piastra, l'asse y è parallelo alla
larghezza, l'asse z è in direzione dello spessore ed in�ne il piano x-y coin-
cide con il piano medio della piastra. Gli assi x e y sono quindi gli assi di
simmetria della nostra piastra disposti rispettivamente longitudinalmente e
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Figura 4.2: Piastra completa

trasversalmente ad essa.

Per veri�care la correttezza delle ipotesi sempli�cative e�ettuate riguardo
alla geometria, vengono valutate la piastra completa, metà ed in�ne un quar-
to di piastra. Per le analisi viene scelta una mesh costante su tutta la piastra
realizzata in materiale isotropo. Quest'ultima condizione è fondamentale per
poter utilizzare correttamente le ipotesi elencate precedentemente. Se ci tro-
vassimo in presenza di materiale ortotropo, infatti, potremmo adottare tali
ipotesi esclusivamente se gli assi del materiale coincidessero con gli assi del
provino.

Sulla piastra è applicato un carico esplorativo tale da ottenere una ten-
sione di carico unitaria.

Confrontiamo ora i risultati ottenuti analizzando le tre geometrie descrit-
te nel paragrafo precedente. Per la piastra completa adottiamo il vincolo
d'incastro lungo uno dei due lati corti della piastra, indicato con F (Fixed)
in �gura 4.2 ed applichiamo la trazione sul lato opposto. Queste condizioni
corrispondono alla situazione che si veri�ca nel macchinario di trazione per
le prove sperimentali. Le zone di vincolo e carico, inoltre, grazie alla geo-
metria del provino, si trovano ad una distanza su�ciente dal foro da non
in�uenzarne i risultati.

Per una piastra caricata a trazione si veri�cano, come previsto, una de-
formazione longitudinale positiva della piastra che si allunga ed una deforma-
zione trasversale negativa della piastra che si restringe. I risultati veri�cano
inoltre l'ipotesi introdotta in precedenza per la quale il vincolo d'incastro
può essere adottato senza problemi per una piastra completa a causa della
distanza del vincolo dal foro. Lo stesso non si può dire dello studio del-
la mezza piastra in cui la condizione di vincolo risulta applicata sulla linea
di mezzeria, quindi in corrispondenza del foro. Per tutti i punti soggetti
al vincolo di incastro verrebbe bloccata anche la traslazione lungo y e di
conseguenza si genererebbero delle tensioni che in�uenzerebbero il risultato
rendendolo meno accurato.
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Figura 4.3: Mezza piastra

La mezza piastra viene quindi vincolata bloccando la traslazione lungo
x e le rotazioni attorno ad y e z per la linea di mezzeria verticale. Lungo la
linea di mezzeria orizzontale vengono bloccate le traslazioni lungo y e le ro-
tazioni attorno a x e z, mentre per i punti situati sul bordo di carico vengono
bloccate le traslazioni lungo z. I vincoli, rappresentati in �gura 4.3 vengono
indicati riportando il numero del grado di libertà vincolato: dove 1,2 e 3
rappresentano le traslazioni rispettivamente in direzione x,y e z mentre 4,5
e 6 indicano le rotazioni rispettivamente attorno agli assi x,y e z. Le condi-
zioni di vincolo sulle tre rotazioni sono ridondanti ma rispecchiano l'ipotesi
di stato di tensione piano.

Figura 4.4: Un quarto di piastra

Per concludere si sfrutta l'ulteriore simmetria rispetto all'asse x per ri-
durre lo studio della piastra ad un quarto della stessa riportata in �gura 4.4.
Per concretizzare la simmetria nel procedimento di calcolo dobbiamo porre i
vincoli corretti: per tutti i punti posti lungo l'asse y è necessario vincolare la
traslazione lungo x e le rotazioni attorno a x e z, per i punti giacenti sull'asse
x vengono bloccate la traslazione lungo y e le rotazioni attorno a y e z ed
in�ne, per i punti situati sulla curva di carico viene negata la traslazione in
direzione z. Quest'ultimo vincolo serve per rendere il sistema ben de�nito
agli occhi del calcolatore e �sicamente corrisponde al bloccaggio o�erto dalla
macchina di trazione.
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Per le tre analisi è stata utilizzata la mesh automatica con elementi quad4
di dimensione 0,1 mm. Grazie al carico esplorativo scelto otteniamo come
sigma di confronto per piastra completa e mezza piastra:

σ0 �
P

h �W
�

90

2, 5 � 36
� 1

σ0net �
P

h � pW � dq
�

90

2, 5 � 30
� 1, 2

per l'analisi sul quarto di piastra, invece, otteniamo:

σ0 �
P

h � W2
�

90

2, 5 � 18
� 1

σ0net �
P

h � pW�dq
2

�
90

2, 5 � 15
� 1, 2

È stato possibile variare il carico esplorativo in modo da ottenere sem-
pre una sigma di confronto σ0 � 0 poiché il fattore di concentrazione delle
tensioni viene espresso come rapporto tra due tensioni e quindi non dipende
dalla tensione iniziale. Inoltre, sempre a causa della de�nizione del fattore di
concentrazione come rapporto tra la tensione rilevata in prossimità del foro
e quella in zone indisturbate, l'utilizzo di una tensione di confronto unitaria
permette di leggere nello sforzo rilevato direttamente il fattore di concentra-
zione delle tensioni.

In tabella 4.1 vengono riportati i risultati ottenuti, l'errore relativo alla
soluzione analitica ed il tempo di calcolo per ogni caso di analisi.È possibile
osservare come, applicando le ipotesi sempli�cative, il tempo di calcolo si
riduce notevolmente senza andare ad intaccare la validità dei risultati.

Tabella 4.1: Risultati del confronto tra le geometrie

Soluzione analitica Piastra completa Mezza piastra Quarto di piastra

ktg 3,0944 3,0960 3,0920 3,0930
ktn 2,5787 2,5800 2,5767 2,5775

Errore% ktg 0,08% 0,08% 0,05%
Errore% ktn 0,08% 0,08% 0,05%
Tempo [s] 186 76 40
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Tabella 4.2: Risultati del confronto tra le mesh

Mesh Ktg Ktn Errore% Ktg Errore% Ktn Tempo [s]

Soluzione analitica 3,0944 2,5787 - - -
lato 1 mm 2,9270 2,4392 5,41% 5,41% 1
lato 0,5 mm 3,0630 2,5525 1,01% 1,02% 1,5
lato 0,2 mm 3,0860 2,5717 0,27% 0,27% 9
lato 0,1 mm 3,0930 2,5775 0,05% 0,05% 40
lato 0,05 mm 3,0980 2,5817 0,12% 0,12% 195

washer 3,0910 2,5758 0,11% 0,11% 12
washer+ box 3,0910 2,5758 0,11% 0,11% 8

waher+ box auto 3,0870 2,5725 0,24% 0,24% 7
doppio washer + box 3,1020 2,5850 0,25% 0,24% 20

4.2.2 Valutazione della mesh ottimale

Procediamo ora valutando quale sia la migliore mesh da utilizzare in termini
di accuratezza dei risultati e di tempo di calcolo.

In questo caso procediamo analizzando un quarto di piastra sfruttando
le considerazioni esposte nel paragrafo precedente. Viene quindi analizza-
ta la stessa piastra con le medesime condizioni di carico utilizzando mesh
di�erenti. Per tutte le analisi vengono impiegati elementi plate quad4. Per
le prime cinque analisi si utilizza la mesh automatica del programma con
elementi rispettivamente di lato 1 mm, 0,5 mm, 0,2 mm 0,1 mm e 0,05 mm.
Per le analisi successive vengono impostate a mano le condizioni di mesh.
Viene dunque valutata l'e�cacia dell'utilizzo dei washer, ovvero aree circo-
lari a mesh più �tta nelle immediate vicinanze del foro, e dell'abbinamento
di washer e box ovvero una zona di forma quadrata che delimita l'area di
in�uenza del foro da quella esterna. All'esterno del box la mesh non è più
regolare ma si dirada man mano che ci si allontana dalla zona di concentra-
zione delle tensioni.

In tabella 4.2 vengono riportati i risultati ottenuti utilizzando washer
singolo, doppio, la mesh automatica all'interno del washer o de�nita ma-
nualmente. Le dimensioni di washer e box sono state scelte in seguito alle
considerazioni fatte nel capitolo 2 in cui veniva valutata la zona di in�uenza
del foro. Il raggio del washer, infatti, è pari a cinque volte il raggio del foro,
mentre il box è un quadrato di lato pari alla semilarghezza della piastra.
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Figura 4.5: Mesh automatica quad4 1 mm

Figura 4.6: Mesh waher singolo

Nel caso di washer singolo più box riportato in �gura 4.7 è stata utilizza-
ta la mesh automatica di dimensioni 0,1 mm all'interno del washer, 0,2 mm
nell'area compresa tra washer e box e di dimensione variabile all'esterno del
box.
Nel caso in �gura 4.8 nella pagina seguente è stato utilizzato un doppio wa-
sher. Nella zona più interna è stata adottata una mesh di dimensione 0,03
mm, nel washer esterno di 0,05 mm, nel box di 0,1 mm ed all'esterno del box
nuovamente nuovo una mesh variabile.

È possibile osservare dai gra�ci in �gura 4.9 che, al crescere della dimen-
sione della mesh, l'errore cresce notevolmente mentre il tempo impiegato per
il calcolo diminuisce sensibilmente. Osservando i risultati ottenuti �no ad
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Figura 4.7: Mesh washer + box

Figura 4.8: Mesh doppio washer + box

(a) errore% (b) Tempo (s)

Figura 4.9: Confronto di errori e tempi di calcolo al variare della mesh
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ora, la soluzione caratterizzata dal miglior rapporto errore - tempo di cal-
colo sarebbe la mesh che utilizza un singolo washer più la box. Tuttavia,
a causa della geometria dei rinforzi analizzati nel capitolo 4, questo tipo di
mesh presenta delle imprecisioni all'interfaccia tra la box e la zona esterna
quindi la scelta è ricaduta sull'utilizzo di mesh che prevedano l'utilizzo di soli
washer. Tali mesh, infatti, riportano lo stesso errore percentuale con consti
aggiuntivi in termini di tempo trascurabili.

4.2.3 Validazione materiale isotropo

Nella prima fase di confronto volta a valutare geometria e mesh ottimali è
stata e�ettuata una fase di confronto preliminare tra i risultati ottenuti per
il punto di massima concentrazione delle tensioni in via analitica e tramite
modelli agli elementi �niti.
Per validare correttamente i risultati è necessario e�ettuare un passo aggiun-
tivo che consiste nel veri�care che gli andamenti delle tensioni in direzione
longitudinale e trasversale rispecchino quelli previsti dalla teoria descritta.
In �gura 4.10 nella pagina successiva vengono confrontati gra�camente i ri-
sultati analitici con quelli ottenuti dall'analisi FEM. Si riscontra un'ottima
coincidenza dei risultati lungo tutto l'intervallo. Si rilevano leggere discre-
panze in prossimità del bordo della piastra a causa degli e�etti prodotti dal
bordo stesso non previsti dalla teoria a causa dell'ipotesi di piastra in�nita.

4.2.4 Validazione materiale composito

Per validare i risultati relativi al materiale composito il procedimento è stato
analogo a quello adottato nel caso di materiale isotropo. I risultati ottenu-
ti dalle analisi agli elementi �niti sono stati posti in gra�co ed in seguito
confrontati con quelli ottenuti analiticamente. Come materiale si è scelto di
utilizzare quello descritto nell'articolo [5] in modo tale da avere un metro di
paragone con cui confrontare i risultati ottenuti. In questo caso, però, per la
piastra composta da materiale orientato di 45� non è stato possibile sfruttare
la simmetria geometrica del provino a causa della asimmetria del materiale
e si è rivelato necessario studiare la piastra completa.



CAPITOLO 4. CONFRONTO SOLUZIONE ANALITICA - FEM 75

(a)

(b)

Figura 4.10: Andamento delle tensioni lungo gli assi x e y
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Piastre monostrato

Come primo passo sono stati confrontati i risultati ottenuti per piastre mo-
nostrato prendendo in esame i risultati relativi all'andamento delle tensioni
attorno al bordo del foro.

Figura 4.11: Andamento delle tensioni attorno al bordo del foro per �bre
orientate a 0�

La soluzione analitica per questo caso è quella descritta dalla formula 2.28
riportata nel capitolo 2. Nelle �gure 4.11, 4.12 e 4.13 a pagina 78 vengono
riportati in gra�co gli andamenti della tensione calcolati analiticamente e
via FEM lungo il bordo del foro per materiali monostrato le cui �bre siano
disposte rispettivamente a 0�, 45� e 90�.

Da tali gra�ci si può osservare che gli andamenti delle tensioni calcola-
te con femap restituiscono in maniera accurata quelli teorici ma presentano
delle imprecisioni nei punti di massimo. A causa della natura stessa del cal-
colo agli elementi �niti, infatti, femap non studia le tensioni in un punto ma
sull'area degli elementi per poi riportarne una media come risultato sui nodi
dell'elemento. Poiché la teoria prevede punti di massimo estremamente loca-
lizzati con ratei di decadimento delle tensioni molto elevati, all'interno dello
stesso elemento in cui è situato il massimo valore di K, coesistono anche va-
lori molto inferiori che andranno ad in�uenzare il risultato riportato sui nodi.
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Figura 4.12: Andamento delle tensioni attorno al bordo del foro per �bre
orientate a 45�

Una possibile soluzione per risolvere questa discrepanza nei risultati con-
siste nel a�rontare il problema utilizzando un modello di analisi tridimensio-
nale che, aumentando il grado dell'analisi, permette di ottenere risultati più
accurati.

Nonostante l'utilizzo del modello 3D, però, non si raggiungono ancora i
picchi previsti dalla teoria poiché persiste la natura non puntuale dell'elemen-
to. Per validare completamente il modello sarebbe necessario un confronto
con dati raccolti sperimentalmente.

Anche in questo caso, come per i materiali isotropi, per completare il
confronto è necessario valutare gli andamenti delle tensioni lungo la sezio-
ne trasversale. Scegliamo di analizzare le tensioni lungo l'asse di simmetria
trasversale trascurando quelli in direzione longitudinale a causa delle solle-
citazioni molto minori che vi si veri�cano. Nelle �gure 4.15, 4.16 e 4.17 a
pagina 80 vengono riportati in gra�co i risultati calcolati con l'uso di femap e
le soluzioni ottenute per via analitica applicando la formula 2.32 a pagina 20
osservando i quali si può dichiarare che l'analisi agli elementi �niti rispec-
chia correttamente le previsioni della teoria per ciò che è il fulcro di questo
lavoro ovvero la distribuzione delle tensioni sulla sezione netta resistente in
corrispondenza dell'indebolimento.
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Figura 4.13: Andamento delle tensioni attorno al bordo del foro per �bre
orientate a 90�

Figura 4.14: Andamento delle tensioni lungo il bordo del foro per materiale
orientato a 0� analizzato con teorie 3D
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Figura 4.15: Confronto andamento tensioni trasversale per un materiale
monostrato caricato a 0�

Figura 4.16: Confronto andamento tensioni trasversale per un materiale
monostrato caricato a 45�
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Figura 4.17: Confronto andamento tensioni trasversale per un materiale
monostrato caricato a 90�

Piastre multistrato

In seguito alla validazione dei risultati delle piastre monostrato si può pro-
cedere alla validazione dei risultati ottenuti per piastre formate da più layer
di materiale ortotropo sovrapposti con orientamenti di�erenti. Si prendono
nuovamente in considerazione la geometria ed il materiale Himat descritti
nell'articolo [5]. Il materiale preso in considerazione è un composito multi-
strato i cui layer sono disposti come segue:r�50�s14, r�50�s14, r�35�s6.

Procediamo analogamente al caso di piastre monostrato confrontando
gli andamenti delle tensioni sul bordo del foro ottenuti da analisi teoriche e
FEM per piastre sottoposte a trazione con angoli di carico pari a 0�, 45� e
90�.

Dai gra�ci riportati nelle �gure 4.18, 4.19 e 4.20 a pagina 82 risulta che
i risultati analitici e quelli calcolati mediante metodo agli elementi �niti,
combaciano in modo praticamente perfetto. Possiamo quindi considerare
validati i risultati per questo primo confronto.

Esattamente come per i casi precedenti possiamo ritenere accettabili i
risultati ottenuti se anche gli andamenti lungo l'asse di simmetria trasversale
della piastra, in corrispondenza della massima riduzione di sezione resistente,
sono congruenti con le aspettative teoriche.

Osservando i risultati riportati nei gra�ci 4.21 4.22 e 4.23 a pagina 83,
continua e denotarsi il comportamento dello studio agli elementi �niti tale
per cui il programma di analisi femap non riesce a rilevare i picchi di tensione
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Figura 4.18: Andamento delle tensioni attorno al bordo del foro per �bre
orientate a 0�

Figura 4.19: Andamento delle tensioni attorno al bordo del foro per �bre
orientate a 45�
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Figura 4.20: Andamento delle tensioni attorno al bordo del foro per �bre
orientate a 90�

Figura 4.21: Confronto andamento tensioni trasversale per un materiale
multistrato caricato a 0�
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Figura 4.22: Confronto andamento tensioni trasversale per un materiale
multistrato caricato a 45�

Figura 4.23: Confronto andamento tensioni trasversale per un materiale
multistrato caricato a 90�
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previsti dalla teoria. Nonostante ciò l'area in cui si veri�cano queste discre-
panze è talmente limitata che possiamo dichiarare corretti i risultati ottenuti
e quindi il modello creato e la teoria di studio possono essere applicati agli
studi che imposteremo da questo momento in avanti.



Capitolo 5

Possibili soluzioni di rinforzo

Nel capitolo seguente inizia la trattazione di ciò che è stato il fulcro del lavo-
ro descritto nel presente elaborato di tesi. In seguito allo studio dello stato
dell'arte delle teorie riguardanti le piastre forate ed alla validazione dei mo-
delli di calcolo che verranno impiegati per a�rontare il problema in esame,
infatti, è possibile passare alla ricerca della geometria di rinforzo ottimale
per ridurre gli e�etti generati da un foro sulla distribuzione delle tensioni.

L'obbiettivo della ricerca consiste nel distribuire i picchi di tensione dati
dalla presenza del foro lungo tutta la sezione resistente netta, riducendo gli
sforzi in prossimità dei bordi del foro. Il procedimento migliore per trova-
re una soluzione e�ciente consiste nel partire dalle considerazioni teoriche
analizzate nel capitolo 2 per poi sviluppare pattern di rinforzo ottimali. Per
prima cosa è quindi necessario valutare le sollecitazioni presenti nella piastra.

Fino a questo momento abbiamo valutato i valori massimi del fattore
di concentrazione delle tensioni e la distribuzione di queste ultime lungo
le direzioni maggiormente signi�cative, da adesso passeremo ad analizzare
la direzione delle sollecitazioni all'interno del materiale. Dall'immagine ri-
portate in �gura 5.1 (a) risalta nettamente come nelle zone vicine ai bordi
esterni del provino le linee di tensione non risentano della presenza del foro
e procedano parallele alla direzione del carico. In prossimità del foro, inve-
ce, (�gura 5.1 (b)) le linee di tensione sono costrette a deviare per aggirare
l'ostacolo che ne interromperebbe il percorso. Si genera quindi un impac-
chettamento delle linee di tensione in prossimità del bordo del foro. Questa
è, in de�nitiva, la rappresentazione gra�ca della concentrazione delle tensioni
descritta �no a questo momento.

85
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(a)

(b)

Figura 5.1: Linee di tensione all'interno del materiale

Si presentano quindi due possibili soluzioni immediate: l'utilizzo di �bre
disposte concentricamente al foro per rinforzarne il bordo e prevenire l'enu-
cleazione di cricche oppure la loro disposizione lungo la direzione di sforzo
principale delle linee di tensione per sfruttare la maggior resistenza o�erta
dal carbonio. Questa soluzione o�re una maggior e�cienza rispetto all'utiliz-
zo di �bre disposte unidirezionalmente poiché permette di mantenere sempre
il carico parallelo alla �bra sfruttandone appieno la resistenza. Per i calcoli
seguenti è stata adottata la geometria descritta nel capitolo 4 e mantenuto lo
stesso carico esplorativo utilizzato per le piastre isotrope ed ortotrope. Per le
trattazioni seguenti siano esse analitiche o sperimentali, sono stati utilizzati
materiali le cui caratteristiche sono riportate in tabella 5.1

Tuttavia i dati dei materiali forniti dalla Markforged risultavano incom-
pleti ed è quindi stato necessario utilizzare delle approssimazioni per valutare
i dati mancanti: il modulo G12, per esempio, è stato valutato con la formula
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Tabella 5.1: Caratteristiche dei materiali

Materiale E1 [GPa] E2 [GPa] E3 [GPa] G12 [GPa] ν σr [MPa]

Nylon 0.94 0.94 0.94 0.35 0.35 54
Fibra 1D 54 - - - 0.35 700
Fibra 2D 54 0.94 - 0.91 0.35 700

empirica

G12 �
ExEy

Ex � Ey � 2Eyν

mentre per il coe�ciente di Poisson è stato adottato, in ogni direzione, il
valore di 0,35. Con σr viene indicato il carico a rottura del materiale.

5.1 Rinforzi circolari - Piastra isotropa

Prima di iniziare la trattazione relativa allo studio dei rinforzi circolari è
necessario ricordare le caratteristiche della stampante in nostro possesso per
capirne i limiti. La stampante Mark Two, come descritto nel capitolo 3 e con
le impostazioni da noi selezionate, in fase di stampa dispone quattro strati di
materiale isotropo alla base, quattro al top della piastra ed uno strato lungo
i bordi laterali per spessori totali rispettivamente di 0,5 mm e 0,3 mm. Il
modello creato tiene conto di questa caratteristica. Inizialmente il materiale
di rinforzo è stato de�nito utilizzando elementi laminate plate in cui gli strati
di �bra erano disposti simmetricamente in prossimità del piano medio della
piastra.

5.1.1 Elementi laminate

Figura 5.2: Geometria piastra con rinforzi circolari
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In �gura 5.2 viene riportato il modello utilizzato per l'analisi, caratteriz-
zato da 8 cerchi concentrici al foro. Il primo arco circolare, di o�set 0,3 mm
rappresenta il bordo laterale di nylon creato dalla stampante, gli altri 7, di
o�set 1,1 mm, delimitano le super�ci sulle quali saranno de�nite le proprietà
del rinforzo aumentando, di volta in volta, il numero dei rinforzi circolari in
�bra. Gli anelli non rinforzati verranno discretizzati utilizzando le proprietà
del nylon.

(a) Numero di rinforzi N (b) numero di strati n

Figura 5.3: De�nizione dei rinforzi

Possiamo ora analizzare una serie di casi di studio studio per valutare
quale sia la soluzione ottimale in relazione al numero di rinforzi circolari
utilizzati ed al numero di strati di �bra per ogni rinforzo. Inizialmente si
mantiene �sso il numero degli strati pari a 4 e si varia il numero di rinforzi
circolari.

(a) Rinforzo a 4 livelli
circolari

(b) Rinforzo a 4 strati

Figura 5.4: Geometria dei rinforzi (a) radiale (b) strati

Dopo aver raccolto i primi risultati, confrontando le tensioni a rottura
di nylon e �bra ed osservando che la resistenza di quest'ultima supera di
circa 13 volte quella del nylon, si è �ssato il numero dei rinforzi circolari a
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Figura 5.5: Punti caratteristici piastra forata

cinque per valutare gli e�etti delle variazioni del numero degli strati utilizzati.
La scelta è ricaduta sull'utilizzo di cinque rinforzi poiché, in quel caso, il
fattore di concentrazione delle tensioni, pari a 18, è già su�cientemente
vicino al rapporto tra le tensioni a rottura da permettere di essere superato
con l'aumento degli strati.

L'obiettivo è di mantenersi il più possibile in una situazione in cui �-
bra e matrice siano sollecitati in maniera equa, previe le dovute proporzioni,
poiché facendo lavorare eccessivamente uno dei due materiali in relazione
all'altro si ridurrebbe l'e�cienza del rinforzo appena creato.

In�ne si valuta l'e�etto della sezione resistente totale sul fattore di con-
centrazione delle tensioni.La sezione resistente è stata valutata sommando
le sezioni resistenti di ogni singola �bra che ricordiamo avere base 1,1 mm
e spessore 0,125 mm. Un elemento molto interessante da sottolineare è che
otteniamo una sezione resistente pari a 5, 5mm2 sia utilizzando 4 rinforzi in
direzione radiale a 10 strati (4 � 1, 1 � 10 � 0, 125 � 5, 5) che per 5 rinforzi a 8
strati (5 � 1, 1 � 8 � 0, 125 � 5, 5)ma, nel caso dei 4 rinforzi circolari ottenia-
mo tensioni a trazione massima pari a 14,15 MPa contro i 15,63 MPa dei 5
rinforzi circolari.

Possiamo quindi a�ermare che, a parità di sezione resistente o�erta, con-
viene adottare un numero inferiore di rinforzi in direzione radiale a favore di
un maggior numero di strati dal momento che si andrebbe a rinforzare mag-
giormente la zona in prossimità del foro dove abbiamo visto si concentrano
le tensioni.

I dati raccolti da questi casi di studio vengono riportati nelle tabelle 5.2
5.3 e 5.4 e nei gra�ci 5.6. I dati vengono riportati considerando gli stessi
punti individuati nei capitoli precedenti e riportati in �gura 5.5.

Procedendo analogamente a quanto descritto nei capitoli precedenti ana-
lizziamo ora l'andamento delle tensioni sulle sezioni individuate dal piano di
simmetria trasversale della piastra valutando gli e�etti delle variazioni nella
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Tabella 5.2: Fattore di concentrazione delle tensioni all'aumentare del
numero dei rinforzi

rinforzi circolari N σ massima in A [MPa] σ massima in B [MPa]

2 29,12 -17,68
3 26,64 -19,33
4 25,22 -20,19
5 24,30 -20,66
6 23,67 -20,95
7 23,23 -21,13

Tabella 5.3: Fattore di concentrazione delle tensioni all'aumentare del
numero degli strati di rinforzo

strati rinforzo n σ massima in A [MPa] σ massima in B [MPa]

4 25,22 -20,19
6 19,57 -17,23
8 16,32 -15,09
10 14,15 -13,46
12 12,57 -12,16

Tabella 5.4: Fattore di concentrazione delle tensioni all'aumentare della
sezione resistente in �bra

rinforzi strati sezione σ massima σ massima
circolari N n resistente rmm2s in A [MPa] in B [MPa]

4 4 2,200 25,22 -20,19
5 4 2,750 24,30 -20,66
4 6 3,300 19,57 -17,23
5 6 4,125 18,81 -17,28
4 8 4,400 16,32 -15,09
5 8 5,500 15,63 -14,90
4 10 5,500 14,15 -13,46
4 12 6,600 12,57 -12,16
5 10 6,875 13,49 -13,12
5 12 8,250 11,93 -11,73
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(a) Numero rinforzi circolari (b) Numero strati di rinforzo

(c) Sezione resistente

Figura 5.6: Andamento di K al variare della geometria di rinforzo

geometria dei rinforzi descritte �no a questo momento.
Dai risultati riportati in �gura 5.7 nella pagina successiva e 5.8 a pagi-

na 93 si osserva che sia aumentando il numero dei rinforzi che aumentando
il numero degli strati di rinforzo, si veri�ca una diminuzione della tensione
di picco. I maggiori bene�ci nell'aumento del numero di strati di rinforzo si
rilevano per i primi step di aumento. La di�erenza rilevata incrementando
il rinforzo da 4 a 6 strati, infatti è molto maggiore della di�erenza rilevata
per l'incremento da 10 a 12 strati. Ciò è dovuto alle variazioni della sezione
resistente che si rivelano percentualmente più signi�cative nei primi step di
modi�ca.

Si può notare, osservando l'andamento delle tensioni nelle �bre come,
allontanandosi dal foro e dal punto di massimo, lo sforzo misuri un punto di
minimo per poi riprendere a crescere �no a trovarsi in presenza di un secondo
punto di massimo. Questo comportamento è dovuto al fatto che quando ci
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(a)

(b)

Figura 5.7: Andamento delle tensioni sulla sezione (a) trasversale e (b)
longitudinale al variare del numero di rinforzi (4 strati)
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(a)

(b)

Figura 5.8: Andamento delle tensioni sulla sezione (a) trasversale e (b)
longitudinale al variare del numero di strati di rinforzo (4 rinforzi)
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Figura 5.9: Punto di concentrazione degli sforzi al bordo del rinforzo

avviciniamo alla zona di sola matrice, la �bra inizia ad assorbirne parte delle
tensioni a causa della maggior rigidezza con la conseguenza che nel punto
di contatto la matrice risulta praticamente scarica. Osservando il compor-
tamento delle zone di sola matrice, possiamo anche notare una prima zona
in prossimità del bordo del foro nella quale le tensioni sono praticamente
nulle, ed una zona esterna ai rinforzi in cui le tensioni sono molto minori di
quelle del caso isotropo. Partendo dal punto di contatto con la �bra in cui
sono quasi pari a zero, le tensioni nella matrice tendono gradualmente ad un
valore unitario in aree lontane dal foro dove non si risente più della presenza
di quest'ultimo.

L'ultimo risultato di importanza rilevante, mostrato in �gura 5.9, è che
la presenza del rinforzo in�uisce sulle tensioni andandone a modi�care la
distribuzione nelle zone di piastra composte di sola matrice. Si viene a crea-
re, infatti, una zona di tensione a circa 45� dall'asse di carico sul bordo del
rinforzo. Il picco nel fattore di incremento delle tensioni rilevato in questa
zona, però, è pari a circa 1,48 nel caso di 4 anelli di rinforzo a 4 strati ovvero
pari a circa la metà del K massimo per la piastra realizzata totalmente in
materiale isotropo.

Fino a questo momento abbiamo a�rontato il problema simulando il ma-
teriale come un laminato composto da alcuni strati di matrice ed alcuni in
�bra. Per scoprire l'e�etto che ha la teoria di analisi adottata sui risultati,
la stessa struttura è stata analizzata utilizzando elementi beam. I risultati
sono poi stati confrontati con quelli ottenuti da elementi laminate per ve-
ri�care quale teoria rispetto alle altre riesca a mettere in luce determinati
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aspetti del problema. Per questo tipo di con�gurazione di rinforzo, da ora
in avanti si utilizza la con�gurazione a 4 rinforzi circolari per 12 strati. Si
sceglie questa con�gurazione perché, ricordando le osservazione fatte riguar-
do la sezione resistente sappiamo che è più e�ciente adottare un limitato
numero di rinforzi per molti strati.

5.1.2 Elementi beam

Per a�rontare il problema utilizzando elementi beam, la geometria è stata
ancora modi�cata aggiungendo delle curve di controllo a metà degli anelli di
rinforzo sulle quali sono stati de�niti gli elementi beam. Questi ultimi sono
stati descritti, in Femap, come elementi a sezione rettangolare di base 1,1
mm, ovvero la larghezza della �bra, di altezza proporzionale al numero di
strati di rinforzo utilizzati e asse appartenente al piano di simmetria della
piastra. Per loro natura gli elementi beam sono elementi monodimensionali
il cui asse coincide con una linea retta. Per riuscire ad approssimare con tali
elementi dei rinforzi di forma circolare, è stato necessario de�nire dei mesh
seed su�cientemente ravvicinati tali per cui ogni segmento di beam possa
rimanere retto ma il risultato totale possa simulare una circonferenza.

(a) Asse (b) Sezione

Figura 5.10: Geometria modello beam

Per convalidare i risultati ottenuti da beam e laminate si valutano gli
andamenti delle tensioni lungo l'asse delle beam, quindi in direzione circolare
concentrica al foro, e si confrontano con gli stessi risultati ottenuti con il
modello laminate. Per il confronto si sceglie la geometria a 4 rinforzi circolari
e 12 strati. Osservando gli andamenti delle tensioni riportati in �gura 5.11
salta immediatamente all'occhio che in entrambi i casi la maggior parte della
tensione viene assorbita dal rinforzo più esterno e che gli andamenti dei due
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(a) (b)

Figura 5.11: Andamento delle tensioni (a) nelle beam e (b) nei laminate

(a) Beam 1 (b) Beam 2

(c) Beam 3 (d) Beam 4

Figura 5.12: Confronto andamenti delle tensioni nelle singole beam

modelli si somigliano molto.

Dai confronti riportati in �gura 5.12 è evidente come, pur mantenendo
andamenti molto simili, le beam rilevino mediamente degli sforzi maggiori
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(a) Sezione trasversale beam (b) Sezione trasversale laminate

(c) Sezione longitudinale beam (d) Sezione longitudinale laminate

Figura 5.13: Confronto andamenti delle tensioni per i casi beam e laminate

rispetto ai laminate.
Confrontiamo ora i risultati misurati sui piani trasversale e parallelo al

carico riportati in �gura 5.13. Rispettando appieno le previsioni, l'andamen-
to del caso beam si manifesta abbastanza regolare e presenta dei picchi in
corrispondenza degli assi delle beam. L'andamento delle laminate, invece,
è analogo a quello osservato analizzando nello speci�co i risultati forniti da
tali elementi. Non si possono rilevare andamenti coerenti tra i due casi a
causa della natura stessa dei due metodi risolutivi che vedono, in sezione, le
beam come elementi puntuali e i laminate come elementi continui.

Concludiamo la fase di studio dei rinforzi circolari per piastra a matrice
isotropa osservando l'andamento delle tensioni lungo lo spessore della piastra
scelta come riferimento. Si valutano le tensioni massime a trazione misurate
nel punto precedentemente denominato A (�g 5.5 a pagina 89)

In questo caso, per la successiva fase di stampa e test sperimentali si
sceglie di procedere con un provino con quattro rinforzi circolari a 4 strati.
Si sceglie questa con�gurazione tenendo in considerazione lo scopo di questo
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Figura 5.14: Tensioni lungo lo spessore

lavoro di tesi ovvero un calcolo preliminare sulla validità della tecnologia
di stampa 3D e non una ricerca della geometria perfetta. Già con questa
geometria, infatti, è possibile valutare l'e�cacia dell'utilizzo di rinforzi in
�bra senza incorrere in tempi di stampa e costi di materiale eccessivamente
onerosi.

5.2 Rinforzi circolari - Piastra ortotropa

In seguito all'analisi dell'e�etto che possono avere dei rinforzi in �bra in una
piastra realizzata in materiale isotropo ci si è chiesto quali potessero essere
gli e�etti dello stesso rinforzo adottato in presenza di piastre realizzate in
materiale ortotropo. Lo studio successivo si è quindi concentrato su una
piastra realizzata in materiale composito unidirezionale, con �bre disposte
parallelamente alla linea di carico. Il provino è composto da 8 strati di nylon
e due di �bra, simmetrici con la �bra disposta in prossimità del piano medio
della piastra. Ad essi sono poi stati aggiunti quattro rinforzi circolari ed i
risultati ottenuti per i due casi di studio sono stati confrontati.
Viene selezionata la geometria a quattro strati per le motivazioni elencate
nel paragrafo precedente. Anche in questo caso il problema viene a�rontato
adottando sia elementi laminate che elementi beam.

5.2.1 Elementi laminate

Iniziamo riportando i risultati relativi agli elementi laminate andando ad
osservare il comportamento delle tensioni sulle sezioni signi�cative ormai
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(a)

(b)

Figura 5.15: Andamento delle tensioni sulle sezioni (a) trasversale e (b)
longitudinale della piastra

note.
Dai risultati riportati in �gura 5.15(a) possiamo osservare che per le ten-

sioni lungo la sezione trasversale si ha una notevole riduzione del valore mas-
simo rilevato ed una maggior regolarità negli andamenti all'aumentare della
distanza dal bordo del foro. Tuttavia, a causa del diverso angolo di orien-
tamento che si trovano ad avere le �bre nella zona di contatto tra rinforzo
e piastra,lungo tutta la circonferenza del rinforzo si rileva un incremento di
tensione locale.

Osservando gli andamenti valutati lungo la sezione longitudinale, infatti,
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si rileva un andamento discontinuo in corrispondenza della zona di transizio-
ne dal rinforzo alla piastra. Vedremo in seguito le possibili soluzioni a questo
problema o�erte dall'utilizzo combinato di più metodi di rinforzo.

5.2.2 Elementi beam

Procediamo ora confrontando i risultati ottenuti dallo studio delle tensioni
all'interno dei rinforzi per elementi laminate ed elementi beam.

(a) Beam 1 (b) Beam 2

(c) Beam 3 (d) Beam 4

Figura 5.16: Confronto andamenti delle tensioni nelle singole beam

A partire dai risultati riportati in �gura 5.16, si denota un andamento,
sia nel caso di elementi laminate che beam, molto simile a quello rilevato nel
caso di piastra in materiale isotropo.
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Figura 5.17: Geometria piastra con rinforzi longitudinali

5.3 Rinforzi longitudinali

Procediamo ora analizzando un'altra possibile soluzione che prevede di di-
sporre i rinforzi in �bra lungo le linee di carico descritte in �gura 5.1 a
pagina 86. A causa della loro disposizione ad angolo di laminazione variabi-
le, questo tipo di rinforzo è indicato anche come VAT acronimo per Variable
Angle Tow. Anche in questo caso i rinforzi sono stati modellati creando
delle super�ci di larghezza 1,1 mm, delimitate da curve spline parallele alle
linee di carico, sulle quali sono state de�nite le proprietà del materiale com-
posito laminato. In seguito per ogni elemento è stata de�nita la direzione
degli assi principali del materiale parallela alla linea media della spline che
delimita quello speci�co rinforzo. La geometria adottata viene riportata in
�gura 5.17. Le parti di colore giallo rappresentano i bordi esterni realizzati
dalla stampante non modi�cabili, quelle in verde le parti in nylon mentre in
rosso sono rappresentati i rinforzi in �bra.
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Figura 5.18: tensione massima al variare del numero di strati di rinforzo

Nel caso dei rinforzi longitudinali il numero di rinforzi è rimasto sempre
invariato e si è valutato l'e�etto dell'aumento del numero di strati di rinforzo
sul fattore massimo di concentrazione delle tensioni e sull'andamento delle
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stesse valutate lungo le sezioni trasversale e longitudinale.

(a) Asse trasversale

(b) Asse longitudinale

Figura 5.19: Andamento delle tensioni sul piano trasversale al variare del
numero di strati di rinforzo

Dai risultati riportati in �gura 5.19 risalta che, in accordo con le aspetta-
tive, all'aumentare del numero di strati si rileva una diminuzione del punto
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di massimo ed una riduzione delle tensioni lungo tutto l'andamento misurato.

Il fattore di maggior interesse tuttavia risiede nel comportamento irrego-
lare degli andamenti. Si possono infatti rilevare dei picchi locali di tensioni
in corrispondenza dei rinforzi disposti in zone lontane dal foro, che quindi
con�nano con zone di sola matrice. A causa di questa con�gurazione quei
rinforzi si trovano ad assorbire parte degli sforzi anche dalle zone circostanti,
creando l'andamento a tratti che possiamo osservare. Analogamente, nelle
zone a maggior distanza dal foro dove le zone di sola matrice raggiungono il
piano di simmetria della piastra, si denotano delle aree a tensione pressoché
nulla poiché il carico viene assorbito quasi totalmente dalle �bre di rinforzo.

L'andamento delle tensioni nella piastra è riportato in �gura 5.20 e si
può osservare come il carico venga assorbito quasi totalmente dalle �bre,
lasciando la matrice scarica.

Figura 5.20: Tensioni nella piastra forata rinforzata longitudinalmente

In �gura 5.21 nella pagina seguente vengono rappresentati gli andamenti
assiali delle tensioni che si sviluppano nelle �bre di rinforzo per piastra analiz-
zata sia tramite elementi beam (5.21 (a)) che elementi laminate (5.21 (b)).
I rinforzi sono stati numerati in ordine crescente a partire dal foro verso
l'esterno. Nel gra�co sono riportate le curve più signi�cative per evitare so-
vrapposizioni tra curve adiacenti ed ottenere, quindi, maggior chiarezza nella
lettura.

Con entrambi i metodi risolutivi si ottengono delle tensioni più elevate
per il rinforzo più esterno in prossimità della zona di carico poiché tale rin-
forzo deve assorbire anche parte del carico agente sulle zone di sola matrice
adiacenti. Ricordando la de�nizione data per il fattore di concentrazione
delle tensioni di rapporto tra la tensione rilevata in prossimità del foro e
quella in zona indisturbata, possiamo osservare che per la maggior parte dei
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(a)

(b)

Figura 5.21: Andamento delle tensioni in direzione del rinforzo per (a)
elementi beam e (b) elementi laminate

rinforzi tale fattore risulta molto vicino all'unità, ovvero non c'è incremento
di tensioni dato dal foro. Solo per il primo rinforzo si rileva intensi�cazione
degli sforzi di un fattore pari a 1,75 quindi molto inferiore al fattore per
piastra unidirezionale che avevamo visto essere leggermente superiore a 4.

Possiamo ora procedere al confronto diretto tra i dati raccolti adottando
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(a) Rinforzo 1 (b) Rinforzo 3

(c) Rinforzo 8 (d) Rinforzo 12

Figura 5.22: Andamento delle tensioni per diversi rinforzi

modelli beam e modelli laminate. Selezioniamo quindi una serie di curve
salienti e le poniamo in gra�co (�gura 5.22). In tutti i casi possiamo osservare
che gli elementi beam registrano tensioni maggiori degli elementi laminate.

Per completare il confronto, però bisogna analizzare l'andamento del fat-
tore di concentrazione degli sforzi per ognuno di questi rinforzi: si valuta
dunque la tensione di carico indisturbata in una area non troppo vicina alla
zona di carico ma esterna alla zona di in�uenza del foro e la si confronta con
la tensione misurata localmente. Gli andamenti sono riportati in �gura 5.23
e immediatamente risalta l'utilità dei rinforzi che riducono gli e�etti del foro.
Si denota inoltre una buona approssimazione dei risultati beam e laminate.
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(a) Rinforzo 1 (b) Rinforzo 3

(c) Rinforzo 8 (d) Rinforzo 12

Figura 5.23: Andamento del fattore di concentrazione delle tensioni per
diversi rinforzi
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5.4 Rinforzi circolari e longitudinali

Dopo aver valutato il comportamento ed i vantaggi di entrambi i tipi di
rinforzo, si procede tentando di utilizzarne una combinazione per ottenere la
con�gurazione più e�ciente.

Figura 5.24: Geometria di rinforzo per con�gurazione a tre rinforzi circolari

Anche in questo caso si procede �ssando un numero esplorativo di rinfor-
zi circolari e di strati di �bra per poi aumentarli �no ad ottenere il risultato
desiderato. Nello speci�co sono inizialmente stati utilizzati tre rinforzi cir-
colari(�g. 5.24) per poi aumentarli a quattro e, per ognuno dei due casi, si è
studiato l'e�etto dell'aumento degli strati di materiale impiegando, come nel
paragrafo precedente, 2, 4, 6, 8, 10 o 12 strati di rinforzo. Nella geometria
riportata in �gura, il giallo rappresenta nuovamente i bordi realizzati dalla
stampante, il verde il materiale isotropo ed il rosso i rinforzi in �bra.

In �gura 5.25 nella pagina seguente possiamo osservare i risultati relativi
agli andamenti delle tensioni misurati sul piano trasversale di minima sezione
resistente. Anche in questo caso possiamo osservare come per tutte le curve
si mantenga un andamento molto simile alle altre ma, a numero di strati
maggiore, corrispondano tensioni rilevate minori. Dai gra�ci si può osservare
che i rinforzi misurano un picco di tensioni in prossimità del foro, un minimo
nella zona dei rinforzi circolari ed in�ne un andamento a tratti per i fasci
di �bre di rinforzo disposti longitudinalmente. Le zone soggette a sforzo
praticamente nullo sono nuovamente le zone composte di sola matrice.

In �gura 5.26, invece, sono riportati gli andamenti delle tensioni misurate
sul piano di simmetria longitudinale della piastra. Possiamo osservare come
per la parte di piastra in cui sono presenti i rinforzi in �bra si possa rilevare il
comportamento a compressione in prossimità del foro che, man mano che ce
ne allontaniamo viene assorbito �no a diventare nullo e tornare ad assumere
il comportamento trazione.
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(a) 3 rinforzi circolari

(b) 4 rinforzi circolari

Figura 5.25: Andamento delle tensioni in direzione trasversale al carico al
variare del numero di strati di rinforzo
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(a) 3 rinforzi circolari

(b) 4 rinforzi circolari

Figura 5.26: Andamento delle tensioni sul piano di simmetria della piastra
variare del numero di strati di rinforzo

Dai risultati riportati in gra�co risalta già come, con l'utilizzo di rinforzi
nel materiale, ci stiamo avvicinando all'obiettivo che ci eravamo posti di di-
stribuire con maggiore uniformità le tensioni lungo la sezione della piastra.

Per poter selezionare la miglior strategia di rinforzo dobbiamo ora con-
frontare direttamente i risultati ottenuti dalle varie con�gurazioni. I dati
sono riportati nel gra�co in �gura 5.27 da cui si evince che per un minor
numero di rinforzi circolari le tensioni risultano più omogenee lungo la se-
zione poiché si rilevano tensioni leggermente maggiori nella zona di rinforzo
circolare e leggermente minori nella zona di rinforzo longitudinale rispetto
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(a) 2 strati (b) 4 strati

(c) 8 strati (d) 12 strati

Figura 5.27: Confronto dell'andamento delle tensioni al variare della
con�gurazione

al caso con un rinforzo circolare in più. Al crescere del numero di strati
di rinforzo, la distanza tra le due curve, e quindi la di�erenza nei risultati
ottenuti, diminuisce.

In �gura 5.28 invece vengono riportati le tensioni misurate longitudinal-
mente lungo la piastra per gli stessi casi di studio appena descritti. Analiz-
zando le tensioni misurate nel piano possiamo osservare che, come nei casi
precedenti le parti in nylon risultano soggette a carichi molto inferiori ai rin-
forzi ma, adottando una combinazione dei due tipi di rinforzo, si riescono a
rimuovere i picchi di tensione sul bordo del rinforzo circolare.
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(a) 2 strati (b) 4 strati

(c) 8 strati (d) 12 strati

Figura 5.28: Confronto dell'andamento delle tensioni al variare della
con�gurazione

Figura 5.29: Tensioni nel piano
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5.5 Confronto delle soluzioni

Il prossimo passo per veri�care l'e�cacia delle tre possibili con�gurazioni
consiste nel confrontare gli sforzi relativi ad ogni rinforzo nei tre casi e le
relative tensioni misurate sul piano di simmetria della piastra. Per il primo
tipo di rinforzo a cerchi concentrici al foro viene scelta la con�gurazione a
4 rinforzi per 12 strati perché, osservando la �gura 5.7 a pagina 92 è la
con�gurazione che restituisce un andamento più regolare delle tensioni. Per
il rinforzo in �bre disposte longitudinalmente si seleziona la con�gurazione a
12 strati per ottenere un confronto congruente mentre per la fusione dei due
tipi di rinforzo si sceglie di utilizzare tre rinforzi circolari a 12 strati per le
motivazioni descritte nel paragrafo precedente.

(a) (b)

Figura 5.30: Andamento delle tensioni per le diverse con�gurazioni di
rinforzo misurate sui piani (a) trasversale e (b) longitudinale

Osservando i risultati riportati in �gura 5.30 possiamo notare che l'an-
damento più regolare è o�erto dai rinforzi VAT che, però, registrano una
tensione di picco più elevata. Si ritiene quindi più produttivo adottare la
soluzione a 3 rinforzi radiali associati a 9 longitudinali. Dai risultati ottenu-
ti in precedenza, si potrebbe pensare che, per ottenere un risultato ancora
più omogeneo si potrebbe ridurre il numero degli strati nei rinforzi circolari,
ma ciò risulterebbe solo in una maggior sollecitazione di quelle �bre senza
ottenerne reale vantaggio.



Capitolo 6

Risultati sperimentali

In seguito alla valutazione dei modelli agli elementi �niti per ogni con�gura-
zione di rinforzo, si è potuto procedere con l'ultima fase del progetto di tesi:
sono quindi stati stampati una serie di provini con l'obiettivo di veri�care,
tramite prove di trazione, l'attendibilità delle previsioni derivate dallo studio
agli elementi �niti.

Per la realizzazione dei provini è stato adottato il procedimento descritto
nel capitolo 3 creando un modello CAD della geometria con il programma
solidworks. Tale modello è poi stato esportato in formato ".stl" nel software
della stampante dove, mediante l'utilizzo delle funzioni descritte nel primo
capitolo, sono state de�nite le proprietà del materiale e dei rinforzi.

(a) isotropo (b) isotropo con rinforzi circolari

(c) composito (d) composito con rinforzi
circolari

(e) isotropo con rinforzi longitudinali

Figura 6.1: Provini per le diverse con�gurazioni di materiali e rinforzi

Sono stati stampati due provini per ognuna delle seguenti con�gurazio-
ni: piastra in materiale isotropo, isotropo con rinforzi circolari, composito e

113
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composito con rinforzi circolari; per la con�gurazione VAT, invece, è stato
stampato un solo provino.

Per acquisire i dati sugli strain del materiale durante le prove di trazione
è stato adottato il procedimento descritto nel capitolo 3 e si è quindi rivelato
necessario preparare i provini verniciandone una super�cie con una base di
vernice spray bianca sulla quale sono stati tracciati dei punti neri per aumen-
tarne il contrasto. Le aree destinate all'a�erraggio da parte del macchinario
di prova non sono state trattate.

Figura 6.2: Provini preparati per la prova di trazione

Come ultimo passo prima di procedere con le prove di trazione, i provini
sono stati nuovamente misurati per valutarne le e�ettive dimensioni geo-
metriche che potrebbero essere leggermente diverse da quelle previste. Le
dimensioni e�ettive per ogni provino sono riportate in tabella 6.1 mentre i
punti della geometria dove sono state prese le misure sono rappresentati in
�gura 6.3.

È possibile osservare che le dimensioni misurate per il provino in ma-
teriale isotropo rinforzato longitudinalmente sono quelle che si discostano
maggiormente, soprattutto nel diametro del foro, da quelle desiderate. Ciò
è avvenuto in conseguenza alle impostazioni utilizzate per la stampa. Dal
momento che la stampante non è abilitata a stampare lungo percorsi de�niti
dall'utente ma solo lungo un angolo di laminazione uguale per tutto lo strato
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Figura 6.3: Geometria dei provini

Tabella 6.1: Misure reali dei provini

Provino A [mm] B [mm] C [mm] D [mm] E [mm] F [mm]

Riferimento 36 36 36 6 2,5 2,5
Iso 1 35,85 35,73 35,70 6,10 2,35 2,53
Iso 2 35,83 35,63 35,70 6,11 2,57 2,48

Iso circ 1 35,68 35,67 35,78 6,11 2,62 2,62
Iso circ 2 35,80 35,91 35,86 6,10 2,64 2,59
Comp 1 35,82 35,82 35,81 5,75 2,32 2,53
Comp 2 35,74 35,81 35,83 5,94 2,53 2,44

Comp circ 1 35,73 35,78 35,74 6,10 2,35 2,47
Comp circ 2 35,77 35,84 35,84 6,07 2,44 2,58
Iso vat 1 36,43 36,37 36,43 4,90 2,55 2,64

o in alternativa attorno al perimetro di elementi geometrici interni, per po-
ter disporre la �bra nella direzione da noi desiderata sono stati creati degli
intagli nella matrice di spessore inferiore alla precisione della stampante. In
questo modo, aggiungendo la funzione expand thin feature descritta nel ca-
pitolo 3, è stato possibile disporre la �bra lungo le linee di tensione a prezzo,
pero, di una minor precisione geometrica. L'utilizzo di intagli di dimensione
inferiore alla precisione della stampante e della funzione sopra descritta, ha
inoltre permesso di ottenere degli intagli "virtuali" che non sono stati e�et-
tivamente creati nel materiale che, quindi, non ne è rimasto indebolito.

Per poter confrontare i risultati ottenuti con quelli elaborati medinate
analisi agli elementi �niti, era necessario e�ettuare prove di trazione stati-
che sui provini. Sono quindi stati de�niti pro�li di carico che alternavano
incrementi di carico a periodi di pausa in cui era possibile raccogliere i dati
in condizioni statiche. A causa delle di�erenti caratteristiche dei materiali
utilizzati, sono stati de�niti due di�erenti pro�li di carico. Per i provini in
nylon le prove avvenivano con incrementi 500 N, che sono aumentati a 1000
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Tabella 6.2: Pro�li di carico

Carico [N]

Step Isotropo
Isotropo

Composito
Composito Isotropo

rinforzi rinforzi rinforzi
circolari circolari longitudinali

1 2 1 2 1 2 1 2 1

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
1 130 -35 -29 -16 -64 -60 -65 -52 -42
2 500 500 500 500 1000 1000 1000 1000 1000
3 1000 1000 1000 1000 2000 2000 2000 2000 2000
4 1500 1500 1500 1500 3000 3000 3000 3000 3000
5 2000 2000 2000 2000 4000 4000 4000 4000 4000
6 2500 2500 2500 2500 5000 5000 5000 5000 5000
7 3000 3000 3000 3000 6000 6000 6000 6000 6000
8 3500 3500 3500 3500 7000 7000 7000 7000 7000
9 - - - - 8000 8000 8000 8000 8000
10 - - - - - 9000 9000 9000 9000
11 - - - - - 10000 10000 10000 10000

Rottura 3010 2857 2800 3045 - 8893 7560 7965 9744

N per i provini in composito. Oltre ai dati in condizione di provino cari-
co, inoltre, sono stati raccolti i dati anche per le condizioni di scarico ed al
momento del serraggio nella macchina di prova.

Le condizioni del test sono riportate in tabella 6.2 e nei gra�ci 6.4. Le ul-
time condizioni descritte nel paragrafo precedente relative ai casi di provino
scarico ed al momento del serraggio nella macchina corrispondono rispetti-
vamente agli step 0 e 1 riportati in tabella 6.2. Per i provini in nylon i campi
relativi agli ultimi step di carico sono nulli poichè si raggiungeva il carico a
rottura entro l'ottavo incremento di carico. Al contrario, per il primo provino
in composito non si è raggiunto il limite a rottura entro gli step prestabiliti
che sono quindi stati aumentati per le analisi successive.

Osservando i valori numerici dei carichi a rottura si può osservare come i
rinforzi non vadano ad in�uire signi�cativamente sul limite ultimo del mate-
riale poiché si è scelto, per le motivazioni elencate in precedenza, di disporre
solamente quattro strati di rinforzo che quindi non sono su�cienti a variare
il limite a rottura dei provini. Ricordiamo che questa è stata una scelta con-
sapevole dettata dall'obiettivo del lavoro di tesi qui esposto che riguarda il
comportamento delle distribuzioni delle tensioni e non quello a rottura. Le
conseguenze maggiori, infatti si osservano nella distribuzione delle tensioni



CAPITOLO 6. RISULTATI SPERIMENTALI 117

−1

 0

 1

 2

 3

 4

 0  20  40  60  80  100

C
a
ri
c
o
 [
k
N

]

Tempo [s]

Provino 2 nylon

(a) Materiale isotropo

 0

 2

 4

 6

 8

 10

 0  20  40  60  80  100  120  140

C
a
ri
c
o
 [
k
N

]

Tempo [s]

Provino 1 composito

(b) Materiale composito

Figura 6.4: Pro�li di carico adottato per diverse piastre

descritte nelle prossime sezioni.
Procediamo ora analizzando i risultati ottenuti per le diverse con�gura-

zioni. Per ognuno dei casi in esame sono stati valutati e confrontati gli strain
misurati sulla super�cie del provino con quelli ricavati con i modelli femap
per veri�care se questi ultimi possano considerarsi attendibili o meno.

6.1 Piastra in materiale isotropo

Inizialmente sono stati raccolti i risultati ottenuti per piastre in materiale
isotropo non rinforzato. Tali risultati sono poi stati confrontati sia con quelli
ottenuti analiticamente che applicando l'analisi agli elementi �niti in modo
tale da avere il triplice confronto tra le soluzioni di letteratura, FEM e reale.
Per ottenere un confronto accurato, la misura degli strain è avvenuta sul
piano superiore della piastra negli stessi punti di interesse de�niti nei capi-
toli precedenti, ovvero lungo i piani di simmetria longitudinale e trasversale
della piastra.

Osservando i risultati riportati in �gura 6.5 possiamo dichiarare che le
prove sperimentali confermano quanto previsto sia dai calcoli analitici che
dal modello agli elementi �niti. In gra�co per confronto viene riportata so-
lo la linea riguardante i risultati ottenuti con Femap sfruttando la perfetta
sovrapposizione di questi ultimi con la soluzione analitica riportata nelle �-
gure 4.10 e 4.10 a pagina 75. In questo modo è possibile eliminare una curva
ed ottenere maggior chiarezza nel gra�co.
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(a) Asse trasversale

(b) Asse longitudinale

Figura 6.5: Deformazioni sul piano superiore della piastra
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(a) Risultati Femap (b) Risultati sperimentali

Figura 6.6: Confronto delle deformazioni per piastre in materiale isotropo

Come ulteriore passaggio possiamo osservare gli andamenti delle defor-
mazioni sul piano superiore della piastra e confrontarli con i risultati ottenuti
con Femap.

Dal confronto riportato in �gura 6.6 è evidente come gli andamenti de-
scritti da entrambe le analisi siano praticamente identici. In entrambi i casi,
infatti, viene rilevato un punto di massimo in corrispondenza dell'asse y, un
minimo in corrispondenza dell'asse x ed in�ne delle zone di concentrazione
di deformazione, in azzurro, a circa �45� e �135�.

Le aree bianche nella soluzione reale sono aree in cui il software non è
riuscito ad elaborare correttamente i risultati a causa di un mancato rico-
noscimento della maschera di contrasto dovuto ad una dimensione eccessiva
dei punti realizzati sul provino o della griglia di riconoscimento troppo �t-
ta. È stata fatta una scelta consapevole nel mantenere questi punti perché
ridurre la dimensione della griglia avrebbe comportato una minor precisione
dei risultati mentre la loro posizione non in�uiva sull'acquisizione dei dati
ne i punti di nostro interesse.

6.2 Piastra in materiale isotropo - Rinforzi circolari

In questa sezione vengono riportati i risultati relativi alle piastre di materiale
isotropo rinforzato con �bra disposta in direzione circolare e concentrica al
foro.

Osservando i risultati riportati in �gura 6.7 possiamo notare una buona
approssimazione degli andamenti degli strain in relazione ai risultati FEM.
Le di�erenze che si rilevano nel risultato numerico possono essere dovute a
più fattori: la causa principale è l'elaborazione dei risultati e�ettuata tra-
mite il software di acquisizione dati che, per rimuovere il rumore di fondo,
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(a) Asse trasversale

(b) Asse longitudinale

Figura 6.7: Deformazioni per piastre in materiale isotropo rinforzato

e�ettua una approssimazione per tramite l'uso di curve spline. A causa del-
le deformazioni irrisorie dei provini, e della maschera di contrasto in alcuni
punti imprecisa, tale elaborazione è stata più o meno invasiva a seconda delle
coordinate del punto analizzato. In seguito a tale elaborazione è quindi pos-
sibile che si perdano valori puntuali di massimo e minimo localizzati in aree
molto ristrette senza però andare a modi�care eccessivamente l'andamento
della curva. I bene�ci nell'uso di tali approssimazioni si sono quindi rivelati
maggiori rispetto agli svantaggi.

Nei capitoli precedenti erano state analizzate le sole tensioni agenti sulle
piastre, con queste ultime analisi possiamo a�ermare che anche per quanto
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(a) Risultati Femap, modello beam (b) Risultati Femap, modello laminate

(c) Risultati sperimentali

Figura 6.8: Confronto delle deformazioni per piastra isotropa, rinforzi
circolari

riguarda le deformazioni i modelli beam e laminate risultano quasi equiva-
lenti ed approssimano in modo accettabile il comportamento reale.

Analogamente a quanto fatto per il caso di piastra non rinforzata, per
valutare l'e�ettivo campo delle deformazione a prescindere dal mero risulta-
to numerico, vengono riportate in �gura 6.8 le mappe degli strain valutate
via FEM con modelli beam, modelli laminate ed in�ne i risultati sperimen-
tali. Da queste mappe possiamo notare che tutte e tre le soluzioni riportano
andamenti molto simili. L'elemento di principale interesse, analogamente a
quanto osservato per gli stress valutati per la stessa con�gurazione di rin-
forzo, è la nascita di un nuovo punto di concentrazione delle deformazioni
all'interfaccia tra il rinforzo e la matrice situato a circa 45� misurati a partire
dall'asse x.

Un altro dato di particolare interesse emerso dall'analisi dei dati raccolti,
che conferma ulteriormente l'e�cacia dei rinforzi in �bra riguarda l'anda-
mento degli spostamenti in direzione trasversale alla piastra, lungo l'asse
y. I risultati, riportati in �gura 6.9 evidenziano come nel caso di provi-



CAPITOLO 6. RISULTATI SPERIMENTALI 122

(a) (b)

Figura 6.9: Spostamenti in y per provini in nylon (a) non rinforzati e (b)
rinforzati

no non rinforzato gli spostamenti abbiano una maggior concentrazione in
corrispondenza del foro e soprattutto ne raggiungono il bordo. In seguito
all'inserimento di rinforzi in �bra, invece, gli spostamenti restituiscono un
andamento più lineare in direzione della lunghezza della piastra.

6.3 Piastra in composito

Lo studio seguente è stato fatto prendendo in considerazione i provini rea-
lizzati in materiale composito non rinforzato ed anche in questo caso si con-
frontano le deformazioni valutate lungo gli assi di simmetria e nel piano.

I dati raccolti risultano in linea con le aspettative sia per quanto riguarda
gli andamenti che per il risultato numerico.

Come nei casi analizzati in precedenza, anche per le piastre realizzate
in materiale composito, i dati sperimentali raccolti non riescono a coglie-
re pienamente i punti di massimo e minimo delle deformazioni. Questo è
dovuto nuovamente all'utilizzo di funzioni di interpolazione dei risultati uti-
lizzata per ottenere una maggior pulizia e leggibilità nei gra�ci a prezzo della
precisione dei valori numerici rilevati su aree geometriche ridotte.

I risultati riguardanti le deformazioni misurate sul piano superiore della
piastra sono riportati in �gura 6.11 dalla cui analisi si può a�ermare che i
dati sperimentali rispecchiano abbastanza fedelmente quelli previsti dal me-
todo agli elementi �niti. Vengono infatti rilevate le consuete zone di massimo
e minimo sul bordo del foro in corrispondenza rispettivamente dell'asse y e
dell'asse x ed inoltre combaciano anche le zone di incremento delle defor-
mazioni riportate in azzurro che si allontanano dal foro in direzione della
lunghezza della piastra. Le uniche di�erenze tra i risultati teorici e quelli
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(a) Asse trasversale

(b) Asse longitudinale

Figura 6.10: Deformazioni per piastre in materiale composito
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(a) Risultati Femap (b) Risultati sperimentali

Figura 6.11: Confronto delle deformazioni per piastre in materiale composito

realmente ottenuti risiede nell'estensione di queste zone. Come si può osser-
vare anche nei gra�ci riportati in �gura 6.10, infatti, il modello valutato con
femap rileva variazioni nelle tensioni molto più repentine, di conseguenza
le aree riportate in �gura 6.11 sono meno estese rispetto a quelle valutate
sperimentalmente. Anche in questo caso, però, per i dati reali entra in gioco
la correzione spline che è stata aggiunta ai risultati per eliminarne il rumore
di fondo e aumentarne la pulizia.

6.4 Piastra in composito - Rinforzi circolari

Dopo aver valutato lo stato di deformazione delle piastre in composito non
rinforzato è possibile valutare gli e�etti dell'utilizzo di rinforzi realizzati con
le stesse �bre adottate per il resto della piastra e disposti circolarmente at-
torno ai bordi del foro.

Come di consueto vengono riportati in �gura 6.12 gli andamenti delle
deformazioni lungo gli assi di maggior interesse. In questo caso i risultati si
discostano in modo leggermente più marcato dall'andamento previsto. Ciò
avviene perchè i punti di massimo sono molto più accentuati rispetto ai casi
precedenti quindi le conseguenze della funzione di interpolazione dei risul-
tati sono ancora più evidenti. Sia per le deformazioni valutate lungo l'asse
trasversale che longitudinale, si rileva un punto di massimo all'interfaccia
tra rinforzo e piastra. Tale picco è più marcato per le deformazioni valu-
tate sull'asse di simmetria longitudinale della piastra poiché in quel punto
il rinforzo si trova ad assorbire il carico trasmesso dalla piastra in direzio-
ne perpendicolare alle �bre che quindi o�rono la minor resistenza possibile.
Tuttavia,nonostante le di�erenze più marcate tra risultati teorici e pratici,
anche in questo caso, i campi di deformazione valutati sul piano superiore
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(a) Asse trasversale

(b) Asse longitudinale

Figura 6.12: Deformazioni per piastre in materiale isotropo rinforzato

della piastra e riportati in �gura 6.13 dimostrano l'attendibilità dei modelli
elaborati con il metodo agli elementi �niti.

Per quanto il modello beam restituisca un andamento fortemente a trat-
ti in corrispondenza delle beam stesse, l'andamento globale rispecchia ab-
bastanza fedelmente quello ottenuto con il modello laminate e soprattutto
quello reale. Vengono infatti rilevati i consueti punti di massimo e minimo
rispettivamente a 90� e 0� rispetto all'asse x sul bordo del foro, le due zone
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(a) Risultati Femap, modello beam (b) Risultati Femap, modello laminate

(c) Risultati sperimentali

Figura 6.13: Confronto delle deformazioni per piastra in composito, rinforzi
circolari
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Figura 6.14: Zona di rottura per piastre in composito rinforzato

di minimo locale in corrispondenza degli assi x ed y rappresentate in blu,
l'andamento della zona evidenziata in azzurro all'esterno del rinforzo e so-
prattutto l'area di massima concentrazione delle deformazioni situata a circa
�45� e �135�.

È necessario però fare qualche precisazione sugli ultimi due elementi ap-
pena descritti: bisogna infatti sottolineare che la zona di concentrazione di
deformazioni lieve, rappresentata in azzurro esterna al rinforzo viene sottosti-
mata dal modello beam. Il picco nel fattore di concentrazione all'interfaccia
tra rinforzo e piastra, invece, è di forte interesse perché evidenzia l'in�uenza
del rinforzo sul campo degli spostamenti e la loro distribuzione nel piano.
Inoltre dimostra come il punto di massimo si sposti dal bordo del foro all'in-
terfaccia tra rinforzo e piastra, come anticipato dai risultati teorici riportati
in gra�co 6.12. Il risultato fondamentale di questo comportamento è che la
rottura del provino non avviene in prossimità del foro ma al bordo del rinfor-
zo (�g. 6.14). Possiamo quindi a�ermare che è possibile spostare il punto di
rottura in zone lontano dai fori che generano la concentrazione delle tensioni.

(a) (b)

Figura 6.15: Spostamenti in y per provini in composito (a) non rinforzati e
(b) rinforzati

L'ultimo aspetto che è importante sottolineare nella trattazione dei risul-
tati riguardanti le piastre in composito è nuovamente la distribuzione degli
spostamenti nel piano per la con�gurazione con e senza rinforzi riportata in
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�gura 6.15. Al contrario del caso isotropo, adesso il rinforzo non distribuisce
uniformemente le deformazioni parallelamente alla lunghezza della piastra,
ma lungo la circonferenza del rinforzo stesso e su una super�cie più ampia
nell'area esterna al rinforzo. Si rileva un comportamento analogo per gli
spostamenti in x riportati in �gura 6.16

(a) (b)

Figura 6.16: Spostamenti in x per provini in composito (a) non rinforzati e
(b) rinforzati

6.5 Piastra in materiale isotropo - Rinforzo longi-
tudinale (VAT)

L'ultima prova sperimentale e�ettuata riguarda i provini in cui i rinforzi
sono stati disposti longitudinalmente, lungo le linee di tensione principale.
La �bra così disposta è indirizzata secondo angoli di orientamento variabili
da cui il nome VAT (Variable Angle Tow). Il procedimento seguito nella fase
di elaborazione dei risultati ottenuti è lo stesso adottato �no ad ora.

(a) Asse trasversale (b) Asse longitudinale

Figura 6.17: Andamenti delle Kε per provino con rinforzi longitudinali
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(a) Risultati Femap, modello beam (b) Risultati Femap, modello laminate

(c) Risultati sperimentali

Figura 6.18: Confronto delle deformazioni per isotropa, rinforzi longitudinali

Iniziamo quindi riportando in �gura 6.17 gli andamenti delle deformazio-
ni lungo le sezioni salienti dai quali possiamo notare una buona congruenza
tra i dati sperimentali e quelli numerici nonostante in questo caso vi sia una
leggera discrepanza tra i risultati ottenuti dai modelli agli elementi �niti che
impiegano rispettivamente elementi laminate e beam. Nell'ultimo caso, in-
fatti, per le tensioni misurate lungo l'asse di simmetria longitudinale, viene
rilevato un picco in prossimità del foro che non risulta ne' nei risultati valu-
tati utilizzando elementi laminate plate ne' in quelli sperimentali.

Per concludere procediamo nuovamente con il confronto dei campi delle
deformazioni nel piano superiore della piastra riportato in �gura 6.18 da cui
risalta una buona corrispondenza dei risultati. Vengono rilevati, infatti, sia
i punti di massimo sul bordo del foro in corrispondenza dell'asse delle y che
quelli di minimo in corrispondenza dell'asse delle x. Inoltre è possibile notare
nei risultati sperimentali (�g. 6.18(c)) le zone a deformazione crescente nelle
direzioni a �45� e �135� circa. L'aspetto maggiormente interessante di
questo tipo di rinforzi consiste tuttavia nella nascita di un nuovo punto di
minimo sul bordo della piastra in corrispondenza dell'asse y.
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6.6 Piastra in materiale isotropo- Rinforzi circolari
e longitudinali

Dall'analisi dei dati raccolti riportata in questo capitolo �no a questo momen-
to, risulta che i modelli creati in ambiente femap possono essere considerati
attendibili in una prima fase di ricerca del tipo di geometria da adotta-
re quando la precisione richiesta per i risultati numerici non è ancora così
restrittiva come in fasi successive.

La di�erenza nei valori numerici rilevata tra i risultati Femap e quelli
reali, come descritto nei paragra� precedenti, è dovuta all'utilizzo di fun-
zioni di arrotondamento dei risultati il cui obiettivo è di "pulire" in parte i
valori ottenuti. Questo procedimento, però, comporta un approssimazione
sulle curve dei risultati che quindi si allontanano dai risultati previsti.

A causa dei lunghi tempi necessari per la stampa ed i test, per l'ultima
con�gurazione di rinforzo non è stato possibile e�ettuare prove sperimentali,
ma, sfruttando la corretta approssimazione dei risultati sperimentali e nume-
rici veri�cata con le altre con�gurazioni, è possibile riportare i dati ottenuti
con Femap con�dando nella loro validità.

Per quanto riguarda la distribuzione delle deformazioni nel piano, sono
ancora presenti i consueti punti di massimo e minimo in corrispondenza delle
intersezioni del bordo del foro rispettivamente con gli assi y ed x. Si rileva
un ulteriore punto di massimo all'interfaccia tra rinforzo circolare e matrice
ma, l'azione combinata dei due tipi di rinforzo, comporta che tale punto non
si trovi più a circa 45� dall'asse x, come nel caso di solo rinforzo circolare, ma
nel punto di intersezione tra i rinforzi longitudinale e circolare dove si genera
un punto di cuspide nella matrice. In aggiunta si genera il punto di minimo
in corrispondenza dell'asse y sul bordo della piastra tipico del rinforzo VAT.
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(a) Asse trasversale

(b) Asse longitudinale

Figura 6.19: Andamenti delle Kε per provino con rinforzi circolari e
longitudinali
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Figura 6.20: Deformazioni per piastra isotropa, rinforzi circolari e
longitudinali



Capitolo 7

Conclusioni

Nel capitolo seguente verranno discussi gli aspetti maggiormente signi�cativi
emersi dal lavoro esposto nel presente elaborato di tesi.
Il risultato principale riguarda la corretta corrispondenza tra i risultati reali e
le previsioni dettate dalle analisi agli elementi �niti. Per tutti i casi in esame,
infatti, si è veri�cata una buona sovrapposizione degli andamenti degli strain
con le previsioni teoriche ed è stata dimostrata la capacità di prevedere, per
via analitica, la posizione dei punti di massima e minima deformazione. Tut-
tavia, se gli andamenti qualitativi si possono ritenere più che soddisfacenti,
si veri�ca una leggera discrepanza nei risultati numerici dove il modello agli
elementi �niti non sempre è stato in grado di prevedere il corretto valore
numerico delle deformazioni individuate. Questa incorrettezza, tuttavia può
dipendere fortemente dalla caratterizzazione dei materiali che è avvenuta,
come abbiamo visto nei capitoli precedenti, tramite approssimazioni con for-
mule empiriche laddove vi fosse una mancanza di dati speci�ci forniti dalla
ditta produttrice dei materiali. Nelle immagini seguenti vengono evidenzia-
ti i punti salienti dei risultati sperimentali che sono stati rilevati in modo
corretto da Femap. Si sceglie di riportare i risultati valutati con il modello
laminate a causa della loro maggior regolarità a fronte di una corrispondenza
su�ciente sia dei risultati beam che laminate.

In �gura 7.1 vengono riportati i risultati relativi al caso di piastra realiz-
zata in materiale isotropo. La freccia rossa evidenzia la presenza in entrambi
i modelli del punto di massimo all'intersezione tra il bordo del foro e l'asse
y, la freccia blu la presenza dell'area di minimo che si sviluppa in corrispon-
denza dell'asse x ed in�ne la freccia verde indica le aree in cui si veri�ca
aumento delle tensioni in aree distanti dal foro.

133
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Figura 7.1: Correlazione dei risultati per il caso di piastra isotropa

In �gura 7.2, invece, è riportato il confronto relativo al caso di piastra
isotropa rinforzata disponendo strati di �bra concentricamente al foro. Ana-
logamente al caso precedente le frecce rosse indicano le zone di massimo
aumento delle deformazioni, quelle blu i minimi e quelle verdi le zone di con-
centrazione all'interno della piastra. L'introduzione di rinforzi nel materiale
genera una serie di e�etti particolarmente interessanti che saltano subito al-
l'occhio come la presenza di quattro arre di minimo al posto delle due rilevate
in precedenza. In corrispondenza dell'asse y, infatti, dove prima era presente
una zona di massimo, adesso si trova una zona di minimo che, al contrario
di quanto potrebbe sembrare non va ad annullare la presenza del picco delle
tensioni sul bordo del foro ma solo a limitarne l'area di e�etto. L'andamento
lungo la sezione trasversale è quindi quello visto nei gra�ci riportati nel ca-
pitolo precedente (6.7(a)) per cui si veri�ca un picco al bordo del foro, una
zona di minimo e di nuovo una zona soggetta a carico qui rappresentata dal
lobo verde.

Figura 7.2: Correlazione dei risultati per il caso di piastra isotropa rinforzata
circolarmente
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Un altra conseguenza di fondamentale importanza, ribadita più volte nei
capitoli precedenti, riguarda la nascita di una estesa area di concentrazione
di sforzi e tensioni sul bordo del rinforzo, al con�ne con la piastra.

Analogamente ai casi precedenti, in �gura 7.3 vengono evidenziati i punti
di correlazione tra i risultati previsti e quelli realmente ottenuti. Anche in
questo caso la zona di massimo sul bordo del foro a 90� dall'asse di carico
viene individuata correttamente esattamente come la zona di strain minimo,
ora più estesa, rappresentata dall'area di colore blu scuro. Particolarmente
interessanti risultano le zone di concentrazione degli sforzi lontano dal foro,
rappresentate in azzurro, che si allontanano dalla zona di enucleazione sul
bordo del foro con un angolo molto minore rispetto a quello misurato per
piastra isotropa .

Figura 7.3: Correlazione dei risultati per il caso di piastra in materiale
composito

Nel caso di piastra realizzata in materiale composito, con l'inserimento di
rinforzi circolari concentrici al foro (�g. 7.4), si rileva la presenza di quattro
lobi di strain minimo alternati a quattro di massimo situati rispettivamente
in corrispondenza degli assi ed a circa �45� e �135circ. Inoltre, anche in
questo caso si rileva il consueto picco nelle tensioni sul bordo del foro in
corrispondenza dell'asse perpendicolare al carico e l'area del rinforzo risulta
nuovamente soggetta a concentrazione di tensioni e deformazioni. Il compor-
tamento degli strain sulla super�cie della piastra esterna al foro, indicati con
la freccia azzurra, risulta paragonabile a quello per piastra non rinforzata.

Per concludere il confronto tra i risultati ottenuti sperimentalmente e via
fem, riportiamo l'andamento degli strain sul piano superiore della piastra
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Figura 7.4: Correlazione dei risultati per il caso di piastra in materiale
composito rinforzato

per l'ultima con�gurazione di rinforzo con �bre disposte lungo le linee di
tensione. In questo caso si veri�cano nuovamente due soli punti di massimo
e due di minimo e quattro zone di incremento di tensione sulle ipotetiche
diagonali della piastra.

Figura 7.5: Correlazione dei risultati per il caso di piastra isotropa con
rinforzi VAT

Dai confronti tra i risultati ottenuti possiamo dichiarare che l'analisi agli
elementi �niti è in grado di prevedere accuratamente il comportamento del
provino reale. Come conseguenza di questa assunzione, per le trattazioni dei
risultati numerici che seguiranno verranno utilizzati i risultati ottenuti con
Femap ritenuti più accurati di quelli sperimentali che in fase di raccolta ven-
gono corretti ed approssimati con l'aiuto di funzioni di interpolazione spline.

La trattazione dei risultati è suddivisa per tipologia di materiale adottato
nella creazione della piastra, nell'ottica di confrontare dati dello stesso tipo.
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Inizialmente osserviamo i risultati ottenuti per piastre realizzate in materia-
le isotropo. Nel gra�co in �gura 7.6 vengono riportate le curve relative alle
deformazioni misurate lungo le consuete sezioni caratteristiche.

(a) Asse trasversale

(b) Asse longitudinale

Figura 7.6: Deformazioni per piastra isotropa e relativi rinforzi, risultati
FEM
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(a) Deformazioni asse trasversale (b) Tensioni asse trasversale

(c) Deformazioni asse longitudinale (d) Tensioni asse longitudinale

Figura 7.7: Deformazioni e tensioni misurate per diversi tipi di rinforzo -
risultati FEM

Nei gra�ci sopra citati vengono messi in luce numerosi aspetti signi�cativi
riguardo ai possibili impieghi di ogni tipo di rinforzo ed alla loro e�cacia.
Vantaggi e svantaggi di ogni con�gurazione verranno elencati nei paragra�
seguenti. Per un confronto più completo vengono riportati in �gura 7.7 anche
i gra�ci relativi alle tensioni discussi nel capitolo 5.

7.1 Rinforzi VAT

Osservando i risultati riportati in �gura 7.7 è possibile valutare gli e�et-
ti dell'utilizzo di rinforzi in �bra disposti secondo la direzione di tensione
massima. Com'è logico pensare, si veri�ca un duplice e�etto su tensioni e
deformazioni.

Osservando sia le curve che riportano l'andamento delle tensioni che del-
le deformazioni lungo l'asse trasversale (�g. 7.6 (a) e (b)) risalta come la
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con�gurazione ad angolo variabile (VAT) non riesca a ridurre il picco di con-
centrazione delle tensioni in prossimità del bordo del foro. Le tensioni, e di
conseguenza le deformazioni, infatti, non non vengono ridistribuite lungo la
circonferenza del foro ma assorbite dai rinforzi in direzione della lunghezza
del provino. L'e�etto di questo tipo di rinforzo non è quindi di distribuire
il picco delle tensioni generato dalla presenza del foro sulla sezione rimanen-
te ma di aumentare la resistenza del provino stesso andando a variarne il
materiale di composizione.

L'e�etto più evidente dei rinforzi così realizzati è stato portare ad un
aumento della tensione a rottura misurata dal provino. Quest'ultimo dato,
tuttavia, va osservato con le dovute precauzioni in quanto potrebbe esse-
re falsato dalla geometria del provino che, a causa dei limiti introdotti dal
processo di stampa descritti nel capitolo precedente ha portato ad avere, a
parità di larghezza della piastra, un foro di diametro ridotto del 15% circa.

Riportiamo ora un confronto con i risultati ottenuto studiando una pia-
stra realizzata in materiale composito:

Tramite gli studi teorici di piastre forate, riassunti nel capitolo 2, è sta-
to possibile valutare l'area di in�uenza nella quale un foro in una piastra
manifesta i suoi e�etti. Per non risentire più di tali e�etti, è necessario al-
lontanarsi dal foro di una distanza pari ad almeno cinque raggi in direzione
della larghezza della piastra ed undici raggi in direzione della lunghezza. Si
scegli come limite il luogo dei punti tali per cui l'incremento delle tensioni
risulta inferiore al 2% della tensione nominale.

Tabella 7.1: Area di in�uenza del foro per piastre isotrope

Rinforzo Rx Ry Rx{R Ry{R

Teorico 33.00 15.00 11.00 5.00
Non rinforzato 31.29 13.80 10.43 4.6

Circolari 17.96 18* 5.98 6*
VAT 21.38 15.16 7.12 5.05

Circolari + VAT 30.89 12.65 10.29 4.21

Dai risultati riportati in �gura 7.10 e nella tabella 7.1 è evidente che
i rinforzi comportano, come e�etto addizionale, la riduzione della zona di
in�uenza del foro. Vengono riportate le dimensioni dell'area di in�uenza
del foro per tutte le con�gurazioni valutate �no a questo momento. Nel
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Figura 7.8: Aree di in�uenza del foro al variare del rinforzo

(a) Direzione trasversale (b) Direzione longitudinale

Figura 7.9: Area di in�uenza del foro per piastra non rinforzata

(a) Direzione trasversale (b) Direzione longitudinale

Figura 7.10: Area di in�uenza del foro per rinforzi VAT, risultati FEM
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caso speci�co dei rinforzi VAT si ha una riduzione del 27% in direzione
longitudinale e del 33% in direzione trasversale.

7.2 Rinforzi circolari

Osservando gli andamenti di tensioni e deformazioni riportati in preceden-
za, si può a�ermare che le soluzioni migliori siano l'uso di rinforzi circolari
concentrici al foro ed una combinazione di rinforzi circolari e VAT. Adot-
tando la prima delle due soluzioni, negli strati dove sono presenti i rinforzi,
le tensioni vengono assorbite quasi totalmente dalla �bra mentre la matrice
risulta praticamente scarica. Ciò comporta tensioni rilevate molto maggiori
di quelle che si avrebbero senza rinforzo. Ma tale comportamento è bilancia-
to dalla maggior rigidezza o�erta dalla �bra. Inoltre il campo delle tensioni
misura ancora un punto di massimo in prossimità del bordo del foro ed uno
all'interfaccia tra rinforzo e matrice. Questo ultimo incremento delle tensio-
ni, come abbiamo visto in precedenza, raggiunge il suo massimo a circa 45�

dalla direzione di carico.

Nel paragrafo precedente, valutando le tensioni, è stata evidenziata l'im-
portanza della maggior resistenza della �bra che va a compensare l'incre-
mento di tensioni all'interno del rinforzo e a smorzarne gli e�etti sulle defor-
mazioni. Osservando il gra�co riportato in �gura 7.7 (a), infatti è evidente
che per rinforzi circolari non si registrano punti di massimo nel campo delle
deformazioni in prossimità del foro. L'andamento complessivo in entrambe
le direzioni, anzi, risulta particolarmente lineare se si esclude una zona di
minimo in corrispondenza dei rinforzi stessi. La presenza di una diminuzio-
ne di tensioni o deformazioni rispetto alle zone esterne all'area di in�uenza
del foro, tuttavia, non è di particolare interesse dal momento che in ogni
caso il componente dovrà essere dimensionato in modo tale da resistere alle
condizioni non perturbate.

Procedendo con l'analisi dei risultati, osserviamo ora gli andamenti sulla
sezione parallela alla direzione di carico 7.7 (c) e (d). In questo caso possiamo
osservare che l'utilizzo di rinforzi circolari genera una zona di concentrazio-
ne delle deformazioni in cui il valore Kε supera l'unità ovvero si veri�cano
deformazioni maggiori rispetto alla piastra non rinforzata. Questo e�etto,
tuttavia è decisamente trascurabile se paragonato ai bene�ci ottenuti nel re-
sto della piastra.
Anche in questo caso l'utilizzo di inserti in �bra nel provino permette di
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(a) Direzione trasversale (b) Direzione longitudinale

Figura 7.11: Area di in�uenza del foro per rinforzi circolari, risultati FEM

ridurre la zona di in�uenza del foro portando ad una riduzione del 44% in
direzione dell'asse y, tuttavia in direzione y non si raggiunge mai un valore
tale per cui il Kε misurato sia pari all'unità, ovvero che la deformazione
sia pari a quella che avviene lontano dal foro. Nonostante ciò, però, per
tutto il campo di esistenza le deformazioni risultano inferiori a quelle che
si avrebbero senza foro. Per ottenere una maggior completezza nei risulta-
ti viene segnato come limite della zona di in�uenza il bordo della piastra,
ma tale valore viene marcato con un asterisco per sottolinearne l'arbitrarietà.

7.3 Rinforzi circolari e longitudinali

L'ultima categoria di rinforzi presa in esame è la combinazione di entrambe le
con�gurazioni descritte �no ad ora. Analizzando le sole tensioni (�g 7.7 (b)),
questa risulterebbe la soluzione migliore poiché comporta una notevole ridu-
zione del punto di massima concentrazione delle tensioni in prossimità del
bordo del foro ed una distribuzione su�cientemente costante lungo entram-
be le sezioni della piastra. Andando ad osservare le deformazioni, invece, la
soluzione migliore sembrerebbe essere l'utilizzo dei soli rinforzi circolari che
comportano andamenti più regolari ma soprattutto aree di in�uenza del foro
inferiori. Per la con�gurazione combinata, infatti, i raggi di in�uenza lungo
gli assi longitudinale e trasversale si ridurrebbero rispettivamente del 38% e
del 40%.

Per capire quali siano gli e�ettivi bene�ci delle tre possibili soluzioni pos-
siamo ancora analizzare il campo delle deformazioni nel piano della piastra.
In �gura 7.13 vengono riportati i dati raccolti sperimentalmente per rinforzi
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(a) Direzione trasversale (b) Direzione longitudinale

Figura 7.12: Area di in�uenza del foro per rinforzi circolari e VAT, risultati
FEM

circolari e VAT e numericamente per la loro combinazione.

Risulta immediato osservare che la soluzione VAT risulta meno vantag-
giosa rispetto alle altre due in quanto le aree di concentrazione delle defor-
mazioni, rappresentate in azzurro, si allontanano maggiormente dai bordi
del foro. Tuttavia questa soluzione si può considerare poco e�cace solo se ci
si pone come obiettivo ottenere una distribuzione uniforme delle tensioni e
delle deformazioni lungo la sezione della piastra. Riprendendo quanto detto
nella sezione precedente riguardo questa con�gurazione, essa risulta invece
e�cace per aumentare la tensione a rottura del provino.

Esaminando le con�gurazioni rimanenti risulta chiaro il limite della sola
disposizione della �bra in cerchi concentrici al foro. Come già ripetuto più
volte, infatti si crea una concentrazione di tensioni, e di conseguenza di de-
formazioni, all'interfaccia tra rinforzo e matrice mentre tale fenomeno non
si veri�ca con l'adozione combinata di rinforzi circolari e longitudinali. Le
�bre circolari, infatti, hanno la funzione di distribuire in modo più e�ciente
le tensioni in direzione tangenziale sul bordo del foro, mentre i rinforzi pa-
ralleli alle linee di massima tensione aiutano ad uniformare gli sforzi nelle
aree di sola matrice.
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(a) Rinforzi circolari (b) Rinforzi VAT

(c) Rinforzi circolari + VAT

Figura 7.13: Deformazioni nel piano

7.4 Rinforzi circolari, piastra ortotropa

Vengono riportati ora i risultati relativi a vari tipi di rinforzo per piastra
isotropa e quelli ottenuti dallo studio di piastre realizzate in materiale com-
posito.

Osserrvando i risultai in �gura 7.14 possiamo osservare come sull'asse
trasversale i rinforzi applicati su piastra ortotropa riescano a ridurre il picco
delle deformazioni in prossimità del foro a prezzo della nascita di un altro
punto di massimo sul bordo del rinforzo. Sull'asse longitudinale, invece la
conseguenza dell'applicazione del rinforzo è molto più evidente e si manifesta
con la nascita di un picco delle deformazioni che registrano valori più che
doppi rispetto a quelli registrati sul bordo del foro per piastra non rinforzata.
Ciò avviene perchè in quel punto la �bra si trova a lavorare nella condizione
peggiore in quanto caricata trasversalmente al proprio asse.

Seguendo lo stesso procedimento adottato per le piastre isotrope analiz-
ziamo adesso l'e�etto dei rinforzi sull'area di in�uenza del foro.

Dai risultati riportati in tabella 7.2 e nelle �gure 7.16 e 7.17 risalta che
l'introduzione del rinforzo amplia l'area di in�uenza del foro in direzione
longitudinale. I dati raccolti in direzione trasversale invece non sono da
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(a) Asse trasversale piastra isotropa (b) Asse trasversale piastra ortotropa

(c) Asse longitudinale piastra isotropa (d) [Asse longitudinale piastra ortotropa

Figura 7.14: Deformazioni misurate per diversi materiali - risultati FEM

considerare attendibili perché la zona di in�uenza �nisce nelle immediate vi-
cinanze del bordo della piastra dove potrebbe essere soggetta agli e�etti del
bordo stesso.

In conclusione, dai dati raccolti durante la tesi, possiamo a�ermare che
l'introduzione di rinforzi in �bra mediante l'uso di tecnica in stampa 3D con
l'obiettivo di mitigare la concentrazione delle tensioni in una piastra fora-
ta risulta molto promettente. L'obiettivo dichiarato all'inizio del presente
elaborato consiste nel ricercare la con�gurazione di rinforzo ottimale per di-
stribuire le tensione lungo la super�cie netta rimanente in corrispondenza del
foro in una piastra forata. Inoltre si vuole valutare il problema seguendo tre
percorsi di�erenti ovvero per via analitica, numerica e sperimentale nell'otti-
ca di veri�care e validare la capacità di prevedere per via numerica l'e�cacia
delle di�erenti con�gurazioni di rinforzo. Sono state prese in considerazio-
ne tensioni e deformazioni all'interno della piastra ed in entrambi i casi con
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Figura 7.15: Area di in�uenza del foro per piastre in materiale composito,
risultati FEM

(a) Direzione trasversale (b) Direzione longitudinale

Figura 7.16: Area di in�uenza del foro per piastra in composito non
rinforzata, risultati FEM

(a) Direzione trasversale (b) Direzione longitudinale

Figura 7.17: Area di in�uenza del foro per piastra in composito con rinforzi
circolari, risultati FEM
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Tabella 7.2: Area di in�uenza del foro per piastre in composito

Rinforzo Rx Ry Rx{R Ry{R

Non rinforzato 17.2 61.52 5.73 20.50
Circolari 17.11 69.57 5.7 23.19

l'introduzione dei rinforzi è stato possibile migliorarne le prestazioni. Si è
visto inoltre come per con�gurazioni di rinforzo di�erenti si possano ottenere
bene�ci di�erenti e soprattutto come i risultati ottenuti per via numerica,
analitica e sperimentale corrispondano più che adeguatamente confermando
l'a�dabilità dello studio agli elementi �niti nella previsione dei risultati.

Poiché l'obiettivo di questa tesi consiste nel ricercare una soluzione per
distribuire le tensioni il più uniformemente possibile lungo la sezione resisten-
te rimanente in corrispondenza del foro, la con�gurazione che si è dimostrata
più e�cace tra tutte quelle analizzate prevede l'uso combinato di rinforzi in
�bra disposti concentricamente al foro e paralleli alle linee di massimo sforzo
per le zone più esterne della piastra.
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