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Abstract

L’equazione di Hamilton-Jacobi-Bellman ¢ un’equazione differenziale alle derivate
parziali non lineare del primo ordine che emerge nel contesto dei problemi di con-
trollo ottimo. Si puo considerare come un’espressione differenziale del Principio
della Programmazione Dinamica soddisfatto dalla value function, ossia una mappa
che intercorre tra qualsiasi condizione iniziale e il valore corrispondente al controllo
ottimo, non necessariamente unico.

L’equazione di Hamilton-Jacobi-Bellman, a causa della sua non linearita, in generale
non ammette una soluzione classica, anche per dati regolari. Tuttavia, negli anni ‘80
é stata sviluppata una teoria delle soluzioni deboli, note come soluzioni di viscosita,
che fornisce un quadro appropriato alla gestione della mancanza di regolarita della
value function.

Negli ultimi due decenni, la letteratura scientifica ha proposto diversi approcci per
risolvere la classe piuttosto generale di equazioni di Hamilton-Jacobi, tra cui Galer-
kin discontinuo in virtu della sua natura locale, flessibilita e robustezza.

In questo lavoro di tesi, si propone un metodo numerico per risolvere l’equazione di
Hamilton-Jacobi-Bellman evolutiva in una dimensione. Esso consiste nella combina-
zione di uno schema semi-lagrangiano, orientato a ricostruire le linee caratteristiche,
con un metodo di Galerkin discontinuo, atto a generare una soluzione approssimata
come combinazione lineare di prescritte funzioni di base discontinue e a supporto
compatto.

Per dimostrare le prestazioni del modello proposto, sono raccolti e presentati una
serie di esperimenti numerici con dati regolari, semplicemente continui e discontinui.
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Introduzione

Un problema di controllo ottimo consiste nel determinare I'insieme di azioni e scelte
che permettono al sistema dinamico, contemporaneamente, di soddisfare i vincoli
fisici e ottimizzare un certo criterio, la funzione obiettivo.

In virtu del Principio della Programmazione Dinamica, sviluppato da Richard Bell-
man negli anni ‘50, si definisce la value function, una mappa che lega la condizione
iniziale con il valore della funzione obiettivo quando & applicato il controllo ottimo.
Secondo tale principio, la value function associata ad una certa condizione inizia-
le si pud esprimere come la somma della value function dello stato futuro e del
valore della funzione obiettivo per raggiungere tale stato futuro in modo ottimale.
L’equazione di Hamilton-Jacobi-Bellman (HJB) rappresenta in termini differenziali
esattamente questo concetto. I risvolti applicativi sono molteplici, si adopera in
campi come l'ingegneria aerospaziale, 'industria energetica, la finanza quantitativa
e I'elaborazione delle immagini.

L’equazione di HJB appartiene alla classe pitt generale di equazioni di Hamilton-
Jacobi (HJ), si tratta di equazioni alle derivate parziali non lineari del primo ordine
studiate, originariamente da Hamilton e successivamente da Jacobi, nel contesto
della meccanica classica e calcolo delle variazioni. In generale, questa tipologia di
equazioni, non ammette soluzione in senso classico, anche per dati regolari, pertanto
negli anni ‘80 fu sviluppata la teoria delle soluzione di viscosita dagli autori M. G.
Crandall, L. C. Evans e P. L. Lions. Tale classe di soluzioni soddisfa 1’equazione
in senso debole e sotto ipotesi relativamente generali assicura la buona positura dei
problemi associati. In particolare, il quadro teorico che ne emerge risulta completo
e in grado di fornire la necessaria caratterizzazione della value function come unica
soluzione di viscosita per equazioni di Hamilton-Jacobi-Bellman.

In questo contesto, si pone una sfida sulla costruzione di un metodo numerico affi-
dabile che sia capace di catturare I'unica soluzione di viscosita. In letteratura, sono
stati proposti diversi schemi per risolvere le equzioni di Hamilton-Jacobi. Crandall
e Lions in [I] svilupparono un metodo alle Differenze Finite e dimostrarono che uno
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schema monotono di questo tipo converge alla soluzione esatta. Dall’adattamento
di strategie adoperate per le leggi di conservazione é stata proposta in [2] una classe
di schemi Fssentially Non-Oscillatory (ENO), successivamente anche formulazioni
Weighted ENO (WENO) sono state introdotte per risolvere le equazioni di HJ [3] [4]
cosi come metodi central-upwind [5]. Relativamente agli Elementi Finiti, Hu e Shu
in [6] applicarono Galerkin discontinuo (DG) all’equazione di Hamilton-Jacobi, ri-
formulata in una legge di conservazione. Cheng e Shu in [7] svilupparono quindi
un metodo diretto per la risoluzione di equazioni di HJ con DG. Successivamente,
ne sono nate altre estensioni e varianti [8, 9 10, 11]. Negli ultimi anni, sono stati
impiegati anche approcci semi-lagrangiani (SL) per 'approssimazione delle soluzioni
di HJ [12]. In particolare, la combinazione con un metodo WENO ¢ stata sviluppata
in [13], invece in [I4] & stata proposto un metodo di Galerkin discontinuo e SL per
equazioni alle derivate parziali non stazionarie, lineari, del primo e secondo ordine.

L’obiettivo della tesi ¢ di elaborare un nuovo metodo per risolvere e approssima-
re la soluzione di viscosita delle equazioni di Hamilton-Jacobi-Bellman. Inoltre, si
desidera che tale metodo, derivando dallo schema semi-lagrangiano, sia stabile incon-
dizionatamente rispetto al passo temporale. Allo stesso modo si vuole che preservi
due tipiche qualita del metodo di Galerkin discontinuo a cui si ispira, 'adattivita
degli elementi nel raffinamento e grado polinomiale (hp - adaptivity), decomposizio-
ne del problema generale in parti pitt semplici e risolvibili separatamente.

Il presente elaborato é cosi organizzato:

e nel seguito di questa [[ntroduzione, inizialmente si definisce matematicamente
un problema di controllo ottimo ad orizzonte finito e si deriva I’equazione evo-
lutiva di Hamilton-Jacobi-Bellman, successivamente si analizza il quadro teo-
rico (definizioni, proprieta, Teoremi) delle soluzioni di viscosita per equazioni
differenziali scalari del primo ordine da un punto di vista matematico;

e nel si affronta la teoria dei metodi agli Elementi Finiti, inizialmen-
te in relazione alle equazioni ellittiche per cui risultano naturalmente adatti,
successivamente per le equazioni iperboliche per le quali Galerkin discontinuo
fu sviluppato in principio;

e nel si descrive il metodo di Galerkin discontinuo semi-lagrangiano
proposto, procedendo gradualmente verso la formulazione e gli aspetti imple-
mentativi connessi all’equazione di Hamilton-Jacobi-Bellman evolutiva in una
dimensione;

e nel si espongono i test effettuati e se ne valuta 'errore di discretiz-
zazione, il quale consente un confronto con altri metodi noti dalla letteratura;

e infine, nel [Capitolo 5]si commentano i risultati dei test, evidenziando i punti di
forza e debolezza del metodo proposto, quindi si suggeriscono possibili direzioni
di ricerca futura.
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1.1 Equazione di Hamilton-Jacobi-Bellman

Un sistema di controllo (CS)) in dimensione d nell'intervallo temporale 7 = [t,T] &
governato dalle equazioni della dinamica

g(s) = f(s,y(s),u(s)), 0<t<s<T, (CS)
y(t) =z, z €RY,

y : T — R? rappresenta la funzione dello stato del sistema, u : 7 — U ¢ la funzione
di controllo a valori nello spazio U C R™ compatto, f : T x R? x U — R? ¢ la
mappa della dinamica del sistema. Per ogni funzione di controllo che appartiene
all'insieme Uyq = {u : T — U, misurabile}, il Teorema di Carathéodory garantisce
I'esistenza e l'unicita di una soluzione continua e differenziabile quasi ovunque per
(CS) sotto le ipotesi di f continua, lipschitziana in y (uniformemente rispetto a s e
u) e misurabile rispetto a s [12, Teorema 8.1].

Per formulare un problema di controllo ottimo, ¢ necessario introdurre con (CS))
un funzionale costo che si desiderare minimizzard'] Nella formulazione di Bolza, il
funzionale dei problemi ad orizzonte finito, T" € R, ha la forma

Datu) = [ HES) (o) s+ TN,

yu € la traiettoria derivante dal controllo u € U,4 con condizione iniziale x al tempo
t, la mappa £ : R? x U — R & il costo corrente (per unita di tempo) ed ¢ assunta
lipschitziana in y (uniformemente rispetto a u) e limitata, L : R? — R ¢ la funzione
costo terminale ed é supposta lipschitziana e limitata. A > 0 ¢ un parametro che
rende paragonabili i costi ad istanti temporali diversi, nei contesti di carattere eco-
nomico é detto fattore di sconto.

Il problema del controllo ottimo pud essere quindi descritto in termini della value
function

v(t,x) = inf J;,(u),

UEULq

il cui significato ¢ il costo minimo associato con la condizione iniziale (¢, z). In virtu
delle ipotesi fatte sulle equazioni della dinamica e sulle funzioni costo, si deduce che
v:T x R? — R ¢é limitata e lipschitziana [I5, Cap. 3, Proposizione 3.1]|.

Inoltre, la walue function soddisfa il Principio della Programmazione Dinamica
, noto altresi come Principio di Ottimalita di Bellman, cio¢ V7 € (¢,7]

v(t,z) = inf {/tT E(yg(s),u(s))e_A(s_t) ds + v(T, yg(T))e_)‘(T_t)} , (DPP)

UEULq

la dimostrazione di questo risultato ¢ riportata in |16} sez. 10.3, Teorema 1]. Essen-
zialmente il problema di partenza ¢ stato scomposto in due parti (figura , infatti

'E indifferente riferirsi ad un problema di massimo poiché max g(z) =— mig(—g(m)).
TE rE
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v(t,x) é il valore associato al problema di controllo ottimo nell’intervallo temporale
[t, 7] con costo corrente £ e costo terminale v(7,y* (7)) e quest’ultimo ¢ ancora un
problema di controllo ottimo nell’intervallo temporale [7,T] con costo corrente ¢ e
costo terminale L(y" (T)).

ye (1)

t T T

Figura 1.1: Il problema di ottimizzazione viene suddiviso in due
parti, rispettivamente, nell’intervallo [t, 7] e [r, T], le scelte ottime
sono rappresentate in blu.

Sotto I'ipotesi di value function differenziabile con continuita (ipotesi che puo esse-
re inseguito indebolita) si puo ottenere una versione infinitesimale di , cioé
un’equazione alle derivati parziali che, accoppiata con un’opportuna condizione al
bordo, viene risolta da v. Infatti da ,

Yp (L +h) = yp(t) + hf(t 2, u(t)) + o(h),
ov

v(t+h,y(t+h) =v(t,x)+ ha(t, x)+ Vyu(t,z) - hf(t,z,u(t)) + o(h),

t+h
| . u)e 0 ds = . ule)) + ol

sostituendo le uguaglianze appena scritte in (DPP)) per 7 = t + h e supponendo
A = 0, si ottiene

v(t,x) = ulerbltﬁd {hﬁ(x,u(t)) +o(t,z) + h%(t, x)+ Voo(t,z) - hf(t,z,u(t)) + o(h)} ,

0= ulelzllﬁd {hﬁ(x,u(t)) + h%(t,x) + Vou(t,z) - hf(t, x,u(t)) + o(h)} :
)

o o

(t,x) + Vyu(t,z) - f(t,x,u(t)) + —} .

ot h

UEUGq

0= inf {é(x,u(t)) +
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Passando al limite A — 0, l'infinitesimo di ordine superiore a h tende a 0 e con
esso scompaiono anche i termini che coinvolgono wu(s) con s > ¢, quindi I'estremo
inferiore viene valutato direttamente nello spazio U, in totale si ricavaf]

%(t,x) = —;rellf] {l(z,u) + Vyu(t,z) - f(t,z,u)},

con 0 <t < T,z € R?e condizione al bordo che deriva dalla conoscenza della value
function in (T, x),

v(T,z) = inf Jr,(u) = inf L(yy(T)) = L(z).

UEUq u€U,q

In modo equivalente, si puo riscrivere per 0 <t < T e z € R?

o)
E(t,x} = igg{—ﬁ(w, u) — Veu(t,z) - f(t,z,u)}, (HIB)
(T, z) = L(x),

I’equazione alle derivate parziali di , nel contesto dei problemi di controllo
ottimo ad orizzonte finito, si definisce di Hamilton-Jacobi-Bellman perché rappre-
senta il principio di Bellman in termini dell’equazione evolutiva di Hamilton-Jacobi,
rappresentata in (LJ)). Precisamente, per 0 <t < T e x € R%, la formulazione

%(t, x)+ H(t,x,V,u(t,z)) =0,

v(0,x) = vo(x),

(HJ)

con H operatore Hamiltaniano, equivale a (HJBJ|) dei problemi di controllo ottimo
quando H(t,x,p) = inf,cy{l(x,u) +p- f(t,z,u)} e si esegue il cambio di variabile
t—T—t.

1.2 Soluzione di Viscosita

In generale, € noto che il problema di Cauchy associato alle equazioni di Hamilton-
Jacobi (HJ)) non ammette una soluzione (:lassicaﬂ7 per esempio quando le curve
caratteristiche si incontrano in almeno un punto del dominio. In taluni casi é stato
introdotto il concetto di soluzione debole, poiché risolve I'equazione alle derivate
parziali quasi ovunque. Tuttavia, questa generalizzazione é risultata inadeguata
nel contesto delle equazioni di Hamilton-Jacobi perché non ¢ sempre in grado di
assicurare 'unicita della soluzione.

2Per A non nullo, ricordando che e™*" ~ 1 — \h e seguendo gli stessi passaggi, si giunge alla
formulazione 2% (t,z) = \v(t, z) — infuep {€(z,u) + Vyu(t,2) - f(t,z,u)}.

3Soluzione globalmente differenziabile con continuita, N volte, con N ordine dell’equazione alle
derivate parziali che risolve.
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Esempio 1.1

Il problema monodimensionale conxt € Re 0 <t <T

ov ov
v(0,2) = |,

corrisponde a (fJ)) quando H(t,x,p) = |p| e vo(z) = 0. E facile verificare
che sono infinite le soluzioni in senso debole di tale problema, di seguito sono
riportate tre funzioni lipschitziane, v,(t, ) = |x| —t,

x| —t, se|x|>t, x| —t, sel|x|>t,
U,,@,x):{' | 2] Uc@,x){' | 2]

t—|x|, selx| <t 0, se |z| <t,

che soddisfano quasi ovunque (1.1)), eccetto per i punti che giacciono su x = 0
(casia eb) e sux = =+t (casib e c).

Per tale ragione, all’inizio degli anni ‘80, M. G. Crandall, L. C. Evans e P. L.
Lions proposero la nozione di soluzione di viscosita [I7] e le relative proprieta [I§]
per equazioni differenziali alle derivate parziali scalari, classe cui appartengono le
equazioni di Hamilton-Jacobi. Tale soluzione, come si vedra, esiste, ¢ unica ed ¢é
stabile, queste condizioni rappresentano la buona positura di un problema.

Al fine di introdurre la teoria alla base di questi risultati, si consideri I’equazione
differenziale scalare del primo ordine

F(q,v(q),Vv(q) =0 q€Q, (DE))

con Q C R aperto e F: Q x R x R — R mappa continua sul suo dominio.

Definizione 1.1

Una funzione v € C(Q) si definisce subsoluzione di viscosita in () per I'equazione
F(q,v(q),Vu(q)) =0 se, V¢ € C1(Q),

F(qm, viaum), Volqu)) <0 (SubS)

ad ogni punto qy; € () di massimo locale per v — ¢.

Definizione 1.2

Una funzione v € C(Q) si definisce supersoluzione di viscosita in ) per I'equa-
zione F(q,v(q), Vo(a)) = 0 se, ¥ € C1(Q),

F(qm, v(gm), Vo(gm)) = 0 (SuperS)

ad ogni punto q,, € () di minimo locale per v — ¢.
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Definizione 1.3

Una funzione v € C(Q) si dice soluzione di viscosita in () per I'equazione
F(q,v(q), Vu(q)) = 0 se é simultaneamente subsoluzione e supersoluzione.

Le funzioni ¢ appena introdotte nelle definizioni sono dette di test.
In virtu della condizione (SubS|) e (SuperS|), non ¢ mai restrittivo testare una pre-

sunta subsoluzione con delle funzioni ¢ tali che v(qy) = &(qa) € una presunta
supersoluzione con delle funzioni ¢ tali che v(¢y,) = ¢(gm), si veda figura

\ /
¢ \
\

qm dm

Figura 1.2: Funzione test ¢ per v candidata subsoluzione (in ¢p) e
supersoluzione (in ¢,,) di viscosita.

Una proprieta peculiare di questa tipologia di soluzione € che, in generale, non
sono preservate da un cambio di segno nell’equazione, in pratica le soluzione di
viscosita per F(q,v(q), Vv(q)) = 0, quasi sempre, non corrispondono a quelle per
—F(q,v(q), Vo(q)) = 0.

Il termine viscosita, che identifica questa classe di soluzioni deboli, deriva dal pro-
cesso usato inizialmente per ottenerle. Il metodo consiste nel considerare le soluzioni
classiche v, del problema regolarizzato F'(q,v-(q), Vve(q)) = €Av.(q) con ¢ € Q e
calcolare v come

v = lim v,
e—0t

tale procedura si definisce metodo della Viscosita Evanescente poiché, nel contesto
della Meccanica dei Fluidi, € rappresenterebbe la viscosita del fluido.
L’equivalenza tra quest’ultima nozione di soluzione di viscosita e la definizione 1.3
richiede una giustificazione formale, per cui si rimanda all’articolo [I8, Teorema 3.1].
Tuttavia, per dare semplicemente un’idea, siano q,; e ¢, rispettivamente punti di
massimo e minimo locale di v. — ¢, alloral] A(v: — ¢)(gar) < 0 € A(ve — @) (gm) > 0,
ricordando che v, € soluzione classica del problema regolarizzato, si ha

0= F(gm,v=(qm), Vve(qu)) — eAv=(qnr) = F(qur, ve(qur), Vo(an)) — eAd(qnr),
0 = F(gm, ve(qn), V:(qm)) — €A0:(¢m) < F (G, ve(qm): VE(@m)) — eAd(qm)-
IAf =Tr(V(Vf))), z punto di massimo locale per f = V(Vf)(z) x 0 = Af(z) <0, al

contrario  punto di minimo locale per f = V(Vf)(z) 0 = Af(x) >0 (A<0e A=0
significa che A ¢, rispettivamente, semidefinita negativa e positiva).
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passando quindi al limite € — 0, si ritrovano rispettivamente le condizioni (SubS) e
SuperS).

Proposizione 1.1

a) Sev € C(Q) é una soluzione di viscosita in Q) per F(q,v(q), Vv(q)) = 0, allora
v € soluzione di viscosita per la stessa equazione in qualsiasi aperto Q) C Q).

b) Sev € C(Q) ¢é una soluzione classica in @ di F(q,v(q),Vv(q)) =0 (cioé v é
differenziabile con continuita e soddisfa I'equazione Vx € @), allora v é anche
soluzione di viscosita.

c) Sev € C(Q) é soluzione di viscosita in Q per F(q,v(q),Vv(q)) =0, allora v
é anche una soluzione classica.

Dimostrazione :

a) Se gy € Q' & un punto di massimo locale per v — ¢’ con ¢’ € C*(Q'), allora
gy € un punto di massimo locale anche per v — ¢ con ¢ € C1(Q) e tale che
¢ = ¢ in un intorno circolare chiuso di raggio r > 0 centrato in ¢p;. Quindi,
dalla definizione di subsoluzione di viscosita, si ha

F(qn,v(am), V' (qu)) = Flaar, v(qur), Volgr)) < 0.
Un ragionamento identico si applica per dimostrare che v é anche supersolu-
zione di viscosita in Q.
b) Presa qualsiasi ¢ € C'(Q) e un punto di massimo locale per v— ¢, per l'ipotesi

di differenziabilita di v, si ha

V(u—9¢)(gu) =0 = Vulgm) = Vo(qm)

quindi, dalla definizione di soluzione classica,

0= F(gm,v(gm), Vu(anm)) = F(qnr, v(gm), Vélan)) < 0.

Questo risultato prova che v é subsoluzione di viscosita, lo stesso ragionamento
si applica per dimostrare che v é anche supersoluzione di viscosita.

c) Per l'ipotesi di v € C1(Q), si puo scegliere come funzione test ¢ = v, allora
v — ¢ = 0 e di conseguenza ogni punto del dominio é sia massimo che minimo
locale. Dalle condizioni (SubS) e (SuperS) si ha che Vq € Q

0> F(g,v(q),Vv(g)) 20 < Fl(q,v(q), Vv(q)) = 0. -

E importante sottolineare che il primo enunciato giustifica il carattere locale della
nozione di soluzione di viscosita, invece gli altri due evidenziano il legame con il
concetto di soluzione classica.
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Continuazione esempio [1.1]

Sia v, (t, ) che vy(t, x) non sono soluzione di viscosita del problema (|1.1)). Infatti,
si consideri v,(t, ) e sia ¢ = x* — t, chiaramente ¢ € C1((0,T] x R) e v, — ¢ ha
un punto di minimo locale in (t,0) per ognit € (0,T], ma

9 1,0y + '@(t,())‘ —1+0=—-1%0.

ot ox

Si consideri, allora, vy(t,z) e sia ¢ = t — x?, chiaramente ¢ € C*((0,T] x R) e
vy — ¢ ha un punto di massimo locale in (t,0) per ognit € (0,T], ma

9¢ 9¢ _ _
E(t,o)qt %(t,o)‘ =1+0=1<0.

Definizione 1.4

Si definisce superdifferenziale di v in a € () I'insieme

V*tou(a) = {p € R : lim sup v(b) —va) =p-(b=a) < O} .
b—a,beqQ |b - a|

Si definisce subdifferenziale di v in a € () 'insieme

- _ d+1 . Jimin v(b) —v(a) —p-(b—a)
\% U(a)—{pE]R | f bl 20}.

b—a,beq@

Gli insiemi appena definiti sono sottoinsiemi chiusi e convessi di R4*!. Se in un
punto ¢ € @, sia V*ov(q) che V~v(q) sono non vuoti, allora entrambi contengono
solo I'elemento Vv(q), quindi v ¢ differenziabile in ¢, inoltre vale anche il viceversa.

Lemma 1.2
Sia v € C(Q), allora

a) p € DT(q) < 3¢ € CY(Q) tale che V¢(q) = p e v — ¢ ha un massimo
locale in q,

b) pe D™ (q) < J¢ € CH(Q) tale che V¢(q) = p e v — ¢ ha un minimo locale
in q.

Sia il Lemma appena riportato, che le proprieta esposte in relazione agli insiemi
subdifferenziale e superdifferenziale, sono dimostrate in [I5, Cap. 2, Lemma 1.7 e
Lemma 1.8]. Come diretta conseguenza, tali enunciati permettono di scrivere una
definizione equivalente di soluzione di viscosita.
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Definizione 1.5

Una funzione v € C(Q) si definisce subsoluzione di viscosita in () per I'equazione
F(q,v(q), Vo(q)) = 0 se, Vg € Q e Vp € VTu(q),

F(q,v(q),p) <0.

Definizione 1.6

Una funzione v € C(Q) si definisce supersoluzione di viscosita in Q) per 'equa-
)

zione F(q,v(q),Vu(q)) =0 se, Vg € Q e Vp € V™ u(q),

F(q,v(q),p) = 0.

E conveniente introdurre queste nuove definizioni poiché sono piit adatte a dimo-
strare importanti proprieta di questa classe di soluzioni, tra cui quelle di seguito
enunciate.

Proposizione 1.3

a) Se v € C(Q) ¢ una soluzione di viscosita in @ per F(q,v(q),Vv(q)) = 0,
allora F(q,v(q), Vv(q)) = 0 in ogni punto q € @ in cui v é differenziabile.

b) Se v é localmente lipschitziana ed é una soluzione di viscosita in @) per I'e-
quazione F'(q,v(q), Vv(q)) = 0, allora F(q,v(q), Vv(q)) = 0 quasi ovunque in
Q.

Dimostrazione:

a) Sia ¢ € @ un punto di differenziabilita per v, allora gli insiemi {Vv(q)},
V*u(q) e V™ v(q) coincidono, in virtu delle definizioni e si ricava che

0> F(g,v(q),Vu(q)) > 0 <= F(q,v(q),Vu(q)) =0.
b) Per il Teorema di Rademachelﬂ v & differenziabile quasi ovunque in @, per
Ienunciato a) della proposizionesi deduce quindi che F(q,v(q), Vv(g)) =0

quasi ovunque in Q. u

Conclusione esempio [1.1]

Si consideri la soluzione debole v.(t, z) con (t,x) € Q = (0,T] xR, gli unici punti

5f:Q — R™ localmente lipschitziana in Q C R™ aperto = f ¢ differenziabile quasi ovunque
[16, sez. 5.8, Teorema 6].
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di non differenziabilita sono posti in x = +t. Allora

—o(t,t)—p-(s—t,x—1
Voo(t,t) = ¢ peR*: liminf v(s,7) —ultt) —p-(s -tz —1)
(101000, (5~ t.z— 1)
(wa)eQ

>0p =

—s,0
={pc R?: liminf max(|z| — 5, 0)
(s.0)=(tt), (s —t, 2 —1)]

(s,2)€Q

— |plcos® >0 3,

dove 0 indica ’angolo compreso tra il vettore p e (s —t,z —t). Si denoti I'insieme
S ={(—a,a):a >0}, Vp € R?*\ S si puo prendere (s,z) — (t,t), con |z| < s,
tale che cos > 0, quindi |p|cosf >0 e

max(|z| — s,0)

lim inf plcosf = liminf 0 — |p|cosf 2 0.
(s2)—=(tt), |(s —t,x —t)] — Il (s,3)—(t,1), P 7
(s,2)€Q (s T)EQ

Per gli elementi di S, sotto le stesse ipotesi, si ha cos < 0, quindi |p|cosf < 0 e

-s,0
lim inf max(jz] = 5,0) — |p|cos@ = liminf 0 — |p|cosf = 0.
(s,2)—=(t,0), |(s —t,x —t)] (s,0)—=(6,t),
(s,x)€Q (5:2)€Q
Tuttavia, non é ancora conclusa la verifica che gli elementi p = a(—1,1), con
a > 0, appartengono al subdifferenziale di v in (t,t). Se (s,z) — (t,t), con
|z| > s, si ricava

max(|z| — 5,0) —a(t —s+z — 1) _ |z] — s —a(z —s) :x—s—a(:p—s)
(s —t,x — 1) (s —t,x — 1) (s —t,x—1t)| ’

poiché x > 0 quando x — t. Per cui

x_s_a(x_s)_(l—a)<$—3) >0 — a<l.

(s—tz—t)  [s—tz—1t)] "
Quindi, risulta V-u(t,t) = {( ,a) © a € [0,1]} e identicamente si ottiene
anche V- u(t,—t) = {(5,0) : [ 1,0]}. In virtu delle proprieta accennate in

relazione agli insiemi subd1ﬁerenziale e superdifferenziale, si ha necessariamente
Vtu(t,t) = Vto(t, —t) = 0.
Dunque, richiamando la definizione

Vpev_v(t7t)7 p1+|p2|:—01+|0[| :—Oz—I—O[:O,
vpeviv<_t7t>7 p1+|p2|zﬂ+‘5|:ﬁ_5207

pertanto v.(t, x) risulta essere una soluzione di viscosita dell’equazione ({1.1]).
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L’equazione (DE,|) descrive anche I'equazione evolutiva di Hamilton-Jacobi,

%(t,x) + H(tuxvvxv(t,x» - O, (t,x) € (O,T) X Rd7

quando Q = (0,7) x R = ¢ = (t,x) e

F(q,v<q>,Vv<q>>=3—;’1<q>+H(q, {3—;’2@ o0 <q>]).

" 0qa

Si puo quindi adattare la definizione di soluzione di viscosita a questa classe di solu-
zioni. Semplicemente, le condizioni che v € C((0,T) x R?) deve soddisfare per essere
subsoluzione e supersoluzione di viscosita in (0,7') x R? diventano rispettivamente

0
a_f(tMan) + H(ty, v, Vad(taur, ) <0
0
a_(f(tm’ .Tm) + H(tma Tm, vx¢(tma xm)) Z 07

con (tyr, zpr) € (tm, ) rispettivamente punto di massimo e minimo locale di v — ¢,
Vo € CH(0,T) x RY).

Il principale risultato che si vuole dimostrare ¢ I'unicita della soluzione di viscosita
per questa classe di equazioni evolutive di Hamilton-Jacobi. Per i teoremi sull’esi-
stenza delle soluzioni di viscosita per equazioni differenziali scalari del primo ordine
(DE,), si consiglia I'articolo [I9] in cui viene introdotto il metodo di Perron, per i
risultati sulla stabilita si consulti il testo [15, Cap. 2, Proposizione 2.2].

Al fine di alleggerire in parte la scrittura, si definiscono le notazioni Q = (0,T') x RY,
Q=(0,T] xR e @ =1[0,T] x R

Lemma 1.4

~

Siano v, v € C'(Q) rispettivamente subsoluzione e supersoluzione di viscosita in
Q) dell’equazione

%(t, x)+ H(t,z,Vo(t,z)) =0,

allora v e v sono anche subsoluzione e supersoluzione di viscosita in ().

La dimostrazione del Lemma ¢ riportata in [20, Lemma 2.8].

Teorema 1.5 (Principio del confronto)

Sia H : [0,T] x RY x R — R una mappa che soddisfa le seguenti ipotesi:

e Im : Rt — R* continua, crescente, con m(0) = 0, tale che Vz,y € RY,
vt € (0,7] e Vp € R? si ha |H(t,2,p) — H(t,y,p)| <m(|z —y|(1+p]);

e H ¢ uniformemente continua in [0, T] x R? x B,.(0) Vr > 0.
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Siano v e v funzioni limitate e uniformemente continue in (), inoltre siano
rispettivamente subsoluzione e supersoluzione di viscosita in () dell’equazione

0
a—:(t, v) + H(t, z, Voo(t,z)) = 0,
allora
sup {U(t,x) - @(ta CL’)} < sup{U(O, J:) - 17(07 I)}
(t,ﬁ)EQ iEERd
Dimostrazione:

Sia C = sup,cra{v(0,2) — 0(0,2)} € R poiché per ipotesi v e ¥ sono limitate, sia
inoltre M = sup@{v — v} — C e si supponga per assurdo M > 0.
Si consideri la funzione ausiliaria ¥ : Q x Q — R,

I N |

V@, sy) = ot x) = Bls,9) =M = 5 5 allel* + ly1*), (1.2)

9

con \,n,e >0e a € (0,1]. Quando 1 e € sono sufficientemente piccoli, il massimo
di 1 si sposta verso i punti in cui (¢,z) coincide con (s,y). Tuttavia, siccome il
dominio non € compatto, il termine di penalizzazione con coefficiente « & necessario
per garantire che il massimo di v sia raggiunto.
Infatti, la funzione ausiliaria é continua nel suo dominio, limitata superiormente e
diverge negativamente per |z|,|y| — 400, pertanto ammette un massimo globale
My in (to, o, S0, Yo), con dipendenza dai parametri A, 7, €, .
In particolare, ¢ sempre possibile ottenere tg, sg > 0, aggiustando opportunamente
i parametri di ¢. Infatti, si possono scegliere X, a cosi piccoli da imporre sia vera
I'ultima disequazione prima del segno di implicazione,
M
My = maxv > max ¢(t,z,t,x) > —
QxQ  (ta)eQ 2

+C =

- M
= v(to, o) — ¥(s0,%0) > ¥(to, %o, 50, Y0) = Mo > -5+ C.

Aggiungendo e sottraendo al primo membro gli stessi termini, si ottiene

M
7 +C < U(th .T[)) - ’U(O?xO) + U(O,l’o) - 17(0,1'0)4—
+6(07 iL‘()) - Q~]<t07 .’IJ(]) + ’D(t07 $0) - ,D(SOa y0)7

richiamando la definizione di C' e denotando con w e @, rispettivamente, il modulo
di continuitdf] delle funzioni v e @, si ha

M 5 N

> + C < w(tg) + C + w(to) + @(|to — so| + |zo — yol),
M

5 Swlto) + @(to) + @(VARN + VARe).

6Una funzione f : Rt — R* continua, crescente, con f(0) = 0.
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Si precisa che 'ultima disuguaglianza tiene conto delle relazioni ([1.3|) che verranno
ricavate successivamente. Per concludere questa parte di dimostrazione, prendendo
7, € sufficientemente piccoli, si ottiene

M < wtto) + atto),

cio implica, per le proprieta dei moduli di continuita, che tg > 0. In modo del tutto
analogo si deduce anche sg > 0.
Le stime di [tg — so| e |zo — yo| si ricavano attraverso i seguenti passaggi,

¢(t7$737y) Sw(t(]vx(]:s()vy()) V(t,l‘,y,S) EQX@ =
= ¢(0a Oa Oa 0) < ¢(t0,$07 807y0) < w(t()v Zo, S0, yO) + )\th
esplicitamente si ha

[to —s0l*  |zo —wol*

0(0,0) = 9(0,0) < v(to, 7) = ¥(s0,90) = — 5 2

a(lzol* + |yol®),

lto — sol” | |70 — wol? 2 2 ~ ~
772 + 2 + Oé(|.’L‘0| + |y0’ ) < U(t0>$0) - U(S(],yo) - U(O7O) + U(O¢O)a

to —so* | |zo — ol?
| 2 £yl = =t ol + lyoP?) < 4R

dove R? = max(||v]oo, [|7]loo) € R > 0. L'ultima disuguaglianza deriva dall'ipotesi
che v e ¥ sono limitate in ) indipendentemente da A, n, €, a, pertanto

[to — so| < 2Rn, |zo —yo| < 2Re, (1.3)
alzo| < 2RV,  aly| < 2RV

In aggiunta, si puo ricavare la stima (|1.5]) che risultera utile successivamente,
¢(t7$737y) Sw(t(]vx(]:s()vy()) V(t,l‘,y,S) EQX@ =
= ¥(to, z0, to, z0) = v(to, z0) — B(to, w0) — Ao — 20|wo|* < ¥ (to, x0, 50, Vo),
dunque

0 < ¥(to, o, S0, Y0) — v(to, w0) + ¥(to, T0) + Mo + 2a|zo|?,

[to —s0l* |0 — yol?

0 < o(to, z0) — 0(s0,Y0) — 2 = T a(lzol? = lyol?),
quindi
to—sol* | |lzo—wol® _ . N
ool 10 Z0E < it 20) — (50, 0) + it + 30) - (a0~ 30) <

@([to — so| + |zo — yol) + alzo + yollzo — yo| <
O(2Rn + 2Re) + af|xo| + |yo|)2Re <
@(
@(

ININ A

2Rn + 2Re) + 4Ry/a2Re <
2Rn + 2Re) + S8R, (1.5)

IN
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la seconda disuguaglianza tiene conto della maggiorazione tramite modulo di con-
tinuita di o, invece le restanti disuguaglianze coinvolgono le stime , .
Ricapitolando, finora si é dimostrato che la funzione ausiliaria ammette un
massimo globale in (tg, g, S0, Y0) € @

Si consideri la funzione ¢ € Cl(@),

t—s0> | |z —wol
— +
7

o(x,t) = 0(s0,y0) + At + + a(lz* + yol?),

e2

chiaramente (zg, ty) € @ ¢ un punto di massimo di v — ¢, inoltre v ¢ subsoluzione
di viscosita in @ (Lemma , pertanto

0
aff(toafﬁo) + H(to, zo, Vap(to, zo)) <0,

2(to — s0) 2(xo — yo)

A+ 5 + H <t0,x0,2+2am0> <0. (16)
n 3

Analogamente, si consideri la nuova funzione ¢ € C 1(@),

to— s> |wo —yl?
(5. 1) = vlto, 0) — Mo — | 772‘ W ol + ),

9

chiaramente (sp,%0) € @ & un punto di massimo di ¢ — o, cioé un punto di minimo
di © — ¢, inoltre © é supersoluzione di viscosita in () (Lemma , pertanto

0
87(5(80’ Yo) + H (50, Y0, Vap(so,yo)) > 0,

2(tg — s 2(xg —
(072(>>+H SO,ZM’M_QO@O 0. (17)
n g

Unendo le relazioni ([1.6)) e (1.7]), si ottiene
2(xo — oo —
A+ H <t07x07(x02y0)+2ax0> <H <807y07(5602y0) —204?/0> )
€ €

2 — 2 —
ASH (sﬁvyOa(xOQyO) —2061/0) - H <t07$07($02y0)+2a$0> )
g [

aggiungendo e sottraendo al secondo membro gli stessi termini, si ricava

2(xo — 2(xo —
A< H (so,yo, (33062'%) — 2ay0> -H (to,xo, (!Toazyo) + 2&1‘0) +

2(a0 — ) 2(a0 — ) 9
xro — ro —
+H <t07y07 08723/0 + 20[330) -H (t()?y()a 0&_722/0 + 2061‘0) )

in virtu della prima ipotesi relativa ad H, la disuguaglianza precedente diventa

A < H(so,y0,po — 2a(zo + yo)) — H(to, yo, po) + m(|zo — yol(1 + [pol)),
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con po = 2(zo — yo)/e? + 2ax.
Si consideri ’argomento della funzione m, allora

2
Lo — Yo
20— ol(1 + Ipol) < lzo —vol + 222220 4 2afaolleo —yol <
2
Zo — Yo
< fao = yol (1 + 2afao)) + 220200 <
< 2Re(1+4RV/a) +20(2Rn + 2Re) + 16R% <
< 2Re(1+4R) + 20(2Rn + 2Re) + 16R%,
si precisa che nel penultimo passaggio si & tenuto conto delle stime (|1.3)), (1.4]), (1.5).

Dunque, per ¢ e 7 sufficientemente piccoli risulta m(|zo — yo|(1 + |po|)) < A/2.

Inoltre, si ha

- 2R 4R
pol < 2M + 2azo| < QT; +4RVa < — +HAR<r(e),

dove nuovamente sono state utilizzate le stime (|1.3)), (1.4)), identicamente si ricava
|po — 2a(zp + yo)| < r(e). Pertanto, attraverso lipotesi di continuitd uniforme di

H si ottiene il seguente risultato,

H (50,10, p0 — 2a(x0 + y0)) — H(to, yo,po) < me(|to — so| + 2c|x0 + yol),

con m modulo di continuita di H in [0, 7] x R? x B,(+(0).
In sintesi, per ¢ e n sufficientemente piccoli, la disequazione (|1.8]) diventa

A < me(|to — so| + 2alzo + o) + 5
A

= < me(to — so| + 2a(|zol + |yol)),
A < 2m.(2Ry + 8RV/a).

Infine, prendendo il limite 7, — 0, si giunge alla contraddizione 0 < A < 0 che
conclude la dimostrazione. Infatti, necessariamente deve essere M < 0, cioé

sup {v(t,z) —o(t,z)} — sup{v(0,z) — 0(0,2)} <0,

(t,z)eQ z€R4
sup {U(t,SU) - 6(1;7 l‘)} < sup {’U(O,.T) _7}(071")}
(t,z)eQ z€R4 ]

Si precisa che per la stesura di questa dimostrazione, si é fatto principalmente rife-
rimento alla monografia [20, Teorema 2.4 e Teorema 2.8| e in modo complementare

al testo [16], sez. 10.2, Teorema 1].

7Si veda la nota |§| al fondo di pagina
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Corollario 1.6

Sotto le ipotesi del Teoremarelative alla mappa H , il problema (HJ)) ammette
al pitt una soluzione di viscosita limitata e uniformemente continua.

Dimostrazione:

Si supponga esistano v e vy soluzioni di viscosita del problema limitate e
uniformemente continue. Per ipotesi v1(0,z) = v9(0, ) = vo(z) Vo € R%. Siccome
v1 e vg sono anche rispettivamente subsoluzione e supersoluzione, dal Teorema [1.5
si ottiene

sup {v1(t,z) — va(t,2)} < sup {v1(0,2) — v2(0,2)} =0 = v; < vy in Q,
(tz)eQ z€R?

invertendo il ruolo di v; e vy si giunge invece al risultato opposto, cioé vo < vp in
Q. Pertanto, 'unica possibilita é che v1 = v in Q. |






Il metodo di Galerkin continuo e discontinuo

Il metodo agli Elementi Finiti risolve numericamente un problema differenziale ri-
scritto in forma variazionale attraverso la discretizzazione del dominio €2 e 'appros-
simazione dello spazio funzionale V' in cui vive la soluzione v del problema differen-
ziale. Dunque, il problema variazionale di dimensione infinita produce un sistema
di equazioni con un numero finito di incognite che, una volta risolto, caratterizzano
la soluzione numerica.

2.1 1l problema ellittico

Si consideri il problema classico di un’equazione di diffusione-convezione-reazione
nella variabile v e dominio 2 C R limitato,

V- (eVv)+8-Vo+ov=f inQQ,
v =gp sul'p C 01, (SF)

6@291\[ SUFNZaQ\FD.
on

I termini gp e gy rappresentano rispettivamente dei dati al bordo di Dirichlet (I'p)
e Neumann (I'y), n ¢ il versore normale uscente dal bordo I'y, mentre €, 3, o, f sono
funzioni scalari che caratterizzano il problema differenziale. Tuttavia, quest’ultimo
non ammette sempre l'esistenza di una soluzione nel senso claussicdf]7 rendendo per-
tanto intrattabili alcuni casi fisicamente significativi. Per tale ragione, si introduce
una formulazione che indebolisce le condizioni che v deve soddisfare.

Si moltiplichino ambo i membri dell’equazione alle derivate parziali di per una

1Si veda la nota [3| al fondo di pagina
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generica w € Hyp () con Hyp () = {w € H'(Q) : wyr, = 0} e si integri su 0,

/Q—V-(5Vv)wdQ+/ﬂ(ﬁ~Vv)wdQ+/

avwdQ:/fwdQ,
Q Q

/&TVU'VU)dQ— 6@wdf+/(ﬁ~Vv)wdQ+/
Q o0 On Q Q

/6VU-deQ—/ gNwdF+/(ﬁ-Vv)wdQ+/avwdQ:/fwdQ,
Q 'y Q Q Q

/6VU-deQ—|—/(/B-VU)wdQ+/vadQ:/fwdQ+/ gywdl. (2.1)
Q Q Q Q In

vadQ:/fwdQ,
Q

Nel primo passaggio, al primo termine, é stata applicata l'identita seguente che
deriva dal Teorema della Divergenza e dalla regola di derivazione del prodotto,

/a 5@10 dl’ = /m e(Vu-n)wdl = /QV - ((eVv)w) dQ =

Qan

:/V'(€Vv)wd§2+/6Vv'deQ,
Q Q

mentre il secondo passaggio deriva dai dati al bordo di e da wyr, =0.
Ritornando all’equazione , affinché gli integrali risultino ben definiti, si suppon-
gav € HY(Q), e,0 € L®(Q), B € (L), f € L*(Q) e gv € L*(Ty), avendo
ricordato che per costruzione w € Hj (Q).

Piu precisamente, effettuando la decomposizione v = vo+R,,,, si ottiene come nuova
incognita vy € Hyr (), dove Ry, € Hy_ 1 (Q) ¢ un rilevamento di v e H) ()
¢ lo spazio delle funzioni H'(Q2) con gp sul bordo di Dirichlet. Di conseguenza, le
funzioni w vivono nello stesso spazio funzionale in cui si ricerca la soluzione e tale
spazio funzionale ¢ effettivamente un sottospazio chiuso di H'(2), piuttosto che una
varieta affine.

Si introducono allora la forma bilineare a : H'(2) x H*(2) — R e la forma lineare

F:H\Q) = R,
a(v,w) = / eVu - VwdQ + /(5 -Vo)wdQ + / ovw dSQ, (2.2)
Q O 0

Flw) = /Q FuwdS + /F g, (2.3)

che, tramite il passaggio F'(w) = a(v,w) = a(vo + Ry, , w) = a(v, w) + a(Ry,,
permettono di scrivere il problema differenziale in forma debole, o variazionale,

w),

a(vg,w) = F(w) —a(R,,,w) Yw € H&ID(Q), (WE)

9D>

{trovare vy € Hyp, () tale che

in contrapposizione alla formulazione forte (SF]). In questo modo, viene rilassata
I'ipotesi di differenziabilita della soluzione fino all’ordine due e il significato delle
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derivate viene sostituito dalla pitt generale versione distribuzionale.

Tuttavia, & necessario sancire delle condizioni sufficienti che rendano la formula-
zione ben posta nel senso di Hadamard (esistenza, unicita e dipendenza con
continuita dai dati). A tal fine, si richiamano brevemente le seguenti definizioni,

e asidice continua in V se 3C, > 0 tale che |a(v, w)| < Cul|v||v ||w|lv Yv,w € V,
e a si dice coerciva in V se Ja > 0 tale che al|v||} < a(v,v) Vv €V,
e [ sidice continua in V' se 3CF > 0 tale che |F(w)| < Cg||lw||y Yw € V,

la piu piccola costante C'r per cui € vera la precedente disuguaglianza é

F(w
1Pl = sup 200
wev\joy Wy

con V' spazio duale di V.

Teorema 2.1 (Laz-Milgram)

Sia V' uno spazio di Hilbert, a : V x V — R una forma bilineare continua e
coerciva in V e F : V — R una forma lineare continua in V. Allora esiste ed é
unica la soluzione del problema

(VP)

trovare v € V tale che
a(v,w) = F(w) Yw e V.

Corollario 2.2

La soluzione del problema (VP)) soddisfa

1
Jolly < < I1F

con « costante di coercivita della forma bilineare a.

Dimostrazione:

Ricordando la definizione di coercivita di una forma bilineare, scegliendo w = v
nell’equazione del problema (VP)) e richiamando il significato di continuita di una
forma lineare, si ha

alloll} < a(v,v) )
a(v,v) = F(v) p = a|vlly; < |Fllv vl = [vllv < EHFHW
F(v) < ||F|lv|lv]lv m
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Dal corollario del Teorema [2.1] la cui dimostrazione ¢ in [2I, Teorema 5.1.1], si
deduce un’ultima importante proprieta. Siano v; e ve soluzione del problema (VP)
con dati rispettivamente F; e F5, allora YVw € V'

ZE:;Z; z ZEZ%} = a(vi—vp,w) = (F1—F)(w) = [[ui—vly < é”FI_FQHV"

In pratica, una piccola perturbazione dei dati genera una piccola variazione della
soluzione in norma V.

Ritornando quindi alla formulazione , la risolvibilita ¢ garantita se, denotando
con V lo spazio Hjp (€2), si caratterizza la forma bilineare a dell’equazione

come continua e coerciva in V e la forma lineare F' come continua in V', dove
F(w) = F(w) —a(Ry,,w) e F coincide con l'espressione ({2.3]).

Prima di procedere, conviene precisare che lo spazio Hjp () eredita la norma di
H'(Q) in quanto suo sottospazio, cio¢

HwH%Ié,FD(Q) = ||w||%11(9) = ||w||2L2(Q) + vaH?L?(Q))d?
inoltre si deduce immediatamente che
[wllze) < lwllm@)y,  [[Voll2@pe < [wlla@-

Dunque, applicando ad ogni addendo della forma bilineare a la disuguaglianza di
Holder estesa al prodotto di tre funzionﬂ si ha che Yv,w € V

/Q€VU VwdQ| < el @ IVl zz@pal Vel zaye < llellee@llvllm @ llwllm ),

/Q(ﬁ - Vo)w dQ| < || B[z ) | VOl (2l z2) < 1Bl poe @Vl ar @ lwl 1),

/QO’W dQ| < |lollze@llvllz@llwliz@) < lollze@llvla @ llwlim e,
da cui si ottiene immediatamente la continuita,

|a(v, W) < (lelle@) + 18]z @y + lollLe@)lvlla @ lwlm@-

Per stabilire la coercivita di a, si considerino i seguenti passaggi che derivano dal-
la conoscenza che v € H(%’FD(Q), dal Teorema della Divergenza e dalla regola di

2Siano f € LP, g€ LY e h € L" con p,q,r € [1,00] tali che %—&— % —l—% =1, allora fgh € L' e
J1fghl < flzell fllnall £llr
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derivazione del prodotto,
) 2 g . 207 — . 2 =
/FN(B n)v*dl’ /((m(ﬁ n)v°dl’ /QV (Bv*=) dS2
= [ pprans [ 5-v0an=
Q Q
= /(V~B)U2dQ+2/(B-Vv)UdQ,
Q Q

dove si ¢ supposto in aggiunta V - § € L*>(Q2). Allora,
a(v,v) = / e|Vol? dQ + /(5 -Vo)vdQ + / ov? dQ, =
Q Q Q
1 1
:/€|VU|2dQ—|— —/ (8- n)v?dl — —/(V-B)v2dQ+/av2dQ =
0 2 Jry 2 Ja

Q

1 1
:/5|Vv]2d§2+/ (0——V-B)vzdﬂ+—/ (8- n)v?dl,
0 Q 2 2 Jry

pertanto, assumendo che in €2 siano verificate
1
e>¢e, >0, 0—§V-620m>0

e lungo il bordo 'y valga - n > 0, si ottiene
a(v,v) > 5m/ |Vo|? dQ + am/ v? d§Q) > min(sm,am)HUanp(Q).
Q Q

Infine, estendendo la continuita di a alle funzioni dello spazio H'(f2), si ha

|6(Ryp» 0)| < Cal|Ryp [l [wll 10,

9D»

dove Ca = ||€||L°°(Q) + ”/BH(LOO(Q))d + ||0'||Loo(Q), per cui
|[F(w)] < [F(w)] + |a(Ry,, w)] < |F(w)] + Cal Ryp | @yl a110)-

La continuita della forma F si ottiene quindi dalla disequazione precedente appli-
cando la Disuguaglianza di Cauchy-Schwarz e il Teorema della Traccia per gli spazi
di Sobolevf| [22, Teorema 2.3] al termine |F(w)|, cioé

[F'(w)| < [[fllzz@llwllizz@) + lgnllc2em |l Twl 2@y <
<z llwll 2y + llgn | 2@y (Crllw| g1 ) <
< (Ifllz2@) + Crllgn | 2oy 1w 51

3Sia Q@ c RY un aperto limitato e sia O la sua frontiera, se quest’ultima ¢& sufficientemente
regolare, 3T : H'(Q) — L?*(Q), applicazione lineare e continua, tale che Tf = flaa per ogni
f e H'(Q)NC(Q), inoltre IC7 > 0 tale che | T f|12(50) < Crll fll a1 (-
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2.1.1 Il metodo di Galerkin

Sia V}, C V sottospazio di dimensione finita N, pertanto chiuso, con A un parametro.
Tale spazio permette di definire il problema approssimato, o discreto,

(DVP)

trovare vy, € V}, tale che
a(vy,wp) = F(wy) Ywy, € V.

Le ipotesi del Teorema sono automaticamente soddisfatte se valgono per il pro-
blema esatto , poiché la struttura dell’equazione differenziale é la medesima
con gli operatori semplicemente ristretti al sottospazio chiuso V},. Quindi esiste ed
¢ unica la soluzione che risolve (DVP)).

Indicando con {¢;,j =1,... N} una base di V}, in virti1 delle proprieta di linearita
delle forme a e F, ¢ equivalente a

trovare vy, € V}, tale che
a(vn, pj) = F(e;) Vi=1,..., Ny,

inoltre v, € V}, quindi si puo esprimere come combinazione lineare di una sua base,
cloe vy = Zk :hl Vkpk, con vy coefficienti incogniti che caratterizzano la soluzione.
Dunque si ottiene la formulazione equivalente

trovare {Uk}llj:hl tale che — trovare v tale che
vea(pr, ;) = Fp;) Yi=1,..., Ny, Av = f,

A € RN Ne e Ay = a(pr, @;), v € RV e vy = vy, f € RM e f; = F(yp;).
A ¢é nota come matrice di rigidezza ed ¢ definita positiva, tale proprieta discende
direttamente dalla coercivita della forma bilineare a, infatti ¥v € R™ si ha

Ny, Np, Ny, Nn
VIAV = > VA= D 05 Y aler,p)or = Y vialon, ;) = alv, va) = allully-
Jk=1 j=1 k=1 j=1

2.1.2 Elemento Finito

Il metodo degli Elementi Finiti non ¢ altro che una particolare classe di possibili
scelte per lo spazio V},. Esso corrisponde a decomporre preventivamente il dominio
() in parti geometriche, ognuna delle quali ¢ genericamente indicata con F. Tipi-
camente, nel caso monodimensionale gli elementi della decomposizione sono degli
intervalli e nel caso bidimensionale sono dei triangoli.

In ogni E, si sceglie una spazio di funzioni finito dimensionale, denotato con Vg
di dimensione Ng, grazie al quale € possibile costruire le funzioni di forma globali
dello spazio Vj,. Una scelta classica per lo spazio Vg, coincide con P,.(E), lo spazio
dei polinomi di grado minore o uguale a r € N definiti sull’elemento E.
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Ogni funzioni di Vg, si puo identificare assegnando Ng condizioni indipendenti, o
gradi di liberta. Una scelta semplice e conveniente consiste nel prescrivere tali con-
dizioni mediante una base dello spazio duale di Vg p,.

Dai concetti appena illustrati, si giunge alla seguente formalizzazione matematica.

Definizione 2.1

In R%, si definisce Elemento Finito la terna (E, Vg, Lg),

e F C R? ¢ un insieme compatto, connesso e non vuoto, tale che il suo bordo
é lipschitziano e £ = F;

e Vg € uno spazio lineare di funzioni scalari definite su E, di dimensione
finita Ng;

o Lrp={l;: € NA1<j < Ng} éun insieme di forme lineari l; : Vi, — R,
uniso]ventﬁper Ve

Una volta fissato I'Elemento Finito, si individua la base canonica di Vg che per-
mette di scrivere ogni funzione di questo spazio in termini dei gradi di liberta,
cioe
Ng
vy € Vey = v, = Zlk(vh)(bka

k=1

con ¢y, tale che
Li(pr) =01 V5, ke{l,...,Ng}.

Conseguentemente, si consideri lo spazio Vg contenente Vg e tale che le forme
lineari dell’insieme L restino ben definite, allora si pud introdurre l'operatore di
proiezione locale Iy : Vg — Vi,

Ng

vEVE = llgv = Zlk(v)gbk
k=1

E importante sottolineare che nella scelta arbitraria dell’Elemento Finito risiede
la possibilita di ottenere automaticamente una regolarita globale della soluzione
approssimata, come la continuita.

Si denoti con 7;, la decomposizione del dominio €2 in un numero finito di elementi
E;, tale partizionamento (o mesh) risulta essere conforme se possiede le seguenti
proprieta,

o £, #+ 0 Vi

AF = {fj}j=1 & unisolvente per U se Vx € R", 3lu € U : f;(u) = z; per ogni j € {1,...,n}.
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. Emﬂ]_s]n:@‘v’m#n;
e VYm # n, se E,, N E, # (), I'intersezione & un vertice o una faccia massimald?]

Per ogni elemento E € Ty, sia hg la lunghezza del segmento pitu lungo contenuto in
E allora si puo caratterizzare il parametro h, introdotto inizialmente, come

h = IEnea% hg.

Tuttavia, per evitare che alcuni elementi non abbiano una forma sufficientemente
regolare, si impone che VE € T, il rapporto hg/pg sia limitato da una costante
positiva fissata, dove pg ¢ il raggio della palla inscritta in E.

Per imporre un certo livello di regolarita globale, una possibilita consiste nel consi-
derare dei gradi di liberta, incidenti sull’interfaccia tra elementi contigui, che siano
sufficienti a stabilire questa proprieta. Per essere piu precisi, si considerino due
elementi adiacenti, E,, e F,, sia I' = E,, N E, linterfaccia che li separa e siano
U € VE,.n € vy € Vg, . Sidenoti con v la funzione definita su E,, U E, tale che
VB = U € V|, = Un, s€ Vg, n C CY(Ey,) e Vg, , C COE,) allora

(NS CO(Em U En) <~ Um|r = Un|Ds

cioé quando i gradi di liberta che incidono sull’interfaccia determinano v;r. Analo-
gamente, se Vg, , C CY(E,,) e Vg, C CY(E,) allora

Um|r = Un|T)

veC(BnUE,) < {(va)|r = (Vou) p-

cio¢ quando i gradi di liberta che incidono sull’interfaccia determinano vjr e (Vv)p.
Dunque, definendo V}, come

Vi, = {Uh eV: Un|E < VE,h VE € 77L},

se si ¢ implementato un certo livello di regolarita globale, si possono caratterizzare
i gradi di liberta globali a partire da quelli locali. Infatti, estendendo il dominio di
tutte le forme lineari [; da Vg ) a V), per ogni elemento E € 7Tj,, unendo inoltre le
forme [; di elementi adiacenti che incidono sulla medesima interfaccia, si possono
definire I'insieme delle funzioni di base composite ¢, € V}, tale che

Lilpr) =0 Vi, ke{l,... Ny}
Per cui,
Nn

Vp, € Vh — Uy = Zlk(vh)gpk
k=1

5In geometria, la faccia massimale per un politopo é I’analogo della faccia per un poliedro e del
lato per un poligono.
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e 'operatore di proiezione globale II : V' — V}, si definisce come

Np
veV = Ilv= Zlk(v)gok. (2.4)

k=1

2.1.3 Analisi dell’errore a priori
Si considerino le formulazione (VP)) e (DVP)), le relative soluzioni soddisfano
a(v — vy, wy) = a(v,wp) — a(vy, wy) = F(w,) — F(wy) =0, (2.5)

poiché w, € V, C V. La proprieta appena dedotta ¢ nota come ortogonalita di
Galerkin e vale Yw, € V}, C V e per la quantita v — vy, che rappresenta l'errore di

discretizzazione dello schema.
Lemma 2.3 (di Céa)

L’errore di discretizzazione del metodo di Galerkin applicato a (VP|) soddisfa la
maggiorazione

C,
_ < 2% Snf e —
v —wnlly < - w}LTéVhHU wyllv,

con C, e « costanti legate rispettivamente alla continuita e coercivita della forma
bilineare a.

Dimostrazione :
Siano v e vy, soluzioni rispettivamente di e , allora
allv = vplly < alv —vn,v —va) = alv — va, v — Wy + Wy — V) =
=a(v —vp,v —wp) + alv — v, wp —vp) = a(v — vy, v —wp) <
< la(v = vn,v —wp)| < Callv = vnllv(v —wnllv,
le maggiorazioni derivano, nell’ordine, dalla coercivita e continuita di a, il termine

a(v—up, wp—vp,) viene eliso poiché wy, € V3, quindi w,—vp, € Vj, e vale l'ortogonalita
di Galerkin ([2.5). Dunque, Ywy, € V}, risulta

C
allv = vl < Callv = vpllvllv —wplly = [Jv —wllv < E“HU —wpllv,

tale disuguaglianza vale ancora prendendo, tra le funzioni wy € V3, l'estremo
inferiore del termine che maggiora. |

In virta di tale lemma, considerando I’approssimazione generata dall’operatore di
proiezione globale ([2.4)), si ottiene

C
lo = vallv < —=[lv = v}y,

sotto opportune ipotesi ¢ possibile maggiorare il termine a destra con un termi-
ne funzione del grado di approssimazione della soluzione e del raffinamento della
discretizzazione.
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Teorema 2.4

Sia {Th}r>o una famiglia di decomposizioni conformi e dalla forma sufficiente-
mente regolaréﬂdel dominio Q. Siav € V. C H'(Q) la soluzione esatta di e
vp € Vi ={v, € C°(Q) : vpp € Po(E) VE € Ty} la soluzione approssimata che
risolve (DVP)). Se v € H™!(Q), allora vale la seguente stima a priori dell’errore
di discretizzazione,

H’U — UhHHl(Q) S K;ah’"\v\mﬂm),

con K > 0 costante indipendente da h e v.

Per la dimostrazione e per stime pit generali si consulti il testo [22] sottosez. 4.5.3 e
4.5.4]. Questo teorema evidenzia che, sfruttando gli Elementi Finiti, quando la mesh
viene raffinata, cioé h — 0, la soluzione approssimata v, del metodo di Galerkin
converge alla soluzione esatta v in norma H'((Q).

2.1.4 La difficolta della convezione dominante

Si consideri il problema (SF|) caratterizzato in particolare da ¢ = ¢,, > 0, 0 = 0,
'y =0, gp =0, cioe

{—emAv +6-Vo=f inQ, (2.6)

v=20 su 0f).

Scrivendo tale problema in forma debold’} si ottiene la formulazione

trovare v € Hy 50(€) tale che
a(v,w) = F(w) Yw € Hjyo(9),

con
a(v,w) = 5m/ Vo - VwdQ + /(6 Vo)wdQ, F(w)= / fw dS2.
0 0 0

Dunque, analogamente a quanto visto alla fine della sezione[2. 1| per la forma bilineare
a, la costante di continuita C, si ottiene considerando la seguente disequazione,

|a(v, w)| < (em + [|Bllwoe@p) VL@ 1wl @) = Callollar @ llwllm@

6Si veda la sezione
7Si seguono gli stessi passaggi effettuati per ricavare (WE)).
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e la costante di coercivita « si ricava dai passaggi successivi,

%/Q(V-B)vzdﬂz

a(v,v) > Em/ |Vo|? dQ —
Q
> €m/ |VU|2dQ = €m||VU||?L2(Q))d >
Q

> o2 = o,
=14+ 0%(Q) () ()

Nella seconda maggiorazione si é supposto V - § < 0 e nella terza si é applicato il
risultato

HUH%H(Q) = HU”%Q(Q) + ||VUH?L2(Q))4 <1+ CJ%’<Q))HVUH?L2(Q))4

che deriva dalla disuguaglianza di Poincaré.

Proposizione 2.5 (Disuguaglianza di Poincaré)

Sia Q C R? un aperto limitato con bordo lipschitziano, allora 3Cp > 0 dipen-
dente solo da 2 tale che

HU”LQ(Q) < CP(Q)”VUH(L2(Q))d7 Vo € H&,aQ(Q)~

11 fattore C'p si definisce costante di Poincaré per il dominio ).

Quindi,

C, 1+C%Q :
Co XGOS 8B | = (1 CR@) + o).
1=1

o Em

con Pe, numero di Péclet, che rappresenta il rapporto tra il coefficiente convettivo
e diffusivo dell’equazione alle derivate parziali di (2.6)). In riferimento al Teorema di
Lax-Milgram quando il termine convettivo ¢ dominante, cioé Pe > 1, la stima
dell’errore di discretizzazione a priori diventa estremamente grande, in questo modo
il metodo di Galerkin non ¢ in grado di raggiungere una soluzione approssimata
soddisfacente a meno, ad esempio, di raffinamenti elevati della mesh. Non é insolito,
infatti, verificare in tali casi una soluzione discreta che presenta ripide oscillazioni
non fisiche.

2.2 1l problema iperbolico

Si consideri un generico problema iperbolico di convezione-reazione nella variabile v
e dominio 2 C R? limitato,

{B~Vv+cmzf in €,

SF
UV = Gin Ssu an Q 09, ( )
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con ¢;, dato di Dirichlet legato alla porzione della frontiera di inflow del dominio,
cio¢ I'y, = {x € 0Q : B(z) -n(x) < 0} e n ¢ il versore normale uscente da Jf2, mentre
B, 0, f sono funzioni scalari che caratterizzano il problema differenziale.

Per derivare una formulazione debole di che includa le condizioni al bordo al
suo interno, si moltiplichino ambo i membri dell’equazione alle derivate parziali per
una generica w € H2(Q) = {v € L*(Q)|8 - Vv € L*(Q) )] e si integri dunque su €,

/Q(ﬁ-Vv)wdQJr/QavwdQ:/wadQ. (2.7)

Il primo integrale si puo riscrivere tenendo conto della seguente identita che deriva
dal Teorema della Divergenza e dalla regola di derivazione del prodotto,

/BQ(B -n)owdl = /QV - (Pow) d2 = /QV (Pw)vdQ + /Q(B - Vo)w dS,
infatti
/Q(ﬁ - Vo)w dQ) = /89(6 ‘n)vwdl’ — /QV (Bw)vdQ) =
:/ (ﬁ'n)gmwdf—i—/ (5-n)vwdF—/V'(ﬁw)de:
Lin OO\ in, Q

_ R - n)vw dT - Vo)w dS,
/me ) gonte /me n)vw dT" + /Q (8- Voyu

dove si é richiamata la scomposizione del bordo di €2 e che v = g;,, su I';,. Quindi,
'equazione (2.7)) diventa

/Q(B-Vv)wdﬁ%—/gavwdQ—/r' (B-n)vwdl“:/wadQ—/P (8- n)gonw dT.

Affinché gli integrali introdotti risultino ben definiti, si supponga v € H?(Q),
B e (L*(0)4, 0 L>®(Q), fe L*(Q) e gin € L*(T'y,). Si definiscono allora la forma
bilineare b : HY#(Q) x H*?(Q) — R e la forma lineare F' : H#(Q) — R,

b(v, w) :/Q(B-VU)wdQ%-/

ovw d) — / (8- n)vwdl, (2.8)
Q Lin

F(w):/wadQ—/F (B n)gimwdl, (2.9)

in

che permettono di scrivere il problema differenziale in forma debole, o variazionale,

trovare v € H'?(Q) tale che
(WF)

bv,w) = F(w) Yw e H"(Q),

in contrapposizione alla formulazione forte (SF]).

8Lo spazio HY#(Q) = {v € L3(Q)|B8 - Vv € L*(Q)} & di Hilbert [23, Proposizione 2.2].
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Teorema 2.6

Si supponga che V - f € L*(Q) e che quasi ovunque in §) valga la relazione

o—(V-0)/2>0,>0,se
/ |3 - n|v? dQ <oo},
a0

allora la formulazione (WF|) é ben posta nel senso di Hadamard, quindi la

soluzione esiste, é unica e dipende con continuita dai dati.

v,9 € L*(|B-n|;00) = {v é misurabile su 0f)

La dimostrazione di questo risultato & presentata nel testo [23, Lemma 2.5, Lemma
2.11 e Teorema 2.12] e si fonda sul Teorema di Banach—Necas—Babuska.

2.2.1 Approssimazione discontinua

Nel 1973, venne introdotto da Reed e Hill [24], un primo metodo di Galerkin discon-
tinuo come tecnica per risolvere 1’equazione stazionaria del trasporto di neutroni,
cioé un’equazione iperbolica lineare e indipendente dal tempo.

In riferimento al metodo di Galerkin classico , si rilassa la restrizione per cui
lo spazio di dimensione finita V}, & contenuto in V', ma si richiede che V}, sia parte di
uno spazio piu grande W tale che V' C W. Nella letteratura, i metodi agli Elementi
Finiti in cui V;, ¢ V' sono definiti non conformi.

Sia 7Tj, una decomposizione conforme e dalla forma sufficientemente regolard’] di 2
in un numero finito di elementi F; e sia, con un leggero abuso di notazione,

P (Th) = {v € L*Q) :yp € P.(E) VE €T},

lo spazio dei polinomi di grado minore o uguale a r € N, discontinui lungo le
interfacce che costituiscono la mesh. Inoltre, sia OE;, = {x € OF : f(x) - n(x) < 0},
la porzione di bordo di nflow di un generico elemento E, con n versore normale
uscente da OF.

Si definisca la funzione residuo Ry, : €2 — R come

Ry =p-Vu, + ov, — f,

con v, € P.(7y), allora si vuole che tale quantita sia ortogonale ad ogni funzione
wy, € P.(Ty) in Q, cioé

/Rhwth— Z/Rhwhdﬂ— Z/(5~Vvh+avh—f)whd§2—0.
Q E E

EeTy, EeTy,

In virtu dell’arbitrarieta delle funzioni wy, il problema é equivalente a imporre

/(6-Vvh)whd§2+/ avhwth:/fwth, VE € Tp,.
E E E

9Si veda la sezione [2.1.2
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Seguendo gli stessi passaggi descritti nella sezione precedente, si ottiene

/(B-Vvh)wh dQ+/ oTURWY, dQ—/ (B-n)vfw, dl = / fwp, dQ—/ (B-n)v, w; dT,
E E OFin E OFin

con vy si intende il valore della funzione, ipoteticamente discontinua all’interfaccia

con gli elementi adiacenti, presa dall’interno dell’elemento £, viceversa con v, si
considera il valore della funzione presa dall’interno dell’elemento che condivide I'in-
terfaccia con E e lungo il quale si sta calcolando l'integrale. Inoltre, se OE;, NI, # 0,
allora si pone v, = g;,. Sinoti che il significato di tali integrali di bordo non cambia
adottando la notazione dei valori upwind di vy, cioé viF(x) = limy_,o+ v (v £ Bt).

Si consideri ’equazione precedente e le seguenti equivalenze

/ (B n)vw; dl = / (B - n)v; w; dl +/ (B n)v w; dr,
OFE;y, OE;nN'in

[ @omuar=[ @+ [ (@wr,
BEM 8Einmrin

aEin \Fin

portando i termini che includono v, a destra dell'uguale, i restanti a sinistra e
sommando per ogni elemento del partizionamento E € 7T, si ottiene al primo
membro

vh,wh Z/ V’Uh wth—l— Z/O'thhdﬂ—

EcTy, EcTy,

— v wi dl — / vpJw; dl,
3 o e = 3 v

EET, BET, m\Fm

dove [vp] = v — v;, al secondo membro

/ fupd— )" / n)gimw; dr.

EcTy, EeTy, BE’"mF”‘

Allora il metodo di Galerkin discontinuo per il problema iperbolico lineare (SF))

consiste nel
{trovare vy € P.(Ty,) tale che

bh(vh,wh) = Fh(wh) Ywy, € Pr(ﬁ)

Nell’articolo di conferenza |25 sez 5.1] & presentata, sotto opportune ipotesi, una
stima dell’errore a priori relativa a tale approccio, cosi come in [26].

2.2.2 1l caso non stazionario

Storicamente, il metodo di Galerkin discontinuo (DG) ¢ stato ampiamente studiato
ed adoperato nel campo delle leggi di conservazione iperboliche. Tale metodo ha
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suscitato interesse poiché capace di risolvere efficacemente equazioni iperboliche li-
neari scalari, oltre ad incorporare naturalmente 1’'idea dei flussi numerici del metodo
ai Volumi Finiti (gia molto sviluppato per le leggi di conservazione) [27].

Inoltre, ¢ noto che le soluzioni dei problemi iperbolici, sviluppano discontinuita nella
soluzione o nella derivata, anche per dati molto regolari, pertanto DG é potenzial-
mente adatto a catturare i salti fisicamente rilevanti della soluzione senza produrre
oscillazioni spurie.

Si consideri la legge di conservazione scalare non lineare

%+V~F(v)zo, in (0,77 x €,
U= Gin, su (0,7] x Ty, (CL)
v = Vg, in {0} x €,

QCRYw:[0,7T] x Q2 — R & la quantita conservata incognita, F' : R — R? ¢ la
funzione flusso e I';, ¢ il bordo di inflow, cioé la porzione di 0f) in cui OF/dv-n < 0,
con n versore normale uscente da 0f2.

Nel caso in cui F'(v) = fv, il problema a cui si giunge ¢ la versione non stazionaria
di (SE) conoc=V-ge f=0.

Dunque, richiamando la trattazione della sezione precedente, si moltiplichi ’equa-
zione di (CLJ), calcolata in v, € P,.(7,), per una generica wy, € P,.(7,) e si integri sul
dominio spaziale €2,

8vh 0
o Ewh dQ—i-/Q(VF(Uh))wh dQ) = Z a/Evhwh dQ+ Z /E(VF(Uh))wh dQ) = 0.

EeTy, EeTy,

L’equazione appena scritta, in virtu della seguente identita che deriva dal Teorema
della Divergenza e dalla regola di derivazione del prodotto,

/8 (F(un)m)un T = [E V-(F (v )wp) d = [E (V- F(on) )y, d2-+ /E F(up)-Vaon d9,

diventa
Z %/thhdﬂ— Z / F(vy) - Vw, dQ + Z / (F(vp) - n)wy dl = 0.
EE€Tn B BeT, ' F EeT, / OF

Gli integrali relativi alla frontiera degli elementi di 7, permettono di introdurre
debolmente la condizione sul bordo di inflow, infatti vale la seguente uguaglianza,

/ (F(vp) - n)wy dl' = / (F(vp) - n)wy dl + / (F(gin) - n)wp dT.
Tuttavia, nel metodo di Galerkin discontinuo ¢ ammesso che la soluzione numerica
sia discontinua lungo le interfacce interne della mesh, pertanto é necessario formulare
un flusso numerico H : R x R — R¢ tale che

/ (F(vp) - n)wy dl' &~ / (H (v}, vy, ) - n)wy dl,
OF\Tn, OE\D'in
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dove v e v, , rappresentano vy, rispettivamente, dall’'interno e dall’esterno di £. Sui
bordi che costituiscono 02 \ I';,,, in cui non ¢’é ambiguita sul valore della soluzione
numerica, si ha H (v}, v, ) = F(v}}).

Come riportato in [28], ¢ importante che 'espressione di H scelta possieda le seguenti
proprieta:

e consistenza, quindi H(v,v) = F(v);
e monotonia, cioé H(a,b) crescente in a e decrescente in b.

Un esempio € il flusso di Lax-Friedrichs locale

me_F@+F@+g

2 (a - b)na

con C' = maxyes(ap) |[0F/0v-n| e I(a,b) intervallo di estremi a e b.
In totale, si ottiene quindi la discretizzazione spaziale del problema (CL)) secondo
un metodo di Galerkin discontinuo,

0
ZE/Evhwth— Z/EF(U;L)~thdQ+

EeTy, EeTy,

+ /M\Fm(H(v;,v;) St —— 3

/ (F(gin) - n)wp dl.
EET;, EeT;, Y 9BNLin

Per gli schemi di avanzamento in tempo sviluppati in questo specifico contesto si
consulti il testo [23], sottosez. 3.2.3].



Metodo DGSL per I'equazione di HJB

Nella risoluzione dei problemi iperbolici, talvolta si richiede da parte dello schema
numerico un margine di stabilita in relazione al passo temporale, in particolare nelle
simulazioni in cui si considerano tempi lunghi. Un metodo semi-lagrangiano garan-
tisce la stabilita necessaria senza vincoli sul passo di discretizzazione temporale e
spaziale [12] sottosez. 5.1.3, Stabilita]. Insieme a questa proprietd, si desidera otte-
nere, in unico schema, anche i vantaggi offerti da una ricostruzione della soluzione
con Elementi Finiti discontinui.

3.1 Lo schema semi-lagrangiano

In generale, i metodi semi-lagrangiani (SL) si definiscono tali poiché, ad ogni istante
temporale, la soluzione viene individuata seguendo le traiettorie delle singole parti,
cio¢ il punto di vista lagrangiano. Per le equazioni iperboliche, questo si traduce
nell’analizzare 1’evoluzione del sistema tramite il metodo delle caratteristiche.

Si consideri un dominio spaziale di dimensione d = 1 e il problema di trasporto con
sorgente

(3.1)

vi(t,x) + f(t, x)ve(t,z) = g(t,x), (t,z) € (0,T] x R,
v(0,2) = vo(z), z € R,

f:(0,7] x R — R ¢ il termine di convezione e g : (0,7] x R — R rappresenta la
forzante.

L’idea del metodo delle caratteristiche ¢ di individuare, per ogni x € R, una curva
nella porzione di piano [0, ¢] xR che congiunga (¢, z) con l'asse delle ascisse e lungo la
quale il problema di partenza possa essere riscritto come un’equazione differenziale
ordinaria del primo ordine.

Dunque, considerando 1’equazione del problema , si deriva la soluzione 1)E] nel

1Si Supponga che esista e sia sufficientemente regolare.
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tempo lungo una curva della forma (s, y.(s)),

W (t,2) = D0 uel0) = 0t 02 (0)) + GOt e0)) =

=v(t, ) + 9. (O)ve(t, ) = ve(t, ) + f(t, x)ve(t, ) = g(t, x),

dove la penultima uguaglianza deriva dall’imposizione che y,(s) risolva il seguente
sistema dinamico,

{y'(s) = flsy(s)), 0<s<t<T, (3.2)

y(t) =z, z e R.

Allora, la soluzione v si calcola in modo esplicito come

o(t, ) = vo(ys(0)) + / 95,y (5)) ds (3.3)

e (s,y.(s)) si definisce curva caratteristica del problema (3.1)). In particolare, quando
il termine di sorgente g = 0, si ottiene

dv .

a(t,x) =u(t, ) + 9. (v (t,z) =0 = v(t,z) = vo(y.(0)),

dunque nota la condizione iniziale vy e le curve caratteristiche, si ha completa co-
noscenza di v(t,z) quasi ovunqudﬂ in (0,7] x R a meno che f,g e vy non siano
sufficientemente regolari. Infatti dal testo [12, Teorema 1.1] si riporta quanto segue.
Teorema 3.1

In riferimento al problema (3.1)), siano f,g € C*((0,T) x R) e sia vy € C}(R),
allora la soluzione esiste, ¢ unica e v € C'((0,T) x R).

Una rappresentazione grafica del metodo delle caratteristiche, nel caso g = 0 ¢
rappresentata in figura [3.1] Lo schema semi-lagrangiano nasce dalla valutazione
della formula , ottenuta attraverso la teoria del metodo delle caratteristiche, in
un numero finito di punti del dominio,

0(tsr, 2) = 0t Yoy (£n)) + / " (s, () ds, (SL)

n

si tratta di uno schema di avanzamento in tempo il cui obiettivo € di calcolare la
soluzione nei nodi assegnati del dominio spaziale x; € R ad ogni istante temporale
scelto, ad esempio t,, = nAt € (0,T].

Tuttavia, quando non ¢ nota la soluzione del sistema dinamico ({3.2]), & necessario

2L’intersezione delle caratteristiche forma un’onda di shock nella soluzione, una discontinuita che
evolve nel tempo, al contrario I'allontanamento delle caratteristiche genera un’onda di rarefazione
(espansione) nella soluzione, una zona intermedia che si espande nel tempo [29] sez. 2.7].
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v(t, x)

R
(0,0) y=(0) ¥
Figura 3.1: Metodo delle caratteristiche per ’equazione v;+ fv, = 0
con f non costante e condizione iniziale nota, in nero é rappresen-
tata la caratteristica (s,y,(s)), s € [0,¢], associata al punto (¢, z).

introdurre delle approssimazioni, una scelta possibile e molto semplice consiste nel
metodo di Eulero esplicito, quindi

Ty = Ya, (tn+1) ~ Y, (tn) + f(tn+1v xi)At = Y, (tn) I — f(tn+17 xi>At-

Per quanto riguarda il termine integrale, la pitl elementare discretizzazione in questo
contesto & data da

tn1
/ 9(57 ym(s)) ds ~ g(tﬂ+17 Yz, (tﬂJrl))At = g(tﬂ+17 $1)At
tn

Inserendo le approssimazioni appena descritte nell’equazione (SL|), si ottiene lo
schema che prende il nome dai suoi autori, Courant-Isaacson-Rees [30],

{?(thrlv xl) = 6(tn7 Ty — f(tn+17 xz)At> + g<tn+17 1‘1>At, (CIR)
0(0, ;) = vo(x;).

La notazione v non solo fa riferimento alle approssimazioni introdotte nel metodo,
ma anche alla ricostruzione numerica della soluzione in tutto il dominio spaziale.
La caratteristica fondamentale dello schema , come viene riportato in [12]
sottosez. 5.1.3| trattando la consistenza, stabilita e convergenza del metodo, é la
liberta di considerare una distanza tra nodi z; anche molto minore dello spazio
percorso dall’informazione sul valore v in un tempo At.

3.2 Approssimazione di Galerkin per SL

Si discretizzi il dominio spaziale di interesse [a,b] in N intervalli disgiunti, cioé si
consideri il partizionamento T, = {[; : i € NA1 < i < N} con [; = [z;_1, ;] tale
che
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o [a,b] = UN, I;

e a=xry<r1<...<xNy_1<TN=0

o v; —x; 1 =h; #0perogniie{l,...,N};
o h = maxeqi,.. N} D

Tale decomposizione risulta essere conforme secondo la definizione riportata nella
sezione [2.1.2] Inoltre, per semplicita, si consideri la griglia equispaziata, in questo
modo, si puo indicare z; = a +ih con h = (b —a)/N.

Sia V, € W lo spazio di dimensione finita, attraverso il quale si vuole ottenere
un’approssimazione della soluzione v € V' C W, senza necessariamente imporre
Vi, € V. Ad esempio, nel caso degli Elementi Finiti continui, si potrebbe avere
V = H'([a,b]) C L*([a,b]) =W e

Vi = {v € C%a,b]) : v, € Po(L;) VI € Th}

Dunque, a partire dall’equazione (SLJ), la formulazione debole si ricava moltiplicando
ambo i membri per una generica w € W e integrando sull’insieme [a, b], cioé

/abv(tn+1,$c)w($c) dx = /abv(tn,yx(tn))w(x) dx + /ab /t:n+1 9(s,y.(s))w(zx) dsdz,

da cui si ottiene immediatamente il problema approssimato di trovare v, € V), tale
che Ywy;, € Vj,

b b ’
/UZ+1($)wh($)de‘:/ Uﬁ(yx(tn))wh(f)dﬂﬁ‘F/ Gt tnir, 2)wn(w) de,

dove, al fine di alleggerire la notazione,

tn+1
o () = vt ), wmmm:/ o(5,9a(5)) ds.
tn

Ogni elemento dello spazio V}, di dimensione finita Nj, pud essere espresso come
combinazione lineare di una sua base,

z) =) i)

con @y, : [a,b] — R per ogni k.
Ritornando alla formulazione debole, essa risulta essere equivalente, in virtu del-
la proprieta di linearita dell’integrale rispetto alla somma, al sistema lineare con

incognite v, .. ”H di seguito riportato, cioé Vj € {1,..., Ny} deve risultare

b
Eyw/wkm<m_z%/m% WAMH/mmmwmwM-
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In forma matriciale, esso corrisponde a risolvere

( b

M e RY»>Ne My, = / wp(2)p;(x) dz,
a

N,
vt e R, Ve =g,

Mv"tl = C"v" + G" con ] N XN ] b
C e RN Cp = / oy (b)) () di,

(3.4)

b
G" € R, Gl = / G(tn, ths1, x)p;(z) de,

\

Tuttavia, questa scrittura generale non evidenzia le potenzialita e le differenze del
metodo di Galerkin discontinuo rispetto alla sua versione piu classica.

3.2.1 Implementazione DGSL - P,

Si consideri lo spazio delle funzioni polinomiali discontinue lungo le interfacce che
costituiscono la mesh,

Vi, =P.(T) = {v e L*([a,b]) : vy, € Po(L,) VI € Th},

insieme all’Elemento Finito (I,P,(I), Lr.) in ogni intervallo I della mesh. In
riferimento alla definizione si intende che Vi € {1,..., N}

L VE,h:Pr(Ii) GNE:T+1,
L £E = ELagr = {l] : lj(v) = U(SJ)}7

dove ;1 = & < & < ... < & < &1 = x; e linsieme L4y soddisfa la pro-
prieta di unisolvenza per lo spazio P,.(I )ﬂ Pertanto la base canonica {¢1, ..., ¢,11}
nell’intervallo I; si identifica richiedendo

Li(pr) = ou(&5) = 0 Vi, ke {l,...,r+1}.

L’unione degli insiemi costituiti dalle basi di tutti gli intervalli / € 7, una volta
esteso opportunamente il dominio su cui sono definite, forma una base dello spazio
Vi.. Esplicitamente, N, = dim(V},) = N(r + 1), imponendo

oul) = {gbj(x) se x € I,

0 altrimenti,

3Sia f = ag + a1 + ... apx® € Py, valutando f in k + 1 punti si ottiene un sistema lineare di
k+1 equazioni in altrettante incognite, Va = f, V é la matrice di Vandermonde e risulta invertibile
se det(V) = [[o<icj<i(®; — i) # 0, cloé se i k + 1 punti sono distinti.
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tramite la relazione k = (i — 1)(r + 1) + 7, si ottiene

N r+1 N r+1
Zwk =D D woi@) =) ) vl (§)os(
=1 j=1 =1 j=1

dove si sottintende la dipendenza della base ¢; dall’intervallo ; a cui si riferisce.
In figura é riportata una rappresentazione grafica delle funzioni di base globali
del metodo proposto quando » = 1 e una eventuale soluzione numerica che si puo

ottenere.
P2im1 = P1 \

a Ti-1 X Tit1 b
©2; Ey‘
a Ti-1 T Ti+1 b
w1 = ¢
a Ti—1 x; LTit1 b
/ Priv2 = P2
a Ti—1 T; Tit1 b
U/
« ——°
a Ti-1 €T; Tit1 b

Figura 3.2: Rappresentazione delle funzioni di base globali (in nero)
di (L;,P.(L;), Lragr) € (Lix1,Pr(Lis1), Lragr) per gli elementi finiti
discontinui e una possibile approssimazione vy, (in blu).

Dunque, relativamente alla formulazione matriciale descritta nell’equazione ({3.4)), si

ha
!
— con (M), = / or(x)d;()dx
0 )
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poiché 'integrale su tutto lo spazio [a,b] di due generiche funzioni di basi, ¢, € ¢;,
¢ pari a 0 se 'intervallo a cui fanno riferimento ¢ diverso, altrimenti coincide con
I'integrale sull’intervallo I; a cui appartengono. Inoltre, grazie alle ipotesi di griglia
T equispaziata e di stesso Elemento Finito per ogni intervallo della mesh, tutti i
blocchi non nulli di M sono uguali tra loro, cioé M; = Sy per ogni i.

Per quanto concerne le altre matrici dell’equazione , I'unica semplificazione &
relativa al dominio di integrazione che diventa l'intervallo I; in cui la funzione di
base ¢;|; = ¢; ¢ non nulla.

Quindi, rimodellando il vettore colonna v" in una struttura dati matriciale di r + 1
righe (come il numero di gradi di liberta di Lr,g) € N colonne (come il numero
degli intervalli) si ricava il metodo di Galerkin discontinuo semi-lagrangiano (DGSL)
proposto, cio¢

Sy € R(r+1)><(r+1)7 (SM)jk — /gbk(x)gbj(x) dz,
I
vt e R(T—H)XNv ank = U;”Ik (fj),
Spyv™ Tt = I2(v™) - G" con
v =1t B € ROTD, wwmm—jvﬁ%m»@@mL

k

G RN, G = [ Gltntasn,2)0y(a) da,

\ I

dove si vuole rappresentare con 12 : RUFUXN _ R+DXN yna funzione che opera
sugli elementi delle matrici. Si preferisce tale scrittura perché, a differenza di quanto
descritto per la matrice M, non ci sono dei pattern che semplificano la struttura di
C" dell’equazione (3.4)), il motivo risiede nella caratteristica y,(t,) che genera una
traslazione della funzione di base non nota a priori, infatti in generale

| tates@as 20

per ogni scelta di 7, k.

In questo lavoro di tesi, si € scelto di calcolare gli integrali (Ig(v"))j direttamente,
poiché in numero N(r + 1) invece di N?(r + 1)?, seguendo un ordine specifico che
permetta di riutilizzare dei conti gia effettuati. Si consideri una generica formula di
quadraturaﬂ si ha dunque

Nq

/wwwmmMzZ%w%wmmb

I, q=1
r+1

:qu vafq,(fé)@(ya:q(tn)) b;(q), (3.5)
q=1 =1

1Sia f: Q C R" — R, una formula di quadratura consiste di nodi (z, € Q) e relativi pesi (wy)
di numero N, affinché [, f(z)dQ ~ Zé\[:ql wef(Tq).
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con ¢ indice associato all'intervallo in cui ricade il punto y,(¢,), formalmente

q/<qu(tn>) = {Z € {17 R N} : qu(tn) € [i}'

Si sottolinea che il termine tra parentesi quadre dell’equazione ¢ quella quantita
che puo non essere ricalcolata per ogni ¢; dellintervallo I, perché comune a tutti.
Infine, la nuova formulazione mette in risalto il carattere locale dell’approssimazione
con un metodo agli Elementi Finiti discontinui. Infatti gia dalla struttura matriciale
di M, diagonale a blocchi, arriva il suggerimento che la soluzione numerica in un
determinato intervallo della discretizzazione non ¢ direttamente legata a quello che
accade agli altri. In tal senso, la risoluzione dell’equazione alle derivate parziali viene
divisa in problemi pitt piccoli che vengono risolti separatamente, a differenza degli
elementi finiti continui.

3.2.2 Le condizioni al bordo

Nella teoria e nel metodo finora descritti, non si € menzionata la presenza delle
condizioni al bordo che nascono spontaneamente quando si definisce un problema
su un dominio limitato.

In generale, quando si valuta la curva caratteristica ¢ possibile che quest’ultima
superi i bordi del dominio di interesse, y,(t,) € [a,b], creando quindi ambiguita in
assenza di informazioni, le condizioni al bordo appunto.

Il caso con condizioni periodiche, che per il problema si traduce formalmente
inv(t,a) = v(t,b) per ogni t € (0, 7], non necessita di correggere la formulazione del
metodo DGSL - P, descritta precedentemente. L’unico accorgimento ¢ che il valore
assunto dall’approssimazione v, in un qualsiasi punto esterno al dominio di interesse
si identifica con un punto interno secondo la relazione

U (Ye(tn)) = V3 (ye(tn) £m(b —a)), VmeN.

Invece, nel caso di condizioni di Dirichlet, in generale non omogenee, & necessario
avere informazioni sul bordo mediante delle funzioni B(t), ad esempio B,(t) per il
bordo di sinistra (z = a) e By(t) per il bordo di destra (x = b) con ¢t € (0,77]. Allora
per una caratteristica che proviene dall’esterno del dominio spaziale, y,(t,) € [a, ],
si indica con

0, = sup{s € (t,,tns1] : Y2(s) € R\ (a,b)}
il tempo in cui si ha la prima intersezione con il bordo. Se nell'intervallo (¢, t,1]
non si hanno intersezioni, per convenzione si pone 6, = sup{(} = —oo.
Dunque, si consideri lo schema semi-lagrangiano esatto (SL|), tenendo conto delle
condizioni al bordo di Dirichlet si ha

tn+1
V(tn, Yo, (tn)) +/ 9(8, Y (s))ds, seb,, <t,,
tn
U(tns1, i) = —
B(6,,) +/ 9(8,Ys,(5)) ds, se 0y, > 1.
0,
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Analogamente, in riferimento al metodo DGSL - P,, nell’equazione (3.5)) si ha la
seguente casistica,

r+1

Oy (Y, (tn)) = ;U%q, (&) D0y, (tn)), se by, < ty,

B(0,,), se Oy, > tp,

inoltre, il termine Gj diventa

jnk:/ /tn+1 9(5,9.(8))¢; () ds dx.

I, Jmax{tn,0z}

3.3 Applicazione al caso di Hamilton-Jacobi-Bellman

Si richiamano dalla sezione [I.1]’equazione di Hamilton-Jacobi-Bellman e la sua con-
dizione al bordo, derivanti dal problema di controllo ottimo con dinamica governata

da f, costo corrente ¢, costo terminale L, spazio dei valori del controllo U, A =0 e
dominio [0,7) x R,

Ut(ta il') = Sup {—g(l', u) - f(ta xz, U)Um<t, .CE)} )
uel (HIB)
(T, z) = L(x).

La teoria delle soluzioni di viscosita si applica a questa classe di equazione che
appartiene al pitt generale insieme dei problemi di Hamilton-Jacobi (HJ)).

Teorema 3.2
La value function v(t, ) é I'unica soluzione di viscosita dell’equazione di (HJB)).

Dimostrazione :

In primo luogo, si riscriva 'equazione di (HJB)) nella forma pin adatta alla teoria
della viscosita, cioé v (t,z) + H(t,z,v;) = 0 con (t,x) € (0,T] x R. Dunque, si
consideri il cambio di variabile t — T — t, per cui vy — —v¢ €
(T~ t,2) = sup {~£(w,u) — (T — t,2,u)v,(T — t,)}
uelU
(T, z) = L(x),
quindi, ponendo v(T' —t,x) =V (t,z) e f(T —t,x,u) = F(t,z,u), si ha
_‘/t(ta l’) = Sup {—g(l‘, u) - F(tv xr, U)Vm(t, CL')} )
uelU

~Vilt,w) + inf (e, u) + F(t,a,0)Va(t,2)} =0,

Vi(t,x) — iglfj {l(x,u) + F(t,z,u)Vy(t,x)} = 0.
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Sintetizzando, (HJB) risulta essere equivalente a
Vi(t,x) — in(fj {l(z,u) + F(t,z,u)Vy(t,z)} =0,
ue
V(0,z) = L(x),

con (t,z) € (0,T7] x R.

Al fine di verificare che V' € C((0, T x R)ﬂé subsoluzione di viscosita per I’equazione
del problema sopra riportato, si supponga per assurdo che esista un punto (tas, )
di massimo locale di V — ¢, con ¢ € C1((0,7] x R), in cui non sia soddisfatta la

condizione (SubS|). Allora

Ge(tar, xar) — ﬁgz{; {l(xar,u) + F(tar, xar, w) oo (tar, xar) } > 0,

per semplicita si supponga che esista il controllo u* che minimizzi la quantita tra
parentesi graffe, quindi

¢t(tM,l'M) — E(HJM,’U,*) — F(tM,a:M,u*)qﬁx(tM,xM) > 0.

Prendendo (tpr, ) come condizione iniziale, si consideri la traiettoria risultante
dall’applicazione di un controllo costante u(s) = u* per s € [tar — At, tps], cioé

y(S) = _F(S7y(5)’u(5))v v — At < s < tars
y(tm) = zur, r € R,

il segno meno deriva dai medesimi motivi per cui vy — —vy.

Indicando con y,,, (t) la traiettoria risultante da tale dinamica, At deve essere preso
sufficientemente piccolo da mantenere vere le seguenti disequazioni nell’intervallo
temporale [ty — At, tyr],

¢t(tv Yz (t)) - E(y-'EJ\/I (t)7 U*) - F(ta Yz (t)? U*)d)m(t: Yz o (t)) > 07
V(tar, war) — ¢(tar, @ar) 2 V(E Yoy (1) — (L Yoy, (1)),

dove la seconda ¢ una diretta conseguenza dell’ipotesi che V' — ¢ abbia un massimo
locale in (tpr,zpr) e sia una funzione continua. Dunque,
tar dqb
V(tMv xM) - V(t7 Yapy (t)) > Qs(tM? ‘TM) - ¢(t7 Yz (t)) = /t E(Sv Yoy (8)) ds =

tamr

= [ 5 (50) = P51 (5): 070651 () s > / " Yy (5),u7) ds.

Int=ty — At =t), si ha
tv

V(tarzar) > / Uty (), 0%) ds + V(£ Y (£37):

t]\/
T—typ
U(T —tm, 1‘]\/[) > / e(yCBM (T - 3)7 U’*) (_ds) + U(T —tan You (T - t]TJ))?
T—ty,
T—t3,
o(T — tar, 1) > / Uary (T — 8),u") ds + 0(T — 57,90, (T = £3,)), (3.6)
T—tp

®Nella sezione si riporta una Proposizione che sancisce v limitata e lipschitziana, quindi
continua e di conseguenza anche V', poiche le relazioni che le legano preservano tale proprieta.
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dove nel secondo passaggio si € ritornati alla notazione con v e nell’integrale si é
effettuato il cambio di variabile s — T — s.

L’equazione contraddice il principio della programmazione dinamica
e pertanto V ¢ subsoluzione di viscositd. In modo informale, il costo ottimo da
(T — tar, xpr) € in realta maggiore del costo che si ottiene applicando un controllo
costante nell'intervallo [T' — tps, T — tps + At] e il controllo ottimo nel tempo rima-
nente.

Analogamente si dimostra anche che V' & supersoluzione, quindi in totale V', ma spe-
cialmente la value function v, & una soluzione di viscosita dell’equazione di .
Relativamente all’unicita, la funzione H(t,x,p) = —infycp{l(z,u) + F(t,z,u)p}
soddisfa le ipotesi del Teorema, [1.5], in realta una versione dello stesso Teorema con
delle ipotesi piu rigide, come si vede nel testo |16, sez. 10.3, Teorema 2, Nota 1|. H

La dimostrazione riportata ¢ un adattamento della versione contenuta nel testo |31,
Teorema 8.7.1].

Si consideri nuovamente, la formulazione equivalente di , ottenuta dalla rifles-
sione e traslazione dell’asse dei tempi (t — T — t),

{V}(t,x) — 71r€1[f] {l(z,u) + F(t,x,u)V,(t,z)} =0,

(HIBRES)
V(0,2) = L(z),

dove V(t,z) = v(T —t,x) e F(t,z,u) = f(T —t,x,u). Anche la funzione V verifica
la definizione, opportunamente adattata, di costo minimo del problema di controllo
ottimo,

Vit z) = in {L(y;(o>>+ /0 tz(y;(s),u(s))ds}, (3.7)

uEULq

con Uyg = {u : [0,t] — U, misurabile} e y,(s) soluzione del sistema dinamico

y(s) = =F(s,y(s),uls)), 0<s<t<T,
y<t) =, z € R.

Il problema (HJB2)) e I'equazione ([3.7) ricordano, a meno dell’estremo inferiore,
un problema di trasporto con sorgente (3.1) e la sua soluzione esplicita (3.3)). In

tale ottica, le caratteristiche dell’equazione differenziale di (HJBga%g) sono proprio
le traiettorie ottime associate al problema di controllo e lo schema semi-lagrangiano
che ne deriva,

Vitwn) = inf {vitze)+ [ iEoaeasy, 69

rappresenta semplicemente il principio della programmazione dinamica (DPPJ]) in
forma discreta.
In riferimento all’equazione precedente, US = {u : [t,, t,11] — U, misurabile}.
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3.3.1 Aspetti implementativi dell’approssimazione DG

Avendo formalizzato e giustificato i passaggi con cui si ¢ giunti all’equazione ([3.8)),
é finalmente possibile addentrarsi nel metodo proposto.

Sia [a, ] il dominio di interesse e si consideri la stessa mesh T, della sezione [3.2] sia
inoltre Vj, = P,.(7,), allora nell’intervallo I, la formulazione debole descritta nella
sottosezione [3.2.1] impone

[ vt e = [ {vh”<y;<tn>>+ / ayz(s),u(s))ds}qu(x)dx

I I ’U,EuaAdt

{¢1, ..., dr41} rappresenta la base canonica dell’Elemento Finito (Ix, P, (1x), Lragr)-
Per calcolare I'integrale a secondo membro si introduce direttamente una formula di
quadratura numerica, quindi

uel (ﬁ[

—qu inf { (o, () + / £<y5q<s>,u<s>>ds}¢j<xq>—

ueUsl

/Ik inf {Vh”(y;*(tn)wr /tt+ e(yg(s),u(s))ds}%(m) dr —

Ng

= Z Wq 5161[5{‘/}1”(56(1 + F(thrla Lq; U)At) + g(wlb U)At}(b](xQ)?

q=1

dove nell’'ultimo passaggio sono state impiegate le approssimazioni dello schema
(CIRY)), cioe

T =yu(tns1) = yYs(tn) — F(tpi1, 2, u) At = y,(tn) = x + F(tp1, x,u)At,

/t (), u(s)) ds & Ly (tnsr), w)AE = Oz, u)At,

insieme alla semplificazione di un controllo costante a tratti,

Uz ~ {u: [tn, tys1] = U, costante}.

Nell’algoritmo proposto, il problema di ottimizzazione viene risolto numericamente
scegliendo N, controlli da U, {uy}*,, e calcolando il minimo tra questi valori,
esplicitamente

irel(fj{fobj (u)} R min {fobj(uCL)} = fobj (UZ)

a€{l,...,Nq}
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Dunque,

/Ik inf {Vh”(y;‘(tn))+/t:"+1£(yg(s),u(3))ds}¢j(x)dl,%

ueUA}
Ng

~ Z Wy min  {V)* (24 + F(tpi1, Tg, a) AL) 4+ (24, us) At} (xy) =
q=1

{1,..Ng}

Nq

-3,

q=1

r+1

Z th’Iq, (€)Pe(zg + F(tntr, Tg, ug) AL) + Uz, ug) AL | ¢5(z4),
{=1

nell'ultimo passaggio ¢ stata sottintesa la decomposizione della soluzione V)" come
combinazione lineare delle r + 1 funzioni di base dell'intervallo I, € Ty, cioé

r+1

Vi@ + F(tusr, 2g, ) A) = Vil (€l + Flturt, 2q, w)A),

(=1

con q/(qu(tn)) - {Z 6 {17 sty N} : qu(tn) 6 I’L}
Ricapitolando, per risolvere le equazioni di (HJBRa%d), il metodo DGSL - P, proposto
ha la forma

(
Sy € ROFIXCED (S )i = [ () (x) du,
Iy,

VU= R(TJrl)XN’ ank _ th‘[k (5]')7

Spv™t = 12(v",u) con u e RN, U, = g,
Ny
|E<Vn) € R(T—H)XN? (lr&(vn7 u))Jk = ZwQ[‘ : '](rbj(xQ)v
\ q=1

(=1






Simulazioni numeriche

Al fine di valutare 'efficacia e 'accuratezza del metodo DGSL - P, nella risoluzione
delle equazioni di Hamilton-Jacobi-Bellman, sono stati scelti alcuni esempi modello
noti dalla letteratura scientifica. Si tratta di problemi specifici in cui la soluzione
di viscosita ha un’espressione che si conosce esattamente, ma risulta numericamente
difficile da catturare. Infine, si & sperimentato il metodo proposto su un problema
di controllo ottimo, precisamente di tempo minimo.

4.1 Impostazione delle simulazioni

Gli esperimenti numerici sono stati condotti attraverso il software MATLAB [32],
implementando 1'algoritmo DGSL - P, per risolvere I'equazione (HJBRaS).

In riferimento a tale equazione, che si richiama di seguito specificandone il dominio,
Vi(t,x) — inlf] {l(z,u) + F(t,z,u)V,(t,z)} =0, (t,x) € (0,T] x [a,b],
ue
V(0,z) = L(x), x € la,b],

il problema viene caratterizzato prescrivendo gli estremi del dominio a e b, il tempo
finale T', le funzioni ¢(x,u) e F(t,z,u), la condizione iniziale L(z) e gli estremi dello
spazio dei valori del controllo U = [u,,uy]. Quando le condizioni al bordo non
sono periodiche ma di Dirichlet, & necessario specificare anche tale informazione cosi
come le funzioni di bordo B,(t) e By(t).

Per procedere dunque con la simulazione, si indicano

e il numero N di intervalli {I;}}¥, disgiunti ed equispaziati in cui suddividere il
dominio spaziale;

e il numero M di passi temporali uniformi in cui suddividere I'intervallo (0, 77;

e il grado massimo r dei polinomi definiti su ogni intervallo della mesh per
ricostruire la soluzione numerica;
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e il numero N, di controlli equidistanti e compresi tra wu,, e uy; inclusi, con cui
approssimare lo spazio U.

In ogni test effettuato, si & considerato r = 1, per cui i gradi di liberta del generico
intervallo I; = [x;_1, ;] sono vy (z;_1) e vp(x;). Inoltre, se non diversamente specifi-
cato, si é posto N, = 21.

Relativamente al calcolo degli integrali richiesti dal metodo DGSL - P,., si € scel-
to il metodo di Gauss-Legendre, poiché a parita di numero di nodi, garantisce la
maggiore accuratezza e il minor costo computazionale. In particolare, la formula di
quadratura considerata ha N, = 5 nodi, quindi esattezza polinomiale fino al grado
2N, + 1 =11. In tabella sono riportati i valori dei nodi x, e dei pesi w, sull’in-
tervallo di riferimento [—1,1].

q 1 2 3 4 5)
\/5+2¢/ 2 5-24/32 \/5—2\/% \/5+2\/%
Tq | — — 0
q 3 3 3 3
w 322—13/70 322413v70 128  322+13v/70  322—13/70
q 900 900 225 900 900

Tabella 4.1: coordinate dei nodi e relativi pesi della quadratura di
Gauss-Legendre a 5 punti sull’intervallo di riferimento [—1,1].

Le prestazioni del metodo numerico proposto sono state valutate analizzando I’errore
di discretizzazione (spaziale) ey, che rappresenta lo scostamento, ad un certo istante

temporale, della soluzione approssimata V}, dalla soluzione esatta V. Tale quantita,
misurata nelle norme L2, L' e L®, si calcola nel modo seguente, rispettivamente

HehHLz = HV VhHLz ([a,b]) = \// Vh ))2 dx = Z/ ))2 d.ﬁE,

b
lewllor = IV = Vallzs gosp) = / V() = Vool = / V(z) - Vi(a)| da.

lenllzee = IV = Villzeappy = sup [V(z) = Vi(z)| = sup sup|V(z) = Vi(z)|.

x€|a,b] ie{l,...,.N} zel;

Inoltre, nelle sezioni successive, ’errore commesso dallo schema in oggetto viene
confrontato con alcuni metodi di Galerkin discontinuo proposti dalla letteratura, in
particolare rispetto al numero di Courant-Friedrichs-Lewy (CFL). Si tratta di un
parametro adimensionale che sancisce una condizione necessaria per la stabilita di
uno schema esplicito nel contesto dei problemi iperbolici con condizione iniziale [22),
Osservazione 13.2], il requisito per le Differenze Finite &

| F|| s At <1

CFL = A

(4.1)
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4.2 Test 1 - H quadratico, dato C'*

Il primo test deriva dall’articolo [8, esempio 4.4],

Vi(t,x) + M =0, (t,z)€ (0,1.5] x[0,2n7], (4.2)
V(0,2) = — cos(z), z € [0,2n].

Si tratta di un’equazione di Hamilton-Jacobi evolutiva con H(t,z,p) = p?/2,
condizione iniziale di classe C*° e condizioni al bordo periodiche, V'(¢,0) = V (¢, 2)
per ogni t € (0, 1.5].

Il test ¢ equivalente a un problema (HJBRAK]), infatti siano ((z,u) = u?/2,
F(t,z,u) =ue L(x) = — cos(x),

Vi(t,z) — inf {%2 —l—qu(t,x)} =0, (t,z) € (0,1.5] x[0,2n],

uelU

(T1)
V(0,z) = —cos(x), x € [0, 27].

Fissando (t, z), la funzione da ottimizzare ¢ una parabola convessa in u e il dominio
U ¢ compatto, pertanto il minimo esiste,

2
fos () = S0+ uVi(t2), oy () = u+ Valt,2) =0 = u" = =Vi(t,),

J

Fobj (u") = M (Vi a)Valt ) = _—(Vx(g )"
allora
Vilt,z) - Inf {% + uVa(t, 1‘)} = Vilt, @) — fopy(u") = Vi(t,z) + —(Vx(z;, )

Tuttavia, affinché I’equivalenza tra le due formulazioni valga, ¢ importante verificare
che V,(t,x) € U per ogni (t,x) € (0,1.5] x [0,27], in questo caso ¢é sufficiente avere
U=[-1,1].

Per t € (0, 1], la soluzione di viscosita si ottiene calcolando nell’ordine

cos(y)
2 )

Y+ cos(y)t =z — g, V(t,z) = sin(y) +

in t = 1 si forma una singolarita nella derivata a causa di un’onda di shoclf, che
rende la soluzione esatta semplicemente continua.

In figurafd.1]si riporta il confronto, in ¢ = 1, tra la soluzione esatta (in nero) e la sua
approssimazione (in blu) ottenuta con il metodo DGSL - P;. La mesh considerata ¢
composta da N = 320 intervalli disgiunti ed equispaziati e si sono eseguiti M = 13
passi temporali uniformi, dunque CFL = 4.

1Si veda la nota [2| al fondo di pagina
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Test 1: confronto sol. numerica ed esatta in t=1

numerica
0.8 esatta

0.6

vh(t=1 X)

0.2

0.4+

-0.6

-0.8

Figura 4.1: Rappresentazione della soluzione numerica DGSL - P,
(N =320, M = 13) ed esatta del problema (T1]).

Graficamente, lo schema proposto sembra aver risolto correttamente il problema,
nonché il punto angoloso in z = 7.

In tabella[4.2] ¢ riportato l'errore e, = V' — V}, commesso in ¢t = 1, con CFL ~ 0.45 ¢
in tutto il dominio spaziale escluso I'aperto (3,27 — 3), cosi da confrontare i risultati
con [8 tabella 4], a parita di raffinamento spaziale e temporale.

N 10 20 40 80 160 ordine

llen||r2 | 4.7013e-02  2.0098e-02 9.2061e-03 4.1933e-03  2.3776e-03 | 1.0872

llen||rr | 8.8735e-02 3.2645e-02 1.4903e-02 6.3181e-03  3.8578e-03 | 1.1417

Tabella 4.2: Errore commesso nella regione [0, 27] \ (3,27 — 3) dal
metodo DGSL - Py per il test (T1)) in ¢ = 1, ponendo CFL ~ 0.45.

Lo schema proposto risulta meno accurato del metodo Central Discontinuous Ga-
lerkin sviluppato dagli autori Li e Yakovlev [§] e mostra una velocita di convergenza
dell’errore inferiore in entrambe le norme considerate, L? e L'. Tuttavia i metodi
semi-lagrangiani, tra cui quello proposto, sono noti per essere stabili indipendente-
mente dalla condizione (4.1)). Infatti con N = 160 e CFL ~ 2, Central Discontinuous
Galerkin risulta completamente instabile e la soluzione calcolata diverge, mentre
DGSL - P; converge e i dati sull’errore e, sono raccolti in tabella [4.3] dove inoltre
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si &€ imposto N, = 41.

N 10 20 40 80 160 ordine

llenl|z2 | 5.4092e-02 1.2419e-02 3.2347¢-03  9.6385¢-04 4.2388¢-04 | 1.7679

llen||rr | 1.0369e-01 2.4048e-02 6.5974e-03 1.9384¢-03  8.6166e-04 | 1.7455

Tabella 4.3: Errore commesso nella regione [0, 27| \ (3,27 — 3) dal
metodo DGSL - Py peril test (T'1) int =1, con CFL~ 2e N, = 41.

Nelle figure e vengono sinteticamente rappresentati, all’interno dello stesso
grafico, i dati dello schema proposto a confronto con il metodo di Li e Yakovlev, sul-
Derrore commesso nel risolvere il problema (4.2)), rispettivamente, in norma L? e L'.
In particolare, si evince che, regolando opportunamente il valore CFL e aumentando
il numero N, di controlli da valutare, il metodo DGSL - P; diventa paragonabile
al Central Discontinuous Galerkin sia in termini di accuratezza che di velocita di
convergenza.

Test 1: confronto errore e, nella norma L2

’
7 —©— dati DGSL (CFL=0.45,Na=21)
PR - - - dati LiYakovlev10
L7 dati DGSL (CFL=2,Na=41)
10749 ‘
1072 107!

h

Figura 4.2: Andamento dell’errore in norma L? al crescere di h per la
soluzione numerica DGSL - P; (in blu e in giallo) del problema (T1)) a
confronto con i risultati dell’articolo [8] tabella 4| (in rosso).
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Test 1: confronto errore e, nella norma L'

||V'Vh HL1

At —6— dati DGSL (CFL=0.45,Na=21)
e = %= -dati LiYakovlev10
dati DGSL (CFL=2,Na=41)
1074 .
1072 107!

h

Figura 4.3: Andamento dell’errore in norma L' al crescere di h per la
soluzione numerica DGSL - P; (in blu e in giallo) del problema (T'1)) a
confronto con i risultati dell’articolo [8] tabella 4] (in rosso).

4.3 Test 2 - H lineare non derivabile, dato C'*°

Il secondo test deriva dall’articolo |7, esempio 4.2.1],

Vi(t, z) + sign(cos(z))V,(t,z) =0, (t,x) € (0,1] x [0, 27], (4.3)
V(0,z) = sin(z), x € [0, 27]. '

Si tratta di un’equazione di Hamilton-Jacobi evolutiva con H (¢, z, p) = sign(cos(z))p,
quindi lineare in p ma con un coefficiente che presenta delle discontinuita di tipo
salto in x = 7/2 e x = 37/2 che causano, rispettivamente, la formazione di un’onda
di shock e un’onda di rarefaziondﬂ per V.. La condizione iniziale é di classe C'*° e si
hanno condizioni al bordo periodiche, V' (¢,0) = V (¢, 2m) per ogni t € (0, 1].

Come viene riportato nell’articolo [11], esempio 4.4], la soluzione di tale problema
coincide con quella dell’equazione eikonale evolutiva e omogenea, cioé

Vi(t,x) + |Va(t,z)| =0, (t,x) € (0,1] x [0, 2],
V(0,x) = sin(z), x € [0, 2m].

2Si veda la nota [2| al fondo di pagina
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Inoltre, tale formulazione ¢ equivalente ad un problema (HJBS2S)), infatti siano

Ux,u) =0, F(t,z,u) =u, U =[-1,1] e L(x) = sin(z),

Vi(t,x) — inf {uV,(t,z)} =0, (t,x)€ (0,1] x [0, 27],

uelU (TQ)
V(0,2) = sin(x), z € [0,2n].

Fissando (¢, x), la funzione da ottimizzare ¢ una retta in u e il dominio U é compatto,
pertanto il minimo esiste. Sia fu;(u) = uV,(t, ), allora si presentano due casi,

Vi(t,2) >0 = v =-1 = fu;(u") =-V,(t,2),
Vx(t,x) S 0 = u* =1 - fobj(U*) = %<t7x)7

sinteticamente
ut = —sign(Vy(t, ) = fop;(u’) = —|Va(t, 2)l,
allora

Vi(tsw) — inf {uVo(t, 2)} = Vit ) — fops(u”) = Vit ) + [Va(t, )]

La soluzione di viscosita del problema in esame, per ¢t € (0,7/2], &

sin(z —t), x€[0,7/2],

Vitx) = sin(z +t), x € (n/2,3n/2—1],
A v € (3m/2 —t,37/2 + 1],
sin(x —t), x € (3r/2+1t,2n].

In figura [4.4]si riporta il confronto, in ¢ = 1, tra la soluzione esatta (in nero) e la sua
approssimazione (in blu) calcolata con il metodo DGSL - P;. La mesh considerata ¢
composta da N = 640 intervalli disgiunti ed equispaziati e si sono eseguiti M = 25
passi temporali uniformi, dunque CFL = 4.

Graficamente, I’approssimazione fornita dallo schema proposto per la risoluzione del
problema appare corretta, in particolare nell’intorno del punto angoloso z = 7/2 e
nella regione di rarefazione.

In tabella é riportato l'errore e, = V — Vj, commesso al tempo ¢ = 1 e consi-
derando CFL ~ 0.1, cosi da confrontare i risultati con [7, tabella 4.7], a parita di
raffinamento spaziale e temporale.

Lo schema proposto risulta meno accurato del metodo sviluppato da Cheng e Shu in
[7] e ordine di convergenza dell’errore ¢ leggermente inferiore in tutte le norme con-
siderate, L?, L' e L. Tuttavia, si precisa che, in questo caso, I’approccio sviluppato
da Cheng e Shu richiede una procedura aggiuntiva per correggere e reindirizzare la
soluzione numerica verso quella di viscosita. Inoltre, il parametro CFL gioca un
ruolo fondamentale nella stabilita di tale metodo numerico e lo si puo verificare, ad
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N 40 80 160 320 640 ordine

llen|lz2 | 7.0108¢-02 2.2709e-02 6.3778¢-03 1.7975¢-03 5.7754e-04 | 1.7506
llenlz: | 1.1026e-01 3.7218e-02 1.1577e-02 3.7071e-03 1.3023e-03 | 1.6135

llenl|zoe | 6.1141e-02 1.8322¢-02 4.6927¢-03 1.1741e-03 3.2572¢-04 | 1.9069

Tabella 4.4: Errore commesso dal metodo DGSL - P; per il test
(T2) in ¢t = 1, ponendo CFL ~ 0.1.

esempio, provando a risolvere il problema imponendo N = 160 e CFL > 0.6,
la soluzione che si ottiene € fortemente divergente.

Al contrario, il parametro CFL non limita la stabilitd del metodo proposto e puo
migliorarne I'accuratezza, infatti in tabella[4.5] si riportano i dati relativi all’appros-
simazione ottenuta dal metodo DGSL - P; con CFL ~ 3.

N 40 80 160 320 640 ordine

llen|lz2 | 3.0542¢-03 6.8869e-04 2.1180e-04 4.6041e-05 1.1562e-05 | 1.9993
llen||r: | 5.74786-03  1.4008¢-03 4.2445¢-04 8.1865¢-05 2.0823e-05 | 2.0314

llen||pe | 2.9984e-03 6.3493e-04 2.3883e-04 4.7233e-05 1.1253e-05 | 1.9864

Tabella 4.5: Errore commesso dal metodo DGSL - P; per il test
(T2) in ¢t = 1, ponendo CFL ~ 3.

Nelle figure [4.5] e [4.7] vengono sinteticamente rappresentati, all'interno dello
stesso grafico, i dati a confronto tra lo schema proposto e il metodo di Cheng e Shu,
sull’errore commesso nel risolvere ’esempio in esame, rispettivamente, in norma L?,
L' e L. Dalle immagini, si evince che, regolando opportunamente il valore CFL,
lo schema DGSL - IP; diventa paragonabile al metodo di Cheng e Shu sia in termini
di accuratezza che di velocita di convergenza, o leggermente superiore in riferimento
alla norma L*° dell’errore.
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Test 2: confronto sol. numerica ed esatta in t=1

numerica
esatta

vh(t=1 X)

Figura 4.4: Rappresentazione della soluzione numerica DGSL - P,
(N =640, M = 25) ed esatta del problema (T2]).

Test 2: confronto errore e, nella norma L2

T

105% -7
it —©— dati DGSL (CFL=0.1)
= =#= - dati ChengShu07
dati DGSL (CFL=3)
10 '
1072 107

h

Figura 4.5: Andamento dell’errore in norma L? al crescere di h per la
soluzione numerica DGSL - P; (in blu e in giallo) del problema (T2) a

confronto con i risultati dell’articolo [7, tabella 4.7] (in rosso).
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Test 2: confronto errore e, nella norma L'
0
10 T

10°® B g —6— dati DGSL (CFL=0.1) | 3
.- - - %= - dati ChengShu07
dati DGSL (CFL=3)
10 :
1072 107

h

Figura 4.6: Andamento dell’errore in norma L' al crescere di h per la
soluzione numerica DGSL - P; (in blu e in giallo) del problema (T2)) a
confronto con i risultati dell’articolo [7, tabella 4.7] (in rosso).

Test 2: confronto errore e, nella norma L™
-1
10 T

-7 —©— dati DGSL (CFL=0.1)
.- - - - dati ChengShu07
P dati DGSL (CFL=3)
10°%¢ :
1072 107
h

Figura 4.7: Andamento dell’errore in norma L* al crescere di h per la
soluzione numerica DGSL - P; (in blu e in giallo) del problema (T2)) a
confronto con i risultati dell’articolo [7, tabella 4.7] (in rosso).
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4.4 Test 3 - H quadratico, dato non derivabile

Il terzo test deriva dall’articolo [I1I, esempio 4.3],

Vi(t,x) + M =0, (t,z) € (0,1] x[0,2n],

V(0,z) = |z — 7, x € 0, 27].

(4.4)

Si tratta di un’equazione di Hamilton-Jacobi evolutiva con H(t,z,p) = p?/2,
condizione iniziale continua, non derivabile in x = 7w e che causa la formazione di
un’onda di rarefazionerf] per V.. Si hanno inoltre condizioni al bordo periodiche,
V(t,0) = V(t,2m) per ogni t € (0,1].

Come visto per il primo test (sezione , tale problema puo essere riscritto nella
forma (HJBRAK), considerando ¢(z,u) = u?/2, F(t,x,u) = u, L(z) = |z — 7| e
U= [_17 1]7

Vi(t,z) — inf {%2 —i—uVm(t,x)} =0, (t,z)e (0,1] x0,2n],

uelU

(T3)
V(0,z) = |z — 7|, z € [0, 27].
La soluzione di viscosita del problema in esame, per t € (0, 7], &
( t
T-% -3, x € [0,m—t,
t
V(t,g) =qx—7— 5 TE€ [+ t,27],

(z — )

kT’ Z’E(Tf—t,ﬂ'—l-t).

In figuraf4.8]si riporta il confronto, in ¢ = 1, tra la soluzione esatta (in nero) e la sua
approssimazione (in blu) calcolata con il metodo DGSL - P;. La mesh considerata ¢
composta da N = 160 intervalli disgiunti ed equispaziati e si sono eseguiti M = 25
passi temporali uniformi, dunque CFL = 1.

Graficamente, I’approssimazione ottenuta attraverso il metodo proposto appare cor-
retta, in particolare nell’intorno del punto x = 7 in cui si ha la formazione della
regione di rarefazione.

In tabella é riportato 'errore e, = V — V), commesso in ¢t = 1, con CFL = 0.1,
cosi da confrontare i risultati con [I1], tabella 4, 1], a parita di raffinamento spaziale
e temporale.

Lo schema proposto risulta, ancora una volta, meno accurato della formulazione
alternativa di Galerkin discontinuo sviluppata da Ke e Guo in [II] e mostra una
velocita di convergenza dell’errore inferiore, sia in norma L? che L. Tuttavia, il
metodo DGSL - Py, in qualita di schema semi-lagrangiano, ¢ in grado di risolvere il

3Si veda la nota [2| al fondo di pagina
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3. Test 3: confronto sol. numerica ed esatta in t=1
numerica
esatta
=
i
>£
0 1 2 3 4 5 6
X
Figura 4.8: Rappresentazione della soluzione numerica DGSL - Py
(N =160, M = 25) ed esatta del problema (T3]).
N 40 80 160 320 640 ordine
llen|lzz | 1.6680e-01 1.3354e-01 1.0259e-01 7.7996e-02 6.0952¢-02 | 0.3680
llen||pe | 2.7742e-01  2.2845e-01 1.8333e-01 1.4767e-01 1.2452e-01 | 0.2941

Tabella 4.6: Errore commesso dal metodo DGSL - P; per il test
(T3)) in ¢t = 1, ponendo CFL =~ 0.1.

problema in esame considerando valori CFL che violano la condizione (4.1)). Infatti
in tabella [4.7] si riportano i dati relativi all’approssimazione del problema (T3)) ot-

tenuta con CFL =~ 4.

Nelle figure [4.9] e vengono sinteticamente rappresentati, all'interno dello stesso
grafico, il confronto tra i dati dello schema proposto e il metodo di Ke e Guo, sull’er-
rore commesso nel risolvere I’esempio in esame, rispettivamente, in norma L? e L.
Dalle immagini, si evince che, la sola regolazione opportuna del valore CFL produce
un miglioramento delle prestazioni dello schema DGSL - Py, grazie al quale supera
il metodo di Ke e Guo [11] in termini di accuratezza e di velocita di convergenza

dell’errore.
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N 40 80 160 320 640 ordine
llen||r2 | 1.6487e-02  9.4490e-03 5.0044e-03 2.5007e-03 1.8293e-03 | 0.8262
llen||pe | 1.7727e-02 1.0651e-02 5.8875e-03 3.0801e-03 2.1743e-03 | 0.7845

Tabella 4.7: Errore commesso dal metodo DGSL - P; per il test

(T3) in t = 1, ponendo CFL = 4.

Test 3: confronto errore e, nella norma L2

—©— dati DGSL (CFL=0.1)
= %= dati KeGuo18
dati DGSL (CFL=4)

1078
1072

107
h

Figura 4.9: Andamento dell’errore in norma L? al crescere di h per la
soluzione numerica DGSL - P; (in blu e in giallo) del problema (T3] a
confronto con i risultati dell’articolo [I1} tabella 4, P;] (in rosso).
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Test 3: confronto errore e, nella norma L™

T

—6— dati DGSL (CFL=0.1)
= %= dati KeGuo18
dati DGSL (CFL=4)
1078 .
1072 107!
h

Figura 4.10: Andamento dell’errore in norma L al crescere di h per la
soluzione numerica DGSL - P; (in blu e in giallo) del problema (T3)) a
confronto con i risultati dell’articolo |11} tabella 4, ;| (in rosso).

4.5 Test 4 - Tempo minimo di evasione

Infine, per il quarto test, si & considerato un problema di controllo ottimo, la cui
dinamica e governata dall’equazione

g(s) = u(s), 0<t<s<4,
yt) ==z,  x€]0,10],

y : [t,4] — [0,10] rappresenta la funzione dello stato del sistema e la funzione di
controllo ¢ denotata con u € Uyq = {u : [t,4] — [—1,1], misurabile}. Il funzionale
costo da minimizzare &

Joa(u) = / " Lds 4 (10— () (), (4.5)

yu & la traiettoria derivante dal controllo u € U,4 con condizione iniziale x al tempo ¢,
tr =min(4, 0 ,(u)) e O, (u) = inf{s € (¢,4] : y¥(s) = 0Vy¥(s) = 10} rappresentano,
rispettivamente, 1’orizzonte finito e il tempo di raggiungimento del bordo del dominio
spaziale. Differisce dalla formulazione di Bolza della sezione [1.1] esclusivamente per
I’orizzonte finito, che in questo test non é fissato dipendendo dallo stato del sistema
e potrebbe essere minore di 1" = 4.

Il funzionale (4.5 ¢ descritto dalla somma di due contributi, il primo ¢ il tempo
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impiegato prima di raggiungere uno degli estremi del dominio spaziale nella finestra
temporale [t,4], cioé t; — ¢, il secondo ¢ un costo associato alla distanza tra il bordo
spaziale {0,10} e la posizione raggiunta dal sistema al tempo ¢;.

Nella sezione [1.1] si é introdotta la nozione di value function

v(t,x) = inf J;,(u),

UEULq

che, in virtu del Teorema [3.2] e della teoria delle soluzioni di viscosita, risolve

v(t,z) =sup {—1 —wv,(t, )}, (t,z) € [0,t) x 0, 10],

uelU
v(ty,x) = (10 — x)z, z € [0, 10].
con U = [—1,1]. In particolare, quando z = 0 o z = 10 si ha t; = min(4,¢) =t per

ogni t € [0,4), per cui v(t,0) = v(¢,10) = 0. Pertanto, in virta del principio della
programmazione dinamica (DPPJ), si ottiene la formulazione equivalente e classica di
un problema differenziale con condizione iniziale e bordo di Dirichlet non omogeneo,

v(t, z) = sup {—1 —wv,(t, )}, (t,z) € [0,4) x [0,10],

uelU
o(T,z) = (10 — z)x, x € |0, 10],
v(t,0) = v(t,10) = 0, t€0,4).

Come visto nella dimostrazione del Teorema [3.2] dal cambio di variabile t — T — ¢,
sl ricava

Vilt,@) = inf {1+ uV,(t,2)} =0, (7)€ (0,4] x [0,10},

V(0,2) = (10 — z)z, z € [0,10], (T4)
V(t,0) = V(t,10) =0, t e (0,4],

che rappresenta un problema (HJBRa%) caratterizzato da £(z,u) = 1, F(t,z,u) = u,
L(z) = (10 — )z, U = [-1,1] e Bu(t) = By(t) = 0.

La soluzione di viscosita del problema in esame, per ¢t € (0,4] e z € [0, 5], &

Vite) = {t z €0,

t7+ (x —t)(10 —z+1t), ze€ (L5

ed & simmetrica rispetto all’asse x = 5, infatti si ha V(t,z) = V(¢,10 — x) per
x € (5,10]. L’espressione esplicita di V(¢,x) ¢ stata ricavata considerando che si
vuole minimizzare il tempo di evasione dal dominio spaziale, poiché se non si rag-
giunge uno dei bordi si paga un costo terminale positivo oltre al tempo impiegato.
Quindi & necessario orientare lo stato del sistema verso il bordo piu vicino e alla
massima velocita, cioé se x 2 5 allora u* = £1, in £ = 5 entrambe le scelte sono
ottime. Conoscendo il controllo ottimo u*, si calcola la value function che ¢ legata
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a V dalla relazione v(T —t,z) = V (¢, x).

In figura si riporta il confronto, in t = 4, tra la soluzione esatta (in nero) del
problema e la sua approssimazione (in blu) ottenuta dal risolutore DGSL - P;.
La mesh considerata ¢ composta da N = 160 intervalli disgiunti ed equispaziati e si
sono eseguiti M = 64 passi temporali uniformi, dunque CFL = 1.

5. Test 4: confronto sol. numerica ed esatta in t=4

numerica
esatta

10 |

vh(t=4,x)

Figura 4.11: Rappresentazione della soluzione numerica DGSL - P,
(N =160, M = 64) ed esatta del problema (T4]).

Graficamente, ’approssimazione calcolata dal metodo proposto appare corretta, in
particolare nell’intorno dei punti =t =4, x = 10 —t = 6 in cui si hanno delle
discontinuita nella derivata causate dalla non linearita del funzionale . Anche
in x = 5 la value function non é differenziabile poiché la dinamica, attraverso il con-
trollo, non é continua nell’intorno di tale punto, tuttavia ’approssimazione appare
senza difetti.

Sulla scia dei test precedentemente effettuati, si é calcolato 'errore e, = V — V},
commesso in ¢ = 4, con CFL = 0.5, dallo schema proposto e da un metodo di Ga-
lerkin discontinuo (DG) tradizionale con Elemento Finito (I,Py(1), L1440 ) per tutti
gli intervalli della mesh e avanzamento in tempo di Crank—Nicolsonﬁ (CN).

Infatti, in riferimento alla sezione [2.2] Iequazione iperbolica lineare non stazionaria
caratterizzata da B(x) = —sign(x — 5), 0 =0, f =1 e g;,, = 0 coincide con 'equa-
zione alle derivate parziali di ((T'4)), una volta calcolato il controllo ottim<ﬂ

1Sia g(t) = f(t,y), allora (y" ! —y™)/At = [f(t",y™) + f(t" T, y"T1)]/2 & 1o schema di Crank-
Nicolson che calcola y™ = y(t") con t" = nAt, sapendo che y° = y(0), Paccuratezza ¢ O(At?).
5] passaggi sono identici a quelli visti per il secondo test, sezione
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I dati sono riportati, rispettivamente, nelle tabelle [4.8 e

N 40 80 160 320 640 ordine

llenllz2 | 5.0465¢-01 2.8166e-01 1.7012e-01 1.1125e-01 7.9707e-02 | 0.6665
llen||z | 6.0525e-01 4.1332e-01 3.3681e-01 2.6289e-01 2.1548¢-01 | 0.3633

Tabella 4.8: Errore commesso dal metodo DGSL - P; per il test
(T4)) in t = 4, ponendo CFL = 0.5.

N 40 80 160 320 640 ordine

llenlz2 | 3.7715e-01  1.9267e-01 9.8753e-02 5.0724e-02 2.6073e-02 | 0.9634

llen| |z | 5.6317e-01  3.5536e-01 2.2379¢-01 1.4107e-01  8.9045¢-02 | 0.6655

Tabella 4.9: Errore commesso dal metodo DG (Py, L,4) € avanza-
mento in tempo CN per il test (T4)) in ¢ = 4, ponendo CFL = 0.5.

A parita di raffinamento spaziale e temporale, lo schema proposto risulta meno
preciso del metodo di Galerkin discontinuo tradizionale e 1'ordine di convergenza
dell’errore ¢ inferiore in tutte le norme considerate, L? e L*°. Tuttavia, per valo-
ri CFL che violano la condizione , DG tradizionale presenta delle oscillazioni
spurie che deteriorano la soluzione numerica peggiorando l'errore e;,. Al contrario,
il metodo DGSL - P; non presenta questa irregolarita e anzi, con CFL = 2, i dati
riportati in tabella sull’errore commesso sono notevolmente inferiori.

N 40 80 160 320 640 ordine

llen||z2 | 1.6137¢-02 4.0344¢-03 1.0086¢-03 2.5215¢-04 6.3037¢-05 | 2.0000

llen]|z~ | 1.5625e-02  3.9063e-03 9.7656e-04 2.4414e-04 6.1035e-05 | 2.0000

Tabella 4.10: Errore commesso dal metodo DGSL - Py per il test
(T4)) in t = 4, ponendo CFL = 2.

Nelle figure e vengono sinteticamente rappresentati, all’interno dello stes-
so grafico, il confronto tra i dati dello schema proposto e un metodo di Galerkin
discontinuo tradizionale, sull’errore commesso nel risolvere il problema di controllo
ottimo del tempo minimo di evasione, rispettivamente, in norma L? e L.
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Test 4: confronto errore e, nella norma L2
100
10k
2L 4
~ 10
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Figura 4.12: Andamento dell’errore in norma L? al crescere di h per la

soluzione numerica DGSL - P; (in blu e in giallo) del problema (T4) a
confronto con i risultati dell’approssimazione DG tradizionale (in rosso).

Test 4: confronto errore e, nella norma L™
100 ; ; ; 5.
10 E
2L 4
p 10
=
=
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1074 F 1
F —©— dati DGSL (CFL=0.5)
- -¥- -dati DG tradizionale
dati DGSL (CFL=2)
10 * * * et
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107"
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Figura 4.13: Andamento dell’errore in norma L*° al crescere di h per la

soluzione numerica DGSL - P; (in blu e in giallo) del problema (T4) a
confronto con i risultati dell’approssimazione DG tradizionale (in rosso).
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Dalle immagini, si evince che il metodo DGSL - P; si comporta come un metodo di
Galerkin discontinuo tradizionale con funzioni di base P, e avanzamento in tempo di
Crank-Nicolson per bassi valori del parametro CFL. Inoltre, le prestazioni dello sche-
ma proposto, al contrario del metodo DG tradizionale, migliorano considerevolmente
per valori CFL che violano la condizione (4.1






Conclusioni e sviluppi futuri

Nel presente lavoro di tesi, & stato proposto un metodo numerico, DGSL - P,, per
risolvere equazioni di Hamilton-Jacobi-Bellman evolutive in una dimensione.

Alla luce dei testi effettuati, I’approccio basato sulla formula di rappresentazione
semi-lagrangiana e sulla ricostruzione della funzione con Elementi Finiti discontinui
¢ risultato efficace nella cattura della ricca struttura (generata dalle discontinuita
nella derivata e dai dati non derivabili ovunque) delle soluzioni di viscosita.

In riferimento agli obiettivi prefissati nellIntroduzione] con gli esperimenti effettuati
emerge la stabilita del metodo DGSL - P, indipendentemente dal valore del passo
temporale e spaziale scelto. Inoltre, come auspicato, la struttura dello schema pro-
posto garantisce sia 'adattivita hp che il disaccoppiamento del sistema lineare di
equazioni in parti piu piccole, risolvibili separatamente.

Un aspetto peculiare, che si ¢ delineato con gli esperimenti numerici, riguarda 1’ac-
curatezza e l'ordine di convergenza. Infatti, dal confronto con altri metodi noti
dalla letteratura, lo schema proposto € risultato meno efficace per valori CFL infe-
riori all'unita, diventando invece paragonabile o anche superiore per CFL pit grandi.

A partire dal lavoro discusso in questa tesi, si aprono diversi percorsi di ricerca
futura. In primo luogo, si potrebbe estendere lo studio al caso bidimensionale (o
multidimensionale) ponendo attenzione alla ricostruzione della caratteristica nella
fase semi-lagrangiana del metodo. Inoltre, per ridurre i tempi computazionali, puo
essere ragionevole implementare per ogni elemento le funzioni di basi di Legendre,
non essendo richiesta la continuita all’interfaccia tra gli elementi.

In aggiunta, il metodo DGSL - P, potrebbe essere indirizzato verso applicazioni, sot-
to le opportune correzioni, che coinvolgono soluzioni di viscosita che sviluppano in
tempo finito discontinuita di tipo salto. Infine, potrebbe essere interessante studia-
re, anche empiricamente, il comportamento dell’errore in relazione al numero CFL
e derivare stime teoriche sull’errore di discretizzazione e sull’ordine di convergenza
del metodo nelle regioni del dominio in cui la soluzione € regolare.
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