Introduzione

In questa dispensa vengono forniti alcuni elementi di basedgsoluzione di equazioni alle
derivate parziali che governaooblemi al contorno. A questo scopo si introducono, in forma
abbastanza sintetica, gli schemi alle differenze finitevamgono poi utilizzati per la riscrittura
in forma discreta e per la soluzione numerica dell’equazdirLaplace in un dominio quadrato
con opportune condizioni al contorno. La scelta dell’eduee di Laplace come problema
tipo € motivata dal fatto che questa equazione e rappiasendi molti problemi in ambito
struttutale, termodinamico, fluidodinamico, elettrometigo.

Nella prima sezione gli schemi alle differenze finite sontwadotti per funzioni di una
sola variabile. Nella seconda sezione gli schemi vengotesieal caso di derivate parziali,
con particolare riferimento a problemi in due variabili efine, nella terza sezione gli schemi
introdotti vengono impiegati per la discretizzazione deljpema di Laplace.

1 Schemi alle differenze finite per funzioni di una variabile

Supponiamo di disporre di una serierdi+ 1 coppie di valorif;, z; coni = 1,...n + 1, e di
voler valutare (in modo approssimato) la derivata dellaiome f, che si assume continua e
con derivate continue. Per semplicita si assume che i nadosquaspaziati, ovvero per ogni
t=1+nxz—x;=h.

Per valutare la derivata prima nel generico nodsi puo usare uno sviluppo di Taylor con
punto inizialex; per esprimere la funzione ir} . ; € inx;_, ottenendo quindi
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Sottraendo la seconda equazione dalla prima si ha
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Seh e abbastanza piccolo, I'espressione data fornisce ir@alella derivata prima calcolata
alle differenze finite centrate
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Figura 1:



Sempre a partire dagli sviluppi dati, sommando le equaZiDre (2) si ottiene
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che, ancora peér piccolo, fornisce il valore della derivata seconda calizo#dle differenze finite
centrate.
Le formule date consentono di calcolare le derivate peritptinti interni, ovverol < i <
n, ma non consentono di calcolare le derivateiperl (non dispongo del valore della funzione
in7 = 0) eini = n (non dispongo del valore della funzioneiig= n + 1). Per superare questo
problema si opera in modo del tutto simile e, volendo vatutarderivata in = 1 si scrivono
gli sviluppi in serie di Taylor per esprimere i valori che lankione assume in= 2 ei = 3.
Combinando in modo opportuno gli sviluppi cosi ottenubisiene
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che sono le espressioni delle derivate prime calcolateldferenze finite in avanti e indietro.

Gli schemi alle differenze discussi in precedenza valutartterivate con un errore propor-
zionale ah? e per questo sono accuratesaicondo ordine Attraverso procedure analoghe e
possibile ottenere formule alle differenze di ordine sigrerper la valutazione delle quali viene
coinvolto un maggior numero di punti a monte e a valle.

2 Esempio di applicazione per equazioni al contorno in una
dimensione
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Figura 2:

Come semplice esempio di applicazione degli schemi alferéifize introdotti sopra, si
considera il caso di una trave appoggiata sulla quale ensisa distribuzione di carico come
mostrato in figura 2. Senza entrare nel dettaglio, il problerhgovernato da una equazione
differenziale del tipo:

y" (@) + c(@)y(z) = p(z)
in cui y rappresenta lo spostamento verticale della trave caualitopiesenza del carico(z)
porta in conto caratteristiche locali della trave (matetiaezioner, forma...) g(z) €’ il valore

locale del carico. Nell’lesempio che segue si assumeraekarhtteristiche della trave sono
costanti lungo tutto il tratto considerato (ovver@ indipendente da). Inoltre si assume che



la trave e’ appoggiata e che quindi la deformazione e’ nullgpegmo e ultimo nodo, ovvero
yo = ys = 0. Per il carico si ipotizza che abbia una distribuzione gi@are, come in figura, e
P indica il valore massimo di pressione che e’, con riferirmaaita figura, e’ raggiunto proprio
in corrispondenza del nodb

Dalla discretizzazione alle differenze finite dell'equam® differenziale suddetta in corri
spondenza del generico notlsi ottiene:
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in cui h rappresenta la distanza tra un nodo e l'altro. Ad esempib s€la lunghezza totale,
per la discretizzazione riportata in figura si avrebbe /8.

Per la soluzione del problema e’ necessario andare a sstieguazione (4) in tutti i nodi
interni, visto che e’ qui che la deformata e’ incognita. Sellara:
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Questo sistema di equazioni puo essere riordinato comeseg

(erh? = 2)y1 +y2 = —yo
y1 + (c2h® = 2)ys + y3 = Ph?
Y2 + (csh® = 2)ys +ya = 0

ys + (csh® = 2)ys +ys = 0 (5)
ya+ (csh® — 2)ys + ys = 0
ys + (ceh”® — 2)ys + y7 = 0
Yo + (crh® = 2)y7; = —ys

in cui si & tenuto conto del fatto chg e ys sono noti.
La matrice rappresentativa del sistema (5) € quindi

[ (c1h? —2) 1 0 0 0 0 0 ]
1 (cah? —2) 1 0 0 0 0
0 1 (c3h? —2) 1 0 0 0
A= 0 0 1 (csh? —2) 1 0 0
0 0 0 1 (csh? —2) 1 0
0 0 0 0 1 (cgh? — 2) 1
I 0 0 0 0 0 1 (csh* —2) |




mentre il vettore termini noti & = [—y,, Ph?,0,0,0,0, —ys]T. Ovviamente nel caso in cui
le caratteristiche del materiale e la geometria sono cbgiantutta la lunghezza della trave i
coefficientic; sono tutti uguali tra loro.

La soluzione di questo sistema lineare si ottiene attrav&pplicazione dell’algoritmo di
Thomas per matrici tridiagonali e il risultato sara il we# incogniteX = [y1, y2, Y3.Y4, Us, Y6, Y7)-

3 Schemi alle differenze finite per funzioni di due variabili

Nel caso in cui la funzione dipende da due o piu variabilipheetti esposti nella sezione
precedente vanno estesi al caso di derivate parziali. Rdere piu semplice la comprensione
del problema e la sua discretizzazione, si consideri lo mehmppresentato nella figura 3.
Possiamo immaginare che la funzione di piu variabili cheusile studiare sia la distribuzione
di temperatura nell’lambiente. Per semplicita I'ambientgato assunto di forma rettangolare e
si immagina che la variabile in esame, la temperatura appsig nota nei punti segnati nello
schema.
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Figura 3:

Nel piano, il generico punto & individuato da una coppiandiidi (i, j) coni = 0,+N e
j = 0,+=M. Inoltre, come indicato in figura 3, nel caso di distribuz@amiforme dei nodi la
coordinatar € la stessa per tutti i nodi che hanno lo stesso indi@che se hanno diverso
indicej. Allo stesso modo, tutti i nodi che hanno lo stesso ingit@nno la stessa coordinata
y. Questo rende estremamente semplice la costruzione dingellle differenze finite per il
calcolo di derivate parziali in rispettozao .

In pratica si tratta di utilizzare le stesse formule riptetan precedenza per le funzioni di
una sola variabile, utilizzandole per la funzione di duealaiti, diciamog(i, 7), facendo variare
solo l'indice relativo alla variabile rispetto alla qualedgve effettuare la derivata mantenendo
fisso I'altro. Il passo verra poi sostituito dsz 0 Ay, a seconda della direzione rispetto alla
guale si effettua la derivata.

Come esempio vengono riportate di seguito le espressidiei derivate parziali prime e
seconde rispetto a e y, valutate con schemi alle differenze centrate riportaliangezione
precedente. La quantita
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rappresenta il valore della derivata parziale rispetta alalutata nel noddi, 7). In modo
simile

oy’ 2Ay
rappresenta il valore della derivata parziale rispett@allalutata nello stesso noda j). Per
le derivate seconde si ha:

&g (i) = gli+1,5) =290, j) +9(i—1,))
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E infine opportuno sottolineare che gli errori relativittaadosi di schemi al secondo ordine,
saranno rispettivamente proporzionalha? o Ay? per le derivate parziali rispettozao ay.

4 Equazione di Laplace e sua soluzione numerica

Molti problemi di fisica tecnica, fluidodinamica, struttuzdeoria dei campi elettromagnetici,
sono governati da una equazione differenziale del tipo

Pf O

nota comeequazione di Poisson. Nella (6) la funzionef(z, y) rappresenta la distribuzione di
una qualche variabile fisica, ad esempio la temperaturatrenke(z, y) rappresenta un termine
sorgente, ad esempio I'intensita di una fonte di calore. In moltilgeomi il termine sorgente e
nullo in tutto il dominio e I'equazione (6) assume la forma
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nota comeequazione di Laplace. E opportuno sottolineare che le forme riportate solo liteita
a problemi bidimensionali. Forme completamente analogphessono avere in tre dimensioni
aggiungendo la derivata seconda rispetto alla terza vkrisfaziale:.

Per la soluzione delle equazioni di Poisson o Laplace essac® assegnawndizioni al
contorno. Nei problemi della fisica, queste condizioni possono esgedue tipi: in alcuni casi
viene assegnata la stessa varialfil@entre in altri casi viene assegnata la sua derivata norma-
le. Nel primo caso si parla di condizioni Biirichlet nel secondo caso si parla di condizioni
di Neumann. Si hanno condizioni di Dirichlet quando ad esempio si coadtvalore della
temperatura su tutto il contorno mentre si hanno condizioNieumann quando sul contorno e
posizionata una sorgente di calore.

Come esempio viene di seguito presentata la soluzione martll’equazione di Laplace
in un dominio rettangolare con condizioni di Dirichlet agisate al contorno. Senza perdita di
generalita si assume che il problema sia quello di detearaita distribuzione delld in una
lastra piana rettangolare di lati, = 5 e L, = 4 (figura 4). In forma discreta i latL, e L,
vengono discretizzati rispettivamente coh= 5 e M = 4 sottointervalli. Di conseguenza
Ax = L,/N =1eAy = L,/M = 1. Lintera lastra e quindi suddivisa iV + 1)z (M + 1)
nodi, ognuno dei quali individuato da una coppiagj) coni =0+ N ej = 0 + M. Poiché si
assume che la funziongésia assegnata al contorno, le quantita

f@0,7) , f(5,7) sononote/j =04
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Figura 4:

e in modo simile
f(i,0) , f(i,4) sononote/i =0-+5 .

Per determinare invece i valori delfanei nodi interni € necessario scrivere I'equazione di
Laplace in forma discreta in ognuno di essi. A questo scagla base di quanto riportato nella
sezione precedenti, in forma discreta si ha che

*f _ fli+1,7) —2f(,5) + f(i—1,5)
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Visto che, per quanto detto sopra, la discretizzazionata sffettuata in modo ch&zr = Ay =
1, le espressioni discrete delle derivate seconde si seagpidiulteriormente ottenendo quindi:
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Sostituendo queste due espressioni delle derivate secwmilequazione di Laplace (7), in
corrispondenza del generico nodg si ottiene

Questa equazione va particolareggiata per tutti i nodrmit@vvero per tutti i nodi;, j con
1=1,4ej = 1,3, tenendo conto del fatto che i valori sui nodi al contornocsoati.
Con riferimento alla figura 4, per il noda, 1) la (8) diventa

f(170)+f(071)_4f(171)+f(271)+f(172):0 )

e poichéf(1,0) e f(0, 1) sono noti, si ha

_4f(171) +f(271) +f(172) = —f(l,O) - f(ovl)

In modo simile, per il nodd2, 1) si ha

f(lvl)_4f(271)+f(371)+f(272):_f(270) )



e cosi via. Nei nodi con entrambi gli indici superioria 1 &enoria N — 1 e M — 1, rispet-
tivamente, nessuno dei termini che compare nella sommaeronine di bordo e quindi tutti i
contributi sono incogniti. A titolo di esempio, per il nod®, 2) la (8) prende la forma

FGB 1)+ £(2,2) —4f(3,2) + f(4,2) + £(3,3) =0 .

Raccogliendo tutte le equazioni si ottiene un sistema dazigui lineari del tipo

AX =B
in cui _ -
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e il vettore delle ingognite &
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Questo mette in evidenza la struttura molto particolaréadahtrice che risulta essere penta-
diagonale a blocchi. Inoltre, & possibile verificare chenktrice € diagonalmente dominante,



seppure in senso debole, e questo consente I'impiego dosiokerativi, indispensabili per la
soluzione di problemi con un numero molto elevato di inctgni



