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Sommario

Uno dei problemi piu rilevanti nello studio della Meccanica della Crescita Volumetrica dei
tessuti biologici e aggregati cellulari ¢ quello di determinare leggi che descrivano come avvie-
ne la variazione di massa di tali sistemi, e come questa sia in relazione con la disponibilita
di sostanze chimiche, necessarie alla vita delle cellule, e con lo stato meccanico complessivo
dei sistemi stessi. A tal proposito sono stati proposti diversi approcci, molti dei quali im-
piegano la Teoria delle Miscele [1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9], che mirano a formulare una legge di
crescita, ossia a legare la variazione di massa dei tessuti o aggregati cellulari alla produzio-
ne di opportune distorsioni anelastiche. Sovente, tali approcci sono basati su osservazioni
fenomenologiche [9] che, a nostro modo di vedere, pur conducendo a risultati realistici, sono
a volte difficilmente ottenibili seguendo un processo logico-induttivo che si snoda in seno
alla teoria generale della Meccanica della Crescita. In questo lavoro, le leggi evolutive della
crescita seguiranno da un principio fisico, che, utilizzando I’approccio di DiCarlo e Quiligotti
[10], & identificato con il Principio dei Lavori Virtuali, e la crescita ¢ legata all’esistenza di
una forza generalizzata esterna al tessuto o aggregato cellulare capace di cogliere sia aspetti
biochimici che meccanici della fenomenologia.

Successivamente viene affrontato il problema per i mezzi multi-costituenti, che rappre-
sentano un’idealizzazione dei tessuti biologici in crescita. Per essi & stato compiuto un ten-
tativo di ottenere una legge di crescita che combini fenomenologia e teoria, ad esempio, in
[8], ma i risultati ottenuti presentano delle limitazioni dovute ad alcune specifiche scelte
modellistiche. Queste limitazioni, tuttavia, possono essere eliminate reinterpretando ade-
guatamente alcuni concetti fondamentali dell’approccio ai processi anelastici proposto in
[10, 11, 12, 13, 14] per la Meccanica della Crescita. Cosi facendo il modello proposto in [8]
non diventa “risolutivo”, ma ci sembra migliorabile. Con questi presupposti, riconcepiamo
alcune delle idee che hanno condotto ai principali risultati presentati in [8, 14]. Per i nostri
scopi, assumiamo di avere una miscela solido-fluido in cui ogni fase & costituita da N costi-
tuenti che possono essere trasferiti da una fase all’altra. Poi consideriamo il tasso al quale
un dato costituente viene trasferito e lo identifichiamo con una velocita generalizzata che,
per dualita, & associata a un sistema di forze generalizzate. Esse si distinguono in interne ed
esterne e devono soddisfare un’opportuna equazione di bilancio (si veda la filosofia spiegata
in [10]). In seguito, postuliamo un’espressione costitutiva per le forze interne generalizzate
[10, 11, 13, 14] cosicché il bilancio delle forze possa essere risolto per il tasso di trasferimento
di massa. Cio conduce ad una relazione tra ciascun tasso di trasferimento di massa e la forza
duale esterna generalizzata. Infine, se assumiamo che i tassi di trasferimento di massa sia-
no noti, per esempio assegnandoli fenomenologicamente, risolviamo una sorta di problema
inverso per determinare quale forza esterna generalizzata garantisca il mantenimento del
bilancio delle forze.

Nel seguito, per comodita di espressione, utilizzeremo il termine “tessuto” per indicare
sia tessuti veri e propri o masse tumorali sia aggregati cellulari.

Gli argomenti affrontati in questa tesi fanno parte di una linea di ricerca attualmente
seguita, oltre che dalla sottoscritta, da Alfio Grillo e Salvatore Di Stefano, e i risultati di
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seguito presentati (specialmente nei Capitoli 3 e 4), raggiunti nell’ambito di tale ricerca,
costituiscono parte dei risultati preliminari ottenuti per il manoscritto

A. Grillo, S. Di Stefano, V. Licari: “A variational theory of volumetric growth
based on the “modified” Vakonomic Dynamics” In preparazione (la lista degli
autori e il titolo sono provvisori),

da sottoporre ad una rivista scientifica di settore (si veda [15]).
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Capitolo 1

Introduzione

La Meccanica della Crescita Volumetrica dei tessuti biologici si occupa di determinare le
leggi che descrivono le variazioni di volume o di densita di massa di un dato tessuto e
le relazioni che intercorrono tra queste grandezze, che sono caratterizzanti per il fenomeno
fisico in esame, e tutte le altre grandezze proprie del tessuto considerato, come ad esempio la
disponibilita di sostanze chimiche, nonché le deformazioni e gli sforzi meccanici che possono
sorgere eventualmente in risposta alla crescita stessa [16].

La variazione di massa dovuta alla crescita ¢ generalmente accompagnata da distorsioni
anelastiche [17, 16, 18] che ne costituiscono il principale aspetto meccanico. Queste sono de-
scritte nel seguito da un tensore del secondo ordine, detto tensore di crescita. Sulla base di
cio, e pur essendo consapevoli del fatto che la crescita richiederebbe un approccio compren-
dente almeno aspetti chimici e genetici, oltre che meccanici, della sua evoluzione, questo
lavoro di Tesi pone in primo piano la relazione tra la variazione di massa di un tessuto
e lo sviluppo di distorsioni anelastiche, arrivando ad identificare il tasso di produzione di
queste ultime con la sorgente di massa che costituisce I'essenza della crescita stessa. Questo
modo di procedere, peraltro, ¢ quello suggerito da una fetta della letteratura di settore (si
vedano, ad esempio, [18, 1, 10, 4, 19]) dalla quale abbiamo attinto per impostare la nostra
trattazione.

Un altro aspetto importante della crescita e costituito dalla possibilita, nel caso in cui
le distorsioni anelastiche non siano descritte da un tensore puramente sferico, di associare
la crescita ad una espressione del rimodellamento strutturale del tessuto, intendendo con
quest’ultimo un processo di trasformazione della struttura interna del tessuto esprimibile
anch’esso attraverso I'innesco e I’evoluzione di distorsioni anelastiche. Nei modelli di seguito
considerati, si attribuiscono le distorsioni anelastiche del rimodellamento strutturale alla
parte isocora del tensore di crescita e si ammette che la dinamica di queste possa essere
eventualmente caratterizzata da scale temporali diverse da quelle che governano la parte
puramente volumetrica del tensore di crescita e, quindi, la crescita stessa. Ciononostante
nella trattazione seguente si ipotizza che il rimodellamento sia essenzialmente dovuto, in
parte, alla ridistribuzione della massa nel tessuto e, in parte, alla presenza di opportune
forze generalizzate che inducono una evoluzione non volumetrica del tensore di crescita.
In altre parole, tali forze generalizzate rompono una eventuale sfericita iniziale del tensore
di crescita contribuendo a generare una crescita direzionale che, come tale, comporta in
generale, oltre alla ridistribuzione della massa, anche una variazione della struttura interna
del tessuto. Questo approccio ricalca parzialmente un modello recentemente proposto in
[14].

Tra le varie tipologie di tessuto biologico cui ci si potrebbe ispirare, facciamo riferimento
a quelli tumorali [2, 6], il cui studio della crescita, per ovvie ragioni di interesse sociale per
la salute pubblica, occupa un ampio spazio nella ricerca.
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1 — Introduzione

Per svolgere il compito che ci siamo dati, articoliamo la Tesi nel seguente modo.

Nel Capitolo 2 forniamo le nozioni e le definizioni preliminari per la comprensione degli
argomenti successivamente trattati, dando una panoramica della Meccanica dei Continui di
base.

Nel Capitolo 3 esaminiamo un ipotetico tessuto tumorale idealizzato come un mezzo
monofasico isotropo e ci poniamo l'obiettivo di scrivere I’equazione dinamica per il tensore di
crescita. Per fare cio, consideriamo il bilancio di massa e scriviamo il Principio delle Potenze
Virtuali, dando rilievo ad una coppia di forze generalizzate duali alla velocita virtuale di
variazione del tensore di crescita. Tali forze vengono distinte in una forza interna ed una forza
esterna e, nella formulazione forte del problema di crescita, devono soddisfare una apposita
equazione di bilancio [10]. Tale equazione si aggiunge all’equazione indefinita di equilibrio che
deve essere risolta per determinare il moto del tessuto. A questo punto, seguendo una prassi
consolidata in Meccanica dei Continui, si invoca il Secondo Principio della Termodinamica
scritto come sbilancio dell’energia libera [20, 10, 21] per verificare la coerenza termodinamica
del legame costitutivo assegnato. Infine, definendo una espressione costitutiva alla forza
dissipativa, giungiamo al problema ai valori iniziali e al contorno.

Nel Capitolo 4, specializziamo il modello di crescita ad un problema benchmark e imple-
mentiamo quest’ultimo sul software di calcolo commerciale COMSOL Multiphysics versione
5.3a, discutendo successivamente i risultati delle varie simulazioni numeriche.

Nel Capitolo 5 esaminiamo un tessuto tumorale idealizzato come un mezzo bifasico a
molti costituenti e ne studiamo la crescita interpretandola come diretta conseguenza dei
trasferimenti di massa da una fase all’altra. L’approccio metodologico seguito & analogo al
primo con l'obiettivo di giungere alle equazioni del moto e revisionare in maniera critica
alcuni dei risultati ottenuti in [8] tra cui I'ottenimento della condizione di equilibrio chimico
tra i costituenti della miscela.

Nel Capitolo 6, infine, riassumiamo i risultati principali del lavoro e traiamo alcune
conclusioni.
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Capitolo 2

Notazione generale per
continui monofasici

In questo Capitolo forniamo alcune definizioni di base della Meccanica dei Mezzi Con-
tinui, con I'obiettivo di fissare il formalismo necessario alla presentazione dei risultati di
seguito riportati. Nel seguito, faremo riferimento esclusivamente ai continui monofasici, che
descriviamo ricalcando il trattato di Marsden e Hughes [22].

2.1 Cenni di cinematica dei mezzi continui monofasici

Indichiamo con .% lo spazio Euclideo tridimensionale e con % un corpo continuo, che, in linea
con quanto espresso in [22], supponiamo rappresentabile come una varieta differenziabile.
Spesso ¢ conveniente studiare I'evoluzione del corpo a partire da un piazzamento scelto
opportunamente, che, in Meccanica dei Continui classica, prende il nome di configurazione di
riferimento e viene sovente indicata con . Quest’ultima e un sottoinsieme di .¥ i cui punti
sono messi in corrispondenza biunivoca con gli elementi di & per mezzo di una funzione
di localizzazione kg : B — PBr. Analogamente, indicando con .# l'intervallo temporale
di osservazione di un fenomeno di interesse, e fissando ¢ € .#, e possibile individuare il
piazzamento del corpo al tempo ¢, che denotiamo con A(t) = %; e individuiamo come
I'immagine della funzione di localizzazione k; : r — ;. Anche %, ¢ un sottoinsieme di
< e, in Meccanica dei Continui classica, si denomina configurazione del corpo al tempo t.

Fintantoché ci limitiamo a descrivere il moto di & in .¥, intendendo il moto stesso come
una sequenza continua di piazzamenti', possiamo scrivere:

x(-,t): Br — 7, X—z=xXt) e, te s, (2.1.1)

avendo indicato con X i punti di #g. Inoltre, lasciando variare ¢ in .#, definiamo anche la
funzione

X:PBr X I =S, (X,t) —z=x(X,t) € &. (2.1.2)
La valutazione di x( -, t) in tutti i punti Zg permette di determinare la posizione del corpo al

tempo ¢, ossia B(t) = B, = x(4,1), cosicché, eseguendo la restrizione di x( -, ¢) alla propria
immagine, ossia ponendo ¢(-,t) == [x(+,t)]zy—2,, si ottiene la identita x(-,t) = r; o k5"

!Tale terminologia & stata tradotta dal sostantivo “placement”, impiegato in [10].
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2 — Notazione generale per continui monofasici

Supponendo che un dato elemento X € %gr occupi il punto z € . al tempo t € 7,
e fissato un sistema di coordinate in cui z sia esprimibile come (2!, 22 %), allora y &
rappresentabile da una terna di funzioni (x!, x?, x*), tali che 2% = x*(X,t), con a = 1,2,3.
Notiamo che (x!, x?, x®) costituisce, nell’ambito della formulazione classica della Meccanica
dei Continui, la terna dei descrittori cinematici di base per lo studio dell’evoluzione del

corpo 4.

Definizione 2.1.1 (Funzione del tempo universale e identita materiale [22]).
Per completezza di notazione e in vista di cid che verra trattato nei prossimi capitoli, &
necessario introdurre le seguenti funzioni ausiliarie,

T Br xT— 7 (X,t) — T(X,t) = t, (2.1.3)
X: B x Br—s T (X,t) — X(X, 1) = X. (2.1.3b)

che sono rispettivamente la funzione del tempo universale e I'identitd materiale.

Definizione 2.1.2 (Gradiente di deformazione [22]).

Supponendo che la funzione y possieda sufficiente regolarita, definiamo per ogni punto
X € PBr e per ogni tempo t € £, il gradiente di deformazione F, ossia il tensore del
secondo ordine definito come lo Jacobiano di y, che individua la mappa tangente del moto:

F(X, t) : T)@@R — sz (214)

dove T'x Br e T, sono gli spazi tangenti di Br e T,.7, attaccati rispettivamente ai punti
X e z. 1l tensore F'(X,t) trasforma i vettori di Tx A in vettori di T,.7 e, fissata una base
di vettori in Tx %R e una in T,.¥, le sue componenti sono date da

a

_ox
- 9XA

[F(X,0)]" a (X, 1) ba(x(X, 1)) ® BY(X), (2.1.5)

in cui b,(r) = ggi (z)2(z) e BAX) = 852? (Z)I'(Z) sono rispettivamente i vettori della

base generica nello spazio della configurazione attuale e in quello di riferimento e (*(z) = 2°*
e 7 = (27 HI(X).

Se scriviamo F rispetto alle basi normalizzate {e,}?_, e {EA}3_,, otteniamo

% b, () B4(X)
F(Xv t) - W(Xa t)Hba(x)HHBA(X)H ||ba<l‘)|| ® HBA(X)H

Il determinante del gradiente di deformazione viene invece indicato con la seguente notazione
J = detF. (2.1.7)

Riportiamo adesso anche la natura delle trasformazioni associate a F', cioé la trasposta F'T,
'inversa F~! e la trasposta dell’inversa F~71:

F(X,t): TxPBr — Ty, FY(x,t) : T; B(t) — TxPBr (2.1.8a)
F Y (x,t) : T, — Tx P, FUXt): T B — TS (2.1.8b)

dove T\ %Br e T sono gli spazi cotangenti di Zr e .7, attaccati rispettivamente ai punti
Xeux.
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2.1 — Cenni di cinematica dei mezzi continui monofasici

Definizione 2.1.3 (Tensori metrici).
Definiamo il tensore metrico spaziale, ossia associato a ¥, come

g(x): T, - Tr7, (2.1.9a)
9(z) = gap(z) b%(z) @ B°(x). (2.1.9b)

Esso & simmetrico e definito positivo e induce un prodotto scalare in T,.7, cosicché, dati
due vettori tangenti u, e v, di T, il loro prodotto scalare ¢ dato da

Uy - Vy = Upg(2)V, = (Ue)[g(7)]ap(v2)°. (2.1.10)
Analogamente, definiamo il tensore metrico materiale, ossia associato a %g, come

G(X) : TX%R — T}%R, (2111&)
G(X) = Gap(X) B4X)® BB(X). (2.1.11b)

Anch’esso ¢ simmetrico e definito positivo e induce un prodotto scalare, ma in Tx %g.
Infatti, dati due vettori tangenti Uy e V x di Tx %R, il loro prodotto scalare ¢ dato da

Ux - Vx =UxGX)Vx = (Ux)"[G(X)]as(Vx)?. (2.1.12)
I tensori g(x) e G(X) sono invertibili e i loro inversi sono

g () T, = T, (2.1.13a)
G X)) : T%xPr — TxPr. (2.1.13b)

Essi inducono prodotti scalari tra covettori rispettivamente in 7.7 e in Tx %R, e questi
sono definiti analogamente a quanto riportato in (2.1.10) e in (2.1.12).

Definizione 2.1.4 (Tensore destro di Cauchy-Green [22]).
Definiamo il tensore destro di Cauchy-Green come il tensore

C(X, t) : TxﬂR — T)*(%R (2114&)
C(X,t)=FT(x(X,t).F(X,t), C(X,t)=F"((X,t)g(x(X,t)F(X,t), (2.1.14b)

in cui la presenza del tensore metrico viene spesso abbreviata da un “puntino”.

Definizione 2.1.5 (Invarianti principali di C' [22]).
Gli invarianti principali di C sono dati da

IL=I,0C=t(G™'C), (2.1.15a)
L=1oC=1[tr(G'0))? - tr(G'CG™'C)], (2.1.15b)
Is = I30 C = detC. (2.1.15¢)

Definizione 2.1.6 (Tensore sinistro di Cauchy-Green [22]).
Definiamo tensore sinistro di Cauchy-Green b il “push-forward” attraverso F' della metrica
Euclidea G, tale che
b(x,t): Ty AB(t) — T, B(t) (2.1.16a)
b(z,t) = F(X,)G(X)FT(x,1). (2.1.16b)

11
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2 — Notazione generale per continui monofasici

Teorema 2.1.1 (Decomposizione polare del gradiente di deformazione [22]).
1l tensore gradiente di deformazione F puo essere decomposto in uno dei sequenti modi

F=1RU, (2.1.17a)
F=VIiR. (2.1.17b)
Nella (2.1.17a), U(X,t) : TxPBr — TxPBr € un tensore del secondo ordine simmetrico
definito come U(X,t) = /C(X,t), R(X,t) : TxPBr — TxPr € un tensore del secondo
ordine che definisce una rotazione propria nello spazio tangente Tx Br, e 1(X,t) : Tx Br —
T, A(t) é lo shifter che trasporta da TxPBw a T, parallelamente alla curva del moto, il

vettore di Tx Br “stirato” da U (X, t) e ruotato da R(X,t). In componenti si ha (omettendo
per semplicita le dipendenza da x et)

Foy = 1°3REGPUpy. (2.1.18)

Nella (2.1.17b), 1(X,t) e R(X,t) hanno il medesimo significato indicato sopra, mentre
V(z,t) : TS — T, & un tensore del secondo ordine simmetrico definito come V(x,t) =
Vb(z,t). Pertanto, omettendo ancora le dipendenze per semplicitd, in componenti si ha

Foy =vitg d¢pRP 4. (2.1.19)
Dimostrazione. Si veda ad esempio [22] e [23] per alcune considerazioni sull’argomento. [J

Definizione 2.1.7 (Velocita euleriana e velocita lagrangiana [22]).

Detto T 1= Uzeo({z} x T,.7) il fibrato tangente di ., definiamo welocita euleriana
v(,t) : B — T per ogni t € # un campo vettoriale che, per ogni istante di tempo
nell’intervallo temporale considerato, associa a ciascun punto x di 4, il vettore tangente
rappresentante la velocita della particella che passa per il punto = al tempo t. Definiamo,
inoltre, velocita lagrangiana V la derivata parziale rispetto al tempo della mappa Y, ossia

Vi=x:$BrxI->T. (2.1.20)
Le due velocita sono legate dalla seguente relazione
V =wvo(x,7). (2.1.21)

Definizione 2.1.8 (Gradiente di velocita [22]).
Definiamo gradiente di una velocita v, 'operatore definito da

gradv(z,t) : T, — T,.7. (2.1.22)
Esso ¢ dunque un tensore misto le cui componenti sono date da
ov(x,t
[gradv]®y(z,t) = v (z,t) = w + 7% (2, 1) (2.1.23)
x

dove v sono le componenti della derivata covariante di v, mentre le funzioni {’y“bc}i boel
costituiscono i simboli di Christoffel.

Teorema 2.1.2 (Relazione tra i gradienti di velocita [22]).
Detto GradV (X, t) : Tx Br — T, il gradiente materiale di velocita, valgono le relazioni

GradV (X,t) = gradv(x(X,1),t) F(X,t), GradV = [gradvo (x,T)]F, (2.1.24a)

GradV (X,t) = F(X,1). (2.1.24b)
In particolare, combinando le (2.1.24a) e (2.1.24b), si ha
(X, t) == gradv(x(X, 1), t) = F(X,t)F ! (z,1), x = x(X,1t). (2.1.25)
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2.2 — Equazioni di bilancio

Dimostrazione. Si veda [22]. O

Definizione 2.1.9 (Derivata sostanziale [22]).
Definiamo derivata sostanziale di una grandezza h definita in %; x . e a valori scalari,
vettoriali o tensoriali, ’operatore

Dh(z,t) := 0ih(x,t) + [grad h(z, t)v(z,t) (2.1.26)

Definizione 2.1.10 (Accelerazione euleriana e accelerazione lagrangiana [22]).

Definiamo accelerazione euleriana a(-,t) : %, — T. per ogni t € . un campo vettoriale
che, per ogni istante di tempo nell’intervallo temporale considerato, associa a ciascun punto
x di 4, il vettore tangente rappresentante ’accelerazione della particella che passa per il
punto x al tempo t. Essa ¢ legata alla velocita euleriana attraverso ’operatore di derivata
sostanziale. Infatti si definisce:

a = Dv = 0w + [grad v]v. (2.1.27)

Definiamo, inoltre, accelerazione lagrangiana A la derivata parziale rispetto al tempo della
velocita V', ossia la derivata seconda parziale rispetto al tempo di x:

A=V =x:BrxI T, (2.1.28)
Le due accelerazioni sono legate dalla seguente relazione

A=ao(x7). (2.1.29)

2.2 Equazioni di bilancio

Sia V(t) C #(t) C . una regione di spazio contenuta nella configurazione corrente del
corpo continuo studiato e sia f : V(f) — R un campo pseudo-scalare integrabile secondo
Lebesgue in V(t), avente il significato di densita volumetrica della grandezza fisica fv(t) fdu,
e tale che f\?(t) f du sia una funzione derivabile del tempo.

La derivata temporale di fv(t) f du e esprimibile mediante il Teorema di Reynolds [22, 24].
Se tale teorema & formulato per una regione V(t) il cui bordo 9V(t) si muove con lo stesso
moto dei punti materiali del corpo che al tempo ¢ si trovano su di esso, vale la relazione

d
7/ fdu:/ ofdu+ [ fonda
dt Jv) V(t) av(t)

:/ 8tfdu+/ div(fo) du
V() V(t)

= {Df + fdivv}du, (2.2.1)
V(t)

in cui ¢ necessario supporre che f sia di classe C! su V(t) x .# e si ¢ denotato con n il
campo di conormali, definito sul bordo di V(t), dV(t), la cui norma ¢ ||[n|r:» = 1.

Seguendo la formulazione di Marsden&Hughes [22], la legge di bilancio per il generico
campo pseudo-scalare f ha la forma generale

d
— d :/ srd +/ nda
dt /V(t)f a V(t) £ aV(t) 1

:/ {57 +divg,}du, (2.2.2)
v(t)
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2 — Notazione generale per continui monofasici

dove sy ¢ la sorgente o il pozzo associato a f, g, ¢ il flusso di f attraverso V() e si ¢
supposto che esista divg, in V(). Unendo i risultati (2.2.1) e (2.2.2), si ha in forma locale
'equazione di bilancio [22], cioe

Df + fdive = sy + divgy. (2.2.3)

Nel modello di crescita che verra sviluppato nei capitoli successivi, un ruolo importante
¢ giocato dal bilancio di massa. Questo si ottiene ponendo f = p, essendo ¢ la densita
volumetrica di massa del corpo in esame, sy = 7, la sorgente o il pozzo di massa dovuto
alla crescita e g flusso di massa, che nella teoria adottata in questa sede verra supposto
nullo [18] (in altri approcci, questa ipotesi non ¢ considerata [25]). Quindi la (2.2.3) diviene
18]

Do+ podivo = 7,. (2.2.4)

La dinamica del problema studiato in questa tesi si fonda sull’'impiego, anche generaliz-
zato, del Principio delle Potenze Virtuali [22, 21]. In questa sede ricordiamo ’espressione di
tale principio nella sua formulazione classica, che e

/ o(n,t) : gradw(z)du = [ fla,tyw(z)du + / (o w(z)da,  (2.2.5)
B(t)

B(t) ONA()

dove w ¢ il campo di velocita virtuale definito su A(t), o(x,t) : TF — Tr.7 & detto
tensore degli sforzi di Cauchy, ed e introdotto come grandezza duale alla velocita virtuale
generalizzata gradw, f ¢ un campo di covettori spaziali agenti su %(t) tale che f(x,t) :
T, — R rappresenta le forze esterne volumetriche duali a w(x), e infine 7 ¢ un campo
di covettori spaziali agenti su OnA(t) tale che 7(z,t) : T, — R rappresenta le forze di
contatto duali a w(x), essendo OnZ(t) il bordo di Neumann di #(t). Si noti che 0%(t) si pud
scrivere come l'unione disgiunta di dp#(t) e OnHAB(t), dove OpA(t) ¢ il bordo di Dirichlet e su
di esso le velocita virtuali sono nulle. Nella Equazione (2.2.9), il primo membro definisce la
potenza virtuale interna che chiamiamo P™, mentre il secondo membro definisce la potenza
virtuale esterna che chiamiamo P,

Pint () = /%(t) o(x,t) : gradw(z)dpy, (2.2.6a)

P (w) = / flz, t)w(z)dp + T(x, t)w(z)da. (2.2.6b)
B(t) INA()

La Equazione (2.2.5) deve valere per ogni w ammissibile.
Dal Principio delle Potenze Virtuali (2.2.5) segue che (omettendo per semplicita le
dipendenze)

/ (r—on)wda+ (dive + flwdp =0, (2.2.7)
OnNA(1) AB(t)
da cui si ottiene
dive + f =0, in A(t) (2.2.8a)
T—on =0, su ONA(1). (2.2.8b)

Per scrivere la forma materiale del Principio delle Potenze Virtuali, definiamo la velocita
virtuale lagrangiana W = w o y;, il tensore di Cauchy lagrangiano & = o o (x,7), la forza
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2.3 — Decomposizione di Bilby-Kréner-Lee

esterna volumetrica lagrangiana }‘ = fo(x,7) e la forza esterna di contatto lagrangiana
7 =7 o (x,7); inoltre riscriviamo la (2.2.9) trasformando gli integrali su %

/ P(X, 1) : GradW (X, ) dug = / Fr(X, W (X, 6) dug

+ /a TR WX, dar, (2.2.9)
dove valgono le seguenti definizioni
P(X,t)=J(X,)6(X,t)F (X, 1), (2.2.10a)
FrX,t) = J(X, ) F(X,0), (2.2.10b)
TR(X, 1) = J(X, F(X, )/C (X, 1) : [N(X) @ N(X)]. (2.2.10¢)

La Equazione (2.2.10a) definisce il primo tensore di Piola-Kirchhoff, la (2.2.10b) definisce
la forma materiale della forza volumetrica e la (2.2.10c) definisce la forma materiale della
forza di contatto. Per la dimostrazione della (2.2.10c), si rimanda a [26].

Dal Principio delle Potenze Virtuali (2.2.9) segue che

/ (th — PN)W dag + [ (DivP + f5)W dug =0, (2.2.11)
ONAB(L) A1)

da cul si ottiene

DivP + fr =0, in %r, (2.2.12a)
TR — PN = 0, su aN%R' (2212b)

Per concludere la trattazione introduciamo il secondo tensore di Piola-Kirchhoff, che € dato
da

S=F'P, (2.2.13)

Definizione 2.2.1 (Dissipazione [21]).
Definiamo la dissipazione come

d
/ D= ——/ Y dp +/ fodp+ (on)v da >0, (2.2.14)
V(t) dt Jv) V(t) aV(t)

dove ¢ ¢ 'energia libera di Helmholtz per unita di volume di %(t) e V(t) ¢ una regione di

B(t).

Riconoscendo che l'integrando del terzo addendo della (2.2.14) puo essere scritto come
(om)v = (o v)n, applicando il Teorema di Gauss all’espressione risultante e il Teorema di
Reynolds al primo addendo del secondo membro della (2.2.14), si ottiene

/ D / (D + b dive) du +/ Fodu+ [ divieTo)du
V(o) 0 20 20

=— / (DY + ¢ dive) dp + / (f +dive)vdu
V(t) V(t)
+/ o : gradvdy > 0. (2.2.15)
V()

Invocando la (2.2.8b) e localizzando il risultato, otteniamo
D = — (DY + ¢ dive) 4+ o : gradv > 0. (2.2.16)
15
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2 — Notazione generale per continui monofasici

2.3 Decomposizione di Bilby-Kroner-Lee

Poiché la crescita ¢ un fenomeno che induce distorsioni anelastiche [17, 16, 18, 27, 4, 28,
8, 29, 30, 31], che interagiscono con il moto x e descrivono il riarrangiamento strutturale
del corpo a seguito dell’immissione e ridistribuzione di massa al suo interno [18, 32, 13], &
necessario introdurre un apparato matematico capace di tenere conto di tale fenomenologia.
A tal proposito, nella letteratura sulla crescita volumetrica, si fa sovente impiego della
decomposizione moltiplicativa del tensore gradiente di deformazione che, in questa sede,
seguendo [17, 16, 18, 27, 4, 28, 8, 29, 30, 31, 33, 13], proponiamo nella forma conosciuta
come la decomposizione di Bilby-Kroner-Lee (BKL) [34, 35], ossia

F(X,t) = F.(X, ) K(X,1). (2.3.1)

In questa decomposizione, K(X,¢) ¢ un tensore del secondo ordine, non singolare, che
descrive le distorsioni anelastiche dovute alla ridistribuzione di materia associata alla crescita
e, per ogni X € Ay, trasforma i vettori di Tx AR in vettori di uno spazio A (t) in cui il
materiale si trova nel proprio stato rilassato, o naturale, ossia totalmente privo di sforzi (per
ulteriori dettagli si veda, ad esempio, [33]), mentre F,(X,t) ¢ un altro tensore del secondo
ordine, anch’esso non singolare, che rappresenta la distorsione elastica che, fissato K (X, 1),
¢ necessaria applicare ai vettori di .4 (f) per ottenere i vettori di T} (x,)-” ottenuti con
F(X,t) : TxﬂR — Tx(X,t)y~

E importante sottolineare che né F.(X,t) né K(X,t) sono identificabili con i tensori
Jacobiani di altrettante deformazioni. Essi, quindi, non sono integrabili nel senso delle forme
differenziali.

Chiamando Je(X,t) := detFe(X,t) e Jx(X,t) := detK(X,t), si pud notare che una
conseguenza immediata della (2.3.1) ¢ la relazione

J(X,t) = Jo(X, 1) Jx (X, 1). (2.3.2)

Mentre la determinazione di F' si basa sulle leggi standard della Meccanica del Continui,
opportunamente modificate per tenere conto della presenza di K, la determinazione di
K ¢ diventata la questione principale di diverse ricerche che si occupano di crescita e
rimodellamento. Si possono menzionare due criteri principali di determinazione. Il primo,
basato sul Teorema di Rappresentazione Tensoriale [34], che mette in relazione una velocita
generalizzata associata a K, come ad esempio KK ' o K 'K, con una misura di sforzo ad
essa duale (per esempio il tensore di Mandel). Il secondo, invece, ¢ basato sul determinare
A direttamente dalla disuguaglianza di dissipazione.
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Capitolo 3

Uno studio della dinamica del
tensore di crescita in mezzi
isotropi

Questo capitolo & basato su alcune parti di [15].

Seguendo quanto fatto in [15], in questo capitolo ci poniamo I'obiettivo di scrivere I'equa-
zione dinamica per il tensore di crescita in mezzi isotropi. Introdurremo quindi il bilancio
di massa, scriveremo il Principio delle Potenze Virtuali e la diseguaglianza della dissipazio-
ne, in modo che le variabili in gioco rispettino il Secondo Principio della Termodinamica
nella forma meccanica [21]. Attribuiremo una espressione costitutiva alla forza dissipativa e
giungeremo infine ad un problema ai valori iniziali e al contorno.

3.1 Bilancio di massa

Come punto di partenza per la nostra teoria della crescita volumetrica consideriamo il
bilancio di massa

Do+ odiveo = 7, (3.1.1)

in cui 7, ¢ un termine di sorgente o pozzo che descrive la variazione di massa dovuta alla
crescita. In forma materiale, la Equazione (3.1.1) diviene

or = J g0 (x,T)]. (3.1.2)

essendo or (X, t) := J(X,t)o(x(X,t),t) la densita di massa materiale. Ricorrendo alla de-
composizione moltiplicativa del tensore gradiente di deformazione, possiamo anche introdur-
re la densita di massa associata allo stato naturale, ossia o0, := Jo[0o (X, T)], da cui proviene
la relazione gor = Jxo,. Da cio segue che g, € una quantita costante, poiché ’evoluzione
temporale della densita di massa legata alla crescita avviene solo dalla configurazione di ri-
ferimento allo stato naturale. Si ha, dunque, ¢, = 0 e, poiché vale la relazione Jx = JitrA,
con A = K~'K la Equazione (3.1.2) conduce alla scrittura [15]

T b © 06 T)]

JkottA = J[ygo (x,T)] = tr(K 'K)=T, con I Treo
K v

(3.1.3)

Si noti che I'y ha le dimensioni fisiche del reciproco del tempo.
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3 — Uno studio della dinamica del tensore di crescita in mezzi isotropi

In svariati modelli di crescita e, in particolare, in quelli di crescita tumorale [2, 36, 6, 8, 37,
38,9, 39, 33, 13, 40], I'y viene assegnato costitutivamente su basi fenomenologiche. Tuttavia,
seguendo un percorso concettualmente diverso, inizialmente suggerito in [18] nell’ambito di
una trattazione che vede K come variabile interna, e ripreso in [20, 10, 14, 15], in cui
K ¢ considerata una variabile cinematica, ¢ possibile mostrare che I'y puo essere ottenuto
(seppure con tutte le limitazioni modellistiche del caso) come il risultato della dinamica del
corpo in crescita e, una volta noto, puo essere impiegato per determinare la sorgente, o il
pozzo, di massa 7, che figura nella Equazione (3.1.1).

3.2 Principio dei Lavori Virtuali

Seguendo 'approccio di Di Carlo e Quiligotti [10] in una forma analoga a quella riportata
in [15] (e [20, 41, 42, 43, 12]), da cui prendiamo il formalismo, possiamo scrivere il Principio
dei Lavori Virtuali nel seguente modo

/P:Grad6x+/ Y:K*16K:/ fR6X+/ T5x+/ Z K SK  (32.1)
B 7 B ONAB B

::W(St) :;I/V(“’St> =:W(St) ::W(n-st)

int ext ext

dove P ¢ il primo tensore di Piola-Kirchhoff, dx & lo spostamento virtuale associato a x, Y
e la forza interna generalizzata non-standard duale allo spostamento virtuale generalizzato
0K, fr ¢ la forza di volume standard, mentre 7 ¢ la forza di contatto. Infine Z ¢ la forza
esterna generalizzata non-standard che compie lavoro su 0 K.

Possiamo riscrivere il primo termine della (3.2.1) utilizzando il Teorema di Gauss e la
regola di derivazione di Leibniz, ossia

/ P : Grad 0y = / {DiV(PT 0x) — DivP 6)(} =
B B NS

dove N ¢ il campo di covettori normali a 0%, che rappresenta il bordo di Neumann di %.
Raggruppando i termini e sostituendo quanto trovato prima, otteniamo

PN 5x—/ DivP 6y, (3.2.2)
B

(r— PN}y + / (DIvP + fo}ox + / (Z-Y} K SK=0  (323)
OB B B
Dalla (3.2.3) segue il problema in forma forte
DivP + fg =0, in # (3.2.4a)
Z-Y =0, in # (3.2.4Db)
PN =T, in ONA (3.2.4¢)
X = Xb, in Op# (3.2.4d)

in cui la (3.2.4a) e la (3.2.4c) rappresentano rispettivamente i bilanci di forza nei punti
interni di % e sul bordo di Neumann Oy relativi alle forze duali a dy, la (3.2.4b) rappre-
senta I’equazione di bilancio delle forze duali a K 16K, mentre la (3.2.4d) rappresenta la
condizione al bordo di Dirichlet.

Aggiungendo eventuali condizioni iniziali su x e su K, le equazioni (3.2.4a)—(3.2.4d)
rappresentano il problema ai valori iniziali e al contorno da risolvere. Per chiudere tale
problema, ¢ necessario fornire delle leggi costitutive che leghino le forze generalizzate interne
P e Y ai descrittori cinematici del problema, x e K. Analogamente, sara necessario fornire
delle espressioni per le forze generalizzate esterne f e Z, tenendo conto del fatto che, come
suggerito in [21] (si veda anche [15]), queste possono racchiudere eventuali effetti inerziali
(si noti che, nel caso di Z, tali effetti acquisiscono un significato generalizzato), cosicché
ciascuna di esse deve essere messa in relazione con x e K, oltre che con le derivate temporali
di queste sino al secondo ordine, se richiesto dal problema.

18



413

414

415

416

417

418

419

420

421

422

423

424

425

426

427

428

429

430

431

3.3 — Dissipazione

3.3 Dissipazione

Seguendo quanto esposto in [15], tra tutte le restrizioni costitutive cui P e Y devono
obbedire, consideriamo per i nostri scopi solo la coerenza con il Secondo Principio della
Termodinamica, che esprimiamo attraverso la disequazione per la dissipazione. Supponendo
per semplicita di considerare una porzione V di %R, interamente contenuta in esso, e in-
dipendente dal tempo, esprimiamo la forma globale della disuguaglianza della dissipazione
come

d .
/@R:—*/\IJR-I-/fR‘U-F/(PN)U+/Z:K_1KZO
v dt v v ov v
— [+ [ v [ Div(PT)+ [ 2K 20
Vv Vv v v
—/\PR—F/fR'v+/DivP-v+/PiGradv+/ZiK*lKZO
Vv Vv v v Vv

:—/\ilR+/(fR+DivP)-v+/P:GradV+/Z:K*IKEO, (3.3.1)
v v v v

in cui Ug € ’energia libera per unita di volume del corpo deformato. Invocando le equazioni
del moto (3.2.4a) e (3.2.4b) e localizzando il risultato, otteniamo infine

Dr=-Ur+P:GCGradV+Y : K 'K >0. (3.3.2)

Al fine di tener conto della natura del materiale di cui un corpo & costituito, leghiamo la
risposta del materiale considerato, qui espressa in termini di g, P e Y, al moto, attraverso
F, a K, ed eventualmente alle sue derivate. Poniamo quindi

Up = Vo (F,K, K, X 7), (3.3.3a)
P=Po(F K K,X17), (3.3.3h)
Y =Yo(F K K,XT), (3.3.3¢)

ma, poiché ipotizziamo che K racchiuda in sé tutta I'informazione data dalla dipendenza
esplicita di Ug, P e Y da X e T, allora possiamo riscrivere le equazioni (3.3.3a)-(3.3.3¢)
eliminando la dipendenza da queste ultime, ossia

U = Vg o (F,K,K), (3.3.4a)
P=Po(F K K), (3.3.4b)
Y =Y o (F K, K). (3.3.4¢)

Ulteriori semplificazioni seguono dalla Equazione (3.3.2) che diviene

_ [ow : oW .
F- [a;o(...)l K — la;o(...)] K

DR = — [%q;‘% o} ()
+[Po()]:F+[Yo(.):K'K

- { AL ()+Po()} F + {—KT [O;IJ?O()] +?O(-~-)} K 'K

“oF °
— l%‘l;‘ o (...)1 K >0. (3.3.5)

Impiegando il metodo di Coleman&Noll, osserviamo dalla (3.3.5) che, poiché K non ¢ stata
dichiarata né come variabile costitutiva dipendente né come variabile costitutiva indipen-
dente, allora essa puo essere variata in maniera del tutto arbitraria e, di conseguenza, puo
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3 — Uno studio della dinamica del tensore di crescita in mezzi isotropi

essere scelta in modo tale da rendere Dy negativa, il che e inaccettabile. Inoltre, Dg puo es-
sere ridefinita come una funzione lineare in K, e quindi, al fine di garantire la non-negativita
di Dy, si richiede che il coefficiente di tale variabile sia identicamente nullo. Quindi \flR non
dipende da K e con un lieve abuso di notazione possiamo ridefinirla come

Ug = Ugo(F,K). (3.3.6)
Per le stesse considerazioni di prima su F', ne segue che

Po(.)= %‘I;‘ o (), (3.3.7)

da cui segue che neanche P dipenda da K. Possiamo riscrivere allora, con un lieve abuso
di notazione,

A

P=Po(F K) (3.3.8)
Detto cio, la (3.3.5) si riduce a

{—KT B\II’? o(F,K)

+Yo(F, K)} K 'K >0. (3.3.9)

Assumendo che il corpo sia iperelastico, possiamo scrivere l'energia come

Ug =g o (F,K) = (detF)[¥ o (x,T)] = (detK) (detF,)[¥ o (x,T)]
=V,
= (detK)¥,, (3.3.10)

osservando che W, ¢ 'energia libera di Helmholtz per unita di volume del corpo allo stato
naturale.

La decomposizione moltiplicativa assieme alla proprieta del materiale di uniformita
permettono di scrivere:

Ug o (F,K) = (detK)[¥, o (FK™Y)]. (3.3.11)
Poiché F, = FK!, allora
U, =V, 0 F. =W, o C,. (3.3.12)

Avendo dato la definizione per l'energia libera, calcoliamone la derivata e sostituiamo poi
nella disequazione per la dissipazione (3.3.2)

W= Gl o (FK) = [T o ()| [T o (0] s
= Jk(K " K)[U, o F.] + JKB;I;” o (Fe)} . F,. (3.3.13)

Sostituiamo adesso nella (3.3.13) la derivata di F, ossia F, = FK ' -~ FK KK ¢
riorganizziamo i termini:

Ug = Jx(K " K) [\ify 0 (FK—l)]
+ Jk ob, (FK™Y))|: (FK™' - FK'KK™')
OFK™*
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3.4 — Espressione costitutiva di Yq

o, _ T s
= Jx <8FK‘1 o (FK 1)) K" F
o,
OFK™!

+ {JK 0, 0 (FK™)| K~ — FTK "k ( o (FK1)> KT} K

ov, _ T

N -T  pTg-T
—i—{[ ro (F,K)|K F K ' Jg <8FK1

0%, o(FK1)> KT} K. (3.3.14)

Inseriamo il risultato della derivata dell’energia libera Wy nella disuguaglianza per la dissi-
pazione (3.3.2), ottenendo

Dr = {—JK ( ot, o (FK—1)> KT —i—P} F

ov,
OFK™!

+ KT {— {[@R o (F,K)|I" - FTJK( o (FK‘l))K_T} + Y} K > 0.
(3.3.15)

Dalle considerazioni precedenti e dalla (3.3.7), possiamo concludere che il primo tensore di
Piola-Kirchhoff puo essere definito come

P:PO(F,K):%\I;‘

o (F,K)=Jk (1 o (FK—1)> KT (3.3.16)

ciod come la forza generalizzata duale alla velocitd generalizzata virtuale F. Con questa
considerazione appena fatta la (3.3.15) si riscrive nel seguente modo

DR:KT{—

(@R o (F, K))IT _FT (P o (F, K)ﬂ + Y} K >0, (3317)
e tenendo a mente che in generale un tensore di Eshelby ¢ un tensore del tipo
H=H o (F.K)= by o (F,K)|I"-F"[P o (FK)|,
possiamo ottenere la dissipazione residua come
Dp =K' {-H o (F,K)+Y}: K >0, (3.3.19)
e definendo la seguente quantita

OUR

Yo=-K"'|—
¢ <8K

o (F,K)) +Y =—[Ho (F.K)|+Y, (3.3.20)

I'equazione (3.3.17) diventa
Dr=Yq: K 'K >0, (3.3.21)

in cui Y4 e la parte dissipativa della forza interna generalizzata duale alla velocita genera-
lizzata virtuale associata a K, e la sua espressione sara assegnata costitutivamente.
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3 — Uno studio della dinamica del tensore di crescita in mezzi isotropi

3.4 Espressione costitutiva di Yy

In questo paragrafo ricaviamo una espressione costitutiva per Y4, seguendo quanto ripor-
tato in [15, 10]. Per far cio, iniziamo con il riportare Y4 allo stato naturale, ottenendo il
tensore Y4, = J;(lK Ty K". Chiamiamo, inoltre, Lg = KK e riscriviamo cosi la
disequazione (3.3.21)

DR = JKYdI/ : LK 2 0. (341)

Adesso, procediamo cercando una espressione costitutiva per Ygq, = Yy, o (F,K, K ) che
sostituiamo nell’equazione (3.3.20), ottenendo

JkK" [V, 0 (F. K, K)| K"+ [Ho(F,K)| =Z0(F K,...), (3.4.2)

da cui segue

1

Yd,,O(F,K,K)-i-ﬁd,/O(FK_l):T
K

K" |Zo(F K, )K" (3.4.3)

Come richiesto dalla teoria generale delle leggi costitutive, la funzione Y4, deve essere
oggettiva. Ad essa, pero, € anche richiesto di soddisfare ulteriori assiomi costitutivi che pro-
vengono dalla necessita di fare in modo che la Equazione (3.4.3) rappresenti una evoluzione
intrinseca di K [18, 15] e che pertanto risulti essere uniforme, indipendente dalla scelta della
configurazione di riferimento e covariante per trasformazioni ortogonali dello stato naturale.
Seguendo quanto fatto in [15] si puo dimostrare che una legge costitutiva del tipo

Ydu = ?dy o (Ce7 LK) (344)

rispetta 'uniformita e 'indipendenza dalla configurazione di riferimento e, date le leggi di
trasformazione

Co(X,t) — Co(X,t) = RT(X)Co(X, )R (X), (3.4.5a)
Li(X,t)— Lg(X,t) = R(X)Lg(X, )R (X), (3.4.5D)
deve soddisfare alla condizione

Yo (Col(X. 1), L (X,0)) = RV (X) [V (ColX,0), Lie(X, )| RT(X),  (3.4.6)

per essere covariante rispetto alle trasformazioni ortogonali dello stato naturale.
Per trovare una espressione che rispetti la condizione (3.4.6), traiamo ispirazione dalla
forma del tensore di Eshelby associato allo stato naturale

H,=v,6"-F'P,=0,6" - FIgF.S,
=V,6" - C.S,. (3.4.7)

Quindi, per definizione di H,, il tensore
C.,'H,=Vv,C;' -8, (3.4.8)

& simmetrico.
Studiamo adesso la doppia contrazione tra il tensore H, e L,

H, . Lx=tr(H'Lg)=tr(H'C.C;'Lg)
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3.4 — Espressione costitutiva di Yq

= C.'H, : sym(C.Lk). (3.4.9)
A questo punto possiamo scrivere la dissipazione nel modo seguente
Dr = JxC, 'Yy, : CoLg > 0. (3.4.10)

Per ottenere una relazione costitutiva tra C Y4, e C. Lk modifichiamo opportunamente
una decomposizione nota in letteratura con il nome di decomposizione di Pericak-Spector €
Spector [44, 45, 15] e poniamo

C.'Yy =[T,0C,:C.Lk, (3.4.11)
dove la funzione a valori tensoriali del quarto ordine [T, o C,] ¢ data da
T, o C.:=a,V} + 2b, S}, + 2¢, A, (3.4.12)

e i tensori V¥, S¥ e Af sono

V= %Cgl ®C., (3.4.13a)

S = ColeC. ; C.®C, 1, (3.4.13b)

A = C.loC. g C.®C, 1, (3.4.13c)
mentre le costanti reali a,, b, e ¢, devono essere tali che

a, +2b, >0, b,>0, ¢, >0, (3.4.14)

affinché la disequazione (3.4.10) sia soddisfatta. Si noti che la notazione riportata nelle
equazioni (3.4.13a)-(3.4.13c) e adattata da [46, 8.

Per semplicita di notazione nei successivi calcoli, chiamiamo Y := C_ 'y eLl:=C.Lk
e procediamo con le seguenti operazioni tensoriali

V# . L = %c;l @C;l: L= %n(c;%)c;l

1
= gtr(Ce_lceLK)Ce_l

= %tr(LK)Ce_l, (3.4.15a)

(CH (e H? +(cH e
2
(CH)L.5(CTH)P + (CH)* (LT sy (CM )P
2
'] o (3.4.15h)

s* . £ — Csym(g)0 ! = Co CelrCel + O L C.C
: e e 2

=sym(LgC. ") (3.4.15¢)
—1\ay —-1\8§ __ —1\ad —1\py
— (A#)aﬁ’ﬂ;[/’yé — (Ce ) (Ce ) 5 (Ce ) (Ce )
(CH)L5(CH)P = (€)™ (M)s(C)P
2
23
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af

= {C’glsym(L)C’*

e
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3 — Uno studio della dinamica del tensore di crescita in mezzi isotropi

= [CQlSkeW(L)Ce’lrﬁ (3.4.15d)
-1 -1 _ 17T -1
w2 £ = O skew(L)C; ! = Ce CeliCe - C. LgCC,
= skew(LxC, ") (3.4.15¢)

w6 Facciamo le seguenti osservazioni:

Osservazione.

gt at - Ce'@C+C'BC,  C.'8C;" - C,'®C,!
_ . .

=C;'eC; !t =T (3.4.16)

w dove I & la generalizzazione del tensore di identita del quarto ordine su sym|[Tx%R]9
ws  effettuata con il cambio di metrica introdotto da C;*

I# : sym[Tx Zgr]S — sym[Tx Brz, (3.4.17)

a9 ossia trasforma un tensore del secondo ordine reso “covariante” da C. (da sinistra) in un
s0 tensore del secondo ordine reso “controvariante” da C; ! (da destra). Si noti che la notazione
su sym[Tx Br|) e sym[Tx B} ¢ tratta da [47, 46]

Osservazione.
I —V#). L =T . L -V# . L
=cC;'Le;t - étr(Ce_lﬁ)Ce_l
= LgC.' - %tr(LK)Cc’l
= (devLg)C.". (3.4.18)
sz Possiamo chiamare D# := [# — V# “operatore deviatorico” rispetto a Cl, cioe
tr[(D# : £)C] = 0. (3.4.19)

s Osservazione. Similmente a quanto detto per D#, anche A# pud essere considerato un
s “operatore deviatorico”, infatti

L -1 _ 71LT
tr[(A% : £)C,] = tr{ kCo 5 C. Kce} (3.4.20)
Lk - C]'LiC.
—tr{ K C; xC } = 0. (3.4.21)
505 In definitiva,
Y=mT,: L, (3.4.22)
sos da cui, esplicitando le definizioni dei tensori, segue che
C.'Yq =a,{3C.' @ C.' +b,[C.'0C;' + C.'®C."]
+elColeCt —C'®CY} : C.Lk. (3.4.23)
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3.5 — Problema ai valori al contorno

Sviluppando i calcoli e moltiplicando a destra per il tensore Cl, otteniamo I’espressione per
la forza dissipativa generalizzata associata allo stato naturale, ossia

tr(L
Y4 = a,,r(3K)5T + QbVCesym(LKCe_l) + QCVSkeW(LKCe_l)

— a,,tr(?)LK)éT + 2b, CeLiC, ' + L +2¢, C‘*LKC;_l — L’Tf. (3.4.24)
In conclusione, possiamo quindi scrivere I'espressione di Y4 come
Y=JxkK"Y3, K"
- JKa,,tr(SA)IT + 2JKbVCAC_21+AT + 2JKcVCAC_21_AT. (3.4.25)

3.5 Problema ai valori al contorno

Per le considerazioni appena svolte, e supponendo che fy sia trascurabile per la tipologia di
problemi biomeccanici di interesse per questa Tesi, le Equazioni (3.2.4a)-(3.2.4d) assumono
la forma

DivP =0, in # (3.5.1a)
X — Xba iIl 81)% (351b)
PN =1, in ON%# (3.5.1c)
tr(A)IT CAC '+ AT CAC™'— AT
Jea, AL 2JKby+ + 2k,
——Ho(F,K)+Z, in 4, (3.5.1d)
K(X,0) = Ko(X), in %, (3.5.1e)

K (X) ¢ il tensore di distorsioni anelastiche al tempo ¢ = 0.

E importante osservare che, mentre le Equazioni (3.5.1a)—(3.5.1c) costituiscono la forma
forma classica dei problemi al contorno quasi-statici che si incontrano in Meccanica dei
Continui, la Equazioni (3.5.1d), assieme alla condizione iniziale (3.5.1e), non & “classica”.
Essa, infatti, rappresenta ’evoluzione del tensore delle distorsioni anelastiche indotte dalla
crescita come una equazione dinamica per questa grandezza tensoriale. In particolare, si
nota che essa conduce ad un sistema di equazioni differenziali del primo ordine alle derivate
ordinarie in tempo e che I'evoluzione di K & governata dalla differenza tra Ho (F,K) e
Z. Di conseguenza, la forma assegnata a Z & decisiva per determinare il tipo di evoluzione
di K.

Nel seguito, consideriamo due problemi ai valori al contorno, di cui studieremo i risultati
nei capitoli successivi, che sono ottenuti prescrivendo due espressioni diverse di Z. Nel
dettaglio, studiamo:

1. Modello 1 (M1)

DivP =0, in & (3.5.2a)
X = Xb, in OpA (3.5.2b)
PN =T, inOn#  (3.5.2¢)
tr(A)IT CAC™' + A" CAC™' — AT
JKCL,,& + 2JKb,,+ + 2Kk
= —dev[H o (F,K)| + T + 3k JgI", in %, (3.5.2d)
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3 — Uno studio della dinamica del tensore di crescita in mezzi isotropi

K(X,0) = K((X), in A, (3.5.2¢)

avendo posto

Z = ttr(H)I" + T+ Sk JxI". (3.5.3)
2. Modello 2 (M2)

DivP =0, in # (3.5.4a)
X = Xb; indp#B  (3.5.4b)
PN =, in oA (3.5.4¢)

tr(A)I" CAC' + AT CAC™' — A"

Jra, H(A) + 2JKbl,+ + 2Kk
=—[Ho(F,K)|+T+ kT JgI", in %,  (3.5.4d)
K(X,0) = Ko(X), in B,  (3.5.4e)

avendo posto

Z =T+ kI JgI". (3.5.5)

Nelle definizioni (3.5.3) e (3.5.5), k. € una costante reale e positiva avente le unita di [sforzo-
tempol; I' contribuisce a definire la parte volumetrica di Z e, come tale, & introdotta per
pilotare I’evoluzione della parte volumetrica di A che, come previsto dalla (3.1.3), & legata
alla crescita, ossia a I'y; infine, T' ¢ un tensore del secondo ordine che prendiamo deviatorico
per definizione e che supponiamo noto, il cui ruolo ¢ quello di “deviare” l’evoluzione di
K dalla forma sferica di tale tensore, che solitamente si ha se si suppone che, all’istante
iniziale, non vi sia crescita (ossia, Ko(X) = I —dove, con un lieve abuso di notazione,
stiamo impiegando il tensore identita I al posto di uno shifter [22]).

Alla luce delle considerazioni svolte, nel presente lavoro, I’assegnazione di I' —che avverra
su basi costitutive/fenomenologiche— permettera di determinare I'y e, noto quest’ultimo,
7e- Di conseguenza, la forza esterna Z ha il ruolo di definire sia la crescita propriamente
detta, ossia un fenomeno essenzialmente volumetrico, sia la parte di rimodellamento legato
alla crescita, che possiamo supporre deviatorico [38].

Al solo scopo di prendere ispirazione per Iassegnazione della forma costitutiva e/o fe-
nomenologica di I', consideriamo il caso limite (previsto dal modello M1) in cui si abbia
ke = a, + 2b, e, quindi, Iy = trA = I'. Successivamente, pero, dopo aver definito T’
ritorniamo a considerare i casi generali previsti dai modelli M1 e M2.

Poiché la crescita ¢ attivata dalla presenza nel corpo di particolari sostanze chimiche
che nutrono le cellule e che, pertanto, vengono denominate nutrienti, supponiamo che I'
abbia una espressione costitutiva che dipende dalla concentrazione di tali nutrienti nel corpo
stesso. Inoltre, in teorie piu elaborate, che tengono conto del fatto che un corpo che cresce
¢ piu realisticamente descritto da un mezzo multifasico, il termine I" viene fatto dipendere
dalla frazione volumetrica della fase cellulare e dalla frazione di massa di una popolazione
di cellule dette proliferanti (per ulteriori dettagli, si veda [9, 39]). Infine, per considerare
anche Deffetto che lo sforzo meccanico induce sulla crescita, Mascheroni et al. [9, 39] fanno
dipendere I' anche da un misura di sforzo, cosicché si abbia una inibizione della crescita nel
caso in cui lo sforzo sia di compressione. Alla luce di quanto riportato, seguendo la notazione
di [15], e adattando le leggi costitutive suggerite in [9, 39, 33, 13], poniamo [9, 39, 33, 13]

[o(F,K,X,7)=T0(F K,uw):= €<C_C“>+ [1_ a<f

Ov \Cenv — Cer o +

(F,K))+

TR (3.5.6)

(o)
@
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3.5 — Problema ai valori al contorno

dove ¢ & un parametro materiale avente le dimensioni fisiche del reciproco di un tempo,
¢ indica la concentrazione dei nutrienti, ceyy € il valore (costante) della concentrazione dei
nutrienti nell’ambiente, ¢, € un valore critico di attivazione, po(F', K) & la rappresentazione
costitutiva della misura di sforzo che modula I' e, infine, o e o. sono, rispettivamente,
una costante materiale adimensionale strettamente positiva, e un valore caratteristico dello
sforzo meccanico. Si noti che (a)4 := (a + |a])/2, per ogni a € R.
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Capitolo 4

Simulazioni numeriche

Questo capitolo ¢ basato su alcune parti di [15].

In questo Capitolo, specializziamo il modello di crescita descritto nelle sezioni precedenti
ad un problema benchmark preso dalla letteratura, facendo riferimento al lavoro di Ambrosi
et. al [2]. Nei fatti, tale lavoro & stato ripreso e, rispetto ad alcuni aspetti salienti, riformu-
lato in alcuni lavori recenti cui questa Tesi fa riferimento [33, 13, 40]. L’implementazione
del modello e le relative simulazioni numeriche sono state gestite mediante il software com-
merciale COMSOL Multyphysics® versione 5.3a [48, 49]. Infine, alcuni risultati numerici,
ritenuti di interesse per gli scopi di questo lavoro di Tesi, sono riportati e discussi.

4.1 Descrizione del problema benchmark

Come prova di riferimento, rispetto alla quale intendiamo specializzare il modello di cresci-
ta esposto nei capitoli precedenti, consideriamo il problema benchmark formulato in [2]. In
particolare, tale lavoro considera la crescita di un carcinoma duttale entro un dotto mam-
mario. Facendo riferimento a [2], la crescita e studiata come fenomeno isotropo e omogeneo
che interessa un mezzo monofasico. Facciamo presente che in [33, 13, 40] tale benchmark
¢ stato generalizzato al caso di crescita isotropa, non omogenea e con il tessuto tumorale
descritto come mezzo bifasico e multi-componente, seguendo I’approccio proposto in [39].
Inoltre, in [40], una descrizione non fickeana della diffusione dei nutrienti & stata proposta.

In questo lavoro di Tesi, seguendo cio che ¢ stato proposto in [15], pur intendendo il
tessuto tumorale in esame come mezzo monofasico, forniamo una descrizione non omogenea
e non isotropa della crescita. Seguendo la presentazione del modello proposta in precedenza,
la non omogeneita della crescita ¢ principalmente dovuta alla presenza di una distribuzione
di nutrienti non omogenea rispetto ai punti materiali del tessuto preso in esame, oltre che in
tempo. Invece, la perdita di sfericita del tensore di crescita ¢ dovuta alla presenza dei tensori
di sforzo deviatorici previsti dalla teoria e che guidano I'evoluzione di A (si faccia riferimento
alle Equazioni (3.5.3) e (3.5.5)). Tutti questi aspetti, in ogni caso, saranno discussi piu nel
dettaglio nel seguito di questo capitolo.

In accordo alle ipotesi cinematiche rappresentative delle condizioni biologiche proposte
in [2], supporremo che il dotto mammario sia un cilindro rigido, cosicché la crescita del
tessuto tumorale possa avvenire solo in direzione dell’asse del dotto. Questo implica che,
nel seguito, supporremo nulle tutte le componenti delle deformazioni e delle distorsioni
anelastiche radiali e circonferenziali. Inoltre, sia la configurazione di riferimento che quella
ad un generico istante di tempo ¢t € .#, sono dei cilindri.

Chiamiamo %Br = Sg %0, L] la configurazione di riferimento del campione di tessuto di
forma cilindrica in esame e con Sg la sua sezione trasversale supposta circolare (di raggio
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4 — Simulazioni numeriche

Rp). Su di essa definiamo un sistema di coordinate cilindriche tali che
Pr>X=(R,0,7), (4.1.1)

dove R, ©, Z sono le coordinate radiale, circonferenziale e assiale rispettivamente, e intro-
duciamo la base naturale normalizzata {E;}5_,.

La configurazione attuale ¢ data da Z(t) = S(t)x]0, L(t)[, con S(t) = Sy, per ogni tempo
t considerato, date le ipotesi cinematiche esposte in precedenza. Inoltre, muniamo lo spazio
Euclideo tridimensionale .¥ di un sistema di coordinate cilindriche tale che

S 3x=(r0,2), (4.1.2)

dove r, 6, z sono le coordinate radiale, circonferenziale e assiale rispettivamente, e definiamo
la base naturale normalizzata {e;}3_;.

Rispetto alle coordinate cilindriche appena introdotte, la definizione di moto data in
(2.1.2) e che riportiamo di seguito per completezza

X:PBr X I — .S, (R,0,Z,t) — x(R,0,Z,t) € . (4.1.3)
ammette la “rappresentazione in coordinate”:
X(R,0,Z,t) = (X"(R,0,7Z,1),X"(R,0, Z,t),x*(R, 0, Z,1)). (4.1.4)

In virtu delle ipotesi cinematiche assegnate sopra, possiamo caratterizzare le componenti
del moto x mediante le relazioni

X"(R,0,Z,t) =R, (4.1.5a)
Y’(R,0,7Z,t) = 0. (4.1.5b)

Da cio segue che I'unica componente incognita del moto € x?. Inoltre, data la simmetria del
problema, possiamo assumere che x? sia indipendente da R e da ©, in modo da ottenere

Y (R0, Z,1) = ¥*(Z,1). (4.1.6)

Quanto detto vale per tutte le grandezze fisiche che caratterizzano il modello. In questo
senso, richiediamo che tutte le quantita fisiche coinvolte nel modello siano indipendenti dalla
sezione del campione sulla quale vengono calcolati e che dipendano dai punti materiali, al
limite, solo attraverso la loro coordinata lungo I'asse del campione.

Nel caso in esame, il tensore F' risulta essere

N4

ox
oz
OV
oz

F(X,t) =bi(z) ® B'(X) + ba(z) @ B*(X) + <= (Z,t) bs(z) ® B*(X)

=e1(7) ® BY(X) + es(z) @ E*(X) + 2= (Z,1) e3(z) @ E*(X), (4.1.7)

e ammette matrice di rappresentazione rispetto alle basi {e,}3_, e {EA}3_, data da

10
[F(Z,t)] =10 1 0o . (4.1.8)
0 0

a7 (Z.1)

Infine, introducendo la funzione spostamento u = (7, t), possiamo scrivere
X (Z,t)=Z+u(Z,t) = =. (4.1.9)
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4.2 — Energia di deformazione e tensori degli sforzi

Cosi facendo la rappresentazione del tensore gradiente di deformazione rispetto alle basi
normalizzate {e,}3_, e {E4}3_, risulta quindi essere

10 0
[F(Z,t)] = [O 1 0 (4.1.10)
0 0 1+ (Z1t)

Considerando che la rappresentazione matriciale del tensore metrico rispetto alla base
normalizzata {e,}2_, ¢ data da

100
lg] = [0 1 o], (4.1.11)
0 0 1

scriviamo la matrice associata al tensore di deformazione di Cauchy-Green come

10 0
[C(Z,1)] = lo 1 0 (4.1.12)
0 0 [14+@(Z1)]?

Completiamo la descrizione cinematica del problema in esame, supponendo che anche il
tensore delle distorsioni anelastiche ammetta rappresentazione matriciale diagonale, ossia

K1(Z,t) 0 0
(K (Z,1)] = 0 Kos(Z,1) 0 : (4.1.13)
0 0 Ks3(Z,t)
cosicché anche il tensore A ha matrice associata
_K -
1(Z,1) 0 0
K1(Z,t) . (
Koy (Z, )
A(Z b)) = 0 = 0 . 4.1.14
[A(Z,1)] FnlZ0) ( )
0 0 Ks3(Z,t)
L Ks3(Z,t)

4.2 Enmnergia di deformazione e tensori degli sforzi

Ai fini dei calcoli supponiamo per il materiale in esame un comportamento di tipo elastico
e isotropo, descritto da una densita di energia per unita di volume dello stato naturale di
tipo Neo-Hookean, data da

U, 0Ce =, 0 (Lie, Ioe, I3e) = [I1e — 3]p0 — In(Tze)pe + L [In(Ize)]2N, (4.2.1)
dove
Ile = ile o Ce = tl"(’l]_lce), (422&)
A 1
Ipe =Ige 0 C, = 5[(tr(n_1Ce))2 —tr(p *Cen'C.)], (4.2.2b)
A detC
IBe = Ige (@) Ce = detCe = W, (422C)

essendo 7 il tensore metrico associato allo stato naturale. Per scopi futuri, osserviamo che
e possibile scrivere gli invarianti in funzione di C e K. Infatti, si ha:

I, = Tle 0C, = tr(nilc’e)
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= naﬂ(ce)aﬁ
= 11" (F¢)s" gav (Fe)™®
— naﬂ(K—T)aS(FT)SagabeM(K—l)MB
— (K71n71K7T>MSCSM
= (C)"¥ Csm (
= tr(Cg'C)
Da cui segue che si puo porre
[,oCo=11,0(C,K)=tr(Cg'O). (4.2.5)

Anche se non necessario, ai fini della tesi, per completezza di trattazione, riportiamo la
rappresentazione del secondo invariante di C,, in funzione di C' e K. Nello specifico possiamo
scrivere
Le = e 0 C.
— Htr(g ' C? — tr(n ™' Con™'C)}
= 5{[1°°(Ce)apl® — 17 (Ce) 3™ (Ce)sal}
= {1 (F)a” gav (Fo)’s” = 7 (F&)5" gap (Fe)'sm"* (F& )5 gea (Fe)?al}
= 3 { (K)o (F 1) s gan Foa (K1) g2
— [ (K1) (F) s gan O aa (KM (K1) (F 1)y geaF ' 2 (K )%}
_ %{[(K I VK TYMS O 12 — (K LK) 25Oy (K 'K~ T)MY Cy 4]}
= 3 {l(C&)™® Csul® = [(Cx) P Com(CHMY Cy ]}
= 3{[(CK'C))” ~ [tr(Cx' CCx' O))}. (4.2.6)

Pertanto, scriviamo:

R . . 2
ye 0 Co = Do 0 (C, K) = L {(Ile 0 (C.K)) —t(Cx'CC O)]. (4.2.7)
Il terzo invariante ¢ dato da
- det(C) 1
I30 = I300 Co = ———= = (detC)(detCy), 4.2.8
3 3e © [det(K)]z ( € )( € K) ( )
cosicché si puo porre
R v detC
I[300Ce =130 (C,K) = ——. 4.2.
In conclusione 'energia di deformazione sara
Up =Wo (C,K) =Wo|(lie Iz, I50) 0 (C, K)] = J U, (4.2.10)

Calcoliamo adesso il secondo tensore di Piola-Kirchhoff S

oW
S=2 C K
¢ °(©K)
ow Ohe  OW oo o,
—2[8 i (11671267136)85""8 (Ile;IQe,Ige)% O(C,K), (4211)
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4.3 — Legge evolutiva di K in forma matriciale

che risulta essere uguale a
S = Jk[(261 + 28211)Cr* — 26:C' CCr' + 23313.C 7Y, (4.2.12)

gl

dove 81 = Lu, Ba = 0 (essendo I'energia indipendente da Ise ), f3 = “rtpAnhe g g presente
2 ) L0

che gli invarianti Iy, e I3, sono pensati come funzioni di C' e K. Infine il primo tensore degli

sforzi di Piola-Kirchhoff, risulta essere dato da
P =FS = Jk[(261 + 2:11) FCx' — 28, FC! CCy! + 25315.gF 1], (4.2.13)

dove il tensore metrico g risulta essere composto con il moto.

4.3 Legge evolutiva di K in forma matriciale

Poiché la rappresentazione matriciale di A e diagonale per il problema benchmark considera-
to, il coefficiente tensoriale relativo alla parte “antisimmetrica” di Yq4 nella decomposizione
di Pericak-Spector & Spector (ossia il coefficiente tensoriale di ¢, in Equazione (3.4.12)) ¢
identicamente nullo. Specializzando tale risultato ai modelli M1 e M2, otteniamo:

1. Modello M1.
La Equazione (3.5.2d) diviene:

trA
T, =i I" 4 2Iich, A = —devH + T + 3kl il (4.3.1)

avendo posto, in questo caso, Z = %(trH)IT + T+ %kCFJKIT (si veda Equazione
(3.5.3)).
Ai fini computazionali, & conveniente “spezzare” la Equazione (4.3.1) estraendone la

parte volumetrica e quella deviatorica e risolvendole a sistema. A tal proposito, il
primo passo consiste nello riscrivere la Equazione (4.3.1) come

v 2bu
JK%[HA]IT +2Jkb, [devA] = —devH + T + 1k JxI". (4.3.2)

Pertanto, si puo scrivere:

[au + 2by}trA - kCF = O, trA = m, (433&)
—devH +T
2Jkb,[devA] +devH — T =0, devA = —avE T (4.3.3b)
2Jk b,
Infine, le Equazioni (4.3.3a) e (4.3.3b) conducono al sistema lineare:
Ki | Kpn | Ks k.’
+ + = , 4.3.4a
Ku Kz Ksz  ay,+2b, ( )
2Ky»p 1Ky 1Ks 2Hyy — s Hyy — $Hsg + Ths (4.3.4b)
3Ky 3Ku 3Ks 2k b, ’ o
2K 1Kn 1Ky 2Hgs — 3 Hyy — 5 Hop + T (4.3.4¢)
3Kss 3K11 3 Ko 2Jkb, ) o
2. Modello M2.
La Equazione (3.5.4d) diviene
trA oy 1 T
Jica,~= 1" +2Jch, A = —H + T + $hLJxc ", (4.3.5)
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4 — Simulazioni numeriche

avendo posto, in questo caso, Z =T + k[ JxI" (si veda Equazione (3.5.5)).

Ai fini computazionali, & conveniente “spezzare” la Equazione (4.3.5) estraendone la
parte volumetrica e quella deviatorica e risolvendole a sistema. A tal proposito, il
primo passo consiste nello riscrivere la Equazione (4.3.5) come

trA trA
JKaZ,%IT + 2Jchy [devA] + 2JKb,,%IT
trH
- _ITIT —devH + T + Lk T Jg I (4.3.6)

Pertanto, si puo scrivere:

—J [tr H] + kT

[a, + 2b,JtrA + Ji [trH| — kT = 0, trA = TSR (4.3.7a)
—devH +T
2 Jxcbo[devA] + devE — T = 0, dev(A) = —2¥H T (4.3.7b)
2Jk b,
Infine, le Equazioni (4.3.7a) e (4.3.7b) conducono al sistema lineare:
Ku Ky Kz —(Hip+ Hop + Hsg) + kI
11+ 22+ 33 _ (Hy1 + Hog + Hsz) + ke 7 (4.3.80)
K11 Ky Kz a, + 2b,
2K»n 1Kn 1Kz 2Hyy — 3 Hyy — $Hsz + Tho (4.3.8D)
3Ky 3K;1 3Kss 2Jkb, ’ o
2Ky 1Kn 1Ky $Hss — 5 Hiy — 3 Hoo + Tss (4.3.8¢)
3K33 3Ky 3 Ko 2Jkb, ' o
Per chiudere il modello, assegniamo una forma esplicita a I', che ¢ data da
avendo scelto per la concentrazione dei nutrienti la espressione analitica
2X — L\ t
cosh (Woﬂ/>t, 0<t§t0,
c(X,t) =cp ox — 14" (4.3.9)
cosh (wo 5T ), t > tg.

dove ¢y = 1073, wg = 5, to = 20 [d].

4.4 Risultati

Nel seguito, considereremo due diversi gruppi di simulazioni numeriche. Nello specifico, fis-
sati i valori dei parametri del modello come in Tabella 4.1, abbiamo effettuato la simulazione
numerica dei due modelli M1 ed M2, con lo scopo di visualizzare i campi incogniti del nostro
problema, cioe lo spostamento u e le componenti del tensore di crescita K, come funzioni
del tempo e della coordinata assiale, e il modo in cui la scelta della forza esterna Z influen-
za e modula ’evoluzione del sistema in esame. Nel presentare i risultati abbiamo scelto tre
giorni di riferimento, rappresentativi della fase iniziale, della fase centrale e della fase finale
della finestra temporale entro la quale abbiamo osservato 1’evoluzione del tessuto tumorale
in esame. Ricordiamo che, nelle nostre simulazioni, abbiamo fissato un arco temporale di
venti giorni, cosicché .# = [0,20] d. Inoltre, data la simmetria delle soluzioni rispetto al
punto di mezzeria dell’asse del campione cilindrico preso in esame, dovuta alle condizioni al
bordo assegnate al bilancio di impulso, alle condizioni iniziali legate alla legge di crescita,
e alla distribuzione dei nutrienti ¢(X,¢), ci limitiamo a rappresentare nel sotto-intervallo
[L/2, L].
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Parametro | Unita di misura | Valore Riferimento bibliografico
L [cm] 1.000 [33]
A [Pa] 1.300 - 10* | [50]
L [Pa] 2.000 - 10* | [50]
Wer ] 1.000 - 1073 | [33]
Wenv -] 7.000 - 1073 | [33]
¢ [kg/(m3s)] 1.000- 1073 | [36]
gy -] 7.138-1071 | [9]
Oer [Pa] 1.541-10% | [9]
Pv kg /m?] 1000 [39]
a, [Pa s] 2.000-10% | [15]
b, [Pa s] 2.000 - 108 | [15]
ke [Pa s] 2.667 - 108 | [15]

Tabella 4.1: Parametri usati per le simulazioni numeriche dei modelli di crescita M1 e M2
implementati in ambiente COMSOL Multiphysics.

0.035 [[— = Model M1 - 5 [d] 0.300 L|— — Model M2 -5 [d]
—+— Model M - 12 [d] ’ —+— Model M2 - 12 [d]
—w— Model M1 - 20 [d] —w— Model M2 - 20 [d]
0.030 - 1
0.250 -
0.025
0.200 -
F0.020f | =
. <0450+
0.015
0.100 -
0.010
0.005 4 L P
0.000 : ‘ : 0.000¥==""~ : : :
0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1.0 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1.0
z [cm)| z [cm)]

Figura 4.1: Evoluzione in spazio e in tempo dello spostamento assiale u del campione cilin-
drico considerato. Nell'immagine di sinistra abbiamo considerato i risultati del modello M1,
mentre, nell’immagine di destra, i risultati relativi al modello M2.

In Figura 4.1 mostriamo il comportamento dello spostamento assiale, u, come funzione
del tempo e della coordinata assiale Z. Sia per il modello M1 che per il modello M2, osservia-
mo che lo spostamento e una funzione crescente sia del tempo che della coordinata assiale.
Questo implica che v aumenta man mano che il tumore evolve nel tempo e, in particolare,
ad ogni tempo considerato, raggiunge il suo valore massimo in corrispondenza dell’estremo
destro dell’asse del campione. Questo comportamento & strettamente legato alla distribu-
zione di nutrienti scelta per questo modello e alla sua evoluzione in tempo. Infatti, data
I'Equazione (4.3.9), la concentrazione dei nutrienti aumenta in tempo e, istante per istante,
raggiunge il suo massimo in corrispondenza delle sezioni estreme del campione. Facciamo
inoltre osservare come nel modello M2, 'aggiunta della componente sferica del tensore degli
sforzi di Eshelby produca uno spostamento di circa dieci volte maggiore di quello previsto
dal modello M1 e corrispondente, di fatto, a circa un terzo del valore della lunghezza iniziale
del campione. Tale valore di spostamento elevato rispetto alle dimensioni del campione &
da attribuire alla mancanza di termini “pozzo” che riducono o spengono la crescita. Tale
fenomenologia & considerata in [39, 33, 13, 40], laddove, nelle nostre simulazioni, la sorgente
di massa che determina l’evoluzione di A € una funzione non negativa, sempre crescente
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8 nell’intervallo di tempo considerato.

700 In analogia a cio che succede nel caso dello spostamento, la distribuzione dei nutrienti

70 influenza in maniera considerevole anche 1’evoluzione delle componenti del tensore di crescita
Nella Figura 4.2 mostriamo il comportamentp della componente assiale del tensore di

. ! ! ! . ! ! !
1.30 [[= = Model MI-5 [d) f| — = Model M1-5 [d]

: —+— Model M1 - 12 [d] 1.9 | —— Model M1 - 12 [d]
—w— Model M1 - 20 [d] —w— Model M1 - 20 [d]

33 (1]

=
o o
3 2
<

145 ) 1

110l | 141 /

0.5 0.6 017 [ ]0.8 0.9 1.0 0.5 0.6 0.7 [ ]0.8 0.9 1.0
Figura 4.2: Evoluzione in spazio e in tempo della componente K33 del tensore di cresci-
ta K. Nell'immagine di sinistra abbiamo considerato i risultati del modello M1, mentre,
nell’immagine di destra, le simulazioni relative al modello M2.

‘ ‘ ‘ ‘ 10015 T = ‘ ‘ ‘ .
— — Model M1 - 5 [d] — — Model M2 - 5 [d]
0.9990 - Model M1 - 12 [d] 1 —+— Model M2 - 12 [d]
—se— Model M1 - 20 [(1] —u— Model M2 - 20 [d]
1.0010 1
0.9985 1
1.0005 -
=0.9980 - 5 =
< < 1.0000 | 1
0.9975
0.9995 1
0.9970
.
0.9990T et
05 06 07 0.8 0.9 1.0 05 06 07 08 09 1.0

x [(7111] x [(:m]

Figura 4.3: Evoluzione in spazio e in tempo della componente K9 del tensore di cresci-

ta K. Nell'immagine di sinistra abbiamo considerato i risultati del modello M1, mentre,

nell’immagine di destra, le simulazioni relative al modello M2.
711
n2  crescita K, K33, come funzione della coordinata assiale a diversi istanti di tempo. In questo
ns  caso, il fatto che la distribuzione di nutrienti aumenti in tempo produce una intensificazione
na delle distorsioni assiali associate alla crescita man mano che il tempo passi. Inoltre, poiché
75 la concentrazione dei nutrienti € massima agli estremi del campione, anche K33 assume il
ns  suo massimo valore alle estremita del campione. Un discorso analogo lo si puo fare per
n7 K33 calcolato a valle del modello M2, il quale risulta raggiungere valori maggiori come
ns  conseguenza della componente sferica di H come sorgente nella legge evolutiva. Per quanto
7o riguarda la componente circonferenziale Koy e radiale K71, esse coincidono numericamente,
=0 date le simmetrie imposte al modello dalla scelta del problema benchmark, cosi ci limitiamo
=1 ariportare solo il comportamento di Kos. In Figura 4.3, nel caso del modello M1, Ko risulta
72 sempre minore di uno, mentre, nel caso del modello M2, K9 raggiunge valori anche maggiori
=3 di uno. Questo comportamento e spiegabile con il fatto che il tensore K deve soddisfare la
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condizione trA = I'. Quindi, euristicamente, se una componente risulta maggiore di uno,
I’altra deve necessariamente essere minore di uno affinché la condizione sia rispettato. Tale
situazione risulta indebolita nel caso del modello M2 perché I’evoluzione di A & sostenuta
dalla trH e la condizione non ¢, generalmente, soddisfatta. Facciamo notare che, essendo
K33 diverso da Ko (e, ovviamente K1), il tensore di crescita non ¢ sferico.

x107 x10®

—e—1I": Model M1 - 5 [d] —e—TI': Model M2 - 5 [d]
—0— trA: Model M1 - 5 [d] —0~ trA: Model M2 - 5 [d]
10.0 F|—+—T": Model M1 - 12 [d] h 1.0 1| 1 Model M2 - 12 [d] 7
—+— trA: Model M1 - 12 [d] —+— trA: Model M2 - 12 [d]
—s—T": Model M1 - 20 [d] —s—TI": Model M2 - 20 [d]
—x— trA: Model M1 - 20 [d] —x— trA: Model M2 - 20 [d]

8.0 1 0.8 ]
6.0 06r
40 0.4+
el et & 5
20t 025 =77
0.0 ===t 00 ‘
05 06 07 05 0.6 0.7

Figura 4.4: Confronto dell’evoluzione in spazio e in tempo di I" e tr(A). Nell'immagine di
sinistra abbiamo considerato i risultati del modello M1, mentre, nell'immagine di destra, i
risultati relativi al modello M2.

Dalla Figura 4.4 possiamo evincere che per il modello M1, I' e trA coincidono a meno
della modulazione espressa dal parametro k. che, in principio, & diverso da a, + 2b,. 1l
comportamento ¢ pero identico. Infatti, si nota un aumento sia di I' che di tr(A) man mano
che ci si avvicina verso il bordo. Per quanto riguarda il modello M2, invece, il comportamento
dei due termini ¢ qualitativamente e quantitativamente diverso. Infatti, mentre verso il
centro trA & maggiore di I', all’avvicinarsi sul bordo, predomina I'. Contribuiscono a questa
differenza qualitativa e quantitativa sia la modulazione dovuta a k., sia 'introduzione della
componente sferica di H nella legge di crescita. Per completezza, in Figura 4.5, facciamo
notare come effettivamente I' e tr A coincidono quando k. = a, + 2b,. Infatti, il modello M1

predice che I'y ¢ data da
(4.4.1)

cosicché si abba I'y = I' quando k. = a, + 2b,. Mentre per il modello M2, I'; ¢ data da

ke o J [trH]

I'y =trA = )
g = a, + 2b, a, + 2b,

(4.4.2)

Infine, per quanto riguarda gli sforzi, dalla Figura 4.6 possiamo notare che (devH )33
¢ fortemente influenzato dalla distribuzione dei nutrienti. Infatti, quando i nutrienti sono
nulli, (devH)s3 € costante, mentre tende a decrescere man mano che ci si avvicina al bor-
do. Analogamente, per il modello M2, I'evoluzione di H3s ¢ fortemente influenzata dalla
distribuzione dei nutrienti. In questo caso, 'andamento varia qualitativamente, oltre che
quantitativamente, all’aumentare dei giorni. Cosicché, all’inizio delle simulazioni, lo sforzo &
caratterizzato da un tratto costante nelle zone in cui i nutrienti sono nulli, per poi diminuire
verso il bordo del campione. Al passare dei giorni, H 33 tende a crescere verso i bordi del
campione.
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x107
10.0 |-[—e—T: Model M1 - 5 [d] /|
—0— trA: Model M1 - 5 [d]
9.0 [|—+T': Model M1 - 12 [d] 1
—+— trA: Model M1 - 12 [d]
8.0 || ——1T: Model M1-20 [d] |
| === trA: Model M1 - 20 [d]
701 1
6.0
5.0
401
301
20t
10t
0.0 ‘ o ‘ ‘
0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1.0

z [cm)|

Figura 4.5: Confronto dell’evoluzione in spazio e in tempo di I' e tr(A) nel caso in cui
k. = a, + 2b,.

- Noddl MI 1 [d‘] ‘ ‘
L —+—Model M1 - 12 [d]
120 0.25 1| —u— Model M1 - 20 [d]
£ 100! _ 020}
= & o15]
£ 80 ] I
=, [0 1 D L T T
L[~ == Model M1 - 1 [d] i <
60 —+— Model M1 - 12 [d] 0.05
—— Model M1 - 20 [d] /"
0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1.0 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1.0
z [cm)] z [cm]

Figura 4.6: Evoluzione in spazio e in tempo della componente deviatorica (devH )ss del
tensore di Eshelby per il modello M1 (a sinistra) e della componente H s del tensore di
Eshelby per il modello M2 (a destra).
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Capitolo 5

Crescita in mezzi bifasici

In questo Capitolo!, rivediamo criticamente il lavoro riportato in [8], in cui, descrivendo un
ipotetico tessuto biologico come un mezzo bifasico, fibro-rinforzato e costituito da diversi
costituenti, si studiano la crescita, il trasferimento di massa tra le due fasi ed il rimodella-
mento del tessuto (essendo quest’ultimo intenso sia come riorientamento delle fibre sia come
evoluzione della struttura interna della fase solida) mediante un approccio chemo-meccanico
basato sull’impiego, opportunamente rivisitato, della Teoria delle Miscele [51, 52, 53] e dei
mezzi continui con struttura interna variabile. In particolare, concentriamo la nostra re-
visione su due aspetti soltanto tra quelli sopra elencati e, a tal proposito, semplifichiamo
notevolmente il contesto della trattazione, selezionando i processi relativi al trasferimento
di massa tra le fasi del tessuto e al riorganizzazione strutturale della fase solida che ne
consegue. Le semplificazioni principali sono date dall’ipotesi che il materiale in studio sia
isotropo (in particolare, escludiamo la presenza delle fibre di rinforzo) e dalla identificazione
del trasferimento di massa tra la fase solida e quella fluida con la “crescita” —intesa in
senso generalizzato come “variazione di massa”’— della fase solida. Questa puntualizzazione
¢ necessaria perché in [8] il trasferimento di massa viene distinto dalla crescita propriamente
detta, che e vista, invece, come il contributo alla variazione totale di massa della fase solida
dovuto a sorgenti, o pozzi, di massa non direttamente collegabili agli scambi con la fase
fluida. In questo ambito, consideriamo anche la riorganizzazione strutturale della fase solida
conseguente alla propria variazione di massa.

L’approccio che seguiremo & concettualmente analogo a quello presentato nei Capitoli
precedenti, in particolare per quel che riguarda la introduzione del tensore K della decompo-
sizione BKL del gradiente di deformazione della fase solida per la descrizione delle distorsioni
anelastiche associate al trasferimento di massa tra le fasi [8], 'inquadramento di tale varia-
bile tensoriale come una variabile cinematica del mezzo bifasico [1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9],
e la determinazione delle equazioni del moto mediante il Principio delle Potenze Virtuali
[20, 10, 21, 8, 42, 14, 15].

5.1 Descrizione generale della miscela
In questa sezione introduciamo le grandezze principali e le variabili cinematiche della mi-

scela. Indichiamo con l'indice k € {/, s} tutto cio che si riferisce alla fase della miscela, in
particolare £ alla fase fluida e s alla fase solida. Con ¢ = 1 : N indichiamo invece il numero

U1 risultati riportati in questo Capitolo sono parte di uno studio in fase di svolgimento condotto dalla
sottoscritta, da Alfio Grillo e da Salvatore Di Stefano con I’obiettivo di scrivere un articolo sull’argomento.
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di costituenti di ogni fase (nel seguito utilizzeremo anche l'indice b = 1 : (N —1)). La densita
di massa intrinseca della fase £ ¢ definita come

Pr =Y Pak, (5.1.1)

in cui fgi € la densita di massa del costituente a-esimo nella k-esima fase. Inoltre, la frazione
di massa del costituente a-esimo nella fase k-esima é:

A

o =P o Y g =1 (5.1.2)
Pr -

A

Introduciamo anche la densita di massa apparente della fase k& e del costituente a-esimo in
essa presente, ossia

Pk = OkPk ,  Pak = PkPaks (5.1.3)

dove ¢y, € la frazione di volume della fase k. Quando la miscela & satura deve verificarsi la
condizione ¢s + ¢ = 1. La densita di massa totale della miscela e invece:

Pr=D Pk =0 pak =D OkPaktak (5.1.4)
k k a k a
Con la stessa notazione introduciamo la velocita del costituente v, e la velocita di fase:

UV = Zwakvak. (5.1.5)

La velocita della miscela ¢ invece data da
v = chvk = Zankvak , (5.1.6)
k k a

con ¢ = %’“ € Cak = WakCk- Per completezza introduciamo anche le seguenti velocita relative,

Uk = Vg, — Vg, UL = Vg — V. (5.1.7)

5.2 Bilancio di massa e deformazioni anelastiche

In questa sezione scriviamo il bilancio di massa e come esso e collegato alle deformazioni
anelastiche.

5.2.1 Bilancio di massa
La forma locale del bilancio di massa del costituente e
atpak + diV(,OakUak) = PakTak, (521)

dove ryj, rappresenta il tasso di produzione di massa relativo al trasferimento di quest’ultima
tra le fasi. La forma locale del bilancio di massa della fase ¢ invece

Dwpr + px divyy, = PkTk, (522)

scritta in una forma equivalente alla (5.2.1) (a meno di indici) e avendo indicato con Dgpy,
I'operatore di derivata sostanziale di pg rispetto alla fase k-esima, ossia

Dipr, = Oipi + (gradpg)vg. (5.2.3)
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5.2.2 Deformazioni anelastiche

Il trasferimento di massa €& considerato un processo anelastico che genera deformazioni
anelastiche. Cosi come introdotto precedentemente, scomponiamo il tensore di deformazione
in una parte elastica e in una parte anelastica, data appunto dal tensore di deformazioni
anelastiche, FF = F.K . Derivando il tensore di deformazione F' rispetto al tempo, otteniamo:

F=F.K+F.K. (5.2.4)

Ricordando I’espressione del gradiente di velocita di deformazione, L = FF~1, possiamo
sostituire la (5.2.4) nell’espressione precedente, ottenendo:
FF'=F,K+F.K)K'F!
—F.F;' + FFKK'F!
=L.+ F.LgF. ", (5.2.5)
in cui abbiamo posto L. = FeFefl, che rappresenta la parte elastica del gradiente di ve-
locita, e Lxg = KK 1, ossia rappresenta la velocita generalizzata associata al tensore di
distorsioni anelastiche. Osserviamo che 'operazione Fo L F,~ Le un “push-forward” di Lg

alla “configurazione corrente”.
Rinominando £ = FF~ £, = L. ¢ £ = F.Li F, ', si ottiene

€=10,+ k. (5.2.6)

Quindi se decomponiamo moltiplicativamente F', le velocita generalizzate associate a F, e
K si decompongono additivamente.

Analogamente al caso monofasico, visto nel Capitolo 3, & possibile mostrare che il bilancio
di massa della fase solida puo essere scritto come trég = 75, ovvero ¢ uguale al tasso con
cui la massa viene scambiata tra le fasi fluida e solida. Vale quindi la seguente catena di
uguaglianze:

trly = tr(F.LgF, ') =trLg = r, = Zwasras. (5.2.7)

Rispetto a quanto fatto in [8], introduciamo K nel seguente modo:
K = (Hm}/?’)f{, (5.2.8)
a

con K tensore isocoro, ossia det K = 1, e k, funzioni scalari definite Va = 1 : N. In questo
modo, otteniamo la seguente decomposizione di F'

F= Fe(H n}/?’)R' (5.2.9)

Adesso deriviamo il tensore K:
) 1 Ky _ -
K= g(Z;)(HK?/g)KﬂL (TIx°) kK, (5.2.10)
a a a a
e sostituiamo ’espressione appena ottenuta nell’espressione per L,

Lic = KK~ —;@ ) (T )& (T Kk
K
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:%(Z @)I+JiK (5.2.11)

aﬁa

dove L ¢ la parte deviatorica del tensore Lx.
Ricordando la (5.2.7), calcoliamo la traccia di (5.2.11)

trLg =) % = WasTas - (5.2.12)
a a a

e supponiamo che valgano le identificazioni

B4 esTas, a=1:N. (5.2.13)

Rq

5.3 Principio delle Potenze Virtuali

In questa sezione ci occupiamo di ricavare le equazioni del moto applicando il Principio
delle Potenze Virtuali (PPV). A tal proposito definiamo una potenza virtuale ﬁ’, che terra
conto di contributi “classici” e “non-classici”. La dinamica “classica” & descritta dalle forze
generalizzate “classiche”, cioe lo sforzo di Cauchy, le forze interne dovute allo scambio di
impulso tra le fasi ed eventualmente le forze esterne sia volumetriche che di contatto. Mentre
quella “non-classica” & descritta dai processi anelastici, ovvero il trasferimento di massa. Le
forze “non-classiche” invece saranno introdotte per dualita alle velocita virtuali generalizzate

associate a kg, a=1: N e K.

5.3.1 Equazioni del moto

Le equazioni del moto sono ottenute a partire dal Principio delle Potenze Virtuali, che
scriviamo in forma compatta come

Aint A ext

Pr=P" 4+ =0 (5.3.1)
con ’JADint = ’JA’:tlt + j’;mst e P = ﬁ’:: ' + fj)f::t, che scriviamo esplicitamente come
~int . .
:Pst - Z Z Lé’ { - Tak : grad Vo + PakMak - 'Ua,k}7 (532&)
k a t
A ext N .
3’; = Z Z/ Pakbak - Dok + ZZ/  Tak - Vak, (5.3.2b)
k a B k a On Py
~int int A 2
(‘Pn—st = (Z Yo Vot Y, : LK)7 (532C)
B, N
A ext N ext A ) 2
(‘Pn—st - / (Z Yo Va + Zy : LK), (532(?1)
BN

in cui T o € il tensore di Cauchy del costituente a-esimo della fase k-esima, pqrmar € la forza
interna alla miscela dovuta allo scambio di impulso tra i costituenti, pqrbaxr rappresenta le
forze di volume, T, rappresenta tutte le trazioni di bordo che agiscono sul costituente a-
esirpo, U, e la velocita virtuale associata a £y, L K ¢ la velocita virtuale tensoriale associata
a K, mentre Y, e Z,, sono tensori deviatorici.

. Aint . . . P . 2
Osserviamo che P__, ha una espressione in cui figura la velocita virtuale tensoriale L,

n-st

ma non GradLg; questo significa che la teoria in questione ¢ di grado zero [10]. Quindi,
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stiamo facendo tacitamente la prima assunzione costitutiva. Ma, ricordiamo, che in un
continuo standard la teoria non puo essere di grado 0, perché se fosse di grado 0 dovremmo
ammettere una forza interna duale di una velocita virtuale, il che & impossibile perché
si violerebbe l'invarianza della potenza per traslazioni rigide. Allora 'unica forza interna
ammissibile in un continuo standard ¢ quella nulla. Nella espressione (5.3.2d) possiamo

permetterci di fermarci ad una teoria 0 perché gli “attori” principali (7,, uno scalare, e Ly,
un tensore) sono invarianti per traslazioni rigide. Allora verrebbe da chiedersi come mai
nell’espressione standard per la potenza compaiono le forze interne. Semplicemente perché
noi non stiamo lavorando con un continuo monofasico, ma con un continuo multifasico e la
risultante delle forze interne & tale da essere nulla.

Assumiamo, a questo punto, che le somma delle potenze virtuali interna ed esterna
sia nulla sia per il caso “classico” che “non-classico”, indipendentemente I'uno dall’altro.
Otteniamo quindi

Ppint g pext — (), (5.3.3a)
P+ PEL = 0. (5.3.3b)

La (5.4.10) conduce a
ZZ/ Ty - grad Dok + pakTar - Uak} + ZZ/ Pakbak - Dak
+§:§:/‘ Tak Do =0  (5.34)

ON At

Supponiamo che la velocita di ogni costituente della fase solida sia uguale a v, ottenendo
cosi

- d s astas s as as' /
Z/@t{ cgrad D5 + pasMMys - Vs + p +Z N%
+§:/

af grad Vot + PatMgp * vaf + palbaf vaﬂ + Z/ Tat - 6(12:07 (535)
%

ON Pt

da cui segue

/,%{_ (; Tas) grad d, + ( ; pasm’“) s + (;Pasbas)"ﬁs} /%%t(z Tas) D

a

~—— ~——
O PsMs Psbs Ts
+Z/ Teo: grad Vot + PatMiqe - 'Uaf + pafbaf vaf + Z/ Tal - 'ﬁaZ:O7 (536)
ON Pt

Utilizzando la regola di derivazione di Leibniz, giungiamo a
/7 {—div(a;F 0s) + dives - D + psms - D5 + psbs - 'ﬁs} +/ T D,

ON By
+§:/

P le Taf ’vaf) + leTaZ va@ + PatMqp * va@ + pa@bal vaé} +/ Ta@"ﬁaé = O»
Zzn

6N§é’t
(5.3.7)

e infine

/ {diva‘S + psmg + psbs} -y + / (s —osn) - By
L@t 8Nc%_)t
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+Z/ divlgp + parmae + pagbag} ) —l—Z/ang Tat — Tam) - g = 0. (5.3.8)

Sostituendo l'espressione per la velocita relativa (5.1.7), otteniamo
/ {diVO‘s + PsTs + psbs} : ’63 + (Ts - Usn) : 'ﬁs
%t 8Nl%t
+Z /ﬂ {diVTa/z + PaeMqr + ,anbae} (Qar + D)
+ Z/ p (Tat = Taen) - (far + 0¢) =0, (5.3.9)

da cui segue

/ {leO’S + psmig + psbs} Dy +/ p (s —osn) - By
NSy

+ /} Z divTy — L2 divTne + poe (s — mng) + poe(bre — bive) } Upy

+/g Z divT ¢ + paemige + paebae} Dy
i

/ Tbe - M7'Ne) (Tbe — £ TNg) } -y

NBT

/ > (Tat = Tam) -, =0, (5.3.10)
8N%’t a

Adesso, avendo trascurato le inerzie e tutti i termini quadratici nelle velocita relative, iden-
tifichiamo il tensore degli sforzi di Cauchy della fase fluida con la somma dei tensori degli
sforzi di Cauchy dei singoli costituenti della fase fluida, ossia

= Tau. (5.3.11)

Analogamente, nell’ambito della medesima approssimazione, scriviamo

PeMy = Zpagmag, (5.3.12)

mentre definiamo la forza esterna di volume agente sulla fase fluida, cioeé by, come

pebe =Y pacbar. (5.3.13)

a
Dunque, otteniamo
/ {divas+psms +psbs} 'f’s'i_ (Ts _Usn) "ﬁs
ON Sy

//g Z lesz - p“ ~divT g + oot (M — mng) + poe(bre — bive) } Upy
n

+ {diVO'g + pemy + pgbg} Dy
PN PNe

/ sz — L) — (szz - MTNE)”] - py
aN t b

44



875

876

877

878

879

880

881

882

883

884

885

886

887

888

889

5.4 — Dissipazione

+ (T( — O'gn) "ﬁg = 0. (5.3.14)
ONBy

Localizzando, si ottiene

dives + psms + psbs = 0, in %; (5.3.15a)

divey 4+ pemy + pebe = 0, in %, (5.3.15b)

> {diVTbE — L2 AivT ne + poe(Mve — mve) + poe(bre — bN@)] =0, in% (5.3.15¢)
b

Ts—osn =0, su ON%y (5315(1)

T —om =0, suon%,  (5.3.15¢)

Z{(Tbg — %TNE) — (Tbg — %T}\w)’n} = 0, su 8N<%t- (5.3.15f)

b

Dalla risoluzione delle equazioni per la parte “non-classica” della dinamica risulta, invece
(si veda ad esempio [20, 11, 8] per risultati metodologicamente simili),

it =y, (5.3.16a)
Y, =Z,. (5.3.16b)

5.4 Dissipazione

5.4.1 Forma locale della dissipazione

Risolte le equazioni del moto ci resta da studiare la dissipazione. Assegniamo ad ogni co-
stituente della miscela la propria energia libera di Helmhotz p,rt).r. Ne segue che 'energia
libera di Helmhotz dell’intera miscela € ptp := > "; >, pakak. Nel caso isotermo scriviamo
la disuguaglianza della dissipazione come [8]

d
Dt [ PP+ [ gm0, (5.4.1)
'Vt dt Vt 8Vt

dove V; & una parte di 4, la derivata nel tempo a secondo membro viene fatta rispetto alla
velocita della miscela v, P2t e P2 sono date da [8] (si veda anche [20] per la definizione
di “net working” per il caso monofasico)

fP?tet = ‘/Vt{zk:za:pakbak : vak}"‘/m]t %:%:Tak n - Vuk (5.4.23)
P = /v{; Y kot Zy s Lic, (5.4.2b)

e sono rispettivamente le potenze nette “classiche” e “non-classiche” [20, 10], e g, ¢ definito
come [§]

qw = { Z Z pak¢akuak + pswsus + PN/MUE}, (543)
k a
ed ¢ detto in [8] “pseudo-flusso di energia”. Quindi, la (5.4.1) diviene

d
/Vt‘D:_dt/vtpw_‘_/’\?t%:z:pakbak'Uak+/é)Vtzk:ZTakn'vak

a a
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so  Dopo alcuni calcoli riportati in [8], giungiamo a
D =DM+ DU 4Dl >0 (5.4.5)

so1 1l focus di questo lavoro non é riportare i calcoli della dissipazione, svolti in [8], ma concen-
s> trarsi sul terzo termine a secondo membro della (5.5.1).

s
8? ) KK + Z ymt Kq + Y LK + Z pasTas Hat — Mas)

Y o + Z, LK+/ gy -n >0. (5.4.4)

t a

®§Ill) :FeT (ps

:Fg(psgﬁf) KK +Zym Ka wasraerY,,:iK

+ Z PasTas (/Laf - Mas) > 07 (546)

g3 in cui abbiamo sostituito la relazione (5.4.8). .
894 Ricordando che Lx = KK ™! = L(trLk)I + Lk, la (5.4.6) diventa

ook +dev [FE (p 52 Bac

+ Z Z;ntwasras +Y,: I—JK + Z pasras(,uaé - ,Uas)

:%tr {FQT( Ovs )} Zwasras

+ ; PasTas (pas mt 4 (:uaf Mas)) + {dev [FE (ps 0ty )} + Yu} : .Z/K

54— E2 (s

as 8Fe

=2 Tas{fim + Pas(ftat = fas) + § wastr[FZ (pg gfi )] }

o ~
T s ,
+ {dev | F (p, aFe)} +Y,} L >0. (5.4.7)
g5 con Nt =y, 2Int,
896 Possiamo pensare la forza generalizzata €™ come somma di un contributo dissipativo e
g7 un contributo non dissipativo. In virtu di questo scriviamo,
oY
d T
&t = € o+ {pas btar = ptas) + Jeustr [F (po5 F )}, va=1:N, (5.4.8)
sos  cosicché la (5.4.7) diventa
5 . b 5
DY =37y, gntd 4 Loy | FT N +v,}: Lk >o0. 5.4.9
I ; as Sa { [ e (psaFe)} V} Z ( )
so  Arrivati a questo punto, per semplicita, ipotizziamo
gmtd fwasras = WesTas :faﬁ(ilnt’d con f, > 0. (5.4.10)
a
w0 Di conseguenza Qnt’d non puo essere determinata costitutivamente se f, = 0 (questo ricorda

o1 un po’ ifenomeni di soglia). Quindi otteniamo

ry = Zfa{fzxt + Pas(ftat = Has) + FWastt {FeT (ps gfi)} }, (5.4.11)

o2 ricordando che per la (5.3.16a) &Nt = £oxt,
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5.5 — Considerazioni sui trasferimenti di massa

5.5 Considerazioni sui trasferimenti di massa
La (5.4.10) si puo riscrivere come
WasTas = fa ;nt,d. (551)

. int,d
int,d ._ &

Se wgs = 0 allora f}lnt’d = 0, mentre, se wys # 0, allora poniamo z"*< : «—. Cosi facendo
as

possiamo continuare con due approcci diversi.

Primo approccio
Il primo consiste nello riscrivere il tasso di scambio tra i costituenti come

Tas = fo 2709, (5.5.2)

in cui f, puo essere identificato con una funzione di uno sforzo “efficace” g, che da luogo
ad un effetto di modulazione della crescita noto come meccanotrasduzione [9, 39, 33|, ossia

S <p > fa07 S€ ©a S 07
1\a/+
a — Jal 1— ) a 5.5.3
f fol 52+<pa>+‘| faO 1-— L9 , S€ pa>07 ( )
62 + pa
dove 41 € [0,1] e 02 > 0 sono parametri costanti, g, puo essere definito ad esempio come
M
g 1= —%wastr {FGT (pS OF )], (5.5.4)

e fao € un parametro che ha le dimensioni di 1/(tempo - sforzo). Si noti che il parametro do
ha le dimensioni di uno sforzo caratteristico.

Inoltre, assegniamo 2“4 come

; War — W 1-
th7d ‘= WasRac of af ¢S ¢37 (555)
a wenv _ wc; ¢K0
a al [ 4

dove wy) € un valore critico del costituente a-esimo nella fase solida, wg™ e il valore del

costituente a-esimo nell’ambiente in cui la miscela ¢ immersa e z,. ¢ un valore di riferimento
per questa forza dissipativa che ha le dimensioni di uno sforzo. ¢y € un valore di riferimento
per la frazione di volume del fluido.

Mettendo assieme i risultati, otteniamo cosi

ras:zacfao<°‘*“‘“32> [1 91l ]1‘%5, (5.5.6)
+

wenv — W O+ {9a)t | S0

e osserviamo che il prodotto z..f.0 puo essere identificato con il parametro che definisce
simili termini di sorgente o pozzo di massa in altri modelli di crescita.

Il secondo membro della (5.5.6) definisce completamente r,s e pertanto pud essere
impiegato per determinare k, tramite ’equazione

Rq Wal — Way 01{@a)+ |1 — s
— = — 1— . 5.5.7
Ka WasZac oo <W3nv — Wat >+ [ 02 + (Pa)+ | e 2 (5:5.7)
Dopo aver calcolato il tasso 745, possiamo giungere all’espressione di £, calcolandola come
, O
ext __ ¢int,d _ 1 T S — 1.
S =& {pas(:uaf fas) + 3wastr[Fe (psaFe)H , Va=1:N. (5.5.8)
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Secondo approccio
Un altro modo di procedere ¢ quello di scrivere la (5.4.11) come

WasTas _ cext _ 1 T 8ws
fa - ga + pas(uaé ,uas) + 3wastr [Fe (ps aFe)]v (559)
o, ricordando che vale la (5.4.8), nella ulteriore forma
L Ra _ pext 1 T( 0%
T pas(tat — Has) + Swastr [Fe (ps aFe)] (5.5.10)

dove f, ¢ ancora dato dalla (5.5.3). Cosi facendo, assegnando £X') ricaviamo r, e quindi

Tas-

Nella teoria classica delle miscele, in cui non figurano né £ né —g,, 'equilibrio chimico,
per cui si ha r,s = 0, per ogni @ = 1 : N, si ottiene quando piq = ptgs, per ogni a = 1: N.
Nello studio effettuato in questa sede, invece, il generico termine r,s € nullo quando si ha

plasé‘fi“ + (Hat = fas) + 5tr [FT(gfr)} = 0. (5.5.11)

Come detto in [8], si apre uno “iato nello spettro dei potenziali chimici”. Quindi, la condi-
zione di equilibrio di Gibbs (si veda, ad esempio, [53]) & generalizzata. Tuttavia, possiamo
ripristinarla ponendo

p(lwgsxt _ _étr[pg(glwi)} (5.5.12)

Il risultato in (5.5.12), gia presente in [8], & pero stato ottenuto qui in un modo piu generale
e piu coerente dal punto di vista metodologico con la teoria seguita in [8] e ripresa ed estesa
in questa tesi.
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Capitolo 6

Conclusioni

In questo ultimo capitolo, vogliamo riassumere i principali risultati di questo lavoro. Parte
di tali conclusioni sono tratte e riadattate da [15].

6.1 Crescita nei modelli monofasici

L’obiettivo principale del lavoro di tesi & stato 'osservazione dell’evoluzione di un ipotetico
ed idealizzato tessuto tumorale, in un arco di tempo pari a venti giorni. Tale studio e stato
condotto formulando due “modelli” distinti di un unico modello generale, denominati M1 e
M2, ed individuati sulla base dell’espressione assegnata alla forza esterna generalizzata Z,
introdotta nell’ambito della teoria della crescita (e, pit in generale, dei processi anelastici)
originariamente proposta in [10] e successivamente elaborata in [15]. I modelli matematici,
descritti in dettaglio nei Capitoli 3 e 4, sono stati ottenuti prescrivendo di volta in volta
per Z una forma funzionale in grado, secondo il nostro attuale livello di comprensione della
fenomenologia, di indurre una espressione di I'y (si veda la Equazione (3.1.3)) fisicamente
accettabile per descrivere il ruolo della meccanica del tumore sulla sorgente di massa che
descrive il processo di crescita.

In particolare, nel modello M1, Z é stata scelta in modo tale che, proiettando la equazione
per l'evoluzione del tensore di crescita (ossia la Equazione (3.5.2d)), sullo spazio dei tensori
del secondo ordine isotropi, si ottenesse l'identita

ke

T _ fe
a, +2b," "’

c=tr(K'K) = (6.1.1)
mentre, per contemplare anche la presenza di una eventuale parte deviatorica di tale evolu-
zione, ¢ stato introdotto il tensore costante e deviatorico T' (si veda la Equazione (3.5.3)).

Cio ci ha permesso di trarre tre conclusioni:

« Come anticipato in [14], la sorgente di massa I’y puo essere determinata assegnando la
funzione I', che lega Z alla presenza di agenti chimici capaci di innescare o “spegnere”
la crescita tumorale, dando cosi a Z il significato fisico di una forza meccanica attivabile
dalla chimica del tumore, ed eventualmente modulabile dalla distribuzione di sforzo
nel tumore stesso, secondo quanto indicato nella espressione (3.5.6).

 Ricordando che la Equazione (3.5.6) ¢ stata proposta in [9] sulla base di evidenze
fenomenologiche, ed e stata posta uguale al termine volumetrico dell’evoluzione di K,
ossia a tr(K 1K ), con un’opportuna scelta del parametro k., ossia ponendo k. =
a, + 2b,, & possibile realizzare Iidentita tr(K 1K) =T [15].
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6 — Conclusioni

« La parte deviatorica del tensore K 'K ¢ interamente dovuta a T..

Il modello M1, per le ragioni appena delineate, pur riuscendo a riprodurre un risultato
sperimentalmente noto, €, a nostro modo di vedere, eccessivamente artificiale.

Nel modello M2, la scelta di Z ¢ tale da non sopprimere la componente volumetrica del
tensore di Eshelby, che quindi contribuisce ad ottenere evoluzioni diverse per il tensore di
deformazioni anelastiche K (si veda la Equazione (3.5.5)). Di conseguenza, la sorgente di
massa 'y risulta essere definita dalla identita

—J trH] + k.
a, +2b,

r,=ttK 'K = (6.1.2)

Anche in questo caso, ¢ possibile trarre le seguenti conclusioni:

» Benché I'y possa essere individuata assegnando I, essa, adesso, non ¢ identificabile con
I' tramite un’opportuna scelta di k., poiché interviene la parte volumetrica del tensore
di Eshelby che rappresenta un’ulteriore azione meccanica su I'y.

« L’equazione per la parte deviatorica di K 'K ha la medesima struttura di quella del
modello M1.

Tramite il software COMSOL Multiphysics versione 5.3a, abbiamo analizzato dapprima
il comportamento dello spostamento assiale u al variare del tempo. Esso ¢ una funzione
crescente sia del tempo che dello spazio e risulta essere influenzato in maniera considerevole
dalla distribuzione dei nutrienti. Inoltre, nel modello M2 abbiamo riscontrato uno sposta-
mento dieci volte maggiore rispetto a quello prevista dal modello M1. Analoghi risultati
sono stati ottenuti analizzando le componenti del tensore di crescita. In questo caso, per
la componente assiale del tensore di crescita, 'aumento in tempo della distribuzione dei
nutrienti provoca una intensificazione delle distorsioni anelastiche associate alla crescita al
variare del tempo. La componente circonferenziale, invece, nel modello M1 risulta mino-
re di uno (il che ¢ spiegabile con il fatto che il tensore K deve rispettare la condizione
tr(K'K) = ayiﬁF), mentre raggiunge valori anche maggiori di uno nel modello M2.

Per quanto riguarda 1'uguaglianza tra tr(K 1K ) e I, ribadiamo che essa ¢ verificata nel
modello M1, mentre il comportamento di queste due grandezze ¢ palesemente diverso nel
modello M2 a causa della presenza della parte volumetrica di H nella Equazione (4.3.7a)
(ripetuta in (6.1.2), per comodita).

6.2 Crescita nel modello bifasico a molti costituenti

L’obiettivo di questa parte della tesi, che ne costituisce il Capitolo 5, é stato la revisione
critica di alcuni dei risultati ottenuti in [8] e, in particolare, I'impiego del Principio delle
Potenze Virtuali e della disuguaglianza della dissipazione come strumenti di base per la
descrizione della crescita, intesa come l’esito del trasferimento dei costituenti del tessuto
dalla sua fase fluida a quella solida. Al fine di focalizzarci sugli aspetti essenziali della
revisione condotta, abbiamo considerato una versione semplificata del modello presentato
in [8], in cui il tessuto studiato ¢ fibro-rinforzato e pitt meccanismi di crescita sono messi in
conto. In tal senso, le principali semplificazioni adottate sono state ipotesi che il tessuto
in esame fosse isotropo e la identificazione della crescita con il processo di trasferimento di
massa da una fase all’altra. Come in [8], pero, il rimodellamento del tessuto € stato preso
in considerazione e attribuito alla parte isocora del tensore K ' K.

Il risultato ottenuto in questo lavoro & analogo a quello presente in [8], ma & piu generale.
In particolare, usando due diversi approcci, giungiamo ad una condizione generalizzata
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6.2 — Crescita nel modello bifasico a molti costituenti

dell’equilibrio di Gibbs [53], che dipende da forze esterne generalizzate, introdotte come
enti duali ad altrettante velocita generalizzate &4, per a = 1 : N, ciascuna delle quali
¢ legata al tasso di trasferimento di massa del costituente a-esimo, ossia 1.4, attraverso la
relazione £, /K, = wasTqs. Tali forze esterne che, possono essere selezionate cosi da riprodurre
la fenomenologia da descrivere, fanno si che, una volta “spente”, si ricada nella teoria limite
che gia conosciamo [8]. Secondo il nostro livello di comprensione, cio & possibile perché le
forze esterne considerate forniscono al modello grande flessibilita, potendo essere pensate,
ad esempio, come la traduzione in azione meccanica di interazioni del tessuto con il mondo
esterno altrimenti non direttamente esprimibili come forze nel senso usuale del termine.
Ad esempio, una delle forze esterne generalizzate del nostro modello puo rappresentare
I’azione di un farmaco che inibisce o agevola la crescita. Se una simile forza generalizzata
bilancia la somma tra lo sforzo meccanico e la differenza tra i potenziali chimici di un dato
costituente (tale differenza, nella teoria classica delle miscele, governa gli scambi di massa
da un costituente della miscela ad un altro) [53, 8], allora si raggiunge 1’equilibrio chimico,
il che puo essere preso come uno dei criteri possibili per disattivare la crescita.
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