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Sommario13

Uno dei problemi più rilevanti nello studio della Meccanica della Crescita Volumetrica dei14

tessuti biologici e aggregati cellulari è quello di determinare leggi che descrivano come avvie-15

ne la variazione di massa di tali sistemi, e come questa sia in relazione con la disponibilità16

di sostanze chimiche, necessarie alla vita delle cellule, e con lo stato meccanico complessivo17

dei sistemi stessi. A tal proposito sono stati proposti diversi approcci, molti dei quali im-18

piegano la Teoria delle Miscele [1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9], che mirano a formulare una legge di19

crescita, ossia a legare la variazione di massa dei tessuti o aggregati cellulari alla produzio-20

ne di opportune distorsioni anelastiche. Sovente, tali approcci sono basati su osservazioni21

fenomenologiche [9] che, a nostro modo di vedere, pur conducendo a risultati realistici, sono22

a volte difficilmente ottenibili seguendo un processo logico-induttivo che si snoda in seno23

alla teoria generale della Meccanica della Crescita. In questo lavoro, le leggi evolutive della24

crescita seguiranno da un principio fisico, che, utilizzando l’approccio di DiCarlo e Quiligotti25

[10], è identificato con il Principio dei Lavori Virtuali, e la crescita è legata all’esistenza di26

una forza generalizzata esterna al tessuto o aggregato cellulare capace di cogliere sia aspetti27

biochimici che meccanici della fenomenologia.28

Successivamente viene affrontato il problema per i mezzi multi-costituenti, che rappre-29

sentano un’idealizzazione dei tessuti biologici in crescita. Per essi è stato compiuto un ten-30

tativo di ottenere una legge di crescita che combini fenomenologia e teoria, ad esempio, in31

[8], ma i risultati ottenuti presentano delle limitazioni dovute ad alcune specifiche scelte32

modellistiche. Queste limitazioni, tuttavia, possono essere eliminate reinterpretando ade-33

guatamente alcuni concetti fondamentali dell’approccio ai processi anelastici proposto in34

[10, 11, 12, 13, 14] per la Meccanica della Crescita. Così facendo il modello proposto in [8]35

non diventa “risolutivo”, ma ci sembra migliorabile. Con questi presupposti, riconcepiamo36

alcune delle idee che hanno condotto ai principali risultati presentati in [8, 14]. Per i nostri37

scopi, assumiamo di avere una miscela solido-fluido in cui ogni fase è costituita da N costi-38

tuenti che possono essere trasferiti da una fase all’altra. Poi consideriamo il tasso al quale39

un dato costituente viene trasferito e lo identifichiamo con una velocità generalizzata che,40

per dualità, è associata a un sistema di forze generalizzate. Esse si distinguono in interne ed41

esterne e devono soddisfare un’opportuna equazione di bilancio (si veda la filosofia spiegata42

in [10]). In seguito, postuliamo un’espressione costitutiva per le forze interne generalizzate43

[10, 11, 13, 14] cosicché il bilancio delle forze possa essere risolto per il tasso di trasferimento44

di massa. Ciò conduce ad una relazione tra ciascun tasso di trasferimento di massa e la forza45

duale esterna generalizzata. Infine, se assumiamo che i tassi di trasferimento di massa sia-46

no noti, per esempio assegnandoli fenomenologicamente, risolviamo una sorta di problema47

inverso per determinare quale forza esterna generalizzata garantisca il mantenimento del48

bilancio delle forze.49

Nel seguito, per comodità di espressione, utilizzeremo il termine “tessuto” per indicare50

sia tessuti veri e propri o masse tumorali sia aggregati cellulari.51

Gli argomenti affrontati in questa tesi fanno parte di una linea di ricerca attualmente52

seguita, oltre che dalla sottoscritta, da Alfio Grillo e Salvatore Di Stefano, e i risultati di53
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seguito presentati (specialmente nei Capitoli 3 e 4), raggiunti nell’ambito di tale ricerca,54

costituiscono parte dei risultati preliminari ottenuti per il manoscritto55

A. Grillo, S. Di Stefano, V. Licari: “A variational theory of volumetric growth56

based on the “modified” Vakonomic Dynamics”. In preparazione (la lista degli57

autori e il titolo sono provvisori),58

da sottoporre ad una rivista scientifica di settore (si veda [15]).59
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Capitolo 191

Introduzione92

La Meccanica della Crescita Volumetrica dei tessuti biologici si occupa di determinare le93

leggi che descrivono le variazioni di volume o di densità di massa di un dato tessuto e94

le relazioni che intercorrono tra queste grandezze, che sono caratterizzanti per il fenomeno95

fisico in esame, e tutte le altre grandezze proprie del tessuto considerato, come ad esempio la96

disponibilità di sostanze chimiche, nonché le deformazioni e gli sforzi meccanici che possono97

sorgere eventualmente in risposta alla crescita stessa [16].98

La variazione di massa dovuta alla crescita è generalmente accompagnata da distorsioni99

anelastiche [17, 16, 18] che ne costituiscono il principale aspetto meccanico. Queste sono de-100

scritte nel seguito da un tensore del secondo ordine, detto tensore di crescita. Sulla base di101

ciò, e pur essendo consapevoli del fatto che la crescita richiederebbe un approccio compren-102

dente almeno aspetti chimici e genetici, oltre che meccanici, della sua evoluzione, questo103

lavoro di Tesi pone in primo piano la relazione tra la variazione di massa di un tessuto104

e lo sviluppo di distorsioni anelastiche, arrivando ad identificare il tasso di produzione di105

queste ultime con la sorgente di massa che costituisce l’essenza della crescita stessa. Questo106

modo di procedere, peraltro, è quello suggerito da una fetta della letteratura di settore (si107

vedano, ad esempio, [18, 1, 10, 4, 19]) dalla quale abbiamo attinto per impostare la nostra108

trattazione.109

Un altro aspetto importante della crescita è costituito dalla possibilità, nel caso in cui110

le distorsioni anelastiche non siano descritte da un tensore puramente sferico, di associare111

la crescita ad una espressione del rimodellamento strutturale del tessuto, intendendo con112

quest’ultimo un processo di trasformazione della struttura interna del tessuto esprimibile113

anch’esso attraverso l’innesco e l’evoluzione di distorsioni anelastiche. Nei modelli di seguito114

considerati, si attribuiscono le distorsioni anelastiche del rimodellamento strutturale alla115

parte isocora del tensore di crescita e si ammette che la dinamica di queste possa essere116

eventualmente caratterizzata da scale temporali diverse da quelle che governano la parte117

puramente volumetrica del tensore di crescita e, quindi, la crescita stessa. Ciononostante118

nella trattazione seguente si ipotizza che il rimodellamento sia essenzialmente dovuto, in119

parte, alla ridistribuzione della massa nel tessuto e, in parte, alla presenza di opportune120

forze generalizzate che inducono una evoluzione non volumetrica del tensore di crescita.121

In altre parole, tali forze generalizzate rompono una eventuale sfericità iniziale del tensore122

di crescita contribuendo a generare una crescita direzionale che, come tale, comporta in123

generale, oltre alla ridistribuzione della massa, anche una variazione della struttura interna124

del tessuto. Questo approccio ricalca parzialmente un modello recentemente proposto in125

[14].126

Tra le varie tipologie di tessuto biologico cui ci si potrebbe ispirare, facciamo riferimento127

a quelli tumorali [2, 6], il cui studio della crescita, per ovvie ragioni di interesse sociale per128

la salute pubblica, occupa un ampio spazio nella ricerca.129
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1 – Introduzione

Per svolgere il compito che ci siamo dati, articoliamo la Tesi nel seguente modo.130

Nel Capitolo 2 forniamo le nozioni e le definizioni preliminari per la comprensione degli131

argomenti successivamente trattati, dando una panoramica della Meccanica dei Continui di132

base.133

Nel Capitolo 3 esaminiamo un ipotetico tessuto tumorale idealizzato come un mezzo134

monofasico isotropo e ci poniamo l’obiettivo di scrivere l’equazione dinamica per il tensore di135

crescita. Per fare ciò, consideriamo il bilancio di massa e scriviamo il Principio delle Potenze136

Virtuali, dando rilievo ad una coppia di forze generalizzate duali alla velocità virtuale di137

variazione del tensore di crescita. Tali forze vengono distinte in una forza interna ed una forza138

esterna e, nella formulazione forte del problema di crescita, devono soddisfare una apposita139

equazione di bilancio [10]. Tale equazione si aggiunge all’equazione indefinita di equilibrio che140

deve essere risolta per determinare il moto del tessuto. A questo punto, seguendo una prassi141

consolidata in Meccanica dei Continui, si invoca il Secondo Principio della Termodinamica142

scritto come sbilancio dell’energia libera [20, 10, 21] per verificare la coerenza termodinamica143

del legame costitutivo assegnato. Infine, definendo una espressione costitutiva alla forza144

dissipativa, giungiamo al problema ai valori iniziali e al contorno.145

Nel Capitolo 4, specializziamo il modello di crescita ad un problema benchmark e imple-146

mentiamo quest’ultimo sul software di calcolo commerciale COMSOL Multiphysics versione147

5.3a, discutendo successivamente i risultati delle varie simulazioni numeriche.148

Nel Capitolo 5 esaminiamo un tessuto tumorale idealizzato come un mezzo bifasico a149

molti costituenti e ne studiamo la crescita interpretandola come diretta conseguenza dei150

trasferimenti di massa da una fase all’altra. L’approccio metodologico seguito è analogo al151

primo con l’obiettivo di giungere alle equazioni del moto e revisionare in maniera critica152

alcuni dei risultati ottenuti in [8] tra cui l’ottenimento della condizione di equilibrio chimico153

tra i costituenti della miscela.154

Nel Capitolo 6, infine, riassumiamo i risultati principali del lavoro e traiamo alcune155

conclusioni.156
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Capitolo 2157

Notazione generale per158

continui monofasici159

In questo Capitolo forniamo alcune definizioni di base della Meccanica dei Mezzi Con-160

tinui, con l’obiettivo di fissare il formalismo necessario alla presentazione dei risultati di161

seguito riportati. Nel seguito, faremo riferimento esclusivamente ai continui monofasici, che162

descriviamo ricalcando il trattato di Marsden e Hughes [22].163

2.1 Cenni di cinematica dei mezzi continui monofasici164

Indichiamo con S lo spazio Euclideo tridimensionale e con B un corpo continuo, che, in linea165

con quanto espresso in [22], supponiamo rappresentabile come una varietà differenziabile.166

Spesso è conveniente studiare l’evoluzione del corpo a partire da un piazzamento scelto167

opportunamente, che, in Meccanica dei Continui classica, prende il nome di configurazione di168

riferimento e viene sovente indicata con BR. Quest’ultima è un sottoinsieme di S i cui punti169

sono messi in corrispondenza biunivoca con gli elementi di B per mezzo di una funzione170

di localizzazione κR : B → BR. Analogamente, indicando con I l’intervallo temporale171

di osservazione di un fenomeno di interesse, e fissando t ∈ I , è possibile individuare il172

piazzamento del corpo al tempo t, che denotiamo con B(t) ≡ Bt e individuiamo come173

l’immagine della funzione di localizzazione κt : BR → Bt. Anche Bt è un sottoinsieme di174

S e, in Meccanica dei Continui classica, si denomina configurazione del corpo al tempo t.175

Fintantoché ci limitiamo a descrivere il moto di B in S , intendendo il moto stesso come176

una sequenza continua di piazzamenti1, possiamo scrivere:177

χ( · , t) : BR → S , X → x = χ(X, t) ∈ S , t ∈ I , (2.1.1)

avendo indicato con X i punti di BR. Inoltre, lasciando variare t in I , definiamo anche la178

funzione179

χ : BR ×I → S , (X, t)→ x = χ(X, t) ∈ S . (2.1.2)

La valutazione di χ( · , t) in tutti i punti BR permette di determinare la posizione del corpo al180

tempo t, ossia B(t) ≡ Bt = χ(B, t), cosicché, eseguendo la restrizione di χ( · , t) alla propria181

immagine, ossia ponendo φ( · , t) := [χ( · , t)]BR→Bt
, si ottiene la identità χ( · , t) = κt ◦ κ−1

R .182

1Tale terminologia è stata tradotta dal sostantivo “placement”, impiegato in [10].
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2 – Notazione generale per continui monofasici

Supponendo che un dato elemento X ∈ BR occupi il punto x ∈ S al tempo t ∈ I ,183

e fissato un sistema di coordinate in cui x sia esprimibile come (x1, x2, x3), allora χ è184

rappresentabile da una terna di funzioni (χ1, χ2, χ3), tali che xa = χa(X, t), con a = 1,2,3.185

Notiamo che (χ1, χ2, χ3) costituisce, nell’ambito della formulazione classica della Meccanica186

dei Continui, la terna dei descrittori cinematici di base per lo studio dell’evoluzione del187

corpo B.188

Definizione 2.1.1 (Funzione del tempo universale e identità materiale [22]).189

Per completezza di notazione e in vista di ciò che verrà trattato nei prossimi capitoli, è190

necessario introdurre le seguenti funzioni ausiliarie,191

T : BR × I −→ I (X, t) −→ T(X, t) = t, (2.1.3a)
X : BR ×B −→ I (X, t) −→ X(X, t) = X. (2.1.3b)

che sono rispettivamente la funzione del tempo universale e l’identità materiale.192

Definizione 2.1.2 (Gradiente di deformazione [22]).193

Supponendo che la funzione χ possieda sufficiente regolarità, definiamo per ogni punto194

X ∈ BR e per ogni tempo t ∈ I , il gradiente di deformazione F , ossia il tensore del195

secondo ordine definito come lo Jacobiano di χ, che individua la mappa tangente del moto:196

F (X, t) : TXBR → TxS (2.1.4)

dove TXBR e TxS sono gli spazi tangenti di BR e TxS , attaccati rispettivamente ai punti197

X e x. Il tensore F (X, t) trasforma i vettori di TXBR in vettori di TxS e, fissata una base198

di vettori in TXBR e una in TxS , le sue componenti sono date da199

[F (X, t)]a A = ∂χa

∂XA
(X, t) ba(χ(X, t))⊗BA(X), (2.1.5)

in cui ba(x) = ∂ζi

∂xa (x)ıi(x) e BA(X) = ∂ΞA
∂ZI (Z)II(Z) sono rispettivamente i vettori della200

base generica nello spazio della configurazione attuale e in quello di riferimento e ζi(x) = zi201

e ZI = (Ξ−1)I(X).202

Se scriviamo F rispetto alle basi normalizzate {ea}3a=1 e {EA}3A=1, otteniamo203

F (X, t) = ∂χa

∂XA
(X, t)‖ba(x)‖‖BA(X)‖ ba(x)

‖ba(x)‖ ⊗
BA(X)
‖BA(X)‖

= (F a
A){ea}{EA} ea ⊗E

A. (2.1.6)

Il determinante del gradiente di deformazione viene invece indicato con la seguente notazione204

J = detF . (2.1.7)

Riportiamo adesso anche la natura delle trasformazioni associate a F , cioè la trasposta FT,205

l’inversa F−1 e la trasposta dell’inversa F−T:206

F (X, t) : TXBR −→ TxS , FT(x, t) : T ∗xB(t) −→ T ∗XBR (2.1.8a)
F−1(x, t) : TxS −→ TXBR, F−T(X, t) : T ∗XBR −→ T ∗xS (2.1.8b)

dove T ∗XBR e T ∗xS sono gli spazi cotangenti di BR e S , attaccati rispettivamente ai punti207

X e x.208
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2.1 – Cenni di cinematica dei mezzi continui monofasici

Definizione 2.1.3 (Tensori metrici).209

Definiamo il tensore metrico spaziale, ossia associato a S , come210

g(x) : TxS → T ∗xS , (2.1.9a)
g(x) = gab(x) ba(x)⊗ bb(x). (2.1.9b)

Esso è simmetrico e definito positivo e induce un prodotto scalare in TxS , cosicché, dati211

due vettori tangenti ux e vx di TxS , il loro prodotto scalare è dato da212

ux · vx = uxg(x)vx = (ux)a[g(x)]ab(vx)b. (2.1.10)

Analogamente, definiamo il tensore metrico materiale, ossia associato a BR, come213

G(X) : TXBR → T ∗XBR, (2.1.11a)
G(X) = GAB(X) BA(X)⊗BB(X). (2.1.11b)

Anch’esso è simmetrico e definito positivo e induce un prodotto scalare, ma in TXBR.214

Infatti, dati due vettori tangenti UX e V X di TXBR, il loro prodotto scalare è dato da215

UX · V X = UXG(X)V X = (UX)A[G(X)]AB(V X)B. (2.1.12)

I tensori g(x) e G(X) sono invertibili e i loro inversi sono216

g−1(x) : T ∗xS → TxS , (2.1.13a)
G−1(X) : T ∗XBR → TXBR. (2.1.13b)

Essi inducono prodotti scalari tra covettori rispettivamente in T ∗xS e in T ∗XBR, e questi217

sono definiti analogamente a quanto riportato in (2.1.10) e in (2.1.12).218

Definizione 2.1.4 (Tensore destro di Cauchy-Green [22]).219

Definiamo il tensore destro di Cauchy-Green come il tensore220

C(X, t) : TXBR → T ∗XBR (2.1.14a)
C(X, t) = FT(χ(X, t)).F (X, t), C(X, t) = FT(χ(X, t))g(χ(X, t))F (X, t), (2.1.14b)

in cui la presenza del tensore metrico viene spesso abbreviata da un “puntino”.221

Definizione 2.1.5 (Invarianti principali di C [22]).222

Gli invarianti principali di C sono dati da223

I1 = Î1 ◦C = tr(G−1C), (2.1.15a)
I2 = Î2 ◦C = 1

2 [(tr(G−1C))2 − tr(G−1CG−1C)], (2.1.15b)
I3 = Î3 ◦C = detC. (2.1.15c)

Definizione 2.1.6 (Tensore sinistro di Cauchy-Green [22]).224

Definiamo tensore sinistro di Cauchy-Green b il “push-forward” attraverso F della metrica225

Euclidea G, tale che226

b(x, t) : T ∗xB(t)→ TxB(t) (2.1.16a)
b(x, t) = F (X, t)G(X)FT(x, t). (2.1.16b)

11



2 – Notazione generale per continui monofasici

Teorema 2.1.1 (Decomposizione polare del gradiente di deformazione [22]).227

Il tensore gradiente di deformazione F può essere decomposto in uno dei seguenti modi228

F = 1̂R.U , (2.1.17a)
F = V.1̂R. (2.1.17b)

Nella (2.1.17a), U(X, t) : TXBR → T ∗XBR è un tensore del secondo ordine simmetrico229

definito come U(X, t) =
√
C(X, t), R(X, t) : TXBR → TXBR è un tensore del secondo230

ordine che definisce una rotazione propria nello spazio tangente TXBR, e 1̂(X, t) : TXBR →231

TxB(t) è lo shifter che trasporta da TXBR a TxS , parallelamente alla curva del moto, il232

vettore di TXBR “stirato” da U(X, t) e ruotato da R(X, t). In componenti si ha (omettendo233

per semplicità le dipendenza da x e t)234

F a
A = 1̂aBRBCGCDUDA. (2.1.18)

Nella (2.1.17b), 1̂(X, t) e R(X, t) hanno il medesimo significato indicato sopra, mentre235

V(x, t) : T ∗xS → TxS è un tensore del secondo ordine simmetrico definito come V(x, t) =236 √
b(x, t). Pertanto, omettendo ancora le dipendenze per semplicità, in componenti si ha237

F a
A = Vabgbc1̂cDRDA. (2.1.19)

Dimostrazione. Si veda ad esempio [22] e [23] per alcune considerazioni sull’argomento.238

Definizione 2.1.7 (Velocità euleriana e velocità lagrangiana [22]).239

Detto TS := ∪x∈S ({x} × TxS ) il fibrato tangente di S , definiamo velocità euleriana240

v(·, t) : Bt → TS per ogni t ∈ I un campo vettoriale che, per ogni istante di tempo241

nell’intervallo temporale considerato, associa a ciascun punto x di Bt il vettore tangente242

rappresentante la velocità della particella che passa per il punto x al tempo t. Definiamo,243

inoltre, velocità lagrangiana V la derivata parziale rispetto al tempo della mappa χ, ossia244

V := χ̇ : BR ×I → TS . (2.1.20)

Le due velocità sono legate dalla seguente relazione245

V = v ◦ (χ,T). (2.1.21)

Definizione 2.1.8 (Gradiente di velocità [22]).246

Definiamo gradiente di una velocità v, l’operatore definito da247

gradv(x, t) : TxS → TxS . (2.1.22)

Esso è dunque un tensore misto le cui componenti sono date da248

[gradv]ab(x, t) = va;b(x, t) = ∂va(x, t)
∂xb

+ γabcv
c(x, t) (2.1.23)

dove va;b sono le componenti della derivata covariante di v, mentre le funzioni {γabc}3a,b,c=1249

costituiscono i simboli di Christoffel.250

Teorema 2.1.2 (Relazione tra i gradienti di velocità [22]).251

Detto GradV (X, t) : TXBR → TxS il gradiente materiale di velocità, valgono le relazioni252

GradV (X, t) = gradv(χ(X, t), t)F (X, t), GradV = [gradv ◦ (χ,T)]F , (2.1.24a)
GradV (X, t) = Ḟ (X, t). (2.1.24b)

In particolare, combinando le (2.1.24a) e (2.1.24b), si ha253

`(X, t) := gradv(χ(X, t), t) = Ḟ (X, t)F−1(x, t), x = χ(X, t). (2.1.25)
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Dimostrazione. Si veda [22].254

Definizione 2.1.9 (Derivata sostanziale [22]).255

Definiamo derivata sostanziale di una grandezza h definita in Bt × I e a valori scalari,256

vettoriali o tensoriali, l’operatore257

Dh(x, t) := ∂th(x, t) + [gradh](x, t)v(x, t) (2.1.26)

Definizione 2.1.10 (Accelerazione euleriana e accelerazione lagrangiana [22]).258

Definiamo accelerazione euleriana a(·, t) : Bt → TS per ogni t ∈ I un campo vettoriale259

che, per ogni istante di tempo nell’intervallo temporale considerato, associa a ciascun punto260

x di Bt il vettore tangente rappresentante l’accelerazione della particella che passa per il261

punto x al tempo t. Essa è legata alla velocità euleriana attraverso l’operatore di derivata262

sostanziale. Infatti si definisce:263

a = Dv = ∂tv + [gradv]v. (2.1.27)

Definiamo, inoltre, accelerazione lagrangiana A la derivata parziale rispetto al tempo della264

velocità V , ossia la derivata seconda parziale rispetto al tempo di χ:265

A := V̇ = χ̈ : BR ×I → TS , (2.1.28)

Le due accelerazioni sono legate dalla seguente relazione266

A = a ◦ (χ,T). (2.1.29)

2.2 Equazioni di bilancio267

Sia V(t) ⊂ B(t) ⊂ S una regione di spazio contenuta nella configurazione corrente del268

corpo continuo studiato e sia f : V(t) → R un campo pseudo-scalare integrabile secondo269

Lebesgue in V(t), avente il significato di densità volumetrica della grandezza fisica
∫
V(t) f dµ,270

e tale che
∫
V(t) f dµ sia una funzione derivabile del tempo.271

La derivata temporale di
∫
V(t) f dµ è esprimibile mediante il Teorema di Reynolds [22, 24].272

Se tale teorema è formulato per una regione V(t) il cui bordo ∂V(t) si muove con lo stesso273

moto dei punti materiali del corpo che al tempo t si trovano su di esso, vale la relazione274

d
dt

∫
V(t)

f dµ =
∫
V(t)

∂tf dµ+
∫
∂V(t)

fv n da

=
∫
V(t)

∂tf dµ+
∫
V(t)

div(fv) dµ

=
∫
V(t)

{
Df + fdivv

}
dµ, (2.2.1)

in cui è necessario supporre che f sia di classe C1 su V(t) × I e si è denotato con n il275

campo di conormali, definito sul bordo di V(t), ∂V(t), la cui norma è ‖n‖T ∗
xS = 1.276

Seguendo la formulazione di Marsden&Hughes [22], la legge di bilancio per il generico277

campo pseudo-scalare f ha la forma generale278

d
dt

∫
V(t)

f dµ =
∫
V(t)

sf dµ +
∫
∂V(t)

qfn da

=
∫
V(t)

{
sf + divqf

}
dµ, (2.2.2)
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2 – Notazione generale per continui monofasici

dove sf è la sorgente o il pozzo associato a f , qf è il flusso di f attraverso ∂V(t) e si è279

supposto che esista divqf in V(t). Unendo i risultati (2.2.1) e (2.2.2), si ha in forma locale280

l’equazione di bilancio [22], cioè281

Df + fdivv = sf + divqf . (2.2.3)

Nel modello di crescita che verrà sviluppato nei capitoli successivi, un ruolo importante282

è giocato dal bilancio di massa. Questo si ottiene ponendo f = %, essendo % la densità283

volumetrica di massa del corpo in esame, sf = γg la sorgente o il pozzo di massa dovuto284

alla crescita e qf flusso di massa, che nella teoria adottata in questa sede verrà supposto285

nullo [18] (in altri approcci, questa ipotesi non è considerata [25]). Quindi la (2.2.3) diviene286

[18]287

D%+ % divv = γg. (2.2.4)

La dinamica del problema studiato in questa tesi si fonda sull’impiego, anche generaliz-288

zato, del Principio delle Potenze Virtuali [22, 21]. In questa sede ricordiamo l’espressione di289

tale principio nella sua formulazione classica, che è290 ∫
B(t)

σ(x, t) : gradw(x) dµ =
∫

B(t)
f(x, t)w(x) dµ+

∫
∂NB(t)

τ (x, t)w(x) da, (2.2.5)

dove w è il campo di velocità virtuale definito su B(t), σ(x, t) : T ∗xS → T ∗xS è detto291

tensore degli sforzi di Cauchy, ed è introdotto come grandezza duale alla velocità virtuale292

generalizzata gradw, f è un campo di covettori spaziali agenti su B(t) tale che f(x, t) :293

TxS → R rappresenta le forze esterne volumetriche duali a w(x), e infine τ è un campo294

di covettori spaziali agenti su ∂NB(t) tale che τ (x, t) : TxS → R rappresenta le forze di295

contatto duali aw(x), essendo ∂NB(t) il bordo di Neumann di B(t). Si noti che ∂B(t) si può296

scrivere come l’unione disgiunta di ∂DB(t) e ∂NB(t), dove ∂DB(t) è il bordo di Dirichlet e su297

di esso le velocità virtuali sono nulle. Nella Equazione (2.2.9), il primo membro definisce la298

potenza virtuale interna che chiamiamo Pint, mentre il secondo membro definisce la potenza299

virtuale esterna che chiamiamo Pext,300

Pint(w) =
∫

B(t)
σ(x, t) : gradw(x) dµ, (2.2.6a)

Pext(w) =
∫

B(t)
f(x, t)w(x) dµ+

∫
∂NB(t)

τ (x, t)w(x) da. (2.2.6b)

La Equazione (2.2.5) deve valere per ogni w ammissibile.301

Dal Principio delle Potenze Virtuali (2.2.5) segue che (omettendo per semplicità le302

dipendenze)303 ∫
∂NB(t)

(
τ − σn

)
w da +

∫
B(t)

(
divσ + f

)
w dµ = 0, (2.2.7)

da cui si ottiene304

divσ + f = 0, in B(t) (2.2.8a)
τ − σn = 0, su ∂NB(t). (2.2.8b)

Per scrivere la forma materiale del Principio delle Potenze Virtuali, definiamo la velocità305

virtuale lagrangiana W = w ◦ χ, il tensore di Cauchy lagrangiano σ̂ = σ ◦ (χ,T), la forza306
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esterna volumetrica lagrangiana f̂ = f ◦ (χ,T) e la forza esterna di contatto lagrangiana307

τ̂ = τ ◦ (χ,T); inoltre riscriviamo la (2.2.9) trasformando gli integrali su BR308 ∫
BR

P (X, t) : GradW (X, t) dµR =
∫

BR

fR(X, t)W (X, t) dµR

+
∫
∂NBR

τR(X, t)W (X, t) daR, (2.2.9)

dove valgono le seguenti definizioni309

P (X, t) = J(X, t)σ̂(X, t)F−T(X, t), (2.2.10a)
fR(X, t) = J(X, t)f̂(X, t), (2.2.10b)

τR(X, t) = J(X, t)τ̂ (X, t)
√
C−1(X, t) : [N(X)⊗N(X)]. (2.2.10c)

La Equazione (2.2.10a) definisce il primo tensore di Piola-Kirchhoff, la (2.2.10b) definisce310

la forma materiale della forza volumetrica e la (2.2.10c) definisce la forma materiale della311

forza di contatto. Per la dimostrazione della (2.2.10c), si rimanda a [26].312

Dal Principio delle Potenze Virtuali (2.2.9) segue che313 ∫
∂NB(t)

(
τR − PN

)
W daR +

∫
B(t)

(
DivP + fR

)
W dµR = 0, (2.2.11)

da cui si ottiene314

DivP + fR = 0, in BR, (2.2.12a)
τR − PN = 0, su ∂NBR. (2.2.12b)

Per concludere la trattazione introduciamo il secondo tensore di Piola-Kirchhoff, che è dato315

da316

S = F−1P , (2.2.13)

Definizione 2.2.1 (Dissipazione [21]).317

Definiamo la dissipazione come318 ∫
V(t)

D = − d
dt

∫
V(t)

ψ dµ+
∫
V(t)

fv dµ+
∫
∂V(t)

(σn)v da ≥ 0, (2.2.14)

dove ψ è l’energia libera di Helmholtz per unità di volume di B(t) e V(t) è una regione di319

B(t).320

Riconoscendo che l’integrando del terzo addendo della (2.2.14) può essere scritto come321

(σn)v = (σTv)n, applicando il Teorema di Gauss all’espressione risultante e il Teorema di322

Reynolds al primo addendo del secondo membro della (2.2.14), si ottiene323 ∫
V(t)

D =−
∫
V(t)

(
Dψ + ψ divv

)
dµ+

∫
V(t)

fv dµ+
∫
V(t)

div(σTv) dµ

=−
∫
V(t)

(
Dψ + ψ divv

)
dµ+

∫
V(t)

(f + divσ)v dµ

+
∫
V(t)

σ : gradv dµ ≥ 0. (2.2.15)

Invocando la (2.2.8b) e localizzando il risultato, otteniamo324

D = −(Dψ + ψ divv) + σ : gradv ≥ 0. (2.2.16)
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2.3 Decomposizione di Bilby-Kröner-Lee325

Poiché la crescita è un fenomeno che induce distorsioni anelastiche [17, 16, 18, 27, 4, 28,326

8, 29, 30, 31], che interagiscono con il moto χ e descrivono il riarrangiamento strutturale327

del corpo a seguito dell’immissione e ridistribuzione di massa al suo interno [18, 32, 13], è328

necessario introdurre un apparato matematico capace di tenere conto di tale fenomenologia.329

A tal proposito, nella letteratura sulla crescita volumetrica, si fa sovente impiego della330

decomposizione moltiplicativa del tensore gradiente di deformazione che, in questa sede,331

seguendo [17, 16, 18, 27, 4, 28, 8, 29, 30, 31, 33, 13], proponiamo nella forma conosciuta332

come la decomposizione di Bilby-Kröner-Lee (BKL) [34, 35], ossia333

F (X, t) = Fe(X, t)K(X, t). (2.3.1)

In questa decomposizione, K(X, t) è un tensore del secondo ordine, non singolare, che334

descrive le distorsioni anelastiche dovute alla ridistribuzione di materia associata alla crescita335

e, per ogni X ∈ BR, trasforma i vettori di TXBR in vettori di uno spazio NX(t) in cui il336

materiale si trova nel proprio stato rilassato, o naturale, ossia totalmente privo di sforzi (per337

ulteriori dettagli si veda, ad esempio, [33]), mentre Fe(X, t) è un altro tensore del secondo338

ordine, anch’esso non singolare, che rappresenta la distorsione elastica che, fissato K(X, t),339

è necessaria applicare ai vettori di NX(t) per ottenere i vettori di Tχ(X,t)S ottenuti con340

F (X, t) : TXBR → Tχ(X,t)S .341

È importante sottolineare che né Fe(X, t) né K(X, t) sono identificabili con i tensori342

Jacobiani di altrettante deformazioni. Essi, quindi, non sono integrabili nel senso delle forme343

differenziali.344

Chiamando Je(X, t) := detFe(X, t) e JK(X, t) := detK(X, t), si può notare che una345

conseguenza immediata della (2.3.1) è la relazione346

J(X, t) = Je(X, t)JK(X, t). (2.3.2)

Mentre la determinazione di F si basa sulle leggi standard della Meccanica del Continui,347

opportunamente modificate per tenere conto della presenza di K, la determinazione di348

K è diventata la questione principale di diverse ricerche che si occupano di crescita e349

rimodellamento. Si possono menzionare due criteri principali di determinazione. Il primo,350

basato sul Teorema di Rappresentazione Tensoriale [34], che mette in relazione una velocità351

generalizzata associata aK, come ad esempio K̇K−1 oK−1K̇, con una misura di sforzo ad352

essa duale (per esempio il tensore di Mandel). Il secondo, invece, è basato sul determinare353

Λ direttamente dalla disuguaglianza di dissipazione.354
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Capitolo 3355

Uno studio della dinamica del356

tensore di crescita in mezzi357

isotropi358

Questo capitolo è basato su alcune parti di [15].359

Seguendo quanto fatto in [15], in questo capitolo ci poniamo l’obiettivo di scrivere l’equa-360

zione dinamica per il tensore di crescita in mezzi isotropi. Introdurremo quindi il bilancio361

di massa, scriveremo il Principio delle Potenze Virtuali e la diseguaglianza della dissipazio-362

ne, in modo che le variabili in gioco rispettino il Secondo Principio della Termodinamica363

nella forma meccanica [21]. Attribuiremo una espressione costitutiva alla forza dissipativa e364

giungeremo infine ad un problema ai valori iniziali e al contorno.365

3.1 Bilancio di massa366

Come punto di partenza per la nostra teoria della crescita volumetrica consideriamo il367

bilancio di massa368

Dt%+ % divv = γg, (3.1.1)

in cui γg è un termine di sorgente o pozzo che descrive la variazione di massa dovuta alla369

crescita. In forma materiale, la Equazione (3.1.1) diviene370

%̇R = J [γg ◦ (χ,T)]. (3.1.2)

essendo %R(X, t) := J(X, t)%(χ(X, t), t) la densità di massa materiale. Ricorrendo alla de-371

composizione moltiplicativa del tensore gradiente di deformazione, possiamo anche introdur-372

re la densità di massa associata allo stato naturale, ossia %ν := Je[%◦ (χ,T)], da cui proviene373

la relazione %R = JK%ν . Da ciò segue che %ν è una quantità costante, poiché l’evoluzione374

temporale della densità di massa legata alla crescita avviene solo dalla configurazione di ri-375

ferimento allo stato naturale. Si ha, dunque, %̇ν = 0 e, poiché vale la relazione J̇K = JKtrΛ,376

con Λ = K−1K̇, la Equazione (3.1.2) conduce alla scrittura [15]377

JK%νtrΛ = J [γg ◦ (χ,T)] ⇒ tr(K−1K̇) = Γg, con Γg ≡
J [γg ◦ (χ,T)]

JK%ν
. (3.1.3)

Si noti che Γg ha le dimensioni fisiche del reciproco del tempo.378
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In svariati modelli di crescita e, in particolare, in quelli di crescita tumorale [2, 36, 6, 8, 37,379

38, 9, 39, 33, 13, 40], Γg viene assegnato costitutivamente su basi fenomenologiche. Tuttavia,380

seguendo un percorso concettualmente diverso, inizialmente suggerito in [18] nell’ambito di381

una trattazione che vede K come variabile interna, e ripreso in [20, 10, 14, 15], in cui382

K è considerata una variabile cinematica, è possibile mostrare che Γg può essere ottenuto383

(seppure con tutte le limitazioni modellistiche del caso) come il risultato della dinamica del384

corpo in crescita e, una volta noto, può essere impiegato per determinare la sorgente, o il385

pozzo, di massa γg che figura nella Equazione (3.1.1).386

3.2 Principio dei Lavori Virtuali387

Seguendo l’approccio di Di Carlo e Quiligotti [10] in una forma analoga a quella riportata388

in [15] (e [20, 41, 42, 43, 12]), da cui prendiamo il formalismo, possiamo scrivere il Principio389

dei Lavori Virtuali nel seguente modo390 ∫
B
P : Grad δχ︸ ︷︷ ︸

=:W (st)
int

+
∫

B
Y : K−1δK︸ ︷︷ ︸
=:W (n-st)

int

=
∫

B
fRδχ+

∫
∂NB

τ δχ︸ ︷︷ ︸
=:W (st)

ext

+
∫

B
Z : K−1δK︸ ︷︷ ︸
=:W (n-st)

ext

(3.2.1)

dove P è il primo tensore di Piola-Kirchhoff, δχ è lo spostamento virtuale associato a χ, Y391

è la forza interna generalizzata non-standard duale allo spostamento virtuale generalizzato392

δK, fR è la forza di volume standard, mentre τ è la forza di contatto. Infine Z è la forza393

esterna generalizzata non-standard che compie lavoro su δK.394

Possiamo riscrivere il primo termine della (3.2.1) utilizzando il Teorema di Gauss e la395

regola di derivazione di Leibniz, ossia396 ∫
B
P : Grad δχ =

∫
B

[
Div(PT δχ)−DivP δχ

]
=
∫
∂NB

PN δχ−
∫

B
DivP δχ, (3.2.2)

dove N è il campo di covettori normali a ∂NB, che rappresenta il bordo di Neumann di B.397

Raggruppando i termini e sostituendo quanto trovato prima, otteniamo398 ∫
∂NB
{τ − PN}δχ+

∫
B
{DivP + fR}δχ+

∫
B
{Z − Y } : K−1δK = 0. (3.2.3)

Dalla (3.2.3) segue il problema in forma forte399

DivP + fR = 0, in B (3.2.4a)
Z − Y = 0, in B (3.2.4b)
PN = τ , in ∂NB (3.2.4c)
χ = χb, in ∂DB (3.2.4d)

in cui la (3.2.4a) e la (3.2.4c) rappresentano rispettivamente i bilanci di forza nei punti400

interni di B e sul bordo di Neumann ∂NB relativi alle forze duali a δχ, la (3.2.4b) rappre-401

senta l’equazione di bilancio delle forze duali a K−1δK, mentre la (3.2.4d) rappresenta la402

condizione al bordo di Dirichlet.403

Aggiungendo eventuali condizioni iniziali su χ e su K, le equazioni (3.2.4a)–(3.2.4d)404

rappresentano il problema ai valori iniziali e al contorno da risolvere. Per chiudere tale405

problema, è necessario fornire delle leggi costitutive che leghino le forze generalizzate interne406

P e Y ai descrittori cinematici del problema, χ eK. Analogamente, sarà necessario fornire407

delle espressioni per le forze generalizzate esterne fR e Z, tenendo conto del fatto che, come408

suggerito in [21] (si veda anche [15]), queste possono racchiudere eventuali effetti inerziali409

(si noti che, nel caso di Z, tali effetti acquisiscono un significato generalizzato), cosicché410

ciascuna di esse deve essere messa in relazione con χ eK, oltre che con le derivate temporali411

di queste sino al secondo ordine, se richiesto dal problema.412
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3.3 Dissipazione413

Seguendo quanto esposto in [15], tra tutte le restrizioni costitutive cui P e Y devono414

obbedire, consideriamo per i nostri scopi solo la coerenza con il Secondo Principio della415

Termodinamica, che esprimiamo attraverso la disequazione per la dissipazione. Supponendo416

per semplicità di considerare una porzione V di BR, interamente contenuta in esso, e in-417

dipendente dal tempo, esprimiamo la forma globale della disuguaglianza della dissipazione418

come419 ∫
V
DR = − d

dt

∫
V

ΨR +
∫
V
fR · v +

∫
∂V

(PN)v +
∫
V
Z : K−1K̇ ≥ 0

= −
∫
V

Ψ̇R +
∫
V
fR · v +

∫
V

Div(PTv) +
∫
V
Z : K−1K̇ ≥ 0

= −
∫
V

Ψ̇R +
∫
V
fR · v +

∫
V

DivP · v +
∫
V
P : GradV +

∫
V
Z : K−1K̇ ≥ 0

= −
∫
V

Ψ̇R +
∫
V

(fR + DivP ) · v +
∫
V
P : GradV +

∫
V
Z : K−1K̇ ≥ 0, (3.3.1)

in cui ΨR è l’energia libera per unità di volume del corpo deformato. Invocando le equazioni420

del moto (3.2.4a) e (3.2.4b) e localizzando il risultato, otteniamo infine421

DR = −Ψ̇R + P : GradV + Y : K−1K̇ ≥ 0. (3.3.2)

Al fine di tener conto della natura del materiale di cui un corpo è costituito, leghiamo la422

risposta del materiale considerato, qui espressa in termini di ΨR, P e Y , al moto, attraverso423

F , a K, ed eventualmente alle sue derivate. Poniamo quindi424

ΨR = Ψ̂R ◦ (F ,K, K̇,X,T), (3.3.3a)
P = P̂ ◦ (F ,K, K̇,X,T), (3.3.3b)
Y = Ŷ ◦ (F ,K, K̇,X,T), (3.3.3c)

ma, poiché ipotizziamo che K racchiuda in sé tutta l’informazione data dalla dipendenza425

esplicita di ΨR, P e Y da X e T, allora possiamo riscrivere le equazioni (3.3.3a)-(3.3.3c)426

eliminando la dipendenza da queste ultime, ossia427

ΨR = Ψ̂R ◦ (F ,K, K̇), (3.3.4a)
P = P̂ ◦ (F ,K, K̇), (3.3.4b)
Y = Ŷ ◦ (F ,K, K̇). (3.3.4c)

Ulteriori semplificazioni seguono dalla Equazione (3.3.2) che diviene428

DR = −
[
∂Ψ̂R

∂F
◦ (...)

]
: Ḟ −

[
∂Ψ̂R

∂K
◦ (...)

]
: K̇ −

[
∂Ψ̂R

∂K̇
◦ (...)

]
: K̈

+ [P̂ ◦ (...)] : Ḟ + [Ŷ ◦ (...)] : K−1K̇

=
{
−∂Ψ̂R

∂F
◦ (...) + P̂ ◦ (...)

}
: Ḟ +

{
−KT

[
∂Ψ̂R

∂K
◦ (...)

]
+ Ŷ ◦ (...)

}
: K−1K̇

−
[
∂Ψ̂R

∂K̇
◦ (...)

]
: K̈ ≥ 0. (3.3.5)

Impiegando il metodo di Coleman&Noll, osserviamo dalla (3.3.5) che, poiché K̈ non è stata429

dichiarata né come variabile costitutiva dipendente né come variabile costitutiva indipen-430

dente, allora essa può essere variata in maniera del tutto arbitraria e, di conseguenza, può431
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essere scelta in modo tale da rendere DR negativa, il che è inaccettabile. Inoltre, DR può es-432

sere ridefinita come una funzione lineare in K̈, e quindi, al fine di garantire la non-negatività433

di DR, si richiede che il coefficiente di tale variabile sia identicamente nullo. Quindi Ψ̂R non434

dipende da K̇ e con un lieve abuso di notazione possiamo ridefinirla come435

ΨR = Ψ̂R ◦ (F ,K). (3.3.6)

Per le stesse considerazioni di prima su Ḟ , ne segue che436

P̂ ◦ (...) = ∂Ψ̂R

∂F
◦ (...), (3.3.7)

da cui segue che neanche P̂ dipenda da K̇. Possiamo riscrivere allora, con un lieve abuso437

di notazione,438

P = P̂ ◦ (F ,K). (3.3.8)

Detto ciò, la (3.3.5) si riduce a439 {
−KT

[
∂Ψ̂R

∂K
◦ (F ,K)

]
+ Ŷ ◦ (F ,K)

}
: K−1K̇ ≥ 0. (3.3.9)

Assumendo che il corpo sia iperelastico, possiamo scrivere l’energia come440

ΨR = Ψ̂R ◦ (F ,K) = (detF )[Ψ ◦ (χ,T)] = (detK) (detF e)[Ψ ◦ (χ,T)]︸ ︷︷ ︸
:=Ψν

= (detK)Ψν , (3.3.10)

osservando che Ψν è l’energia libera di Helmholtz per unità di volume del corpo allo stato441

naturale.442

La decomposizione moltiplicativa assieme alla proprietà del materiale di uniformità443

permettono di scrivere:444

Ψ̂R ◦ (F ,K) = (detK)[Ψ̂ν ◦ (FK−1)]. (3.3.11)

Poiché F e = FK−1, allora445

Ψν = Ψ̂ν ◦ F e = Ŵν ◦ Ce. (3.3.12)

Avendo dato la definizione per l’energia libera, calcoliamone la derivata e sostituiamo poi446

nella disequazione per la dissipazione (3.3.2)447

Ψ̇R = d
dt [Ψ̂R ◦ (F ,K)] =

[
∂Ψ̂R

∂F
◦ (F ,K)

]
: Ḟ +

[
∂Ψ̂R

∂K
◦ (F ,K)

]
: K̇

= JK(K−T : K̇)[Ψ̂ν ◦ F e] + JK

[
∂Ψ̂ν

∂F e
◦ (F e)

]
: Ḟ e. (3.3.13)

Sostituiamo adesso nella (3.3.13) la derivata di F e, ossia Ḟ e = ḞK−1 − FK−1K̇K−1, e448

riorganizziamo i termini:449

Ψ̇R = JK(K−T : K̇)
[
Ψ̂ν ◦ (FK−1)

]
+ JK

(
∂Ψ̂ν

∂FK−1 ◦ (FK−1)
)

:
(
ḞK−1 − FK−1K̇K−1

)
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= JK

(
∂Ψ̂ν

∂FK−1 ◦ (FK−1)
)
K−T : Ḟ

+
{
JK
[
Ψ̂ν ◦ (FK−1)

]
K−T − FTK−TJK

(
∂Ψ̂ν

∂FK−1 ◦ (FK−1)
)
K−T

}
: K̇

= JK

(
∂Ψ̂ν

∂FK−1 ◦ (FK−1)
)
K−T : Ḟ

+
{

[Ψ̂R ◦ (F ,K)]K−T − FTK−TJK

(
∂Ψ̂ν

∂FK−1 ◦ (FK−1)
)
K−T

}
: K̇. (3.3.14)

Inseriamo il risultato della derivata dell’energia libera ΨR nella disuguaglianza per la dissi-450

pazione (3.3.2), ottenendo451

DR =
{
−JK

(
∂Ψ̂ν

∂FK−1 ◦ (FK−1)
)
K−T + P

}
: Ḟ

+KT

{
−
[[

Ψ̂R ◦ (F ,K)
]
IT − FTJK

(
∂Ψ̂ν

∂FK−1 ◦ (FK−1)
)
K−T

]
+ Y

}
: K̇ ≥ 0.

(3.3.15)

Dalle considerazioni precedenti e dalla (3.3.7), possiamo concludere che il primo tensore di452

Piola-Kirchhoff può essere definito come453

P = P̂ ◦ (F ,K) = ∂Ψ̂R

∂F
◦ (F ,K) = JK

(
∂Ψ̂ν

∂FK−1 ◦ (FK−1)
)
K−T , (3.3.16)

cioè come la forza generalizzata duale alla velocità generalizzata virtuale Ḟ . Con questa454

considerazione appena fatta la (3.3.15) si riscrive nel seguente modo455

DR = KT

{
−
[(

Ψ̂R ◦ (F ,K)
)
IT − F T

(
P̂ ◦ (F ,K)

)]
+ Y

}
: K̇ ≥ 0, (3.3.17)

e tenendo a mente che in generale un tensore di Eshelby è un tensore del tipo456

H = Ĥ ◦ (F ,K) =
[
Ψ̂R ◦ (F ,K)

]
IT − F T

[
P̂ ◦ (F ,K)

]
,

possiamo ottenere la dissipazione residua come457

DR = KT
{
−Ĥ ◦ (F ,K) + Y

}
: K̇ ≥ 0, (3.3.19)

e definendo la seguente quantità458

Y d := −KT

(
∂Ψ̂R

∂K
◦ (F ,K)

)
+ Y = −

[
Ĥ ◦ (F ,K)

]
+ Y , (3.3.20)

l’equazione (3.3.17) diventa459

DR = Y d : K−1K̇ ≥ 0, (3.3.21)

in cui Y d è la parte dissipativa della forza interna generalizzata duale alla velocità genera-460

lizzata virtuale associata a K, e la sua espressione sarà assegnata costitutivamente.461
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3.4 Espressione costitutiva di Y d462

In questo paragrafo ricaviamo una espressione costitutiva per Y d, seguendo quanto ripor-463

tato in [15, 10]. Per far ciò, iniziamo con il riportare Y d allo stato naturale, ottenendo il464

tensore Y dν = J−1
K K

−TY dK
T. Chiamiamo, inoltre, LK := K̇K−1 e riscriviamo così la465

disequazione (3.3.21)466

DR = JKY dν : LK ≥ 0. (3.4.1)

Adesso, procediamo cercando una espressione costitutiva per Y dν = Ŷ dν ◦ (F ,K, K̇) che467

sostituiamo nell’equazione (3.3.20), ottenendo468

JKK
T
[
Ŷ dν ◦ (F ,K, K̇)

]
K−T +

[
Ĥ ◦ (F ,K)

]
= Ẑ ◦ (F ,K, . . . ), (3.4.2)

da cui segue469

Ŷ dν ◦ (F ,K, K̇) + Ĥdν ◦ (FK−1) = 1
JK
K−T

[
Ẑ ◦ (F ,K, . . . )

]
KT. (3.4.3)

Come richiesto dalla teoria generale delle leggi costitutive, la funzione Ŷ dν deve essere470

oggettiva. Ad essa, però, è anche richiesto di soddisfare ulteriori assiomi costitutivi che pro-471

vengono dalla necessità di fare in modo che la Equazione (3.4.3) rappresenti una evoluzione472

intrinseca diK [18, 15] e che pertanto risulti essere uniforme, indipendente dalla scelta della473

configurazione di riferimento e covariante per trasformazioni ortogonali dello stato naturale.474

Seguendo quanto fatto in [15] si può dimostrare che una legge costitutiva del tipo475

Y dν = Y dν ◦ (Ce,LK) (3.4.4)

rispetta l’uniformità e l’indipendenza dalla configurazione di riferimento e, date le leggi di476

trasformazione477

Ce(X, t) −→ C̃e(X, t) = R−T(X)Ce(X, t)R−1(X), (3.4.5a)
LK(X, t) −→ L̃K(X, t) = R(X)LK(X, t)R−1(X), (3.4.5b)

deve soddisfare alla condizione478

Y dν(C̃e(X, t), L̃K(X, t)) = R−T(X)
[
Y dν(Ce(X, t),LK(X, t))

]
RT(X), (3.4.6)

per essere covariante rispetto alle trasformazioni ortogonali dello stato naturale.479

Per trovare una espressione che rispetti la condizione (3.4.6), traiamo ispirazione dalla480

forma del tensore di Eshelby associato allo stato naturale481

Hν = Ψνδ
T − FT

e P ν = Ψνδ
T − FT

e gF eSν

= Ψνδ
T −CeSν . (3.4.7)

Quindi, per definizione di Hν , il tensore482

C−1
e Hν = ΨνC

−1
e − Sν (3.4.8)

è simmetrico.483

Studiamo adesso la doppia contrazione tra il tensore Hν e LK ,484

Hν : LK = tr(HT
νLK) = tr(HT

νCeC
−1
e LK)
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= C−1
e Hν : sym(CeLK). (3.4.9)

A questo punto possiamo scrivere la dissipazione nel modo seguente485

DR = JKC
−1
e Y dν : CeLK ≥ 0. (3.4.10)

Per ottenere una relazione costitutiva tra C−1
e Y dν e CeLK modifichiamo opportunamente486

una decomposizione nota in letteratura con il nome di decomposizione di Pericak-Spector &487

Spector [44, 45, 15] e poniamo488

C−1
e Y dν = [Tν ◦Ce] : CeLK , (3.4.11)

dove la funzione a valori tensoriali del quarto ordine [Tν ◦Ce] è data da489

Tν ◦Ce := aν V]ν + 2bν S]ν + 2cν A]ν , (3.4.12)

e i tensori V]ν , S]ν e A]ν sono490

V]ν := 1
3C
−1
e ⊗C−1

e , (3.4.13a)

S]ν := C−1
e ⊗C−1

e +C−1
e ⊗C−1

e
2 , (3.4.13b)

A]ν := C−1
e ⊗C−1

e −C−1
e ⊗C−1

e
2 , (3.4.13c)

mentre le costanti reali aν , bν e cν devono essere tali che491

aν + 2bν ≥ 0, bν ≥ 0, cν ≥ 0, (3.4.14)

affinché la disequazione (3.4.10) sia soddisfatta. Si noti che la notazione riportata nelle492

equazioni (3.4.13a)-(3.4.13c) è adattata da [46, 8].493

Per semplicità di notazione nei successivi calcoli, chiamiamo Y := C−1
e Y dν eL := CeLK494

e procediamo con le seguenti operazioni tensoriali495

V# : L = 1
3C
−1
e ⊗C−1

e : L = 1
3tr(C−1

e L)C−1
e

= 1
3tr(C−1

e CeLK)C−1
e

= 1
3tr(LK)C−1

e , (3.4.15a)[
S# : L

]αβ
= (S#)αβγδLγδ = (C−1

e )αγ(C−1
e )βδ + (C−1

e )αδ(C−1
e )βγ

2 Lγδ

= (C−1
e )αγLγδ(C−1

e )δβ + (C−1
e )αδ(LT)δγ(C−1

e )γβ
2

=
[
C−1

e sym(L)C−1
e

]αβ
(3.4.15b)

S# : L = C−1
e sym(L)C−1

e = C−1
e CeLKC

−1
e +C−1

e L
T
KCeC

−1
e

2
= sym(LKC−1

e ) (3.4.15c)[
A# : L

]αβ
= (A#)αβγδLγδ = (C−1

e )αγ(C−1
e )βδ − (C−1

e )αδ(C−1
e )βγ

2 Lγδ

= (C−1
e )αγLγδ(C−1

e )δβ − (C−1
e )αδ(T)δγ(C−1

e )γβ
2
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=
[
C−1

e skew(L)C−1
e

]αβ
(3.4.15d)

A# : L = C−1
e skew(L)C−1

e = C−1
e CeLKC

−1
e −C−1

e L
T
KCeC

−1
e

2
= skew(LKC−1

e ) (3.4.15e)

Facciamo le seguenti osservazioni:496

Osservazione.

S# + A# = C−1
e ⊗C−1

e +C−1
e ⊗C−1

e
2 + C−1

e ⊗C−1
e −C−1

e ⊗C−1
e

2
= C−1

e ⊗C−1
e = I# (3.4.16)

dove I# è la generalizzazione del tensore di identità del quarto ordine su sym[TXBR]02497

effettuata con il cambio di metrica introdotto da C−1
e498

I# : sym[TXBR]02 → sym[TXBR]20, (3.4.17)

ossia trasforma un tensore del secondo ordine reso “covariante” da Ce (da sinistra) in un499

tensore del secondo ordine reso “controvariante” da C−1
e (da destra). Si noti che la notazione500

sym[TXBR]02 e sym[TXBR]20 è tratta da [47, 46]501

Osservazione.

(I# − V#) : L = I# : L− V# : L

= C−1
e LC−1

e −
1
3tr(C−1

e L)C−1
e

= LKC
−1
e −

1
3tr(LK)C−1

e

= (devLK)C−1
e . (3.4.18)

Possiamo chiamare D# := I# − V# “operatore deviatorico” rispetto a Ce, cioè502

tr[(D# : L)Ce] = 0. (3.4.19)

Osservazione. Similmente a quanto detto per D#, anche A# può essere considerato un503

“operatore deviatorico”, infatti504

tr[(A# : L)Ce] = tr
[
LKC

−1
e −C−1

e L
T
K

2 Ce

]
(3.4.20)

= tr
[
LK −C−1

e L
T
KCe

2

]
= 0. (3.4.21)

In definitiva,505

Y = Tν : L, (3.4.22)

da cui, esplicitando le definizioni dei tensori, segue che506

C−1
e Y dν = aν{1

3C
−1
e ⊗C−1

e + bν [C−1
e ⊗C−1

e +C−1
e ⊗C−1

e ]
+ cν [C−1

e ⊗C−1
e −C−1

e ⊗C−1
e ]} : CeLK . (3.4.23)
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Sviluppando i calcoli e moltiplicando a destra per il tensore Ce, otteniamo l’espressione per507

la forza dissipativa generalizzata associata allo stato naturale, ossia508

Y dν = aν
tr(LK)

3 δT + 2bνCesym(LKC−1
e ) + 2cνskew(LKC−1

e )

= aν
tr(LK)

3 δT + 2bν
CeLKC

−1
e +LT

K

2 + 2cν
CeLKC

−1
e −LT

K

2 . (3.4.24)

In conclusione, possiamo quindi scrivere l’espressione di Y d come509

Y d = JKK
TY dνK

−T

= JKaν
tr(Λ)

3 IT + 2JKbν
CΛC−1 + ΛT

2 + 2JKcν
CΛC−1 −ΛT

2 . (3.4.25)

3.5 Problema ai valori al contorno510

Per le considerazioni appena svolte, e supponendo che fR sia trascurabile per la tipologia di511

problemi biomeccanici di interesse per questa Tesi, le Equazioni (3.2.4a)-(3.2.4d) assumono512

la forma513

DivP = 0, in B (3.5.1a)
χ = χb, in ∂DB (3.5.1b)
PN = τ , in ∂NB (3.5.1c)

JKaν
tr(Λ)IT

3 + 2JKbν
CΛC−1 + ΛT

2 + 2JKcν
CΛC−1 −ΛT

2
= −Ĥ ◦ (F ,K) +Z, in B, (3.5.1d)

K(X,0) = K0(X), in B, (3.5.1e)

K0(X) è il tensore di distorsioni anelastiche al tempo t = 0.514

È importante osservare che, mentre le Equazioni (3.5.1a)–(3.5.1c) costituiscono la forma515

forma classica dei problemi al contorno quasi-statici che si incontrano in Meccanica dei516

Continui, la Equazioni (3.5.1d), assieme alla condizione iniziale (3.5.1e), non è “classica”.517

Essa, infatti, rappresenta l’evoluzione del tensore delle distorsioni anelastiche indotte dalla518

crescita come una equazione dinamica per questa grandezza tensoriale. In particolare, si519

nota che essa conduce ad un sistema di equazioni differenziali del primo ordine alle derivate520

ordinarie in tempo e che l’evoluzione di K è governata dalla differenza tra Ĥ ◦ (F ,K) e521

Z. Di conseguenza, la forma assegnata a Z è decisiva per determinare il tipo di evoluzione522

di K.523

Nel seguito, consideriamo due problemi ai valori al contorno, di cui studieremo i risultati524

nei capitoli successivi, che sono ottenuti prescrivendo due espressioni diverse di Z. Nel525

dettaglio, studiamo:526

1. Modello 1 (M1)527

DivP = 0, in B (3.5.2a)
χ = χb, in ∂DB (3.5.2b)
PN = τ , in ∂NB (3.5.2c)

JKaν
tr(Λ)IT

3 + 2JKbν
CΛC−1 + ΛT

2 + 2JKcν
CΛC−1 −ΛT

2
= −dev[Ĥ ◦ (F ,K)] + T + 1

3kcΓJKIT, in B, (3.5.2d)
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K(X,0) = K0(X), in B, (3.5.2e)

avendo posto528

Z = 1
3tr(H)IT + T + 1

3kcΓJKIT. (3.5.3)

2. Modello 2 (M2)529

DivP = 0, in B (3.5.4a)
χ = χb, in ∂DB (3.5.4b)
PN = τ , in ∂NB (3.5.4c)

JKaν
tr(Λ)IT

3 + 2JKbν
CΛC−1 + ΛT

2 + 2JKcν
CΛC−1 −ΛT

2
= −[Ĥ ◦ (F ,K)] + T + 1

3kcΓJKIT, in B, (3.5.4d)
K(X,0) = K0(X), in B, (3.5.4e)

avendo posto530

Z = T + 1
3kcΓJKIT. (3.5.5)

Nelle definizioni (3.5.3) e (3.5.5), kc è una costante reale e positiva avente le unità di [sforzo ·531

tempo]; Γ contribuisce a definire la parte volumetrica di Z e, come tale, è introdotta per532

pilotare l’evoluzione della parte volumetrica di Λ che, come previsto dalla (3.1.3), è legata533

alla crescita, ossia a Γg; infine, T è un tensore del secondo ordine che prendiamo deviatorico534

per definizione e che supponiamo noto, il cui ruolo è quello di “deviare” l’evoluzione di535

K dalla forma sferica di tale tensore, che solitamente si ha se si suppone che, all’istante536

iniziale, non vi sia crescita (ossia, K0(X) = I —dove, con un lieve abuso di notazione,537

stiamo impiegando il tensore identità I al posto di uno shifter [22]).538

Alla luce delle considerazioni svolte, nel presente lavoro, l’assegnazione di Γ —che avverrà539

su basi costitutive/fenomenologiche— permetterà di determinare Γg e, noto quest’ultimo,540

γg. Di conseguenza, la forza esterna Z ha il ruolo di definire sia la crescita propriamente541

detta, ossia un fenomeno essenzialmente volumetrico, sia la parte di rimodellamento legato542

alla crescita, che possiamo supporre deviatorico [38].543

Al solo scopo di prendere ispirazione per l’assegnazione della forma costitutiva e/o fe-544

nomenologica di Γ, consideriamo il caso limite (previsto dal modello M1) in cui si abbia545

kc = aν + 2bν e, quindi, Γg = trΛ = Γ. Successivamente, però, dopo aver definito Γ,546

ritorniamo a considerare i casi generali previsti dai modelli M1 e M2.547

Poiché la crescita è attivata dalla presenza nel corpo di particolari sostanze chimiche548

che nutrono le cellule e che, pertanto, vengono denominate nutrienti, supponiamo che Γ549

abbia una espressione costitutiva che dipende dalla concentrazione di tali nutrienti nel corpo550

stesso. Inoltre, in teorie più elaborate, che tengono conto del fatto che un corpo che cresce551

è più realisticamente descritto da un mezzo multifasico, il termine Γ viene fatto dipendere552

dalla frazione volumetrica della fase cellulare e dalla frazione di massa di una popolazione553

di cellule dette proliferanti (per ulteriori dettagli, si veda [9, 39]). Infine, per considerare554

anche l’effetto che lo sforzo meccanico induce sulla crescita, Mascheroni et al. [9, 39] fanno555

dipendere Γ anche da un misura di sforzo, cosicché si abbia una inibizione della crescita nel556

caso in cui lo sforzo sia di compressione. Alla luce di quanto riportato, seguendo la notazione557

di [15], e adattando le leggi costitutive suggerite in [9, 39, 33, 13], poniamo [9, 39, 33, 13]558

Γ̂ ◦ (F ,K,X,T) = Γ̌ ◦ (F ,K, ω) := ζ

%ν

〈
c− ccr

cenv − ccr

〉
+

[
1− α 〈℘̂ ◦ (F ,K)〉+

σc + 〈℘̂ ◦ (F ,K)〉+

]
, (3.5.6)
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dove ζ è un parametro materiale avente le dimensioni fisiche del reciproco di un tempo,559

c indica la concentrazione dei nutrienti, cenv è il valore (costante) della concentrazione dei560

nutrienti nell’ambiente, ccr è un valore critico di attivazione, ℘̂◦(F ,K) è la rappresentazione561

costitutiva della misura di sforzo che modula Γ e, infine, α e σc sono, rispettivamente,562

una costante materiale adimensionale strettamente positiva, e un valore caratteristico dello563

sforzo meccanico. Si noti che 〈a〉+ := (a+ |a|)/2, per ogni a ∈ R.564
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Capitolo 4565

Simulazioni numeriche566

Questo capitolo è basato su alcune parti di [15].567

In questo Capitolo, specializziamo il modello di crescita descritto nelle sezioni precedenti568

ad un problema benchmark preso dalla letteratura, facendo riferimento al lavoro di Ambrosi569

et. al [2]. Nei fatti, tale lavoro è stato ripreso e, rispetto ad alcuni aspetti salienti, riformu-570

lato in alcuni lavori recenti cui questa Tesi fa riferimento [33, 13, 40]. L’implementazione571

del modello e le relative simulazioni numeriche sono state gestite mediante il software com-572

merciale COMSOL Multyphysics® versione 5.3a [48, 49]. Infine, alcuni risultati numerici,573

ritenuti di interesse per gli scopi di questo lavoro di Tesi, sono riportati e discussi.574

4.1 Descrizione del problema benchmark575

Come prova di riferimento, rispetto alla quale intendiamo specializzare il modello di cresci-576

ta esposto nei capitoli precedenti, consideriamo il problema benchmark formulato in [2]. In577

particolare, tale lavoro considera la crescita di un carcinoma duttale entro un dotto mam-578

mario. Facendo riferimento a [2], la crescita è studiata come fenomeno isotropo e omogeneo579

che interessa un mezzo monofasico. Facciamo presente che in [33, 13, 40] tale benchmark580

è stato generalizzato al caso di crescita isotropa, non omogenea e con il tessuto tumorale581

descritto come mezzo bifasico e multi-componente, seguendo l’approccio proposto in [39].582

Inoltre, in [40], una descrizione non fickeana della diffusione dei nutrienti è stata proposta.583

In questo lavoro di Tesi, seguendo ciò che è stato proposto in [15], pur intendendo il584

tessuto tumorale in esame come mezzo monofasico, forniamo una descrizione non omogenea585

e non isotropa della crescita. Seguendo la presentazione del modello proposta in precedenza,586

la non omogeneità della crescita è principalmente dovuta alla presenza di una distribuzione587

di nutrienti non omogenea rispetto ai punti materiali del tessuto preso in esame, oltre che in588

tempo. Invece, la perdita di sfericità del tensore di crescita è dovuta alla presenza dei tensori589

di sforzo deviatorici previsti dalla teoria e che guidano l’evoluzione di Λ (si faccia riferimento590

alle Equazioni (3.5.3) e (3.5.5)). Tutti questi aspetti, in ogni caso, saranno discussi più nel591

dettaglio nel seguito di questo capitolo.592

In accordo alle ipotesi cinematiche rappresentative delle condizioni biologiche proposte593

in [2], supporremo che il dotto mammario sia un cilindro rigido, cosicché la crescita del594

tessuto tumorale possa avvenire solo in direzione dell’asse del dotto. Questo implica che,595

nel seguito, supporremo nulle tutte le componenti delle deformazioni e delle distorsioni596

anelastiche radiali e circonferenziali. Inoltre, sia la configurazione di riferimento che quella597

ad un generico istante di tempo t ∈ I , sono dei cilindri.598

Chiamiamo BR = SR×]0, L[ la configurazione di riferimento del campione di tessuto di599

forma cilindrica in esame e con SR la sua sezione trasversale supposta circolare (di raggio600
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4 – Simulazioni numeriche

R0). Su di essa definiamo un sistema di coordinate cilindriche tali che601

BR 3 X ≡ (R,Θ, Z), (4.1.1)

dove R,Θ, Z sono le coordinate radiale, circonferenziale e assiale rispettivamente, e intro-602

duciamo la base naturale normalizzata {EI}3I=1.603

La configurazione attuale è data da B(t) = S(t)×]0, L(t)[, con S(t) ≡ S0, per ogni tempo604

t considerato, date le ipotesi cinematiche esposte in precedenza. Inoltre, muniamo lo spazio605

Euclideo tridimensionale S di un sistema di coordinate cilindriche tale che606

S 3 x ≡ (r, θ, z), (4.1.2)

dove r, θ, z sono le coordinate radiale, circonferenziale e assiale rispettivamente, e definiamo607

la base naturale normalizzata {ei}3i=1.608

Rispetto alle coordinate cilindriche appena introdotte, la definizione di moto data in609

(2.1.2) e che riportiamo di seguito per completezza610

χ : BR ×I → S , (R,Θ, Z, t)→ χ(R,Θ, Z, t) ∈ S . (4.1.3)

ammette la “rappresentazione in coordinate”:611

χ(R,Θ, Z, t) = (χr(R,Θ, Z, t), χθ(R,Θ, Z, t), χz(R,Θ, Z, t)). (4.1.4)

In virtù delle ipotesi cinematiche assegnate sopra, possiamo caratterizzare le componenti612

del moto χ mediante le relazioni613

χr(R,Θ, Z, t) = R, (4.1.5a)
χθ(R,Θ, Z, t) = Θ. (4.1.5b)

Da ciò segue che l’unica componente incognita del moto è χz. Inoltre, data la simmetria del614

problema, possiamo assumere che χz sia indipendente da R e da Θ, in modo da ottenere615

χz(R,Θ, Z, t) = χ̌z(Z, t). (4.1.6)

Quanto detto vale per tutte le grandezze fisiche che caratterizzano il modello. In questo616

senso, richiediamo che tutte le quantità fisiche coinvolte nel modello siano indipendenti dalla617

sezione del campione sulla quale vengono calcolati e che dipendano dai punti materiali, al618

limite, solo attraverso la loro coordinata lungo l’asse del campione.619

Nel caso in esame, il tensore F risulta essere620

F (X, t) = b1(x)⊗B1(X) + b2(x)⊗B2(X) + ∂χ̌z

∂Z
(Z, t) b3(x)⊗B3(X)

= e1(x)⊗E1(X) + e2(x)⊗E2(X) + ∂χ̌z

∂Z
(Z, t) e3(x)⊗E3(X), (4.1.7)

e ammette matrice di rappresentazione rispetto alle basi {ea}3a=1 e {EA}3A=1 data da621

[F (Z, t)] =

1 0 0
0 1 0
0 0 ∂χ̌z

∂Z (Z, t)

 . (4.1.8)

Infine, introducendo la funzione spostamento u = ǔ(Z, t), possiamo scrivere622

χ̌z(Z, t) = Z + ǔ(Z, t) = z. (4.1.9)
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Così facendo la rappresentazione del tensore gradiente di deformazione rispetto alle basi623

normalizzate {ea}3a=1 e {EA}3A=1 risulta quindi essere624

[F (Z, t)] =

1 0 0
0 1 0
0 0 1 + ǔ′(Z, t)

 . (4.1.10)

Considerando che la rappresentazione matriciale del tensore metrico rispetto alla base625

normalizzata {ea}3a=1 è data da626

[g] =

1 0 0
0 1 0
0 0 1

 , (4.1.11)

scriviamo la matrice associata al tensore di deformazione di Cauchy-Green come627

[C(Z, t)] =

1 0 0
0 1 0
0 0 [1 + ǔ′(Z, t)]2

 . (4.1.12)

Completiamo la descrizione cinematica del problema in esame, supponendo che anche il628

tensore delle distorsioni anelastiche ammetta rappresentazione matriciale diagonale, ossia629

[K(Z, t)] =

K11(Z, t) 0 0
0 K22(Z, t) 0
0 0 K33(Z, t)

 , (4.1.13)

cosicché anche il tensore Λ ha matrice associata630

[Λ(Z, t)] =



K̇11(Z, t)
K11(Z, t) 0 0

0 K̇22(Z, t)
K22(Z, t) 0

0 0 K̇33(Z, t)
K33(Z, t)

 . (4.1.14)

4.2 Energia di deformazione e tensori degli sforzi631

Ai fini dei calcoli supponiamo per il materiale in esame un comportamento di tipo elastico632

e isotropo, descritto da una densità di energia per unità di volume dello stato naturale di633

tipo Neo-Hookean, data da634

Ψ̂ν ◦Ce = Ψ̌ν ◦ (I1e, I2e, I3e) = 1
2 [I1e − 3]µ− 1

2 ln(I3e)µ+ 1
8 [ln(I3e)]2λ, (4.2.1)

dove635

I1e = Î1e ◦Ce = tr(η−1Ce), (4.2.2a)

I2e = Î2e ◦Ce = 1
2[(tr(η−1Ce))2 − tr(η−1Ceη

−1Ce)], (4.2.2b)

I3e = Î3e ◦Ce = detCe = detC
[detK]2 , (4.2.2c)

essendo η il tensore metrico associato allo stato naturale. Per scopi futuri, osserviamo che636

è possibile scrivere gli invarianti in funzione di C e K. Infatti, si ha:637

I1e = Î1e ◦Ce = tr(η−1Ce)
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= ηαβ(Ce)αβ
= ηαβ(FT

e )βa gab (F e)bα

= ηαβ(K−T)αS(FT)SagabF b
M (K−1)Mβ

= (K−1η−1K−T )MSCSM

= (C−1
K )MS CSM (4.2.3)

= tr(C−1
K C). (4.2.4)

Da cui segue che si può porre638

Î1e ◦Ce = Ǐ1e ◦ (C,K) = tr(C−1
K C). (4.2.5)

Anche se non necessario, ai fini della tesi, per completezza di trattazione, riportiamo la639

rappresentazione del secondo invariante diCe in funzione diC eK. Nello specifico possiamo640

scrivere641

I2e = Î2e ◦Ce

= 1
2{tr(η

−1Ce)]2 − tr(η−1Ceη
−1Ce)}

= 1
2{[η

αβ(Ce)αβ]2 − [ηαβ(Ce)βγηγδ(Ce)δα]}
= 1

2{[η
αβ(FT

e )αa gab (F e)bβ]2 − [ηαβ(FT
e )βa gab (F e)bγηγδ(FT

e )δc gcd (F e)dα]}
= 1

2{[η
αβ(K−T)αS(FT)SagabF b

M (K−1)Mβ]2

− [ηαβ(K−T)βS(FT)SagabF b
M (K−1)Mγη

γδ(K−T)δV (FT)V cgcdF d
Z(K−1)Zα]}

= 1
2{[(K

−1η−1K−T)MSCSM ]2 − [(K−1η−1K−T)ZSCSM (K−1η−1K−T)MVCV Z ]}
= 1

2{[(C
−1
K )MS CSM ]2 − [(C−1

K )ZSCSM (C−1
K )MV CV Z ]}

= 1
2{[tr(C

−1
K C)]2 − [tr(C−1

K CC−1
K C)]}. (4.2.6)

Pertanto, scriviamo:642

Î2e ◦Ce = Ǐ2e ◦ (C,K) = 1
2

[(
Ǐ1e ◦ (C,K)

)2
− tr(C−1

K CC−1
K C)

]
. (4.2.7)

Il terzo invariante è dato da643

I3e = Î3e ◦Ce = det(C)
[det(K)]2 = (detC)(detC−1

K ), (4.2.8)

cosicché si può porre644

Î3e ◦Ce = Ǐ3e ◦ (C,K) = detC
(detK)2 . (4.2.9)

In conclusione l’energia di deformazione sarà645

ΨR = W ◦ (C,K) = W̌ ◦ [(̌I1e, Ǐ2e, Ǐ3e) ◦ (C,K)] = JKΨν . (4.2.10)

Calcoliamo adesso il secondo tensore di Piola-Kirchhoff S646

S = 2
[
∂W

∂C
◦ (C,K)

]

= 2
[
∂W

∂ Ǐ1e
◦ (̌I1e, Ǐ2e, Ǐ3e)

∂ Ǐ1e

∂C
+ ∂W

∂ Ǐ3e
◦ (̌I1e, Ǐ2e, Ǐ3e)

∂ Ǐ3e

∂C

]
◦ (C,K), (4.2.11)
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4.3 – Legge evolutiva di K in forma matriciale

che risulta essere uguale a647

S = JK [(2β1 + 2β2I1e)C−1
K − 2β2C

−1
K CC−1

K + 2β3I3eC
−1], (4.2.12)

dove β1 = 1
2µ, β2 = 0 (essendo l’energia indipendente da I2e), β3 = −µ+ 1

2λ ln I3e
2I3e

. Si fa presente648

che gli invarianti I1e e I3e sono pensati come funzioni di C eK. Infine il primo tensore degli649

sforzi di Piola-Kirchhoff, risulta essere dato da650

P = FS = JK [(2β1 + 2β2I1e)FC−1
K − 2β2FC

−1
K CC−1

K + 2β3I3egF
−T], (4.2.13)

dove il tensore metrico g risulta essere composto con il moto.651

4.3 Legge evolutiva di K in forma matriciale652

Poiché la rappresentazione matriciale di Λ è diagonale per il problema benchmark considera-653

to, il coefficiente tensoriale relativo alla parte “antisimmetrica” di Y d nella decomposizione654

di Pericak-Spector & Spector (ossia il coefficiente tensoriale di cν in Equazione (3.4.12)) è655

identicamente nullo. Specializzando tale risultato ai modelli M1 e M2, otteniamo:656

1. Modello M1.657

La Equazione (3.5.2d) diviene:658

JKaν
trΛ
3 IT + 2JKbνΛ = −devH + T + 1

3kcΓJKIT, (4.3.1)

avendo posto, in questo caso, Z = 1
3(trH)IT + T + 1

3kcΓJKIT (si veda Equazione659

(3.5.3)).660

Ai fini computazionali, è conveniente “spezzare” la Equazione (4.3.1) estraendone la661

parte volumetrica e quella deviatorica e risolvendole a sistema. A tal proposito, il662

primo passo consiste nello riscrivere la Equazione (4.3.1) come663

JK
aν + 2bν

3 [trΛ]IT + 2JKbν [devΛ] = −devH + T + 1
3kcΓJKIT. (4.3.2)

Pertanto, si può scrivere:664

[aν + 2bν ]trΛ− kcΓ = 0, trΛ = kcΓ
aν + 2bν

, (4.3.3a)

2JKbν [devΛ] + devH − T = 0, devΛ = −devH + T
2JKbν

. (4.3.3b)

Infine, le Equazioni (4.3.3a) e (4.3.3b) conducono al sistema lineare:665

K̇11

K11
+ K̇22

K22
+ K̇33

K33
= kcΓ
aν + 2bν

, (4.3.4a)

2
3
K̇22

K22
− 1

3
K̇11

K11
− 1

3
K̇33

K33
=

2
3H22 − 1

3H11 − 1
3H33 + T22

2JKbν
, (4.3.4b)

2
3
K̇33

K33
− 1

3
K̇11

K11
− 1

3
K̇22

K22
=

2
3H33 − 1

3H11 − 1
3H22 + T33

2JKbν
. (4.3.4c)

2. Modello M2.666

La Equazione (3.5.4d) diviene667

JKaν
trΛ
3 IT + 2JKbνΛ = −H + T + 1

3kcΓJKIT, (4.3.5)
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avendo posto, in questo caso, Z = T + 1
3kcΓJKIT (si veda Equazione (3.5.5)).668

Ai fini computazionali, è conveniente “spezzare” la Equazione (4.3.5) estraendone la669

parte volumetrica e quella deviatorica e risolvendole a sistema. A tal proposito, il670

primo passo consiste nello riscrivere la Equazione (4.3.5) come671

JKaν
trΛ
3 IT + 2JKbν [devΛ] + 2JKbν

trΛ
3 IT

= −trH
3 IT − devH + T + 1

3kcΓJKIT. (4.3.6)

Pertanto, si può scrivere:672

[aν + 2bν ]trΛ + J−1
K [trH ]− kcΓ = 0, trΛ = −J

−1
K [trH ] + kcΓ
aν + 2bν

, (4.3.7a)

2JKbν [devΛ] + devH − T = 0, dev(Λ) = −devH + T
2JKbν

. (4.3.7b)

Infine, le Equazioni (4.3.7a) e (4.3.7b) conducono al sistema lineare:673

K̇11

K11
+ K̇22

K22
+ K̇33

K33
= −(H11 +H22 +H33) + kcΓ

aν + 2bν
, (4.3.8a)

2
3
K̇22

K22
− 1

3
K̇11

K11
− 1

3
K̇33

K33
=

2
3H22 − 1

3H11 − 1
3H33 + T22

2JKbν
, (4.3.8b)

2
3
K̇33

K33
− 1

3
K̇11

K11
− 1

3
K̇22

K22
=

2
3H33 − 1

3H11 − 1
3H22 + T33

2JKbν
. (4.3.8c)

Per chiudere il modello, assegniamo una forma esplicita a Γ, che è data da674

avendo scelto per la concentrazione dei nutrienti la espressione analitica675

c(X, t) = c0


cosh

(
ω0

2X − L
2L

)
t

t0
, 0 < t ≤ t0,

cosh
(
ω0

2X − L
2L

)
, t > t0.

(4.3.9)

dove c0 = 10−3, ω0 = 5, t0 = 20 [d].676

4.4 Risultati677

Nel seguito, considereremo due diversi gruppi di simulazioni numeriche. Nello specifico, fis-678

sati i valori dei parametri del modello come in Tabella 4.1, abbiamo effettuato la simulazione679

numerica dei due modelli M1 ed M2, con lo scopo di visualizzare i campi incogniti del nostro680

problema, cioè lo spostamento u e le componenti del tensore di crescita K, come funzioni681

del tempo e della coordinata assiale, e il modo in cui la scelta della forza esterna Z influen-682

za e modula l’evoluzione del sistema in esame. Nel presentare i risultati abbiamo scelto tre683

giorni di riferimento, rappresentativi della fase iniziale, della fase centrale e della fase finale684

della finestra temporale entro la quale abbiamo osservato l’evoluzione del tessuto tumorale685

in esame. Ricordiamo che, nelle nostre simulazioni, abbiamo fissato un arco temporale di686

venti giorni, cosicché I = [0,20] d. Inoltre, data la simmetria delle soluzioni rispetto al687

punto di mezzeria dell’asse del campione cilindrico preso in esame, dovuta alle condizioni al688

bordo assegnate al bilancio di impulso, alle condizioni iniziali legate alla legge di crescita,689

e alla distribuzione dei nutrienti c(X, t), ci limitiamo a rappresentare nel sotto-intervallo690

[L/2, L].691
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Parametro Unità di misura Valore Riferimento bibliografico
L [cm] 1.000 [33]
λ [Pa] 1.300 · 104 [50]
µ [Pa] 2.000 · 104 [50]
ωcr [–] 1.000 · 10−3 [33]
ωenv [–] 7.000 · 10−3 [33]
ζ [kg/(m3s)] 1.000 · 10−3 [36]
αgr [–] 7.138 · 10−1 [9]
σcr [Pa] 1.541 · 103 [9]
ρν [kg/m3] 1000 [39]
aν [Pa s] 2.000 · 108 [15]
bν [Pa s] 2.000 · 108 [15]
kc [Pa s] 2.667 · 108 [15]

Tabella 4.1: Parametri usati per le simulazioni numeriche dei modelli di crescita M1 e M2
implementati in ambiente COMSOL Multiphysics.
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Figura 4.1: Evoluzione in spazio e in tempo dello spostamento assiale u del campione cilin-
drico considerato. Nell’immagine di sinistra abbiamo considerato i risultati del modello M1,
mentre, nell’immagine di destra, i risultati relativi al modello M2.

In Figura 4.1 mostriamo il comportamento dello spostamento assiale, u, come funzione692

del tempo e della coordinata assiale Z. Sia per il modello M1 che per il modello M2, osservia-693

mo che lo spostamento è una funzione crescente sia del tempo che della coordinata assiale.694

Questo implica che u aumenta man mano che il tumore evolve nel tempo e, in particolare,695

ad ogni tempo considerato, raggiunge il suo valore massimo in corrispondenza dell’estremo696

destro dell’asse del campione. Questo comportamento è strettamente legato alla distribu-697

zione di nutrienti scelta per questo modello e alla sua evoluzione in tempo. Infatti, data698

l’Equazione (4.3.9), la concentrazione dei nutrienti aumenta in tempo e, istante per istante,699

raggiunge il suo massimo in corrispondenza delle sezioni estreme del campione. Facciamo700

inoltre osservare come nel modello M2, l’aggiunta della componente sferica del tensore degli701

sforzi di Eshelby produca uno spostamento di circa dieci volte maggiore di quello previsto702

dal modello M1 e corrispondente, di fatto, a circa un terzo del valore della lunghezza iniziale703

del campione. Tale valore di spostamento elevato rispetto alle dimensioni del campione è704

da attribuire alla mancanza di termini “pozzo” che riducono o spengono la crescita. Tale705

fenomenologia è considerata in [39, 33, 13, 40], laddove, nelle nostre simulazioni, la sorgente706

di massa che determina l’evoluzione di Λ è una funzione non negativa, sempre crescente707
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nell’intervallo di tempo considerato.708

In analogia a ciò che succede nel caso dello spostamento, la distribuzione dei nutrienti709

influenza in maniera considerevole anche l’evoluzione delle componenti del tensore di crescita710

Nella Figura 4.2 mostriamo il comportamentp della componente assiale del tensore di
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Figura 4.2: Evoluzione in spazio e in tempo della componente K33 del tensore di cresci-
ta K. Nell’immagine di sinistra abbiamo considerato i risultati del modello M1, mentre,
nell’immagine di destra, le simulazioni relative al modello M2.
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Figura 4.3: Evoluzione in spazio e in tempo della componente K22 del tensore di cresci-
ta K. Nell’immagine di sinistra abbiamo considerato i risultati del modello M1, mentre,
nell’immagine di destra, le simulazioni relative al modello M2.

711

crescitaK, K33, come funzione della coordinata assiale a diversi istanti di tempo. In questo712

caso, il fatto che la distribuzione di nutrienti aumenti in tempo produce una intensificazione713

delle distorsioni assiali associate alla crescita man mano che il tempo passi. Inoltre, poiché714

la concentrazione dei nutrienti è massima agli estremi del campione, anche K33 assume il715

suo massimo valore alle estremità del campione. Un discorso analogo lo si può fare per716

K33 calcolato a valle del modello M2, il quale risulta raggiungere valori maggiori come717

conseguenza della componente sferica di H come sorgente nella legge evolutiva. Per quanto718

riguarda la componente circonferenziale K22 e radiale K11, esse coincidono numericamente,719

date le simmetrie imposte al modello dalla scelta del problema benchmark, così ci limitiamo720

a riportare solo il comportamento di K22. In Figura 4.3, nel caso del modello M1, K22 risulta721

sempre minore di uno, mentre, nel caso del modello M2,K22 raggiunge valori anche maggiori722

di uno. Questo comportamento è spiegabile con il fatto che il tensore K deve soddisfare la723
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4.4 – Risultati

condizione trΛ = Γ. Quindi, euristicamente, se una componente risulta maggiore di uno,724

l’altra deve necessariamente essere minore di uno affinché la condizione sia rispettato. Tale725

situazione risulta indebolita nel caso del modello M2 perché l’evoluzione di Λ è sostenuta726

dalla trH e la condizione non è, generalmente, soddisfatta. Facciamo notare che, essendo727

K33 diverso da K22 (e, ovviamente K11), il tensore di crescita non è sferico.728
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Figura 4.4: Confronto dell’evoluzione in spazio e in tempo di Γ e tr(Λ). Nell’immagine di
sinistra abbiamo considerato i risultati del modello M1, mentre, nell’immagine di destra, i
risultati relativi al modello M2.

Dalla Figura 4.4 possiamo evincere che per il modello M1, Γ e trΛ coincidono a meno729

della modulazione espressa dal parametro kc che, in principio, è diverso da aν + 2bν . Il730

comportamento è pero identico. Infatti, si nota un aumento sia di Γ che di tr(Λ) man mano731

che ci si avvicina verso il bordo. Per quanto riguarda il modello M2, invece, il comportamento732

dei due termini è qualitativamente e quantitativamente diverso. Infatti, mentre verso il733

centro trΛ è maggiore di Γ, all’avvicinarsi sul bordo, predomina Γ. Contribuiscono a questa734

differenza qualitativa e quantitativa sia la modulazione dovuta a kc, sia l’introduzione della735

componente sferica di H nella legge di crescita. Per completezza, in Figura 4.5, facciamo736

notare come effettivamente Γ e trΛ coincidono quando kc = aν + 2bν . Infatti, il modello M1737

predice che Γg è data da738

Γg = trΛ = kc

aν + 2bν
Γ (4.4.1)

cosicché si abba Γg = Γ quando kc = aν + 2bν . Mentre per il modello M2, Γg è data da739

Γg = trΛ = kc

aν + 2bν
Γ− J−1

K [trH ]
aν + 2bν

. (4.4.2)

740

Infine, per quanto riguarda gli sforzi, dalla Figura 4.6 possiamo notare che (devH)33741

è fortemente influenzato dalla distribuzione dei nutrienti. Infatti, quando i nutrienti sono742

nulli, (devH)33 è costante, mentre tende a decrescere man mano che ci si avvicina al bor-743

do. Analogamente, per il modello M2, l’evoluzione di H33 è fortemente influenzata dalla744

distribuzione dei nutrienti. In questo caso, l’andamento varia qualitativamente, oltre che745

quantitativamente, all’aumentare dei giorni. Cosicché, all’inizio delle simulazioni, lo sforzo è746

caratterizzato da un tratto costante nelle zone in cui i nutrienti sono nulli, per poi diminuire747

verso il bordo del campione. Al passare dei giorni, H33 tende a crescere verso i bordi del748

campione.749
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4 – Simulazioni numeriche
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Figura 4.5: Confronto dell’evoluzione in spazio e in tempo di Γ e tr(Λ) nel caso in cui
kc = aν + 2bν .
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Figura 4.6: Evoluzione in spazio e in tempo della componente deviatorica (devH)33 del
tensore di Eshelby per il modello M1 (a sinistra) e della componente H33 del tensore di
Eshelby per il modello M2 (a destra).
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Capitolo 5750

Crescita in mezzi bifasici751

In questo Capitolo1, rivediamo criticamente il lavoro riportato in [8], in cui, descrivendo un752

ipotetico tessuto biologico come un mezzo bifasico, fibro-rinforzato e costituito da diversi753

costituenti, si studiano la crescita, il trasferimento di massa tra le due fasi ed il rimodella-754

mento del tessuto (essendo quest’ultimo intenso sia come riorientamento delle fibre sia come755

evoluzione della struttura interna della fase solida) mediante un approccio chemo-meccanico756

basato sull’impiego, opportunamente rivisitato, della Teoria delle Miscele [51, 52, 53] e dei757

mezzi continui con struttura interna variabile. In particolare, concentriamo la nostra re-758

visione su due aspetti soltanto tra quelli sopra elencati e, a tal proposito, semplifichiamo759

notevolmente il contesto della trattazione, selezionando i processi relativi al trasferimento760

di massa tra le fasi del tessuto e al riorganizzazione strutturale della fase solida che ne761

consegue. Le semplificazioni principali sono date dall’ipotesi che il materiale in studio sia762

isotropo (in particolare, escludiamo la presenza delle fibre di rinforzo) e dalla identificazione763

del trasferimento di massa tra la fase solida e quella fluida con la “crescita” —intesa in764

senso generalizzato come “variazione di massa”— della fase solida. Questa puntualizzazione765

è necessaria perché in [8] il trasferimento di massa viene distinto dalla crescita propriamente766

detta, che è vista, invece, come il contributo alla variazione totale di massa della fase solida767

dovuto a sorgenti, o pozzi, di massa non direttamente collegabili agli scambi con la fase768

fluida. In questo ambito, consideriamo anche la riorganizzazione strutturale della fase solida769

conseguente alla propria variazione di massa.770

L’approccio che seguiremo è concettualmente analogo a quello presentato nei Capitoli771

precedenti, in particolare per quel che riguarda la introduzione del tensoreK della decompo-772

sizione BKL del gradiente di deformazione della fase solida per la descrizione delle distorsioni773

anelastiche associate al trasferimento di massa tra le fasi [8], l’inquadramento di tale varia-774

bile tensoriale come una variabile cinematica del mezzo bifasico [1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9],775

e la determinazione delle equazioni del moto mediante il Principio delle Potenze Virtuali776

[20, 10, 21, 8, 42, 14, 15].777

5.1 Descrizione generale della miscela778

In questa sezione introduciamo le grandezze principali e le variabili cinematiche della mi-779

scela. Indichiamo con l’indice k ∈ {`, s} tutto ciò che si riferisce alla fase della miscela, in780

particolare ` alla fase fluida e s alla fase solida. Con a = 1 : N indichiamo invece il numero781

1I risultati riportati in questo Capitolo sono parte di uno studio in fase di svolgimento condotto dalla
sottoscritta, da Alfio Grillo e da Salvatore Di Stefano con l’obiettivo di scrivere un articolo sull’argomento.
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di costituenti di ogni fase (nel seguito utilizzeremo anche l’indice b = 1 : (N−1)). La densità782

di massa intrinseca della fase k è definita come783

ρ̂k :=
∑
a

ρ̂ak, (5.1.1)

in cui ρ̂ak è la densità di massa del costituente a-esimo nella k-esima fase. Inoltre, la frazione784

di massa del costituente a-esimo nella fase k-esima è:785

ωak := ρ̂ak
ρ̂k

⇒
∑
a

ωak = 1. (5.1.2)

Introduciamo anche la densità di massa apparente della fase k e del costituente a-esimo in786

essa presente, ossia787

ρk := φkρ̂k , ρak = φkρ̂ak, (5.1.3)

dove φk è la frazione di volume della fase k. Quando la miscela è satura deve verificarsi la788

condizione φs + φ` = 1. La densità di massa totale della miscela è invece:789

ρ :=
∑
k

ρk =
∑
k

∑
a

ρak =
∑
k

∑
a

φkρ̂akωak. (5.1.4)

Con la stessa notazione introduciamo la velocità del costituente vak e la velocità di fase:790

vk :=
∑
a

ωakvak. (5.1.5)

La velocità della miscela è invece data da791

v :=
∑
k

ckvk =
∑
k

∑
a

cakvak , (5.1.6)

con ck = ρk
ρ e cak = ωakck. Per completezza introduciamo anche le seguenti velocità relative,792

uak = vak − vk , uk = vk − v. (5.1.7)

5.2 Bilancio di massa e deformazioni anelastiche793

In questa sezione scriviamo il bilancio di massa e come esso è collegato alle deformazioni794

anelastiche.795

5.2.1 Bilancio di massa796

La forma locale del bilancio di massa del costituente è797

∂tρak + div(ρakvak) = ρakrak, (5.2.1)

dove rak rappresenta il tasso di produzione di massa relativo al trasferimento di quest’ultima798

tra le fasi. La forma locale del bilancio di massa della fase è invece799

Dkρk + ρk divvk = ρkrk, (5.2.2)

scritta in una forma equivalente alla (5.2.1) (a meno di indici) e avendo indicato con Dkρk800

l’operatore di derivata sostanziale di ρk rispetto alla fase k-esima, ossia801

Dkρk = ∂tρk + (gradρk)vk. (5.2.3)
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5.2.2 Deformazioni anelastiche802

Il trasferimento di massa è considerato un processo anelastico che genera deformazioni803

anelastiche. Così come introdotto precedentemente, scomponiamo il tensore di deformazione804

in una parte elastica e in una parte anelastica, data appunto dal tensore di deformazioni805

anelastiche, F = FeK. Derivando il tensore di deformazione F rispetto al tempo, otteniamo:806

Ḟ = ḞeK + FeK̇. (5.2.4)

Ricordando l’espressione del gradiente di velocità di deformazione, L = Ḟ F−1, possiamo807

sostituire la (5.2.4) nell’espressione precedente, ottenendo:808

Ḟ F−1 =(ḞeK + FeK̇) K−1F−1
e

=ḞeF
−1
e + FeK̇K

−1F−1
e

=Le + FeLKF
−1
e , (5.2.5)

in cui abbiamo posto Le = ḞeF
−1
e , che rappresenta la parte elastica del gradiente di ve-809

locità, e LK = K̇K−1, ossia rappresenta la velocità generalizzata associata al tensore di810

distorsioni anelastiche. Osserviamo che l’operazione FeLKF
−1
e è un “push-forward” di LK811

alla “configurazione corrente”.812

Rinominando ` = Ḟ F−1, `e = Le e `K = FeLKF
−1
e , si ottiene813

` = `e + `K . (5.2.6)

Quindi se decomponiamo moltiplicativamente F , le velocità generalizzate associate a Fe e814

K si decompongono additivamente.815

Analogamente al caso monofasico, visto nel Capitolo 3, è possibile mostrare che il bilancio816

di massa della fase solida può essere scritto come tr`K = rs, ovvero è uguale al tasso con817

cui la massa viene scambiata tra le fasi fluida e solida. Vale quindi la seguente catena di818

uguaglianze:819

tr`K = tr(FeLKF
−1
e ) = trLK = rs =

∑
a

ωasras. (5.2.7)

Rispetto a quanto fatto in [8], introduciamo K nel seguente modo:820

K =
(∏

a

κ1/3
a

)
K̄ , (5.2.8)

con K̄ tensore isocoro, ossia detK̄ = 1, e κa funzioni scalari definite ∀a = 1 : N . In questo821

modo, otteniamo la seguente decomposizione di F822

F = Fe
(∏

a

κ1/3
a

)
K̄ (5.2.9)

Adesso deriviamo il tensore K:823

K̇ = 1
3
(∑

a

κ̇a
κa

)(∏
a

κ1/3
a

)
K̄ +

(∏
a

κ1/3
a

) ˙̄K , (5.2.10)

e sostituiamo l’espressione appena ottenuta nell’espressione per LK ,824

LK = K̇K−1 =1
3
(∑

a

κ̇a
κa

) (∏
a

κ1/3
a

)
K̄︸ ︷︷ ︸

K

K−1 +
(∏

a

κ1/3
a

) ˙̄KK−1

41



=1
3
(∑

a

κ̇a
κa

)
I + L̃K (5.2.11)

dove L̃K è la parte deviatorica del tensore LK .825

Ricordando la (5.2.7), calcoliamo la traccia di (5.2.11)826

trLK =
∑
a

κ̇a
κa

=
∑
a

ωasras , (5.2.12)

e supponiamo che valgano le identificazioni827

κ̇a
κa

= ωasras, a = 1 : N. (5.2.13)

5.3 Principio delle Potenze Virtuali828

In questa sezione ci occupiamo di ricavare le equazioni del moto applicando il Principio829

delle Potenze Virtuali (PPV). A tal proposito definiamo una potenza virtuale P̂, che terrà830

conto di contributi “classici” e “non-classici”. La dinamica “classica” è descritta dalle forze831

generalizzate “classiche”, cioè lo sforzo di Cauchy, le forze interne dovute allo scambio di832

impulso tra le fasi ed eventualmente le forze esterne sia volumetriche che di contatto. Mentre833

quella “non-classica” è descritta dai processi anelastici, ovvero il trasferimento di massa. Le834

forze “non-classiche” invece saranno introdotte per dualità alle velocità virtuali generalizzate835

associate a κ̇a, a = 1 : N e ˙̄K.836

5.3.1 Equazioni del moto837

Le equazioni del moto sono ottenute a partire dal Principio delle Potenze Virtuali, che838

scriviamo in forma compatta come839

P̂T = P̂
int + P̂

ext = 0 (5.3.1)

con P̂
int = P̂

int
st + P̂

int
n-st e P̂

ext = P̂
ext
st + P̂

ext
n-st, che scriviamo esplicitamente come840

P̂
int
st =

∑
k

∑
a

∫
Bt

{
− T ak : grad v̂ak + ρakmak · v̂ak

}
, (5.3.2a)

P̂
ext
st =

∑
k

∑
a

∫
Bt

ρakbak · v̂ak +
∑
k

∑
a

∫
∂NBt

τ ak · v̂ak, (5.3.2b)

P̂
int
n-st = −

∫
Bt

(∑
a

yint
a ν̂a + Y ν : ˆ̃LK

)
, (5.3.2c)

P̂
ext
n-st =

∫
Bt

(∑
a

yext
a ν̂a +Zν : ˆ̃LK

)
, (5.3.2d)

in cui T ak è il tensore di Cauchy del costituente a-esimo della fase k-esima, ρakmak è la forza841

interna alla miscela dovuta allo scambio di impulso tra i costituenti, ρakbak rappresenta le842

forze di volume, τ ak rappresenta tutte le trazioni di bordo che agiscono sul costituente a-843

esimo, ν̂a è la velocità virtuale associata a κ̇a, ˆ̃LK è la velocità virtuale tensoriale associata844

a K̇, mentre Y ν e Zν sono tensori deviatorici.845

Osserviamo che P̂int
n-st ha una espressione in cui figura la velocità virtuale tensoriale ˆ̃LK ,846

ma non Grad ˆ̃LK ; questo significa che la teoria in questione è di grado zero [10]. Quindi,847
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stiamo facendo tacitamente la prima assunzione costitutiva. Ma, ricordiamo, che in un848

continuo standard la teoria non può essere di grado 0, perché se fosse di grado 0 dovremmo849

ammettere una forza interna duale di una velocità virtuale, il che è impossibile perché850

si violerebbe l’invarianza della potenza per traslazioni rigide. Allora l’unica forza interna851

ammissibile in un continuo standard è quella nulla. Nella espressione (5.3.2d) possiamo852

permetterci di fermarci ad una teoria 0 perché gli “attori” principali (ν̂a, uno scalare, e ˆ̃LK ,853

un tensore) sono invarianti per traslazioni rigide. Allora verrebbe da chiedersi come mai854

nell’espressione standard per la potenza compaiono le forze interne. Semplicemente perché855

noi non stiamo lavorando con un continuo monofasico, ma con un continuo multifasico e la856

risultante delle forze interne è tale da essere nulla.857

Assumiamo, a questo punto, che le somma delle potenze virtuali interna ed esterna858

sia nulla sia per il caso “classico” che “non-classico”, indipendentemente l’uno dall’altro.859

Otteniamo quindi860

Pint
st + Pext

st = 0, (5.3.3a)
Pint

n-st + Pext
n-st = 0. (5.3.3b)

La (5.4.10) conduce a861

∑
k

∑
a

∫
Bt

{
− T ak : grad v̂ak + ρakmak · v̂ak

}
+
∑
k

∑
a

∫
Bt

ρakbak · v̂ak

+
∑
k

∑
a

∫
∂NBt

τ ak · v̂ak = 0 (5.3.4)

Supponiamo che la velocità di ogni costituente della fase solida sia uguale a vs, ottenendo862

così863 ∑
a

∫
Bt

{
− T as : grad v̂s + ρasmas · v̂s + ρasbas · v̂s

}
+
∑
a

∫
∂NBt

τ as · v̂s

+
∑
a

∫
Bt

{
−T a` :grad v̂a` + ρa`ma` · v̂a` + ρa`ba` · v̂a`

}
+
∑
a

∫
∂NBt

τ a` · v̂a`=0, (5.3.5)

da cui segue864 ∫
Bt

{
−
(∑

a

T as
)

︸ ︷︷ ︸
σs

:grad v̂s +
(∑

a

ρasmas

)
︸ ︷︷ ︸

ρsms

·v̂s +
(∑

a

ρasbas
)

︸ ︷︷ ︸
ρsbs

·v̂s
}

+
∫
∂NBt

(∑
a

τ as
)

︸ ︷︷ ︸
τ s

·v̂s

+
∑
a

∫
Bt

{
−T a` :grad v̂a` + ρa`ma` · v̂a` + ρa`ba` · v̂a`

}
+
∑
a

∫
∂NBt

τ a` · v̂a`=0, (5.3.6)

Utilizzando la regola di derivazione di Leibniz, giungiamo a865 ∫
Bt

{
−div

(
σT
s v̂s

)
+ divσs · v̂s + ρsms · v̂s + ρsbs · v̂s

}
+
∫
∂NBt

τ s ·v̂s

+
∑
a

∫
Bt

{
−div

(
TT
a` v̂a`

)
+ divT a` · v̂a` + ρa`ma` · v̂a` + ρa`ba` · v̂a`

}
+
∫
∂NBt

τ a` ·v̂a` = 0,

(5.3.7)

e infine866 ∫
Bt

{
divσs + ρsms + ρsbs

}
· v̂s +

∫
∂NBt

(
τ s − σsn

)
· v̂s
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+
∑
a

∫
Bt

{
divT a` + ρa`ma` + ρa`ba`

}
· v̂a` +

∑
a

∫
∂NBt

(
τ a` − T a`n

)
· v̂a` = 0. (5.3.8)

Sostituendo l’espressione per la velocità relativa (5.1.7), otteniamo867 ∫
Bt

{
divσs + ρsms + ρsbs

}
· v̂s +

∫
∂NBt

(
τ s − σsn

)
· v̂s

+
∑
a

∫
Bt

{
divT a` + ρa`ma` + ρa`ba`

}
·
(
ûa` + v̂`

)
+
∑
a

∫
∂NBt

(
τ a` − T a`n

)
·
(
ûa` + v̂`

)
= 0, (5.3.9)

da cui segue868 ∫
Bt

{
divσs + ρsms + ρsbs

}
· v̂s +

∫
∂NBt

(
τ s − σsn

)
· v̂s

+
∫

Bt

∑
b

{
divT b` − ρb`

ρN`
divTN` + ρb`

(
mb` −mN`

)
+ ρb`

(
bb` − bN`

)}
· ûb`

+
∫

Bt

∑
a

{
divT a` + ρa`ma` + ρa`ba`

}
·v̂`

+
∫
∂NBt

∑
b

[(
τ b` − ρb`

ρN`
τN`

)
−
(
T b` − ρb`

ρN`
TN`

)
n
]
· ûb`

+
∫
∂NBt

∑
a

(
τ a` − T a`n

)
·v̂` = 0, (5.3.10)

Adesso, avendo trascurato le inerzie e tutti i termini quadratici nelle velocità relative, iden-869

tifichiamo il tensore degli sforzi di Cauchy della fase fluida con la somma dei tensori degli870

sforzi di Cauchy dei singoli costituenti della fase fluida, ossia871

σ` =
∑
a

T a`. (5.3.11)

Analogamente, nell’ambito della medesima approssimazione, scriviamo872

ρ`m` =
∑
a

ρa`ma`, (5.3.12)

mentre definiamo la forza esterna di volume agente sulla fase fluida, cioè b`, come873

ρ`b` :=
∑
a

ρa`ba`. (5.3.13)

Dunque, otteniamo874 ∫
Bt

{
divσs + ρsms + ρsbs

}
· v̂s +

∫
∂NBt

(
τ s − σsn

)
· v̂s

+
∫

Bt

∑
b

{
divT b` − ρb`

ρN`
divTN` + ρb`

(
mb` −mN`

)
+ ρb`

(
bb` − bN`

)}
· ûb`

+
∫

Bt

{
divσ` + ρ`m` + ρ`b`

}
·v̂`

+
∫
∂NBt

∑
b

[(
τ b` − ρb`

ρN`
τN`

)
−
(
T b` − ρb`

ρN`
TN`

)
n
]
· ûb`
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5.4 – Dissipazione

+
∫
∂NBt

(
τ ` − σ`n

)
·v̂` = 0. (5.3.14)

Localizzando, si ottiene875

divσs + ρsms + ρsbs = 0, in Bt (5.3.15a)
divσ` + ρ`m` + ρ`b` = 0, in Bt (5.3.15b)∑
b

[
divT b` − ρb`

ρN`
divTN` + ρb`

(
mb` −mN`

)
+ ρb`

(
bb` − bN`

)]
= 0, in Bt (5.3.15c)

τ s − σsn = 0, su ∂NBt (5.3.15d)
τ ` − σ`n = 0, su ∂NBt (5.3.15e)∑
b

[(
τ b` − ρb`

ρN`
τN`

)
−
(
T b` − ρb`

ρN`
TN`

)
n
]

= 0, su ∂NBt. (5.3.15f)

Dalla risoluzione delle equazioni per la parte “non-classica” della dinamica risulta, invece876

(si veda ad esempio [20, 11, 8] per risultati metodologicamente simili),877

yint
a = yext

a , (5.3.16a)
Y ν = Zν . (5.3.16b)

5.4 Dissipazione878

5.4.1 Forma locale della dissipazione879

Risolte le equazioni del moto ci resta da studiare la dissipazione. Assegniamo ad ogni co-880

stituente della miscela la propria energia libera di Helmhotz ρakψak. Ne segue che l’energia881

libera di Helmhotz dell’intera miscela è ρψ :=
∑
k

∑
a ρakψak. Nel caso isotermo scriviamo882

la disuguaglianza della dissipazione come [8]883 ∫
Vt

D = − d
dt

∫
Vt

ρψ + Pnet
st + Pnet

n-st +
∫
∂Vt

qψ · n ≥ 0 , (5.4.1)

dove Vt è una parte di Bt, la derivata nel tempo a secondo membro viene fatta rispetto alla884

velocità della miscela v, Pnet
st e Pnet

n-st sono date da [8] (si veda anche [20] per la definizione885

di “net working” per il caso monofasico)886

Pnet
st =

∫
Vt

{∑
k

∑
a

ρakbak · vak
}

+
∫
∂Vt

∑
k

∑
a

T ak n · vak (5.4.2a)

Pnet
n-st =

∫
Vt

{∑
a

yext
a κ̇a +Zν : L̃K

}
, (5.4.2b)

e sono rispettivamente le potenze nette “classiche” e “non-classiche” [20, 10], e qψ è definito887

come [8]888

qψ = −
{∑

k

∑
a

ρakψakuak + ρsψsus + ρ`ψ`u`

}
, (5.4.3)

ed è detto in [8] “pseudo-flusso di energia”. Quindi, la (5.4.1) diviene889 ∫
Vt

D =− d
dt

∫
Vt

ρψ +
∫
Vt

∑
k

∑
a

ρakbak · vak +
∫
∂Vt

∑
k

∑
a

T ak n · vak
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+
∫
Vt

∑
a

yexta κ̇a +Zν : L̃K +
∫
∂Vt

qψ · n ≥ 0. (5.4.4)

Dopo alcuni calcoli riportati in [8], giungiamo a890

D̃ = D̃
(1)
I + D̃

(1)
II + D̃

(1)
III ≥ 0 (5.4.5)

Il focus di questo lavoro non è riportare i calcoli della dissipazione, svolti in [8], ma concen-891

trarsi sul terzo termine a secondo membro della (5.5.1).892

D̃
(1)
III =FT

e

(
ρs
∂ψs
∂Fe

)
: K̇K−1 +

∑
a

yint
a κ̇a + Y ν : L̃K +

∑
a

ρasras(µa` − µas)

=FT
e

(
ρs
∂ψs
∂Fe

)
: K̇K−1 +

∑
a

yint
a κa︸ ︷︷ ︸
:= zint

a

ωasras + Y ν : L̃K

+
∑
a

ρasras(µa` − µas) ≥ 0, (5.4.6)

in cui abbiamo sostituito la relazione (5.4.8).893

Ricordando che LK = K̇K−1 = 1
3(trLK)I + L̃K , la (5.4.6) diventa894

D̃
(1)
III =1

3tr
[
FT

e

(
ρs
∂ψs
∂Fe

)]
trLK + dev

[
FT

e

(
ρs
∂ψs
∂Fe

)]
: L̃K

+
∑
a

zint
a ωasras + Y ν : L̃K +

∑
a

ρasras(µa` − µas)

=1
3tr
[
FT

e

(
ρs
∂ψs
∂Fe

)]∑
a

ωasras

+
∑
a

ρasras

(
ωas
ρas

zint
a + (µa` − µas)

)
+
{

dev
[
FT

e

(
ρs
∂ψs
∂Fe

)]
+ Y ν

}
: L̃K

=
∑
a

ras

{
ξint
a + ρas(µa` − µas) + 1

3 ωastr
[
FT

e

(
ρs
∂ψs
∂Fe

)]}

+
{

dev
[
FT

e

(
ρs
∂ψs
∂Fe

)]
+ Y ν

}
: L̃K ≥ 0 . (5.4.7)

con ξint
a = ωasz

int
a .895

Possiamo pensare la forza generalizzata ξint
a come somma di un contributo dissipativo e896

un contributo non dissipativo. In virtù di questo scriviamo,897

ξint,d
a = ξint

a +
{
ρas(µa` − µas) + 1

3ωastr
[
FT

e

(
ρs
∂ψs
∂Fe

)]}
, ∀a = 1 : N, (5.4.8)

cosicché la (5.4.7) diventa898

D̃
(1)
III =

∑
a

ras ξ
int,d
a +

{
dev

[
FT

e

(
ρs
∂ψs
∂Fe

)]
+ Y ν

}
: L̃K ≥ 0. (5.4.9)

Arrivati a questo punto, per semplicità, ipotizziamo899

ξint,d
a = 1

fa
ωasras ⇒ ωasras = faξint,d

a con fa > 0. (5.4.10)

Di conseguenza ξint,d
a non può essere determinata costitutivamente se fa = 0 (questo ricorda900

un po’ i fenomeni di soglia). Quindi otteniamo901

rs =
∑
a

fa
{
ξext
a + ρas(µa` − µas) + 1

3ωastr
[
FT

e

(
ρs
∂ψs
∂Fe

)]}
, (5.4.11)

ricordando che per la (5.3.16a) ξint
a = ξext

a .902
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5.5 Considerazioni sui trasferimenti di massa903

La (5.4.10) si può riscrivere come904

ωasras = faξint,d
a . (5.5.1)

Se ωas = 0 allora ξint,d
a = 0, mentre, se ωas /= 0, allora poniamo zint,d

a := ξint,d
a

ωas
. Così facendo905

possiamo continuare con due approcci diversi.906

907

Primo approccio908

Il primo consiste nello riscrivere il tasso di scambio tra i costituenti come909

ras = fa zint,d
a , (5.5.2)

in cui fa può essere identificato con una funzione di uno sforzo “efficace” ℘a che dà luogo910

ad un effetto di modulazione della crescita noto come meccanotrasduzione [9, 39, 33], ossia911

fa = fa0

[
1− δ1〈℘a〉+

δ2 + 〈℘a〉+

]
=


fa0, se ℘a ≤ 0,

fa0

[
1− δ1℘a

δ2 + ℘a

]
, se ℘a > 0,

(5.5.3)

dove δ1 ∈ [0,1] e δ2 > 0 sono parametri costanti, ℘a può essere definito ad esempio come912

℘a := −1
3ωastr

[
FT

e

(
ρs
∂ψs
∂Fe

)]
, (5.5.4)

e fa0 è un parametro che ha le dimensioni di 1/(tempo · sforzo). Si noti che il parametro δ2913

ha le dimensioni di uno sforzo caratteristico.914

Inoltre, assegniamo zint,d
a come915

zint,d
a := ωaszac

〈
ωa` − ωcr

a`

ωenv
a − ωcr

a`

〉
+

1− φs
φ`0

φs, (5.5.5)

dove ωcr
a` è un valore critico del costituente a-esimo nella fase solida, ωenv

a è il valore del916

costituente a-esimo nell’ambiente in cui la miscela è immersa e zac è un valore di riferimento917

per questa forza dissipativa che ha le dimensioni di uno sforzo. φ`0 è un valore di riferimento918

per la frazione di volume del fluido.919

Mettendo assieme i risultati, otteniamo così920

ras = zacfa0

〈
ωa` − ωcr

a`

ωenv
a − ωcr

a`

〉
+

[
1− δ1〈℘a〉+

δ2 + 〈℘a〉+

]
1− φs
φ`0

φs, (5.5.6)

e osserviamo che il prodotto zacfa0 può essere identificato con il parametro che definisce921

simili termini di sorgente o pozzo di massa in altri modelli di crescita.922

Il secondo membro della (5.5.6) definisce completamente ras e pertanto può essere923

impiegato per determinare κa tramite l’equazione924

κ̇a
κa

= ωaszacfa0

〈
ωa` − ωcr

a`

ωenv
a − ωcr

a`

〉
+

[
1− δ1〈℘a〉+

δ2 + 〈℘a〉+

]
1− φs
φ`0

φs. (5.5.7)

Dopo aver calcolato il tasso ras, possiamo giungere all’espressione di ξext
a , calcolandola come925

ξext
a = ξint,d

a −
{
ρas(µa` − µas) + 1

3ωastr
[
FT

e

(
ρs
∂ψs
∂Fe

)]}
, ∀a = 1 : N. (5.5.8)
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Secondo approccio926

Un altro modo di procedere è quello di scrivere la (5.4.11) come927

ωasras
fa

= ξext
a + ρas(µa` − µas) + 1

3ωastr
[
FT

e

(
ρs
∂ψs
∂Fe

)]
, (5.5.9)

o, ricordando che vale la (5.4.8), nella ulteriore forma928

1
fa

κ̇a
κa

= ξext
a + ρas(µa` − µas) + 1

3ωastr
[
FT

e

(
ρs
∂ψs
∂Fe

)]
. (5.5.10)

dove fa è ancora dato dalla (5.5.3). Così facendo, assegnando ξext
a , ricaviamo κa e quindi929

ras.930

Nella teoria classica delle miscele, in cui non figurano né ξext
a né −℘a, l’equilibrio chimico,931

per cui si ha ras = 0, per ogni a = 1 : N , si ottiene quando µa` = µas, per ogni a = 1 : N .932

Nello studio effettuato in questa sede, invece, il generico termine ras è nullo quando si ha933

1
ρas

ξext
a + (µa` − µas) + 1

3tr
[
FT

e

(∂ψs
∂Fe

)]
= 0. (5.5.11)

Come detto in [8], si apre uno “iato nello spettro dei potenziali chimici”. Quindi, la condi-934

zione di equilibrio di Gibbs (si veda, ad esempio, [53]) è generalizzata. Tuttavia, possiamo935

ripristinarla ponendo936

1
ρas

ξext
a = −1

3tr
[
FT

e

(∂ψs
∂Fe

)]
. (5.5.12)

Il risultato in (5.5.12), già presente in [8], è però stato ottenuto qui in un modo più generale937

e più coerente dal punto di vista metodologico con la teoria seguita in [8] e ripresa ed estesa938

in questa tesi.939
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Capitolo 6940

Conclusioni941

In questo ultimo capitolo, vogliamo riassumere i principali risultati di questo lavoro. Parte942

di tali conclusioni sono tratte e riadattate da [15].943

6.1 Crescita nei modelli monofasici944

L’obiettivo principale del lavoro di tesi è stato l’osservazione dell’evoluzione di un ipotetico945

ed idealizzato tessuto tumorale, in un arco di tempo pari a venti giorni. Tale studio è stato946

condotto formulando due “modelli” distinti di un unico modello generale, denominati M1 e947

M2, ed individuati sulla base dell’espressione assegnata alla forza esterna generalizzata Z,948

introdotta nell’ambito della teoria della crescita (e, più in generale, dei processi anelastici)949

originariamente proposta in [10] e successivamente elaborata in [15]. I modelli matematici,950

descritti in dettaglio nei Capitoli 3 e 4, sono stati ottenuti prescrivendo di volta in volta951

per Z una forma funzionale in grado, secondo il nostro attuale livello di comprensione della952

fenomenologia, di indurre una espressione di Γg (si veda la Equazione (3.1.3)) fisicamente953

accettabile per descrivere il ruolo della meccanica del tumore sulla sorgente di massa che954

descrive il processo di crescita.955

In particolare, nel modello M1,Z è stata scelta in modo tale che, proiettando la equazione956

per l’evoluzione del tensore di crescita (ossia la Equazione (3.5.2d)), sullo spazio dei tensori957

del secondo ordine isotropi, si ottenesse l’identità958

Γg ≡ tr(K−1K̇) = kc

aν + 2bν
Γ, (6.1.1)

mentre, per contemplare anche la presenza di una eventuale parte deviatorica di tale evolu-959

zione, è stato introdotto il tensore costante e deviatorico T (si veda la Equazione (3.5.3)).960

Ciò ci ha permesso di trarre tre conclusioni:961

• Come anticipato in [14], la sorgente di massa Γg può essere determinata assegnando la962

funzione Γ, che lega Z alla presenza di agenti chimici capaci di innescare o “spegnere”963

la crescita tumorale, dando così aZ il significato fisico di una forza meccanica attivabile964

dalla chimica del tumore, ed eventualmente modulabile dalla distribuzione di sforzo965

nel tumore stesso, secondo quanto indicato nella espressione (3.5.6).966

• Ricordando che la Equazione (3.5.6) è stata proposta in [9] sulla base di evidenze967

fenomenologiche, ed è stata posta uguale al termine volumetrico dell’evoluzione di K,968

ossia a tr(K−1K̇), con un’opportuna scelta del parametro kc, ossia ponendo kc =969

aν + 2bν , è possibile realizzare l’identità tr(K−1K̇) = Γ [15].970
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• La parte deviatorica del tensore K−1K̇ è interamente dovuta a T .971

Il modello M1, per le ragioni appena delineate, pur riuscendo a riprodurre un risultato972

sperimentalmente noto, è, a nostro modo di vedere, eccessivamente artificiale.973

Nel modello M2, la scelta di Z è tale da non sopprimere la componente volumetrica del974

tensore di Eshelby, che quindi contribuisce ad ottenere evoluzioni diverse per il tensore di975

deformazioni anelastiche K (si veda la Equazione (3.5.5)). Di conseguenza, la sorgente di976

massa Γg risulta essere definita dalla identità977

Γg ≡ trK−1K̇ = −J
−1
K [trH ] + kcΓ
aν + 2bν

. (6.1.2)

Anche in questo caso, è possibile trarre le seguenti conclusioni:978

• Benché Γg possa essere individuata assegnando Γ, essa, adesso, non è identificabile con979

Γ tramite un’opportuna scelta di kc, poiché interviene la parte volumetrica del tensore980

di Eshelby che rappresenta un’ulteriore azione meccanica su Γg.981

• L’equazione per la parte deviatorica di K−1K̇ ha la medesima struttura di quella del982

modello M1.983

Tramite il software COMSOL Multiphysics versione 5.3a, abbiamo analizzato dapprima984

il comportamento dello spostamento assiale u al variare del tempo. Esso è una funzione985

crescente sia del tempo che dello spazio e risulta essere influenzato in maniera considerevole986

dalla distribuzione dei nutrienti. Inoltre, nel modello M2 abbiamo riscontrato uno sposta-987

mento dieci volte maggiore rispetto a quello prevista dal modello M1. Analoghi risultati988

sono stati ottenuti analizzando le componenti del tensore di crescita. In questo caso, per989

la componente assiale del tensore di crescita, l’aumento in tempo della distribuzione dei990

nutrienti provoca una intensificazione delle distorsioni anelastiche associate alla crescita al991

variare del tempo. La componente circonferenziale, invece, nel modello M1 risulta mino-992

re di uno (il che è spiegabile con il fatto che il tensore K deve rispettare la condizione993

tr(K−1K̇) = kc
aν+2bν Γ), mentre raggiunge valori anche maggiori di uno nel modello M2.994

Per quanto riguarda l’uguaglianza tra tr(K−1K̇) e Γ, ribadiamo che essa è verificata nel995

modello M1, mentre il comportamento di queste due grandezze è palesemente diverso nel996

modello M2 a causa della presenza della parte volumetrica di H nella Equazione (4.3.7a)997

(ripetuta in (6.1.2), per comodità).998

6.2 Crescita nel modello bifasico a molti costituenti999

L’obiettivo di questa parte della tesi, che ne costituisce il Capitolo 5, è stato la revisione1000

critica di alcuni dei risultati ottenuti in [8] e, in particolare, l’impiego del Principio delle1001

Potenze Virtuali e della disuguaglianza della dissipazione come strumenti di base per la1002

descrizione della crescita, intesa come l’esito del trasferimento dei costituenti del tessuto1003

dalla sua fase fluida a quella solida. Al fine di focalizzarci sugli aspetti essenziali della1004

revisione condotta, abbiamo considerato una versione semplificata del modello presentato1005

in [8], in cui il tessuto studiato è fibro-rinforzato e più meccanismi di crescita sono messi in1006

conto. In tal senso, le principali semplificazioni adottate sono state l’ipotesi che il tessuto1007

in esame fosse isotropo e la identificazione della crescita con il processo di trasferimento di1008

massa da una fase all’altra. Come in [8], però, il rimodellamento del tessuto è stato preso1009

in considerazione e attribuito alla parte isocora del tensore K−1K̇.1010

Il risultato ottenuto in questo lavoro è analogo a quello presente in [8], ma è più generale.1011

In particolare, usando due diversi approcci, giungiamo ad una condizione generalizzata1012
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dell’equilibrio di Gibbs [53], che dipende da forze esterne generalizzate, introdotte come1013

enti duali ad altrettante velocità generalizzate κ̇a, per a = 1 : N , ciascuna delle quali1014

è legata al tasso di trasferimento di massa del costituente a-esimo, ossia ras, attraverso la1015

relazione κ̇a/κa = ωasras. Tali forze esterne che, possono essere selezionate così da riprodurre1016

la fenomenologia da descrivere, fanno sì che, una volta “spente”, si ricada nella teoria limite1017

che già conosciamo [8]. Secondo il nostro livello di comprensione, ciò è possibile perché le1018

forze esterne considerate forniscono al modello grande flessibilità, potendo essere pensate,1019

ad esempio, come la traduzione in azione meccanica di interazioni del tessuto con il mondo1020

esterno altrimenti non direttamente esprimibili come forze nel senso usuale del termine.1021

Ad esempio, una delle forze esterne generalizzate del nostro modello può rappresentare1022

l’azione di un farmaco che inibisce o agevola la crescita. Se una simile forza generalizzata1023

bilancia la somma tra lo sforzo meccanico e la differenza tra i potenziali chimici di un dato1024

costituente (tale differenza, nella teoria classica delle miscele, governa gli scambi di massa1025

da un costituente della miscela ad un altro) [53, 8], allora si raggiunge l’equilibrio chimico,1026

il che può essere preso come uno dei criteri possibili per disattivare la crescita.1027
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