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Sommario

La presente Tesi si articola in quattro Capitoli.

Il primo Capitolo descrive il problema fisiologico di cui la Tesi ¢ oggetto, ossia la propaga-
zione del potenziale di membrana nelle cellule nervose, e fornisce la motivazione a supporto
delle scelte che hanno condotto alla stesura dei modelli di seguito riportati. In particolare,
dopo una breve descrizione della fisiologia di un neurone del sistema nervoso centrale, pre-
sentiamo i principali processi che determinano la propagazione del potenziale di membrana
attraverso la membrana cellulare.

1l secondo Capitolo ¢ costituito da due parti. Nella prima si presenta il modello che use-
remo come base per la formulazione delle nostre elaborazioni, ossia il modello di Poisson-
Nernst-Planck (Modello PNP) nella versione di Ellingsrud et al. del 2020 (Ellingsrud, A. J.,
et al.: “Finite element simulation of ionic electrodiffusion in cellular geometries.” Frontiers in
neuroinformatics 14 (2020) 1-18). In aggiunta alla scrittura del problema fisico-matematico
che riassume il Modello PNP, riportiamo i risultati di alcune simulazioni numeriche, ottenute
con il software COMSOL Multiphysics™ 5.3a. A partire da queste, intendiamo effettua-
re la simulazione degli altri modelli da noi proposti in questa sede. Nella seconda parte
del Capitolo, al solo scopo di mostrare come la fisica del problema in esame possa essere
racchiusa anche in un modello molto semplificato, risolviamo in MatLab® una versione ri-
dotta e monodimensionale del Modello PNP. Un aspetto formale di rilievo e che il modello
monodimensionale puo essere ottenuto variazionalmente, definendo la “Lagrangiana” della
cellula.

Il terzo Capitolo consiste nella formulazione frazionaria del modello PNP. La motiva-
zione per un approccio frazionario risiede nella complessita strutturale e geometrica degli
assoni e delle loro ramificazioni ed interazioni reciproche, che puo dar luogo a comporta-
menti non-locali della elettro-fisiologia delle cellule nervose. Questo approccio & basato sulla
riscrittura della trattazione di Tarasov del 2008 delle Equazioni di Maxwell Frazionarie
(Tarasov, V. E.: “Fractional vector calculus and fractional Maxwell’s equations.” Annals
of Physics 323 (2008) 2756-2778) e su un adattamento di tale trattazione ai nostri scopi.
Il Capitolo prosegue, quindi, con la presentazione della versione frazionaria del Modello
PNP (Ramirez-Torres, A., Napoli, V., Grillo, A.: In preparazione (2021)). Le simulazioni
numeriche relative a tale modello sono, attualmente, uno dei nostri principali argomenti
di ricerca. Esse hanno I'obiettivo di comprendere se, al variare dell’ordine di frazionarieta
del modello, ¢ possibile descrivere un eventuale danneggiamento degli assoni, come avviene
nelle patologie demielinizzanti.

I quarto Capitolo consiste nella formulazione frattale del modello PNP (Ramirez-Torres,
A., Napoli, V., Grillo, A.: In preparazione (2021)). In questo contesto riscriviamo le Equa-
zioni di Maxwell per tener conto della transizione dalla misura classica di Lebesgue a quella
frattale (Tarasov, V. E.: “Electromagnetic field of fractal distribution of charged particles.”
Physics of plasmas 12 (2005) 082106-1-9). Come per il caso frazionario, I'approccio ¢ mo-
tivato dalla complessita geometrica degli “alberi” costituiti dalle fibre nervose, che mostra
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dimensione frattale, come suggerito da alcuni studi (Smith, J. H., et al.: “How neurons ex-
ploit fractal geometry to optimize their network connectivity.” Scientific reports 11 (2021)
1-13).

Gli argomenti affrontati in questa Tesi fanno parte di una linea di ricerca attualmente
seguita dal sottoscritto, da Ariel Ramirez-Torres e da Alfio Grillo, e i cui prodotti, di seguito
riportati, costituiscono parte dei risultati preliminari ottenuti per il manoscritto

Ramirez-Torres, A., Napoli, V., Grillo, A.: “Fractional versus fractal formulation
of the Poisson-Nernst-Plack model for the propagation of the membrane potential
in neurons”. In preparazione (2021),

(la lista degli autori e il titolo sono provvisori),

da sottoporre a una rivista scientifica di settore.
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Capitolo 1

Fisiologia delle fibre nervose

L’intero sistema nervoso dei mammiferi puo essere studiato partendo dalla sua unita funzio-
nale cioe il neurone o cellula neuronale, questa & delimitata da una membrana cellulare che
consta di due componenti. La prima componente di struttura della membrana e uno strato
lipidico formato da molecole che presentano una zona polare detta “testa” e da una apolare
detta “coda”. Tali catene sono organizzate a formare un doppio strato in cui le code apolari
sono “impacchettate” verticalmente a formare una membrana sottile che rivolge verso I'e-
sterno la parte polare delle molecole [28]. L’altra componente strutturale della membrana
cellulare ¢ formata da diversi complessi peptidici, senza i quali la membrana risulterebbe
elettricamente isolante. Le proteine di membrana possono essere classificate in base al loro
posizionamento nello strato lipidico e si distinguono in intrinseche, se attraversano 'intera
membrana, ed estrinseche, se sono attaccate debolmente ad essa [28].

In un neurone, tutti gli organuli responsabili dell’attivita metabolica e dell’elaborazione
dei segnali sono raggruppati nel soma che & la parte volumetricamente piu estesa del corpo
cellulare [21]. Durante la fase di neurogenesi, dal corpo cellulare si staccano diversi prolun-
gamenti citoplasmatici che costituiscono le vie afferenti ed efferente dalla cellula stessa. Nel
primo caso abbiamo una complessa e densa catena di ramificazioni chiamata albero dendri-
tico, invece, I'unica via efferente e costituita dall’assone, che e la ramificazione piu lunga.
Tale struttura ha la funzione di trasmettere il segnale nervoso verso le sinapsi fromate dal
neurone con altre cellule e, nella maggior parte dei casi, & la parte piu estesa in lunghezza
della cellula nervosa [21].

Nel sistema nervoso, i neuroni possono essere classificati in base alla loro struttura ed
in base alla loro funzione. Nel caso di classificazione strutturale distinguiamo i neuroni
unipolari, con un unico prolungamento che si dirama a T a formare un dendrite e un
assone, bipolari, con due prolungamenti, un dendrite ed un assone, e multipolari, con diversi
prolungamenti dendritici ed un unico assone [21]. Per la classificazione funzionale, invece,
distinguiamo i neuroni sensitivi, i neuroni motori e gli interneuroni. I primi sono delle vie
afferenti al sistema nervoso centrale e i secondi costituiscono le vie effereti. Gli interneuroni,
invece, hanno la funzione di agevolare la comunicazione tra neuroni sensitivi e motoneuroni
oltre che quella di richiamare, elaborare e memorizzare informazioni [21].

1.1 Richiami sulla elettro-fisiologia dei neuroni

Tutto il materiale riportato in questa Sezione ¢ riadattato da [28].

La cellula nervosa trasporta ed elabora informazioni attraverso un segnale elettro-chimico,
cioe una differenza di potenziale elettrico ai capi della membrana cellulare, detta potenzia-
le di membrana, V', che puo percorre il neurone in tutta la sua lunghezza. Il potenziale
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Fisiologia delle fibre nervose

di membrana e determinato dalla diversa concentrazione delle specie ioniche disciolte nei
fluidi intra- ed extra-cellulare. Distinguiamo due tipi di trasporto ionico attraverso una
membrana biologica: il trasporto passivo, per cui gli ioni si muovono nella direzione del
gradiente di concentrazione, e il trasporto attivo, cioe il movimento degli ioni in direzione
opposta al gradiente di concentrazione [28]. Il passaggio delle specie ioniche attraverso la
membrana avviene tramite dei canali selettivi ai singoli ioni che sono composti, principal-
mente, da complessi proteici formati da proteine intrinseche. La conduzione di un segnale
elettro-chimico lungo un prolungamento della cellula nervosa, sia esso un dendrita oppure
un assone, avviene seguendo il trasporto passivo. Il processo di trasporto attivo, invece,
riporta il potenziale di membrana al potenziale di riposo, Vg, e avviene tramite delle pompe
biologiche che ricavano energia dalla lisi di molecole di ATP [28].

.. . . . e . i . .. N
Data una specie ionica k avete concentrazioni esterna cé ) ed interna c,(c) differenti, si avra

un potenziale chimico vy che determina il flusso ionico della specie attraverso la membrana
I ,gwmc). La corrente I che attraversa
ionic)

cellulare e tale flusso definisce una corrente ionica

la membrana sara in relazione diretta sia con le correnti ioniche 1 ,E sia con un termine
capacitivo determinato dalla parte fosfo-lipidica della membrana. In particolare, i termini di
corrente ionica sono in relazione con il salto tra il potenziale di membrana ed il potenziale
di Nernst, Ej, dipendente dal rapporto tra le concentrazioni c,(f) e c,(;). A tal proposito,
riportiamo cio che Scott afferma’ in [28]:

“Ogni specie ionica appare nella membrana come una batteria di voltaggio Ey,
con capo positivo diretto nella direzione di concentrazione decrescente per gli ioni
con carica positiva.”

Con cio, ¢ possibile schematizzare 1’azione di uno ione nella elettro-fisiologia di una cellula
nervosa con il ramo di un circuito equivalente che presenta una conduttanza Gy, eventual-
mente dipendente da V' ed un generatore di tensione, Fj. Cio detto, un circuito equivalente
della elettro-fisiologia della membrana cellulare sara dato da n rami “conduttivi”, uno per
ogni singola specie ionica, montati in parallelo su una maglia esterna “capacitiva” che pre-
senta un condensatore di capacita C. La maglia capacitiva del circuito equivalente ¢ relativa
alle correnti di spostamento determinate dalla capacita della membrana [28].

Le specie ioniche che hanno un ruolo fondamentale nella conduzione di un potenziale
di membrana sono il sodio, con concentrazione maggiore all’esterno, il potassio, con con-
centrazione maggiore all'interno, e il cloro. In particolare, la concentrazione del sodio e del
potassio evolvono con delle conduttanze Gy,+ € G+ dipendenti dal potenziale di membra-
na in maniera fortemente non lineare. La variazione delle conduttanze relative al sodio ed
al potassio & determinata da un processo di rimodellamento cui vanno incontro le proteine
che formano le porte nei canali presenti nella membrana selettivi agli ioni. Dal punto di
vista fenomenologico, se una cellula con Vg negativo subisce una depolarizzazione imposta
dall’esterno, ad esempio a causa di una variazione di potenziale determinata da una sinapsi,
G o+ aumenta repentinamente permettendo al sodio di permeare all’interno. Cio determina
una ulteriore depolarizzazione della cellula, istaurado un ciclo a feedback positivo. Raggiun-
to un valore di picco, G4+ si riduce a causa della chiusura di alcune porte nei canali ionici
del sodio e G+ aumenta. Cio ¢ determinato dall’apertura delle porte del potassio. Gli ioni
K™ entrano nella cellula favorendone la polarizzazione fino a valori di V inferiori a V.
La cellula, iperpolarizzata, ricostituisce il potenziale di riposo a seguito della chiusura dei
canali del potassio. Tale processo, data la depolarizzazione iniziale, avviene rapidamente.

1Si noti che il seguente testo virgolettato & una traduzione dell’autore della tesi.
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1.2 — Motivazione alla base della Teoria Frattale e Frazionaria [29]

L’andamento del potenziale di membrana su tutta la membrana cellulare permette la pro-
pagazione del segnale nervoso come un’onda viaggiante. La risposta della cellula nervosa ad
uno stimolo esterno, come dimostrano gli esperimenti condotti da Hodgkin & Huxley [15],
¢ fortemente dipendente dall’entita dello stimolo stesso .

In alcuni tipi di neuroni la membrana cellulare e ricoperta da una guaina di mielina che
rende la membrana elettricamente isolante. La mielina si organizza in strutture ricorsive
di lunghezza limitata sulla membrana lasciando scoperti solo delle piccole porzioni dette
nodi di Ranvier. Nei neuroni mielinizzati la conduzione dell’impulso nervoso avviene solo a
livello dei nodi di Ranvier che, ricoprendo solo una piccola parte della membrana cellulare,
rendono la propagazione dell’impulso piu veloce rispetto ai neuroni non mielinizzati.

La fenomenologia appena descritta deriva dagli esperimenti condotti sull’assone gigante
del calamaro condotti da Hodgkin, Huxley e Katz [15] negli anni cinquanta ed ha portato
alla stesura del modello di Hodgkin&Huxley che sara oggetto di studio del Capitolo 2.

1.2 Motivazione alla base della Teoria Frattale e Fra-
zionaria [29]

Lo studio della conduzione del segnale elettro-chimico lungo i neuroni ¢ stato trattato nella
Sezione 1.1 dal punto di vista locale, qui c¢i occupiamo di comprendere come la geometria
e l'estensione di una cellula nervosa sono determinanti nella conduzione del potenziale di
membrana.

Sin da subito, diciamo che, dal momento che i fasci nervosi costituiscono I'intero sistema
di cablaggio dell’organismo, lo studio della complessita geometrica e strutturale dei neuroni
¢ di fondamentale importanza [28]. E necessario, dunque, comprendere come sia gli assoni
sia i dendriti si diramano e formano delle giunzioni con altre cellule nel sistema nervoso.
La comunita scientifica gia negli anni ottanta ha osservato che molti sistemi nell’organismo
animale hanno comportamenti frattali, sia dal punto di vista anatomico che fisiologico. Un
esempio cardine in questo ambito riguarda il sistema nervoso e quindi i neuroni. Si puo
affermare, infatti, che le cellule neuronali possono essere descritte tramite un processo di
neurogenesi che porta a geometrie non-Euclidee e quindi frattali. Inoltre, la risposta nervosa
ad un impulso esterno segue processi fisiologici il cui otput e caratterizzato da frattalita
temporale [33].

Seguendo quanto riportato in [29], possiamo affermare che la neurogenesi di un albero
assonico o dendritico e caratterizzata da due fenomeni, cioe:

o 11 branching o biforcazione che porta alla formazione delle diverse branche del neurone.
Questo fenomeno viene descritto dal parametro ¢, definito come I’angolo formato dalle
due branche nel punto di biforcazione;

e L’arricciamento per cui si ha la curvatura dell’asse del neurone. In questo caso defi-
niamo il parametro di arricciamento 6, come I'angolo formato tra le direzioni delle due
branche successive;

Sia il fenomeno di arricciamento sia il fenomeno di branching possono essere ulteriormente
descritti da un parametro che ¢ la lunghezza, L, che intercorre tra due braching oppure tra
due arricciamenti consecutivi.

I tre parametri appena descritti sono quelli che, come riportato in [29], hanno un ruolo
fondamentale nella definizione della connettivita della cellula, inoltre, € complicato compren-
dere come questi influenzano lefficienza della cellula indipendentemente [29]. La connettivita
¢ un discrimine nel processo di ottimizzazione dettato dall’omeostasi neuronale e porta alla
formazione di strutture autosimilari caratterizzate da dimensione frattale e, dunque, alla
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presenza di fenomeni non-locali nelle attivita fisiologiche della cellula [29, 33]. Tale afferma-
zione trova riscontro sperimentale in [29]. Infatti, utilizzando la tecnica del boz-counting sui
neuroni corticali dei ratti, si ricava un valore della dimensione della geometria del neurone
che, nonostante localmente sia assimilabile ad un cavo, mostra dimesione globale D supe-
riore a 1. Questo parametro, che & dipendente da ¢, 8 e L, costituisce il valore ottimo del
processo omeostatico mensionato sopra. Inoltre, essendo D non intero, giustifica la necessita
di modelli matematici che, tramite il Calcolo Frazionario e le misure frattali, tengano conto
degli aspetti non-locali indotti dalla geometria frattale della cellula nervosa per simulare la
conduzione del potenziale di membrana [33].
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Capitolo 2

Il modello matematico di base

2.1 Introduzione

In questo Capitolo, rivisitiamo alcuni degli aspetti piu salienti del modello di Ellingsrud et
al. (2020) [10], che modifichiamo lievemente secondo le nostre esigenze. Nel far cio, oltre
ad evidenziare le differenze del nostro approccio, confrontiamo il modello presentato con
alcuni altri modelli disponibili nella letteratura di settore, come, ad esempio, quelli discussi
in [35, 34, 36, 30, 5].

Il materiale contenuto in questo Capitolo ¢ basato su [24].

2.2 Forma integrale e forma locale delle Equazioni di
Maxwell

Il punto di partenza di questo lavoro ¢ dato dalle Equazioni di Maxwell. Queste sono di
seguito riportate nella forma che esse assumono nella materia [19, 20, 22, 18, 11], in una
regione di spazio fissa e contenuta interamente nel materiale considerato, e sotto I'ipotesi che
il materiale sia in quiete nel sistema di riferimento scelto. Nella formulazione pit generale,
ma ristretta al probema in esame, le Equazioni di Maxwell sono presentate in forma integrale
e sono date da

E~Tds:—d/ B - nda, (2.2.1a)
)3 dt b

B -nda=0, (2.2.1b)
00

d

H~Tds:/J-nda+—/D-nda, (2.2.1c)
)3 P dt »

D‘nda:/ o dv. (2.2.1d)
00 Q

Le Equazioni (2.2.1a)—(2.2.1d) sono scritte in termini del campo elettrico E, del campo di
induzione magnetica B, del campo magnetico H, della densita di corrente J, del campo
di induzione elettrica D, e della densita volumetrica delle cariche libere, pf. In questa
sede, si suppone che la densita di corrente J sia costituita da un termine generato dal
moto relativo delle cariche elettriche rispetto al moto del mezzo considerato e da eventuali
densita di corrente di conduzione e/o imposte. Inoltre, nelle Equazioni (2.2.1a)—(2.2.1d),
() & un insieme aperto e connesso, che rappresenta la regione fissa di spazio contenuta nel
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corpo considerato e il cui bordo ¢ dato dalla superficie chiusa 9€2; ¥ ¢ una superficie aperta,
anch’essa fissa e contenuta nel corpo in studio, e il cui bordo ¢ costituito dalla curva chiusa
e regolare 0X; T ¢ il campo di versori tangenti alla curva 9%, mentre n ¢ il campo di versori
normali a una superficie data, che, nel contesto in esame, puo essere ¥ o J€). Infine, “ds”,
“da” e “dv” rappresentano, rispettivamente, misure “classiche” di linea, area e volume, come
la misura di Riemann o di Lebesgue.

Poiché ¥ ¢ fissa e le Equazioni di Maxwell sono scritte in un mezzo in quiete, il teorema
di Reylonds per le superici permette di concludere che le derivate temporali degli integrali
su ¥ nelle Equazioni (2.2.1a) e (2.2.1c) siano date da

d/ B~nda:/8tB-nda, (2.2.2a)
dt Jx b
d/ D-nda:/ﬁtD-nda. (2.2.2b)
dt Jx )

Per una generalizzazione delle derivate temporali di integrali superficiali, si rimanda a [6].

Sostituendo i risultati (2.2.2a) e (2.2.2b) nelle Equazioni (2.2.1a) e (2.2.1c), applicando
il Teorema Stokes agli integrali su 0% in tali equazioni e il Teorema di Gauss agli integrali
su 0N nelle Equazioni (2.2.1b) e (2.2.1d), si ottiene

/(curlE) -nda = —/ 0B -nda, (2.2.3a)

) 2

/ divBdv =0, (2.2.3b)
Q

/(curlH) -nda :/ J - nda+/ oD - nda, (2.2.3c)
) s b

/ divDdv = / ordv. (2.2.3d)
Q Q

Infine, localizzando le Equazioni (2.2.3a)—(2.2.3d), si giunge alla forma locale delle Equazioni
di Maxwell:

curlE = —0,B, (2.2.4a)
divB =0, (2.2.4b)
curlH = J + 0, D, (2.2.4¢)
divD = o. (2.2.4d)

2.3 Rivisitazione del modello di Ellingsrud et al. [10]

In questa Sezione, riportiamo i risultati di Ellingsrud et al. [10] che sono piu rilevanti per il
nostro lavoro.

2.3.1 Le Equazioni di Maxwell per il problema studiato

L’Elettrodinamica delle cellule nervose & solitamente studiata nel limite in cui il campo
di induzione magnetica, B, varia nel tempo cosi debolmente da rendere trascurabile la
derivata parziale 0; B nella Equazione di Maxwell curlE = —0; B [10, 34]. Di conseguenza,
le Equazioni di Maxwell assumono la forma

curl E = 0, (2.3.1a)
divB = 0, (2.3.1b)
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curl H = J + 0,D, (2.3.1c)
divD = gr. (2.3.1d)

Tutte le grandezze coinvolte nelle (2.3.1a)—(2.3.1d) sono riferite ad una generica regione
Z C . dello spazio Euclideo tridimensionale, .#, identificabile o con lo spazio intra-cellulare
o con lo spazio extra-cellulare della cellula nervosa, indicate, rispettivamente, con Q0 e Q(©),
Qui e nel seguito, Z & un aperto connesso di ..

Quando ci addentreremo nel modello matematico speciefico, dovremo precisare se una
data grandezza fisica f, che puo essere scalare, vettoriale o tensoriale, & definita in QW o in
Q©) e per questo adotteremo la notazione fW := flaw © e = fiae - In questa Sezione,
pero, per snellire la presentazione dei risultati, omettiamo di scrivere esplicitamente a quale
porzione di spazio i campi considerati sono ristretti. Inoltre, ipotizziamo che tutti i campi
considerati sono di classe C? sulla regione di spazio in cui sono definiti o ristretti.

La (2.3.1a) permette di esprimere il campo elettrico come

E = —grad ¢, (2.3.2)

dove ¢ ¢ detto potenziale scalare (si veda, ad esempio, [18]).

Secondo la forma (2.3.1a)—(2.3.1d) delle Equazioni di Maxwell, i campi E e D appaiono
ancora accoppiati ai campi B e H. Tuttavia, tale accoppiamento puo essere eliminato
combinando la (2.3.1c) con la (2.3.1d) in modo tale da ottenere I'equazione di conservazione
delle cariche elettriche libere. Pertanto, applicando 'operatore di divergenza alla (2.3.1¢c) e
considerando l'identita vettoriale div curl H = 0 e la proprieta

div 815D = Gt divD = 8tgf, (233)

il sistema (2.3.1a)—(2.3.1d) puo essere riscritto disaccoppiando la condizione su B di campo
solenoidale, ossia divB = 0, dalle rimanenti tre Equazioni di Maxwell, che divengono

E = —grad ¢, (2.3.4a)
0 = divJ + 00, (2.3.4Db)
divD = g. (2.3.4¢)

2.3.2 Modello di Poisson-Nernst-Planck secondo Ellingsrud et al.
[10]

Per il problema in esame, il campo di induzione elettrica, D, ¢ dato da
D = ¢ge. E = —cpe,grad ¢, (2.3.5)

dove ¢ e &, sono, rispettivamente, la costante dielettrica del vuoto ed il coefficiente di
permittivita relativa del materiale che occupa Z. Inoltre, la densita delle cariche libere, o,
¢ data da [10]

N
or =Y Fzey, (2.3.6)
k=1

dove F' ¢ la costante di Faraday, z; € Z ¢ il numero di valenza della k-esima specie ionica
delle N considerate nel modello e ¢ ne € la concentrazione molare. Infine, la densita di
corrente ¢ definita mediante 1’espressione [10]

N
J =) Fzdp, (2.3.7)
k=1
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dove Jy, ¢ la densita di corrente della k-esima specie ionica ed ¢ data da [10]

FZka
Jp.=—D d FE
k k grad cg + BT Ck
Fz.D
=— Digradc, — ]Z%kT kck grad ¢, (2.3.8)

essendo R la costante dei gas, T' la temperatura assoluta, e Dy, il coefficiente di diffusione
molecolare della k-esima specie ionica [10]. Si ipotizza che T' sia costante in tempo e in
spazio e che Dy denoti una funzione scalare, dal momento che i materiali contenuti in %
sono ritenuti isotropi rispetto al fenomeno della diffusione molecolare.

Benché I’Equazione (2.3.4b) rappresenti la forma locale della legge di conservazione della
carica elettrica totale, essa verra impiegata nel modello come una legge di bilancio, e con
essa si determineranno i campi che devono renderla vera. Inoltre, ciascuna specie ionica deve
obbedire ad una propria legge di bilancio e, pertanto, supponendo assenza di sorgenti e di
pozzi di carica, possiamo scrivere [10]

Orcy, + divdy =0, k=1,... N, (2.3.9)
con Jy, specieficata in (2.3.8).
Le N concentrazioni ioniche ¢q, ..., ¢y sono vincolate dalla evidenza fisica per la quale la

soluzione in cui esse evolvono ¢ elettricamente neutra. Cio si esprime attraverso la condizione
di elettroneutralitd, che, seguendo [10, 2], per il problema studiato equivale a richiedere che
la corrente totale, J, sia solenoidale, ossia che valga la condizione

N
divJ = div (Z szJk> =0. (2.3.10)
k=1

In virta della (2.3.4b), quest’ultima equazione implica che risulti d;of = 0, ossia che la
densita totale di cariche libere non dipenda esplicitamente dal tempo [10]. Questa proprie-
ta, tuttavia, non permette di concludere che le concentrazioni ioniche delle singole specie,
cioé ¢i,...,cy, siano funzioni costanti del tempo. Infatti, in virtu della (2.3.6), solo la
combinazione of = Zé\;l Fzicp, risulta essere tale.

E importante osservare che la Equazione (2.3.10) sancisce la nuova forma della equazione
di bilancio data in (2.3.4b) e fornisce il modo in cui essa deve essere interpretata. Pertanto,
i campi coinvolti nella (2.3.10), ossia le concentrazioni ¢y, ...,cy e il potenziale scalare ¢,
dovranno essere tali che la densita di corrente totale J risulti solenoidale.

Alla luce delle considerazioni svolte sino adesso, deduciamo che le equazioni del modello,
riferite alla generica regione Z, acquisiscono la forma [10]

divJ =0,
= di iij ( Dygrad ¢ — 24Dk dqb) 0 (2.3.11a)
iv 2 | —Drgrad ¢, — Cr gra = 3.11a
2 k k& k RT k g )
Oscr, + divdy = 0,
. Fzp Dy
= Oy, +div |—Dypgrad ¢, — AT cpgrad ¢| =0, k=1,...,N. (2.3.11b)
Le incognite sono date dal potenziale scalare, ¢, e dalle concentrazioni ioniche, ¢y, ..., cn,

mentre le equazioni per determinarle sono date, rispettivamente, dalla (2.3.11a) e dalla
(2.3.11b) [10]. Noto ¢, & poi possibile risalire al campo elettrico, E, attraverso le relazioni

E = —grad ¢, (2.3.12a)
o = div.D = div (g9e, E) = —div (gpe,grad ¢) . (2.3.12b)

In particolare, quest’ultima grandezza dovra avere derivata parziale rispetto al tempo ten-
dente a zero per tempi sufficientemente lunghi.
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speciealizzazione del modello alla geometria considerata. Osserviamo che ciascuna
delle Equazioni (2.3.11a)—(2.3.12b) deve essere particolarizzata a QU e a Q). Cio significa
che ciascun termine in esse presente, sia esso un campo incognito o un parametro materiale,
acquisisce una “etichetta”, che speciefica se il termine stesso ¢ definito in Q® o in Q(©),

Quindi, si porra ¢© e ¢ o a seconda che il potenziale scalare sia ristretto a Q) o0 a Q0 e,

analogamente, si scrivera c,i) e c() per le concentrazioni ioniche e, ad esempio, D,g) e D, ()

per i coefficienti di diffusione molecolare Si avra, dunque, [10]

In QW:
N (1)
i 0y FzeDp i
div [Z Fz (—D,(g)gradc,(g) — Z}];Tk c,g) grad qzﬁ(l))] =0, (2.3.13a)
; ; y  FaDP g ~
8tc( + div D,g)grad c,g) — %cé) grad qb(l)] =0, k=1,...,N. (2.3.13b)
In Q©):
N (e)
€ e F D e
div [Z Fzy <—D,(C )grad c,(C) — %c,& ) grad qﬁ(e))] =0, (2.3.13¢)
(e)
Fz D
0\ + div |- D grad ¥ — %C,@ grad ¢>(e>] -0, k=1,...,N. (2.3.13d)

Pertanto, ciascuna equazione del sistema (2.3.11a)—(2.3.12b) si sdoppia in due equazioni,
comunicanti attraverso la superficie M, che rappresenta la membrana cellulare e costituisce
sia il bordo di Q0 sia il bordo interno di Q. Detto, quindi, Q@ il bordo di QW e
considerando che il bordo di Q® & dato da 9Q© = Q) 1 gQEe) | dove HQES) e Q&)
sono, rispettivamente, il bordo esterno e il bordo interno di Q(®, si ha M = 9Q® = 9,
Sulla base di queste proprieta geometriche, sottolineiamo che, affinché il modello sia ben
posto, & necessario imporre condizioni su M e su Q).

Relazioni sull’interfaccia M tra ¢ e ¢(®). Di fondamentale importanza per il modello
& osservare che i potenziali () e ¢®), in generale, non possono essere “cuciti” con continuitd
su M, da cui segue che ¢|(;\)/[(x, t) + (bffv)[(x, t). Dal punto di vista fisico, cio & dovuto al fatto
che la membrana cellulare, qui descritta dalla superficie M, ¢ sede di fenomeni elettrochimici,
i piu rilevanti dei quali sono dovuti all’accumulo di cariche elettriche sulle sue due facce
[10]. Tali accumuli di cariche generano la differenza di potenziale scalare alle due facce della

membrana [28, 10, 30, 36, 9, 15]

V= o — S (2.3.14)

che, a propria volta, produce correnti elettriche di tipo sia capacitivo sia conduttivo, che
attraversano la membrana stessa.

La definizione (2.3.14) puo essere impiegata come condizione di Dirichlet per & su M,
fornendo quindi [10]

Ol = O + (2.3.15)

come prima condizione al bordo per la Equazione (2.3.13a). Data la geometria del problema,
la Equazione (2.3.15) costituisce una condizione al bordo interno anche per #®, benché per
quest’ultimo campo sia necessario fornire condizioni anche sul bordo esterno di Q(®.
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Poiché M costituisce un bordo interno per QO Q) (e, pitt precisamente, una superficie
di discontinuita), occorre un’ulteriore condizione su M per ¢, Quest’ultima & fornita dalla
condizione fisica di continuita della componente normale a M della densita di corrente
elettrica totale. Come in [10], poniamo quindi

JO . ple) — _ @ pl gy (2.3.16)

dove n(©) ¢ n() sono i campi di versori normali a M da Q0 a Q© e da Q© a QO JO ¢
J© sono le densita di corrente definite, rispettivamente, in Q0 e in Q) ossia

. N i i FZkD(l) i i
JO = Z Fz, (—D;(;)grad C,S) - TT]CC/S) grad ¢(1)> ) (2.3.17a)
N (e)
e e F D e
J© — Zsz <—D/,(C )gradcé) - %cé)grad (;S(C)) . (2.3.17b)

Ciascun membro della Equazione (2.3.16) deve eguagliare la densita di corrente totale,
dovuta ai processi elettrochimici sopra nominati, che attraversa la membrana in direzione
normale ad essa. Pertanto, detta I tale densita di corrente transmembranale, si puo porre
[10]

JO . ple) —1, su M, (2.3.18a)
—J© . nE) =1 suM. (2.3.18b)

Si noti che le Equazioni (2.3.18a) e (2.3.18b) divengono condizioni di Neumann non omo-
genee per ¢ e per ¢(®), ossia

N 2 (@) i) N
Fa) Dy 007 _ () ey
- kz::l RT C onle) I+ Z Fap Dy, anie)’ su M, (2.3.19a)
N (e) (e (e)
"Dy (% - () ey
k§=:1 RT 8 (ei) =1- Z Fz Dk 8’)’L(ei) ) su M. (2319b)

Stando alla fisica della membrana [28, 10, 35, 30, 36, 34, 9, 15], la corrente I consta di
un termine capacitivo, di diversi termini conduttivi —dovuti alla conducibilita dei canali
ionici transmembranali—, e di eventuali altri contributi di tipo sinaptico o, ancora, legati a
stimoli elettrici di altra natura. Nel dettaglio:

o Il termine capacitivo puo essere scritto come (si vedano [10, 15, 9, 28])
1) = C oy (g — ofst) = C OV, (2.3.20)

e Il contributo conduttivo totale, associato alle correnti ioniche che attraversano la
membrana, ¢ dato da [28, 30, 10]

N
I(ionic) _ Z ]]SOHIC), (2321)
k=1

essendo [ ,gionic) la densita di corrente transmembranale prodotta dal passaggio della

k-esima specie ionica attraverso M. Si noti che ciascuna 1 ,Sonic) ¢ espressa in funzione
della differenza di potenziale V' attraverso leggi costitutive fornite, ad esempio, dal
modello di Hodgkin&Huxley (si veda, ad esempio, [28, 10, 15]).
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Un ulteriore termine di corrente ionica & quello relativo alle sinapsi che la cellula forma
con altri neuroni circostanti. Definiamo dunque la densita di corrente sinaptica [ ,(:y n)7
di cui, in questa sede, riportiamo ’espressione fornita da Ellingsrud et al. [10] per il

sodio, ossia per k = 1:
I (2, 1) =9 (V (1), e (1), e (@, 1), 2, 1)

= t“) [V (x,1) = By(c{he(2,0), 02, 1))], (2:3.22)

:Ggsyn)H(x) exp (—

dove ty ¢ l'istante di tempo iniziale di osservazione del sistema; Ggsyn) ¢ la condut-
tanza sinaptica; H ¢ la funzione caratteristica del dominio sinaptico considerato (tale
funzione speciefica la regione di membrana in cui tali correnti hanno effettivamente
luogo); a ¢ la costante di tempo dell’eccitazione sinaptica e Ej ¢ il potenziale di Nernst
del sodio, che e assegnato in termini di una funzione costitutiva del rapporto tra la
concetrazione di sodio alla membrana dal “lato interno” della cellula e quella dal “lato
esterno”.

In definitiva, per ogni k = 1,..., N, la corrente ionica totale della k-esima specie ¢
data da [10, 35, 36, 34]

[Igionic) _ ],gpass) + ]](fHH) + [Igsyn)’ (2323)

dove I ,gpass) ¢ detta corrente passiva e I IEHH) ¢ la corrente ionica di HodgkinéHuxley. Si
noti che, nel modello classico dell’assone di Hodgkin&Huxley, si considerano solo tre
specie ioniche, identificate con il sodio, con il potassio e con il cloro. Pertanto, poniamo
N = 3 e, per convenzione, assegniamo k = 1 al sodio, £ = 2 al potassio e £ = 3 al
cloro. Cosi facendo, e per coerenza con il modello di Hodgkin&Huxley, imponiamo [10]

I =, per k € {2,3}, (2.3.24a)
M — . (2.3.24D)

I[gpass)

Infine, forniamo le espressioni esplicite di per le specie ioniche considerate [10,

35, 30, 36, 34, 28, 15]:

II(PELSS) — Ggpass) [V o E1]7 (23253)
I2(paSS) _ Ggpass) [V — B, (2.3.25b)
[?(’pass) _ Ggpass) [V o Eg], (2.3.25C)

dove Ggpass), Ggpass) e Ggpass) sono le conduttanze di membrana del modello passivo. Si
noti che ciascuna di tali conduttanze e costante e il corrispondente valore di riferimento
e stato scelto seguendo [28, 10]. Inoltre, nelle (2.3.25a)—(2.3.25¢) sono stati introdotti
i potenziali di Nernst Ej, dati da (si vedano ad esempio[28, 10, 9, 15])

(¢)
e i RT ¢
Ek=8koﬁﬁa,égazzzﬁ,bg( gm), k=1,...3 (2.3.26)
K Cr|v

Equivalentemente forniamo le espressioni esplicite di IJ1 [28, 10, 15], ossia

1 = ¢HED By, (2.3.27a)
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I = gy _ Ry, (2.3.27b)
[ = Uy _ Ry, (2.3.27¢)

In questo caso, le conduttanze delle singole specie ioniche variano sia esplicitamente in
tempo sia in risposta al valore istantaneo del potenziale di membrana. In particolare,
il modo in cui tali dipendenze viene descritto definisce il tipo di assone studiato. Nel
modello di Hodgkin&Huxley, GéHH) ¢ posta uguale a zero, mentre GgHH) e GgHH)
sono espresse da funzioni dipendenti sia esplicitamente dal tempo sia dal potenziale
di membrana attraverso tre variabili di gating, indicate con m, n e h. Queste ultime
sono funzioni ausiliarie, ottenute come soluzioni del sistema disaccoppiato di equazioni
differenziali ordinarie [10, 28, 15]

Om = auy — o, + Bm]m, (2.3.28a)
Oth = oy, — [Ozh + Bh]h, (2.3.28b)
ohn = ay, — o, + Ban, (2.3.28c¢)

in cui am, Bm, Qn, B, n € B, sono funzioni fenomenologiche di V' che, nel modello di
Hodgkin&Huxley, sono date da [28, 15]

e ) — 25 — V(1) )
am(z,t) = G (V(z,t)) = 0.1 oxp(25 — V(z.0] /25) =T (2.3.29a)
ap(z,t) = &p(V(z,t)) = 0.07 exp(—V(z,t)/20), (2.3.29b)

A V) — 10— V(1) )
ap(z,t) = an(V(z,t)) = 0.01 oxp([10 = V(z.0)] /10) = T (2.3.29¢)
Bin(x,t) = B (V (2, 1)) = 4 exp(=V (x,t)/18), (2.3.29d)

R 1
Bhlst) = V(0 8) = (2.3.290)
Bz, t) = Bu(V(z,t)) = 0.125 exp(—V (z,t)/80). (2.3.29f)

Si noti che ciascuna delle funzioni definite in (2.3.29a)-(2.3.29f) ¢ dimensionalmente
omogenea al reciproco del tempo caratteristico —dipendente da V— della corrispon-
dente variabile di gating. Ad esempio, ay, + By, € il reciproco del tempo caratteristico
di m. Inoltre, ciascuno dei coefficienti numerici che figurano nelle Equazioni (2.3.29a)—
(2.3.29f) possiede dimensioni fisiche tali da rendere sensata l’espressione in cui figura.
Ad esempio, con riferimento alla (2.3.29a), il coefficiente numerico “25” ha dimensioni
[25] = V, mentre il coefficiente “0.1” ha dimensioni [0.1] = (V -s)7L.

Dalla conoscenza delle variabili di gating ¢ possibile determinare, mediante il modello

di Hodgkin&Huxley, le conduttanze G §HH) e GEHH), che sono quindi date da [10, 28, 15]

G (2. t) = g, m(V (2, 1), )Ph(V (2, 1), 1), (2.3.30a)
G (2, 1) = Gy n(V(z, 1), ). (2.3.30b)

Le espressioni (2.3.30a) e (2.3.30b) derivano dal fatto che ciascuna delle variabili di
gating rappresenta la dinamica di una porta presente in un canale, che ¢ selettivo al
passaggio di un dato ione [15]. Nel caso speciefico del sodio, ossia della conduttanza
GSHH), si hanno tre porte di tipo “m” e una porta di tipo “h” [15], corrispondenti,
rispettivamente, agli esponenti 3 e 1 della (2.3.30a). Ciascuna di tali tipologie di porte
¢ riferita ad un dato complesso proteico che, rimodellandosi, permette il passaggio
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del sodio [15]. Analogamente, nel caso del potassio, si hanno quattro porte di tipo

n”, ossia di un’altra tipologia di complesso proteico che, al variare del potenziale V',
d1v1ene permeabile o impermeabile a tale ione.

Per una trattazione piu profonda delle variabili di gating si rimanda ai lavori [10, 34,
36, 30, 35, 28]. Qui, ci limitiamo a sottolineare che le Equazioni (2.3.28a)-(2.3.28¢)
sono da ritenersi parte integrante del modello.

Mettendo assieme i risultati riportati in questa Sezione, concludiamo che I deve essere
determinata attraverso I’equazione [10, 34, 36, 30, 35]

N
[=CoV+> 15, (2.3.31)
k=1
Condizioni sull’interfaccia M per c,(C) e c,(C), k = 1,...,N. Una condizione su M

riguardante la k-esima specie ionica ¢ ottenuta richiedendo che J ,(;) -nl®) e J ,(:) AC
piuttosto che essere uguali tra loro, siano uguali a densita di correnti di membrana associate
alle specie ioniche di volta in volta considerate. Indicando tali densita di corrente con [ ,gl) e

I ]ge)’ poniamo [10]

JV nle =, (2.3.32a)
—JO ) =), (2.3.32Db)
Osserviamo che 'introduzione di ,gi) el ]ge)’ con k=1,..., N, immette 2N nuove incognite

nel modello. Per il problema in esame, esse possono essere specieficate costitutivamente e,
prima di assegnarle esplicitamente, qui le dichiariamo nella forma generale (si veda [10])

o 1 (ionic) ( ) (fonic)
B =5 {10 4 o) [1 = 1t} (2.3.33a)
(e) _ 1 (ionic) (ionic)
e {10 4 af) [1 = pteni) 1, (2.3.33b)
dove akl),a,(f) €10,1[ sono coefficienti di partizione che misurano la aliquota di corrente

capacitiva di membrana che contribuisce ai flussi normali J ,S) -nl®) e J ,(Ce) -n(®) | secondo
quanto riportato in (2.3.32a) e (2.3.32b). Seguendo [10], poniamo

DI 220

i _ 2k
Q. —Z 1D(1) o (2.3.34a)
J
D(e)
ol = Z(’Z)C 0 = (2.3.34D)
1 D22
Ulteriori condizioni su c,(f), con k=1,...,N, e su ¢(e). Seguendo [10], supponiamo

che il bordo esterno di Q®), ossia 90(©€), sia impervio al passaggio delle specie ioniche
considerate nel modello e, pertanto, che la componente normale a 9Q(&¢) di ciascuna densita

di corrente J ,(:) sia nulla. Poniamo, dunque [10]
JO . nl) =0 suoQ©) Vk=1,... N (2.3.35)
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La Equazione (2.3.35) pone una condizione di Robin per ciascuna c,(ce) su 00
Dalla (2.3.35) segue direttamente che la componente normale della densita di corrente
totale, J© deve essere nulla (si veda [10]), ossia

N
J© . ple) = (Z szij)> 0l =0, suo©e) (2.3.36)
k=1

La Equazione (2.3.36) pone una condizione di Neumann non omogenea su ¢(©).
E anche necessario fornire condizioni su ¢®. Ellingsrud et al. [10] assegnano una condi-
zione di risolubilita data da

e 1 €
(e = /.09 =0 (2.3.37)

secondo la quale ¢ deve avere media nulla su Q). Tale vincolo ¢ necessario per la buona
positura del problema al contorno, benché non sia 'unica opzione possibile. Esso, infatti,
elimina l'indeterminazione sulla soluzione del problema considerato, dovuta al fatto che, per
la tipologia delle equazioni del modello, e per la condizione di Neumann (2.3.36), se un dato
campo ¢(®) & soluzione, lo & anche ¢(® + ¢y, con ¢y costante arbitraria.

Alternativamente, & possibile imporre una condizione di Dirichlet per ¢© su 9Q(¢*),
ponendo cioé

¢‘(§22(e,e) = ¢b7 (2338)

cosicché, variando ¢y, sia possibile effettuare uno studio parametrico del modello. Tale
opzione, tuttavia, rende il problema pitt “rigido”, poiché prescrive che ¢(®) assuma su 9Q(¢)
dei valori noti, peraltro solo presunti. D’altra parte, la condizione (¢(®)) @ = 0 lascia a ¢®
la possibilita di autoregolarsi, implicando anche un’alternanza di segno compatibile con la
fisica del problema.

2.3.3 Variabili di membrana

Sulla base della formulazione del modello presentata nella Sezione 2.3.2, notiamo che e
possibile procedere scegliendo come variabili di membrana o la differenza di potenziale V'
e la densita di corrente transmembranale I o una sola di esse. Nel primo caso, parliamo
di formulazione mista e, in virtu della somiglianza di quest’ultima con il metodo di Hu-
Washizu [4], la chiameremo formulazione secondo Hu- Washizu. Nel seguito, ci concentreremo
su questa scelta computazionale.

Prendiamo come incognite del modello per la membrana sia V' sia I, ed esprimiamo
costitutivamente le densita di corrente I tionic) o i coefficienti di partizione a,(;) e a,(f)7 per
k = 1,...,N, cosicché risultino assegnate mediante leggi costitutive anche le densita di

corrente I ,Ei) el ,Ee). Piu specieficamente, si ha che:

« Dalla definizione (2.3.22) della corrente sinaptica, evinciamo che la forma costitutiva
di tale corrente puo essere assegnata come

Il(syn) ngsyn) o (V'? C§|)JVE’ C§|%\/[’ Ks, KJT) (2339)

dove kg : S X T = L e kr : ¥ xT — T sono due funzioni ausiliarie, tali che
kg(z,t) = x e kr(z,t) = t, essendo . lo spazio Euclideo tridimensionale e T la
linea del tempo, e dove cgi) e cge) sono le concentrazioni di sodio, rispettivamente, in
QW e in Q. Impiegando questo risultato, e considerando la (2.3.23) assieme alle
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leggi funzionali esplicite (2.3.25a)—(2.3.27¢c) dell’assone passivo e di Hodgkin&Huxley
[15, 28, 30, 10], I'espressione costitutiva della k-esima corrente ionica totale ¢ data da

LM = 300 o (Ve i s mr), k=1, N. (2.3.40)

« Poiché vale la scrittura [0omie) = S~V T ,gionic), la (2.3.40) permette di concludere che
la densita di corrente ionica totale ammette espressione costitutiva del tipo

fomie) . gionie o (v, €0 €. s, k), (2.3.41)

dove abbiamo impiegato la notazione

e = (W, ), (2.3.42a)
C@ = (9, .., 9. (2.3.42b)

 Secondo le definizioni (2.3.34a) e (2.3.34b), i coefficienti di partizione a,(c) e a,g) possono

essere riscritti come funzioni costitutive, rispettivamente, delle concentrazioni ioniche
(1) (e) ;
G‘M e GIM Pertanto, poniamo

o) = a0 el (2.3.43a)
o = a0 €5 (2.3.43b)

 Sulla base delle definizioni (2.3.40), (2.3.43a) e (2.3.43b), e rammentando che V' e I

sono variabili indipendenti del modello, concludiamo che I,gi) e I,ge) (cf. (2.3.33a) e
(2.3.33b)) sono esprimibili mediante le leggi costitutive

LY =90 o (V.1 e, Cl5 ks, k), k=1,... N, (2.3.44a)
L =3¢ o (V,1,€0 €5y ks, ), k=1,...,N. (2.3.44D)

2.3.4 Sommario delle equazioni del modello

Riassumendo, le equazioni del modello sono date: (i) dalle condizioni di elettroneutralita
(2.3.13a) e (2.3.13¢c), scritte per QU e per Q©); (ii) dalle 2N equazioni di bilancio per le
specie ioniche (2.3.13b) e (2.3.13d), una per ogni k = 1,...,N e scritte per Q0 e per
Q©): (i) dalla relazione (2.3.14), che lega V' ai potenziali prolungati alla membrana, cio¢

gb(l) gbf;?[; (iv) dalle Equazioni (2.3.18a) e (2.3.18b), che sanciscono sia la continuita delle
dens1té di corrente totali normali alla membrana sia il modo in cui ciascuna di esse si lega
alla densita di corrente transmembranale [; (v) dall’equazione per la membrana, data da
(2.3.31), che lega I a V.

Riportiamo tali equazioni per completezza [10]:

- (), ) (Fz4)*D} o0 -
div |— Z Fz, D, grad ¢’ — Z Gy G gradoW| =0, in QW (2.3.45a)
k=1 k=1

F 2D(e) .
) )> grad W] =0, inQ©®,  (2.3.45b)

N
v l— Z szD,(f)grad c}c <Z
k=1

oW (z,t) = ¢\ (x,1) + V(x,1), suM,  (2.3.45¢)
JO . ple) = su M, (2.3.45d)
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JE© . pl) — su M, (2.3.45¢)
J© . ple) =, su 9 (2.3.45f)
(0 )ge =0, in Q) (2.3.45g)
(i)
i i iy FzDy i , .
&gcfc) + div —D,(C)grad c,(c) — %c,&)grad (b(‘)] =0, in Q0 (2.3.45h)
(e)
e e e F D e . .
8tC§c) + div —D,g )grad c,(c) — %c; )grad ¢(e)] =0, in Q©), (2.3.45i)
i ie 1 ionic i ionic _ i .
JW . ple) = FZ{Q Vo) [1 -1t} = g, su M, (2.3.45])
(), (ei) _ _ L { fionic) © 7 ionic)] | — 7(e)
J9 . n o {10 4 af) [1 = 10| = 1, suM,  (2.3.45k)
J .l =g, su 900 (2.3.45])
N
[=CoV+> 18, suM,  (2.3.45m)
k=1
dove I,Sonic), oz,(;), oz,(:), e J0onic) gono da intendersi definite costitutivamente, come sopra
indicato.

Infine, il modello deve essere completato mediante I’assegnazione di opportune condizioni
iniziali.

2.4 Forma debole delle equazioni del modello

In questa Sezione, poniamo in forma debole le Equazioni (2.3.45a)—(2.3.45m). Introduciamo,
quindi, le funzioni di prova:

o ul e ul® associate, rispettivamente, a ¢ e ¢(®);

. oJ,S) e w,(f), associate, rispettivamente, a c,(;) e c,(:), perogni k=1,..., N,

e O, associata a V;
e Y, associata a I.

Ciascuna funzione di prova appartiene ad uno spazio funzionale appropriato, di cui si
discutera quando si tratteranno le questioni pitu tecniche relative alla procedura agli Elementi
Finiti. Per il momento, ci concentriamo solo sul fatto che, avendo richiesto che ¢® sia a
media nulla su Q) anche la funzione di prova u(® deve condividere la medesima proprieta.
Essa, pertanto, non puo essere del tutto arbitraria e deve essere compatibile con il vincolo
(u(e)>9<e) = 0. Si osservi che, per snellire la procedura, nel seguito riprenderemo la notazione
implicita J (i), JO g ,(ci) e J,(:) per le densita di corrente riportate in parentesi quadre
nelle Equazioni (2.3.45a), (2.3.45b), (2.3.45h) e (2.3.451), oltreché per le densita di corrente
scalari 1 ,Sonic) e JUoni9) ¢ per i coefficienti a,(;) e a,(:). Tuttavia, specifichiamo che ciascuna
delle grandezze elencate & un “funzionale” delle incognite del modello dato da

J0 = g0 o (0 40, (2.4.1a)
J© = g o () ¢, (2.4.1b)
JO = g0 6 (D 50, k=1,...,N, (2.4.1c)
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T =39 0 () 9@, k=1,... N, (2.4.1d)
glionie) . glionic) o (1 c](ciﬁM’ C/(j%w Ks, KT), k=1,...,N, (2.4.1e)
Jlionic) , _ gionic) ¢ (1 @‘(;3{7 el(;/)[’ Ks, KT), (2.4.11)
ol =alo @‘gg[ k=1,...,N, (2.4.1g)
ol =490 @fi)m k=1,... N, (2.4.1h)
10 =990 v 1, GI(J‘)/E e‘(;{ ks, K1), k=1,...,N, (2.4.1i)
1 =99 o (v,1,€0), €), s, ), k=1,...,N (2.4.1j)

Equazioni per i potenziali scalari. Iniziamo con la Equazione (2.3.45a) per il potenziale
scalare ¢ che non & soggetto a vincoli. Moltiplichiamo quindi la (2.3.45a) per la funzione
di prova v, ottenendo

uVdiv[g® o (€D )] = 0. (2.4.2)

Adesso, applichiamo la regola di Leibniz sulla derivata di un prodotto, integriamo il risultato
sulla regione Q0 impieghiamo il Teorema di Gauss e la condizione al bordo (2.3.45d),
ottenendo forma debole della (2.3.45a):

/ u® (g0 6 (€0, 6M)] . ) — / ()[3@)o(@<i>’¢(i>)]gradu(i> — 0. (2.4.3)
M QG
=1

Passiamo adesso alla Equazione (2.3.45b) per il potenziale scalare #©. In questo caso,
dobbiamo moltiplicare la (2.3.45b) per una funzione di prova u(® tale che (u(®))q e = 0. Per
tenere conto di questa restrizione, seguiamo la medesima procedura descritta per ¢V e che
ha condotto alla (2.4.3) ma, questa volta, sommiamo al risultato il termine A® (1)),
dove A® & un moltiplicatore di Lagrange incognito. Quindi, impiegando anche le Equazioni
(2.3.45¢) e (2.3.45f), otteniamo

/ 4 [ o (@O §@)] . ) 4 W 19 6 (€ 5(©))] . (e
M aQ(ee)
= =0
— / [3© o (), ()| gradu'® + A© u® =0, (2.4.4)
Q) Qle)

dove abbiamo posto

(2.4.5)

identificando cosi il moltiplicatore di Lagrange “riscalato” A(®) come nuova incognita del
problema. Osserviamo che, essendo A\(®) duale all’integrale Jow #® esso ¢ una funzione del
tempo costante in spazio.

Riassumendo, le forme deboli per le equazioni con cui si determinano i potenziali scalari
#W e ¢ sono date da

_/()[H(i)o(@(i)’(ﬁ(i))]gradu(i)_,_/ w1 =0, (2.4.6a)

Qa M

- / 3 o (€9, ¢))gradu’® — / uWOI + A [yl = (2.4.6b)
Qle) M Q)
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Equazioni per le concentrazioni. Per ogni k =1,..., N, moltiplichiamo le Equazioni
(2.3.45h) e (2.3.451), rispettivamente, per le concentrazioni di prova w,(:) e w( ). ; applichiamo
la regola di Leibniz; integriamo le espressioni risultanti su Q0 e Q(©); invochlamo il Teorema

di Gauss e, in virtu delle condizioni al bordo (2.3.45j), (2.3.45k) e (2.3.451), otteniamo
Per ogni k=1,...,N,
| o = [ 130 o (el 6" lgradef?

+/ VI o (V1 @\(Mvefgv)[,/fs,m)] 0, (2.4.7a)

/ . W8, — / 39 0 (¢, $)]grad w®
e Qe

+/ I o (V. 1, G\(i@@,(fv[,%s,w)] =0. (2.4.7b)

Equazione per il potenziale di membrana. Il potenziale di membrana, V lega i
prolungamenti di ¢() e ¢(®) sulla membrana, che abbiamo indicato con <b|(i e ¢|M, come
prescritto dalla Equazione (2.3.45¢). Quest’ultima é una equazione algebrica e, come tale,
non necessita in linea di principio di essere posta in forma debole. Tuttavia, per uniformita,
¢ comodo eseguire tale passaggio. Moltiplichiamo, quindi, la Equazione (2.3.45¢) per la
funzione di prova Y, che rappresenta una wariazione virtuale di corrente, e integriamo il
risultato sulla membrana, ottenendo

/MW) oy / VY =0. (2.4.8)

Equazione per la densita di corrente di membrana. Infine, per giungere alla forma
debole della Equazione (2.3.45m), moltiplichiamo la (2.3.45m) per la funzione di prova O,
che ¢ definita esclusivamente su M e rappresenta una variazione virtuale di potenziale di
membrana, e integriamo il risultato su M, ottenendo

/ or - / @Catv+/ Z@ I o (Ve e msonr). (249)
Condizione di media nulla per ¢®: <¢(C)>Q(e> = 0. Per concludere, teniamo conto

della condizione di media nulla per #®) moltiplicando il vincolo (¢(®)) e per una costante
((®) | che rappresenta la variazione virtuale del moltiplicatore di Lagrange A(®). Otteniamo,
quindi,

y(e e e e e Z(e)
a2 )<¢( )>Q(e) = () 0 ¢>( =0, 1) = W’ (2.4.10)

essendo £(®) la variazione virtuale di \(®).

Sommario delle equazioni in forma debole. In definitiva, le equazioni del modello,
poste in forma debole e riordinate, sono date da 5 + 2N equazioni integrali

—/0{3“) o (€W, ¢)]gradul? +/ w1 =0, (2.4.11)
Qa M
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- /Q . [3© o (@), ()| gradu® — /M w1 + \© - u® =0, (2.4.11D)

/f&”—&ﬂY—/°VY=o, (2.4.11¢)
M

/9]+/ ecatv+/ Zeﬂ(‘om") (Vee e e ms,mr)] =0, (2.4.11d)

(© P =0, (2.4.11¢)
Qe
/ dﬁ&—/4m%@9¢WyM¢)
Q) Qa
+/ VY o (V. 1,€0 sy ks, wr)] = 0, (2.4.11f)
/Q . W8, — /Q 13 0 (¢, 6@)]grad w®
+/M M o (v, 1,0, €, ks, k)] = 0, (2.4.11g)

nelle 54+ 2N incognite raggruppate nel seguente insieme:
U = {0, @ vV, I\ D DL Oy (2.4.12)

Osservazione (Non-linearita e accoppiamenti presenti nel modello).
Le Equazioni (2.4.6a)—(2.4.9) costituiscono un sistema non-lineare e fortemente accoppiato.
In particolare, la non-linearita dipende dalla legge con cui le espressioni costitutive dei

coefficienti a,(g) e a,g) dipendono dalle concentrazioni, e dalla legge con cui le espressioni

costitutive delle correnti ioniche di membrana f]gomc) e JUonic) dinendono dalla differenza di
potenziale V' su M oltre che dal rapporto tra la concentrazioni ioniche ai due lati di M.
D’altra parte, il forte accoppiamento tra le equazioni dipende dalle condizioni al bordo sulle
densita di corrente, che fanno si che I e V figurino sia nelle equazioni per ’evoluzione delle
concentrazioni ioniche sia in quelle per i potenziali scalari nelle regioni Q0 e Q(® sia nella
equazione che lega I a V' su M.

Osservazione (Versione semplificata del modello).

Si noti che le equazioni e le corrispondenti incognite sono elencate in modo tale che dal
sistema (2.4.11a)—(2.4.11g) sia estraibile il sottosistema (2.4.11a)—(2.4.11e), nelle 5 incogni-
te oW, »© V. I, A cui fare riferimento in una versione semplificata del modello in cui le
concentrazioni sono considerate note. Lo studio di tale versione semplificata ¢ istruttivo per
comprendere la struttura matematica del problema in esame, speciealmente dal punto di
vista della implementazione agli Elementi Finiti e, in particolare, per la costruzione della ma-
trice. Infatti, la presenza del moltiplicatore di Lagrange A® conduce ad una matrice con uno
zero sulla diagonale principale, tipica dei problemi vincolati. Questa trattazione e 'oggetto
della prossima Sezione, in cui verra presentato uno schema numerico monodimensionale e
ultra-semplificato, avente il solo scopo di mostrare la correttezza della procedura.

2.5 Caso monodimensionale (1D) semplificato

Consideriamo la versione semplificata del problema (2.4.11a)—(2.4.11g) costituito dalle sole
Equazioni (2.4.11a)—(2.4.11e), nelle incognite ¢, ¢, V, I, A In particolare, supponiamo
(i) (e) (e)

che le concentrazioni c;’, .. CN ec’,...,cy siano costanti assegnate e riscriviamo le
equazioni di interesse nella forma
/()[U(i)grad¢(i)]gradu(i) +/ uVT =0, (2.5.1a)
i M
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/ (0@ grade®]gradu'® — / u®1 + A© u® =0, (2.5.1b)

Q) Qle)

/ (0@ — ¢y / VY =0, (2.5.1c)
M

/ S {—I +C oV + Z[JS"‘“C) o (V, ks, K/T)]} =0, (2.5.1d)
M k=1

0 P\ =0, (2.5.1¢)

Q(e)

dove le conducibilita ¢@ e o(® sono costanti, date da

N 2 1)
| (F'z)"Dy” )
0'(1) = kgl chk (252&)
N 27y(e)
© . N~ F2)°Dy (o 9.5.9h
o' kz::l BTGk (2.5.2b)
e le funzioni costitutive Jﬁi‘mi‘f), e Jg,omc) sono concatenate solo con V. kg e con rp. B

importante osservare che nelle definizioni di tali funzioni sono racchiusi g¢li ingressi del
sistema in esame.

2.5.1 Approccio variazionale a problema semplificato

In questa Sezione, mostriamo come le Equazioni (2.5.1a)-(2.5.1e) possano essere ricavate,
a partire da una Lagrangiana vincolata, mediante il Principio di Hamilton “esteso” [17].
Il punto di partenza ¢ I'introduzione della Lagrangiana

£ [09,09 1 ViN] () = [ Lo grado (@0l + [ 12,0060 (w,1)
Qa M

" /Q 50 llgradg' (z, 1)||* - /M I(z,8)69 (z, 1)
M

Q(e)

- / PV (1), (2.5.3)
M

dove P ¢ un potenziale generalizzato (nel senso della meccanica analitica) assegnato in
funzione di V' e le parentesi quadre nella definizione di £ indicano una dipendenza funzionale
di £ dai suoi argomenti. Infatti, poiché ciascun argomento dipende sia dallo spazio sia dal
tempo, la (2.5.3) definisce la famiglia ad un parametro di funzionali

tes L(t) = £ [¢><i>7 ORI 7S A@} (t). (2.5.4)

Coerentemente con questa scrittura, possiamo introdurre anche I’Azione
. thin
A6, 1,V A = / L(t)dt, (2.5.5)
tin

dove lintervallo [ti,, tay] € Uintervallo di osservazione del sistema. Notiamo che, poiché la
Lagrangiana non dipende in alcun modo dalle derivate temporali dei suoi argomenti, il
principio di Hamilton “esteso” puo essere formulato variando la Lagrangiana piuttosto che
I’ Azione.
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Dopo aver introdotto il parametro di piccolezza € €] — e¢, &g[, con €9 > 0, definiamo le
variazioni

oW (z,t) — u(l) D (@ t;6) = D (2, 1) + euD (x, 1), (2.5.6a)
¢ (z,1) > 3 (2, t;8) = ¢ () + eul® (x,1), (2.5.6b)
I(z,t) — Iy (x,t;¢) = I(x,t) + Y (x,1), (2.5.6¢)
V(x,t) = Vol(z, t;e) = V(z,t) +0(x,t). (2.5.6d)
O (2, 1) = Ng(,tre) = A (1) + e 09 (x, ¢). (2.5.6¢)

Rispetto alle variazioni introdotte in (2.5.6a)—(2.5.6e), la Lagrangiana definita in (2.5.3) puo
essere riscritta, omettendo per leggibilita le dipendenze da z e t, come

L(e) =L Wi) beu ¢ 4 eu®. 1 1YV 10 0O & 56(6)}
/Q(i) 307 lgrade? + & gradu®|* + /M(I +eV)(oW +eul)
+ /Q(e) %a(e)!\gradqb(e) + ¢ gradu'®||? — /M(I e Y)(6© 4 e ul®)
* /M(I +eY)(V+e0)+ (/\(e) + EE(G)) /Q(e) ((,15(6) + su(e))

—/ PV + = 0). (2.5.7)
M

Per completezza, osserviamo che la (2.5.7) definisce una nuova famiglia ad un parametro di
funzionali, espressa da

t L(t) = £ [0, 010 Iy, Vo A | (1) (2.5.8)

La derivata di Gateaux della Lagrangiana valutata nelle variabili (gb(i), d©: IV /\(e)) e
lungo gli incrementi (u®,u(®);Y, ©; () ¢ data da

L£'(0) =DL [¢<i>,¢<e>;1,V;A<e>] [u(i),u(e);Y,@;E(e)]
= / oWgradeWgradu® +/ Tu®

Q0

+ / o@gradp®gradu® — / Tu® 4 \© /

©

+ [ 169 -6 - vy
M

+ [ r-7e
M

+ ¢ . (2.5.9)
Qe

(e)

Essa, a propria volta, definisce un’ulteriore famiglia ad un parametro di funzionali che
denominiamo

t s OL(t) := DL [qs(i),qﬁ(e);l,v;xe)] [u<i>,u<e>;x@;e<e>] (t). (2.5.10)

In definitiva, quindi, la derivata di Gateaux dell’Azione (2.5.5) si puo scrivere come

. . t n
A[o0,69: 1V AO] [ul) ul®);, 0;0)] :/ﬁ SL(t)dt. (2.5.11)
t

in
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Osserviamo, adesso, che le equazioni “dinamiche” del problema in esame possono essere
ottenute impiegando il Principio di Hamilton “esteso” [17], ossia mediante 1’equazione

tfin

SL(t)dt = — / " { /M —C OV (2, 1) @(x)}} dt, (2.5.12)

tin tin

dove [y [-C 0,V (x,t) ©(x)] rappresenta il lavoro virtuale compiuto dalla densita di forza
generalizzata “poligenica” [17) —C 0,V (x,t). Infatti, la (2.5.12) restituisce la somma delle
forme deboli (2.5.1a)—(2.5.1e).

2.5.2 Soluzione in MatLab del caso semplificato 1D

Nel caso monodimensionale, 'insieme Q) puo essere identificato con lintervallo aperto
Q) = |—ant, x|, 1 cul estremi —zy¢ e 29y individuano la membrana cellulare, dal momento
che la superficie M degenera nell’insieme discreto M = {—xy¢, 25 }. Inoltre, 'insieme Q(¢)
diviene 'unione di intervalli Q¢) =] — zg, —zp[U]zae, 75|, cosicché il bordo esterno sia
dato da 90©®) = {—zg, i}

In questo approccio, le incognite V' e I sono definite esclusivamente nei punti —zy; e
T, cosicché ciascuna di esse € interamente definita dalla coppia di funzioni del tempo
V (&, t) e I(£xng,t). Di conseguenza, occorre eseguire solo le discretizzazioni per ¢0)
e ¢®, che, essendo riferite ad insiemi disgiunti, possono essere scritte indipendentemente
I'una dall’altra. Nel far cio, tuttavia, occorre tenere conto di un unico accorgimento: in
ciascuno dei punti —aag e ar, si ha la coesistenza dei prolungamenti di ¢ e ¢(®) alla
membrana, qui scritti come ¢ (fay, t) e ¢©)(£ay, t) con un lieve abuso di notazione, e
dei valori V(xxn,t) e I(£xa,t). Infine, poiché nel caso monodimensionale la densita di
corrente sinaptica ¢ definita esclusivamente nei punti —zy¢ e T, € possibile omettere la
concatenazione di &) con kg.

Per eseguire le discretizzazioni, introduciamo la griglia monodimensionale costituita dai
nodi

{xlv <oy My TM41 - - o TMy+Mins TMi+-My+1s - -+ xMIJrMnJrMHI}a (2'5'13)

Q@) Q0 Qe
dove abbiamo indicato:
e con Mj il numero di nodi di [—xg, —x];
 con M il numero di nodi di [—xa, Tav];
e con My il numero di nodi di [z, zg).

Si noti che esiste la seguente corrispondenza tra i nodi della griglia e i punti geometrici del
dominio computazionale:

* I1 = —TE;

* TMmy = TMi+1 = —TM;s

* TM+My = TMi+Mp+1 = TM;
* TM+My+My = TE-

Pertanto, nel caso del bordo interno, due diversi indici nodali individuano il medesimo punto
geometrico —xag 0 . Si noti che simili discretizzazioni sono state effettuate in [13].
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Introduciamo adesso le discretizzazioni

M
$O (g Z s+ Y ¢ (), (2.5.14a)
A=M;+M+1
@k (© W@
u(e)h(x) = Z ug Yy (x)+ Z ug Vg (x), (2.5.14b)
B=1 B=Mj+Mi1+1
R R (4,0
oM, t) = > oy (0w (2), (2.5.14c)
A=Mi+1
. Mi+Mu )
uWM () = Z u%)h g) (), (2.5.14d)
B=Mi+1
Vh(x7 t) = VMI+1(t)X(x; xMH-l) + VM1+M11 (t)X(LL‘; xMI"FMII)? (2'5'146)
@h(x) - ®MI+1X(37; xMI“‘l) + ®MI+MIIX(‘T; xMI-i-MH)a (2514f)
Ih(xv t) = IMI+1(t)X(x; xMH-l) + ]MI+MII (t)X(x; $MI+MII)7 (2'5 14g)
Yh(x> - YMI-HX(x; xMH-l) + YMI+MIIX<x; mMI+MII)7 (2'5'14h>

in cui abbiamo impiegato la notazione:

L’apice “h” indica che ci si sta riferendo ad una approssimazione di un dato campo,
dovuta alla discretizzazione spaziale scelta.

Gli elementi dell'insieme {¢(e)h MU {¢(e)h}%;§%£&¥ﬂ sono i valori nodali del po-

tenziale esterno approssimato gb(e)h.

(e)h} { (e)h}MI+MII+MIII

Gli elementi dellinsieme {u Bl pans1 Sono i valori nodali della

funzione di prova approssimata u(e) .

{w(e)}MI+MII+MIII

Le funzioni degli insiemi {w A=My 01 Sono le funzioni di forma che

approssimano il potenziale esterno #©. Le funzioni del primo insieme sono defini-
te solo nellintervallo [x1, zpy], mentre quelle del secondo insieme sono definite solo

nell’intervallo [xMI—i-MH—',-l N 'rMI“!‘MII“!‘MIH} .

Gli elementi dell’insieme {(j)S)h}%;ﬁ:[jr‘l sono i valori nodali del potenziale interno
approssimato ¢p(".

Gli elementi dell’insieme {u%) }g‘:ﬁfﬁl sono i valori nodali della funzione di prova

approssimata uh,
Le funzioni dell’insieme {w(i)}MI+MII sono le funzioni di forma che approssimano il
A JA=Mi+1 pp

potenziale esterno ¢()). Esse sono definite solo nellintervallo [ s+ 1, T an+ -

x(@iy) =1sex =y, ex(z;y) =0sex#uy.

In questa sede, supponiamo che le funzioni di forma siano polinomi di Lagrange di ordine 1,

tali che w(Ae) (rg) = 045 e, analogamente, wg)(xg) = 645, dove 6“5 ¢ la delta di Kronecker.
Osserviamo, inoltre, che I'avere due indici nodali associati al medesimo punto geometrico
non costituisce I'unico modo di procedere, ma lo abbiamo scelto perché fa si che il numero
di nodi coincida con il numero di incognite nodali.
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Introduciamo adesso gli elementi della matrice di rigidezza

(i o (0) () (i)
Kyp = / gradyy (z)oWgrady ) (z)dz, (2.5.15a)
.
O [T rade© (1)@ (e)
AB grady’ (z)o'” gradip” (x)da
.
e ©) (1) () ()
+ grady,’ (z)o'Y gradyy’ (z)de, (2.5.15b)
Tm

e gli integrali delle funzioni di forma

(i) e )
Y = / 9 (2)dz, (2.5.16a)
o
H = / " (2)de + / 9 (z) (2.5.16h)
A . . .
o

Osserviamo che, per come sono definite le funzioni di forma, per determinare gli elementi
della matrice di rigidezza K (e ) associati agli indici A, B =1, ..., M, & sufficiente considerare
il primo integrale a secondo membro della (2.5.15b). Analogamente, per calcolare gli elementi
KS% con A, B = Mi+Mn+1,..., M+ M+ My, e sufficiente calcolare il secondo integrale
a secondo membro della (2.5.15b). Le stesse considerazioni, infine, possono essere svolte per
gli integrali Hf).

Sostituendo le (2.5.14a)—(2.5.14h) nelle (2.5.1a)-(2.5.1e), riorganizzando i termini in mo-
do coerente con la numerazione dei nodi, e considerando le definizioni (2.5.15a)—(2.5.16b),
otteniamo:

[ TE, _‘TM].

Z (e)h {Z K¢ (e) ¢(e)h( t) + Hﬁf)/\(E)(t)}

My
+ufy) {Z K\ 508" (1) — Isr + Hﬁfk(e)(t)} =0, (2.5.17)
B=1

In [—x, zov]:

M1+ My
i)h h
Sv}{ > Kiypoi () +IMI+1<t>}

B=M;i+1

M o 0 400,
+ Z Uy Z Kapog

A=M;+2 B=M;+1

Mi+Mn

i)h i)h

+ ]\J)I“I’MII { Z K(MI+MII)B¢ W ( )+ IMI+MII (t)} =0, (2517b)
B=M;+1

In [z, zE] :

{ M+ My +Min

h

> K s85" ) = D (8) + Hgag X9 @)

B=Mi+Mi1+1

M+ My +Min N Mi+My+Minn L

+ YWy S KSLeS" (6 + HYAO@) ¢ =0, (2.5.17c)
A=Mi+M1+2 B=M:i+Mmn+1

L
Mi+Mi+1

Potenziale di membrana:
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2.5 — Caso monodimensionale (1D) semplificato

Onnsn [ (@41 (1) — O30 () = Via ()]
+ ®M1+MH [(gbf\l/}lh-i-MH( ) ¢MI+MII+1( )) - V]\i/LIIJrMu(t)} =0, (2'5'17d)

Corrente di membrana:

YMI+1{IMI+1(t)+CVMI+1 +Zj(mmc (Vag( )$M1+1at)}

+ YMI+MII{ - IMI+MII (t) + CVMI+M11 (t) + Z jgoniC)(VMIJrMH (t)> L My+Mi» t)} =0,

k=1
(2.5.17e)
Vincolo di media nulla per ¢®" in [—zg, —za] U [z, 25]:
M © (o) M+ M+ M ©) (h
SoHYe M+ Y HY oW () =0. (2.5.17f)
A=1 A=Mi+Mir+1

Poiché le funzioni di prova sono linearmente indipendenti le une dalle altre, le Equazioni
(2.5.17a)—(2.5.17f) conducono al seguente sistema:

My
S KD+ HOAO @) =0,  A=1,... M -1, (2.5.18a)
B=1

Z KJ\‘Z (e)h — Lyt JrH(e))\(e)( t) =0, (2.5.18Db)

MI+MH N
) K(MI—H)B (1) + I () =0, (2.5.18¢)
B=Mi+1
Mr+ My
> Kiped" () =0,  A-My=2,... My—1, (2.5.18d)
B=Mi+1
Mr+ My N
Z K(M1+MII)B¢ W ( ) + IMI+MII (t) =0, (2.5.186)
B=Mi+1
Mr+ My + M N
> K hianans®S" () = Ians () + H g A () =0 (2.5.18f)
B=Mi+Mi+1
Mi+ My + M
S KM+ HYAO®@) =0, A~ (My+ Mu)=2,..., Mu, (2.5.18g)
B=M;+M1+1

i)h e)h
O (1) — 3" (1) — Vi i () =0, (2.5.18h)
i)h e)h .
¢S\}1+M11( ) - ¢S\4)1+M11+1 (t) - V]\}}[H-MH (t) =0, (25181)
N
CViia (8) = Tga () + D2 5 (Vi1 (0, 2agen 1) = 0, (2.5.18))
k=1
. N (. . )
CVAZI+MII (t) - IJ}\LJIJrMH (t) + Z jlclomc (V]\}}I‘FMII (t)> $M1+ant) = 07 (2'5'18k)
k=1
My © «(e)h M+ M+ M © A()h
YHYSY O+ Y HYsY"(t) =0. (2.5.181)
A=1 A=M;+My+1

Osserviamo che, mentre le Equazioni (2.5.18a)—(2.5.181) e (2.5.18l) sono algebriche, le (2.5.18j)
e (2.5.18k) sono due equazioni differenziali ordinarie in tempo, da integrare sull’intervallo

39



Il modello matematico di base

di osservazione [ti,, tay]. Tali equazioni, inoltre, presentano le non-linearita dovute al modo

) si concatena con V.

Per risolvere numericamente il sistema (2.5.18a)—(2.5.181), generiamo la griglia temporale
tin =10 < ...<tp <tpt1...,tnp = tan —Der la quale 7, 1= t,41 —t, > 0 definisce il passo
variabile—, valutiamo ciascuna delle Equazioni (2.5.18a)—(2.5.18i) e (2.5.18l) in t,, con
n=0,..., Mr, essendo Mr il numero totale di “nodi temporali”; e integriamo le (2.5.18j) e
(2.5.18k) sul generico intervallo [t,,,t,+1]. Poiché la capacita della membrana ¢ costante in
questo modello, tale procedura conduce ad una riscrittura discreta in tempo delle Equazioni
(2.5.18j) e (2.5.18k), la cui forma dipende essenzialmente dal metodo numerico impiegato
per la discretizzazione. Qui di seguito mostriamo la forma che tali equazioni assumono nel
caso di una procedura a passo singolo (single-step) e semi-implicita. In tal caso, si ha:

in cui J,(Clom

¢ [vf}in—i—l - fo\l,n] + g(vf}in’ Vlgb,n+1’ IZ,’I’L’ Iﬁ,n+l’ tn+17 Tn) = 07 (25198‘)

dove Vi, = Vi(tn) e VA, 11 = Vi(tas1) e Ik, = Ik(tn) e I§ 1 = Ii(tny1) sono i valori
assunti, rispettivamente, dalle funzioni del tempo V? e I negli istanti di tempo t,, e t,11,
per A= My+1e A= My+Miy, mentre (VY Vi T4 T8 by, 7) € una scrittura
compatta, qui indicata genericamente, che speciefica il metodo numerico con cui si integra la
somma dei due termini rimanenti nelle Equazioni (2.5.18j) e (2.5.18k). Si osservi che ¢ ¢&, per
costruzione, sempre affine nelle correnti / ﬁ}n el ﬁ,n 41, affine in ij e in Vf}\lm 41 attraverso
i termini delle correnti passive e sinaptiche, e altamente non-lineare in Vj{”’n e in Vj{m 41
attraverso i termini delle correnti di Hodgkin&Huxley. In virtu di queste considerazioni, il
sistema (2.5.18a)-(2.5.181) deve essere riscritto sostituendo a ciascuna funzione nodale la
corrispondente espressione al tempo #,41. A tal proposito, per ciascuna funzione nodale del
tempo

e)h e)h i)h i)h
UIAl G{ng) ""’(Z)EW)I ’¢S\J)I+1""’¢§M)I+MII’

(e)h (e)h h h h h
¢]\ZI+MH+17 M) ¢1\(}1+MH+M111’ VMI+1’ VM1+M11’ [MI+1’ [MI+MII’ /\(e)}7 (2'5'20)

con A=1,..., My + My + M, adottiamo la notazione UZHJrl = Ul(tpy1), peraltro gia
impiegata per V2 e It. Inoltre, dovendo far fronte alle non-linearita che emergono nei termi-
ni di corrente di Hodgkin&Huxley, occorre procedere con una procedura di linearizzazione,
come il metodo di Newton, oppure con un metodo semi-implicito, in cui le funzioni non-
lineari di Vj{ sono valutate al tempo ¢,, mentre quelle lineari sono valutate ai tempi ¢, € £,,41.
Infine, come anticipato prima della discretizzazione temporale, & importante osservare che
gli ingressi del sistema descritto dalle Equazioni (2.5.18a)—(2.5.18l) sono “nascosti” nelle
correnti ioniche.

Utilizzando il metodo di quadratura dei trapezi per le Equazioni (2.5.18a) e (2.5.18])
giungiamo ad una forma esplicita per la (2.5.19a):

Ih o+ I
Vvh Vvh An+l A,
C[ An+1 — AJJ —Tn O

2
N h h h h
V +V E + K
(pass) An+1 An  FAn+l An
+ T Z Gy, [ 5 5 ]
k=1
N h h h h
\% +V E + F
7, Z GECHH)(VALn) tn) [ An+1 An  FAn+tl A,n‘|
' 2 2
k=1
Tn G(syn) tnt1 — to Vvh Eh
TG e\t [ A+l — A7n+1}
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syn tn_t
+ G exp <—a 0> Vin - B } =0

(2.5.21)

dove A = Mi+1e A= M;+ M. Sinoti che nei termini relativi alla corrente sinaptica

definita in (2.3.22) la funzione H(x), adesso valutata solo in = xp;41 € in z =

L My+Mir»

¢ stata posta uguale a uno, poiché si e ipotizzato che in entrambi i punti della membrana
cellulare la corrente sinaptica sia attiva.

In definitiva, scrivendo le (2.5.18a)—(2.5.18i) e la (2.5.181) al tempo ¢,4+1 e considerando
I'espressione esplicita dello schema di avanzamento in tempo riportata in (2.5.21) otteniamo

una iterazione del problema evolutivo rappresentata dal seguente sistema lineare:

ZK

+HOAN) =0, A=1,... M —1,

Z KJ(\zBﬂ5 = v+ + H(e )\1(121 =
B=1
M+ M 0 W

Z Koni1ys?8ne1 T Idrint =0,
B=M;i+1
M+ M 0 L@k

Z KfiB £1¥n+1 0, A-—M=2,... My—1,
B=M;i+1
Mi+Mn h

Z K 1+MH)B¢B n+1 + IMI-‘:-MH,TL-‘,-I - 0;
B=M;i+1
M+ My +Min

(e) (e) (e)
Z K(MI+MII+1)B¢B n+1 [MIJFMII:nJFl + HMI+MII+1)\7”L+1
B=M+Mi+1

M+ M+ M © h © 1)
e) (e e) . (e
> Kyp®pni T Ha' Mg =0, A — (M + M)
B=Mi+Mm+1
@A (e)h h _
¢M1+1,n+1 - ¢MI n+l VM1+1,n+1 - O,
M1+M11,n+1 MI+MH+1 n+1 ~ VY Mi+Mi,n+l — Y

h
c vk vh ] IMI+1,n+1 + g1
Mi+1n+1 — VM+1inl = Tn 5

N h h h h
(pass) VMIJrl,nJrl + VMI+1,7L EMI+1,7L+1 + EMI+1,n
+ 7 Z G}, -

P 2 2

= 27 .- >MIHa

N
HH
+ T Z Glg )(Vﬁﬁl,n, tn

P 2 2

7 tnt1 — o h h

G(syn) exp ( ) |:VMI+1JL — EMI+1,7L:| =0,
It + 17
h h M+ Mir,n+1 M+ My,
C [VMI+MH,T7,+1 - VMI+MH,77,] — Tn : — 2 : —

h h h h
) lVMI+1,n+1 + VMI+1,TL o EM[-‘,-LTL—}—l + EMI-‘,-LTL

2 2

N h h h h
(pass) VMI+MII>W+1 + VMI"I‘MIIJL EMI+MILTL+1 + EMI+M117n
+ Tn Z Gy, —

k=1
37
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(2.5.22f)
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N h h h h
G(HH) vh + VM1+MH,TL+1 + VMI+MILn _ EMI+MII,TL+1 + EM1+MH77L
+ T Z k ( Mi+Mi,n» ”)

k=1 2 2
Tn (syn) tht1 — to h h
Ty Gy exp | - o |:VMI+MHJ’L+1 - EMH—MH,n—H} +
syn tn - tO
Gg ' )eXp <_ > [VJ‘}}[IJrMHJL o El}\L/IIJrMII:n] } =0, (2.5.22k)
© L(e)h Mri+Mu+ M © L(@)h
Z HY ool + > Hew, =0. (2.5.221)

A=Mi+My+1

Tale sistema puo essere scritto in forma compatta usando la notazione matriciale. Dapprima
definiamo la matrice dei coefficienti a blocchi in cui il primo blocco diagonale rappresenta
la matrice di rigidezza del sistema ed ¢ relativo alle Equazioni (2.5.22a)-(2.5.22g):

K] 0] 0]
—— -~ -~
My x M MIX({\;III My X M1
0" KU 0
K] oL KO o (2.5.23)
(M +M +M ?):(/M +M +M ) MHXé\WI MHX’{[‘WH MIIX(]\{III
1+ My +Min 1+ M+ M [0] [0] [KIH}
~— ~
| Minnx My MinXMi My X My

Qul [K(e] KO e [Kﬁ’%] sono i sotto-blocchi relativi, rispettivamente al tratto esterno
“sinistro” (cf. Equazioni (2.5.22a) e (2.5.22b)), al tratto interno (cf. Equazioni (2.5.22¢)—
(2.5.22e)) e al tratto esterno “destro” (cf. Equazioni (2.5.22f) e (2.5.22g)) del dominio
computazionale, mentre [0] denota una matrice rettangolare i cui coefficienti sono tutti
nulli.

A propria volta, i sotto-blocchi [K%e)], KD e [K%)} sono definiti da:

K9 ... K,
K=+ : (2.5.24a)
K9 o K
(1) (i)
| K<M1+1)(M1+1> o K )
KD = : : : (2.5.24b)
(i) @)
K(MI+MII)(M1+1) T K(MI+MII) (My+Mir)
K(e) K(e)
(My+Mir+1)(My+ M +1) T (My+My1+1) (My+ M+ M)
Ki) = : : . (2.5.240)
(e) (e)
K (Mi+ M+ M) (My+My+1) 0 K(MI+MII+MIII)(MI+MH+MHI)
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La matrice completa associata al sistema (2.5.22a)—(2.5.181) & ottenuta orlando oppor-
tunamente la matrice di rigidezza, come di seguito riportato:

[ K] [0] 0  {-esn} {0} {0} {0} {hj} ]
—_— —~ =~ - ——
) MI><1 Mix1 Mix1 Mix1 Mix1
[0]* L& [0] {e:}  {en,} {0} {0} {0}
—_  —— =~ - S
]\/IH><1 ]WH><1 MH><1 MH><1 MH><1
0)" 0 Kl {0} f{-el {0} {0}  {hu)
-~ = =~ -~ =
Mirx1 Miirx My x1 My x1 1x M
{—exm}t {—e}t {0} 0 0 —1 0 0
[A] — 1x My 1x My 1x Mip
03" {em,}' {—e}" 0 0 0 —1 0
1x My 1x M 1x Minn
o @' 0 A 0 o
—— —— ~——
1x M 1x Mi; 1x Minn
{0}" {0} {0}* 0 3 0 Awmsny 0
M, 1x M, 1x M,
1x My X M1 XM
{hi}" {0}"  {hp}" 0 0 0 0 0
—— —— ———
1x My 1x Mqp 1x M J
(2.5.25)

Si noti che ogni vettore utilizzato nella orlatura della matrice [A] ha la dimensione opportuna
e cid permette tale operazione. In particolare, osserviamo che i vettori colonna {—ey;} e
{—ens, } hanno tutti gli elementi nulli tranne 'ultimo, che & pari a —1, e la loro lunghezza
¢ definita in (2.5.25). Analogamente, il vettore {€;} ¢ un vettore colonna che ha 1 come
primo elemento e tutti i restanti elementi nulli. La dimensione di tale vettore puo essere
letta direttamente in (2.5.25). Infine, riportiamo la definizione dei vettori colonna {h;} e
{hi} le cui componenti sono definite in (2.5.16b), per cui si ha:

{hi} = {HY YL, (2.5.26a)
{hin} = {H PN Mo (2.5.26b)

Si noti che i termini diagonali Ang41 € Apr+ar, della penultima e della terzultima riga,
relative alle equazioni per la corrente di membrana, si aggiornano ad ogni iterazione in
tempo ed hanno la seguente forma:

R 1 DGR Sl (N

, toi1 —t
+ G exp (—”“0) } (2.5.27a)
o

‘AMI—HWH =C+ TQH{ kil (Gl(cpaSS) + G;HH) <V]\h41+]\/[11,71’ tn))

syn tn —t
+ G exp (—“0> } (2.5.27b)
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2.6 Confronto con altri modelli

I passaggi seguiti per ricavare il modello matematico descritto nelle Sezioni precedenti
ripercorrono quelli presentati da Ellingsrud et al. in [10], con alcune modifiche.

Dal punto di vista implementativo si puo osservare che in [10] il sistema di Hodking& Huxley
e risolto mediante la procedura numerica nota come operator splitting. Tale procedura, pero,
non e stata utilizzata nello studio semplificato riportato nella Sezione 2.5, in cui, invece, il
problema e stato affrontato tramite la discretizzazione semi-esplicita dell’equazione per la
corrente I (si veda, per esempio, (2.3.45m)).

A differenza di altri studi, come ad esempio [36, 34], il modello di Ellingsrud et al. [10]
tiene conto dei campi di concentrazione degli ioni implicati nel problema di elettrodifusione,
mettendoli in relazione con i potenziali di Nernst Ej, e con le conducibilita ¢(®) e ¢, Tali
grandezze, quindi, possono essere considerate come variabili, piuttosto che come parametri
assegnati ab initio. Cio comporta, ad esempio, che nelle Equazioni (2.3.45a) e (2.3.45b) non e
possibile fattorizzare o(®) e ¢, e che, di conseguenza, i potenziali ¢V e ¢(®) devono risolvere
equazioni di Poisson generalizzate. Un’altra differenza sostanziale rispetto ai lavori [34, 36] &
il modo in cui viene studiata la corrente di membrana I, che, nell’approccio di Ellingsrud et
al. [10], ¢ considerata una variabile indipendente che risolve un’equazione dedicata. Infatti,
secondo tale “filosofia di calcolo”, la corrente I e la sua variabile duale, ossia il potenziale di
membrana V| sono entrambe incognite del modello, la cui soluzione numerica viene cercata
impiegando i “metodi a pitt campi”, come ad esempio, il metodo di Hu-Washizu [4].

Al momento, non siamo in grado di quantificare le differenze, in termini di oneri compu-
tazionali, tra 'approccio di Xyouris et al. [34] e Wittum et al. [36], da un lato, e quello di
Ellingsrud et al. [10] e il nostro, dall’altro. Cio ¢ dovuto essenzialmente al fatto che in [34, 36]
ampio spazio ¢ dato alla ricostruzione al calcolatore di geometrie realistiche degli assoni, lad-
dove le geometrie impiegate sia da Ellingsrud et al. [10] sia da noi sono momentaneamente
molto semplici.

2.7 Discussione dei risultati ottenuti

La presente Sezione si pone lo scopo di presentare e discutere i risultati ottenuti dalla risolu-
zione al calcolatore dei due modelli presentati in questo Capitolo. In particolare, presentiamo
separatamente le simulazioni numeriche svolte con il modello di Ellingsrud et al. [10] e con
il modello semplificato e confrontiamo i risultati ottenuti per fornire le eventuali differenze
tra i modelli.

2.7.1 Risultati del modello semplificato

Il modello 1D semplificato ¢ stato implementato utilizzando il valore di alcuni parametri
riportati in [10] e riadattati alle caratteristiche del problema in esame. Il valore delle costanti
e dei parametri fisici impiegati nelle simulazioni sono quelli riportati nella Tabella 2.1.

Descrizione Simbolo Valore
Costante di Faraday F 9.648 - 105 C/mol
Temperatura assoluta T 300K
Costante dei gas perfetti R 8.31J/(mol K)
Capacita di membrana C 0.01F/m

Tabella 2.1: Valore dei parametri fisici impiegati nella soluzione numerica del modello
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Dal momento che i potenziali di Nernst, Ej, e le conducibilita ¢® e o(® sono dipendenti
dai campi di concentrazione delle specie ioniche (si vedano le Equazioni (2.3.26), (2.5.2a)
e (2.5.2b)), questi sono stati ricavati utilizzando le condizioni iniziali dei medesimi campi
presentate in [10]. Anche i valori di riferimento delle conduttanze G,gpass) e g, sono state
prese come in [10], invece per le condizioni iniziali delle variabili di gating, ossia mg, ho e
no, sono stati utilizzati i valori riportati in [28].

Descrizione Simbolo Valore
Coefficiente di diffusione del sodio Dgl) = Dge) 1.33-107?m?/s
Coefficiente di diffusione del potassio Dg) = Dge) 1.96 - 1072 m?/s
Coefficiente di diffusione del cloro D:(;) = Dge) 2.03-107%m?/s
Concentrazione iniziale del sodio interna cglo) 12mM
Concentrazione iniziale del sodio esterna cgi) 100 mM
Concentrazione iniziale del potassio interna cgo) 125 mM
Concentrazione iniziale del potassio esterna cgz) 4mM
Concentrazione iniziale del cloro interna célg 137mM
Concentrazione iniziale del cloro esterna Ci(%i) 104 mM
Conduttanza passiva del sodio Gipass) 2.0S/m?
Conduttanza passiva del potassio Gépass) 8.0S/m?
Conduttanza passiva del cloro Ggpass) 0S/m?
Conduttanza del sodio 91 1200 S/m?
Conduttanza del potassio G 360 S/m?
Conduttanza del cloro 73 0.3S/m?

Tabella 2.2: Parametri delle simulazioni

Le simulazioni sono state lanciate su un dominio di lunghezza 3L (si veda la Figura 2.5),
su un intervallo di tempo T e per diversi valori della conducibilita sinaptica G®™, con lo
scopo di studiare la diversa risposta della cellula nervosa al variare degli stimoli esterni. In
particolare sono stati utilizzati due diversi valori di G®™ e la costante di normalizzazione
della funzione esponenziale in (2.3.22) ¢ la medesima di [10], cio¢ o = 0.01s.

Per le simulazioni lanciate in MatLab sono stati scelti i parametri di discretizzazione spaziale
e temporale riportati nella Tabella 2.3.

Descrizione Simbolo Valore
Lunghezza del dominio 3L 0.15 mm
passo di discretizzazione spaziale Ax 0.001 mm
Intervallo temporale T = (tin, tfin) | (0ms,50 ms]
Passo di discretizzazione temporale At 0.05 ms

Tabella 2.3: Parametri numerici della simulazione 1D
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Dalle simulazioni ottenute con conduttanza sinaptica G = 7§ /m? si ottiene un po-
tenziale di membrana che evolve nel tempo realizzando un picco di circa 42.6 mV (Figura
2.1). Nel punto della membrana z = x4+ si ha, al variare del tempo, un tratto di depo-
larizzazione in cui il potenziale di membrana cresce rapidamente per poi decrescere fino a
valori inferiori al potenziale di riposo Vg = —65mV. Dopo il processo di iper-polarizzazione
si osserva la reinstaurazione del potenziale di riposo fino alla fine dell’intervallo temporale
J. NP . (HH) (HH) . :
Comportamento simile si ha per le conduttanze ioniche G; ' e Gy . In Figura 2.2 si
osserva la realizzazione di un picco sia per la conduttanza del sodio sia per la conduttan-
za del potassio. Nel caso del sodio il picco & dell’ordine di 30S/m?. Questo fenomeno &
determinato dalla struttura interna dei canali ionici che, nel caso del sodio, sono caratteriz-
zati da attivazione repentina e chiusura lenta come imposto dalle equazioni del modello di
Hodgkin&Huxley. La conduttanza del potassio mostra invece la realizzazione di un picco di
entitd minore, circa 12.5S/m?, ritardato rispetto al picco del sodio. Tale fatto & conforme
ai risultati di [28] ed ¢ prevedibile dallo studio del sistema di Hodgkin&Huxley in cui i
canali del potassio vengono descritti per mezzo di quattro porte di attivazione con tempo
caratteristico minore rispetto a quello del sodio.

Nel caso di conduttanza sinptica G = 40 S /m? la risposta del modello & diversa rispetto

Potenziale di membrana

valutato in zpp. g
50 ! 40

Conduttanza degli ioni Na™ e K™
per il modello di Hodgkin & Huxley

25
B0

mV

.25 4 ? 20 |
3 ‘ ,
|

-50

75 - &

4] 10 20 30 40 50 0 10 20 30 40 50

ms

Figura 2.1: Potenziale di azione, V, sul-
la membrana cellulare per z = xp;41
ottenuto con corrente sinaptica avente
conduttanza G = 7S/m?.

ms

Figura 2.2: Conduttanze delle correnti
ioniche GgHH) e GgHH) sulla. membrana

cellulare per x = xp,41 ottenute con
GO — 78 /m?.

a quanto riportato nelle Figure 2.1 e 2.2. Come si puo osservare in Figura 2.3, stimolando
la cellula con una corrente sinaptica avente conduttanza maggiore, si instaura un potenzia-
le di membrana V che presenta una fase di depolarizzazione fino alla realizzazione di un
picco. In seguito alla depolarizzazione si ha la ripolarizzazione della cellula fino a valori di
V' inferiori al potenziale di riposo VR. Tale processo si ripete periodicamente per tutta la
durata dell’esperimento numerico. Si noti che 'ampiezza della prima oscillazione ¢ maggiore
rispetto all’ampiezza di quelle successive, i cui picchi hanno valore che decresce lentamente
in tempo. Il medesimo comportamento di periodicita si pud osservare nel caso delle condut-
tanze dei canali selettivi del sodio e del potassio. In questo caso la conduttanza dei canali
del sodio mostra un primo picco dell’odine di 32S/m? seguito da altri picchi con valore
minore e dell’ordine di 13S/m?. Simile ¢ il comportamento della conduttanza dei canali
selettivi del potassio. A seguito della realizzazione di un picco dell’ordine di 12S/m? si ha
la realizzazione di picchi inferiori aventi valore 10 S/m?.
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Potenziale di membrana Conduttanza degli ioni Na™ e K™
valutato in zyisq per il modello di Hodgkin & Huxley
40
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Figura 2.3: Potenziale di azione, V, sul- Figura 2.4: Conduttanze delle correnti
. HH HH
la membrana cellulare per x = xp;41 ioniche Gg ) e Gg ) sulla membrana
ottenuto con corrente sinaptica avente cellulare per * = ;41 ottenute con
conduttanza G®™) =408 /m?. G = 40S/m?.

2.7.2 Risultati del modello di Ellingsrud et al. [10]

11 modello di Ellingsrud et al. [10] ¢ stato risolto mediante 'uso del software commerciale
COMSOL Multiphysics™ 5.3a sulla geometria bidimensionale riportata in Figura 2.6.
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Figura 2.5: Dominio di calcolo delle
simulazioni in MatLab. Figura 2.6: Dominio di calcolo delle
simulazioni in COMSOL Multiphysics.

La geometria & stata definita come 'unione di due insiemi che rappresentano lo spazio
intra-cellulare Q0 e lo spazio extra-cellulare Q) comunicanti attraverso la membrana M.
Il dominio intra-cellulare utilizzato nelle simulazioni & stato definito come il rettangolo
Q0 =16-107%m, 5.6-107°m] x [2.8-10~°m, 3.4- 10~°m], invece, il dominio extra-cellulare
come il quadrato Q = [0m, 6 - 107" m] x [0m, 6 - 10~°m] di lato 6 - 10~°m privato di Q).
La dimensione di Q ¢ stata scelta in modo che la soluzione, essendo fortemente variabile
nell’immediata vicinanza della membrana cellulare, non venga influenzata dalla condizione
di flusso nullo imposta su Q). Con tale assetto, la membrana cellulare ¢ data dal bordo
del rettangolo pitt interno, cioe M = Q@

I parametri scelti per svolgere le simulazioni sono i medesimi utilizzati nel caso del model-
lo semplificato (cf. Sezione 2.7.1) tranne che per i campi di concentrazione che costituiscono
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delle variabili nel modello di Ellingrud et al. [10]. Infatti, nelle simulazioni del Modello PNP
é stato impostato un campo di concentrazione iniziale uniforme dal valore c,(clg in QW ¢ c,(gi)

in Q© per il k-esimo ione, come riporta al Tabella 2.1. Tutti i valori delle costanti fisiche e
dei parametri utilizzati sono riportati nelle tabelle 2.1 e 2.2, rispettivamente.

Nel caso del modello di Ellingsrud et al. [10] sono stati condotti degli esperimenti nu-
merici attivando, volta per volta, i diversi termini della corrente ionica presentati nella
Sezione 2.3.3. Si ¢ scelto di simulare il sistema su un intervallo temporale 7 = [0 ms, 100 ms]
con uno stimolo sinaptico generato da un treno di impulsi centrati rispettivamente agli
istanti Oms, 30ms e 60ms con corrente sinaptica definita in (2.3.22). La corrente sinapi-
ca € stata attivata solo sulla “testa” sinistra della cellula tramite la funzione cratteristica
H5.10-6,10-5] [0, 6-10-5] (x,y). Utilizzando le conduttanze riportate in [10], & stata ricavata
I’evoluzione temporale sia dei campi di concentrazione sia del potenziale di membrana ¢.

Nel caso di membrana passiva —ottenuta attivando solo i termini di corrente ionica
passiva— il modello PNP ha restituito una evoluzione temporale del potenziale di membrana
riportata in Figura 2.7.

Membrane Pobtantal ImV1
1S
"]

Membrane Potantal [mv]
‘] =
=1~

=5 J A0
50
-60) 1 -60
-704
45 ‘ 1 a0l .

0 Tlmg(ims] o Tlmgtims]
Figura 2.7: Potenziale di membrana del Figura 2.8: Potenziale di membrana del
modello di Ellingsrud et al. [10] con modello di Ellingsrud et al. [10] con mo-
modello di membrana passivo. dello di membrana di Hodgkin&Huxley.

In questo caso, si osserva che il potenziale di mebrana, partendo da un valore iniziale di
—65mV, realizza dei picchi di circa —30mV in corrispondenza di ogni stimolo della corrente
sinaptica. Dopo la realizzazione di tale picco, il potenziale mostra il raggiungimento di
uno stato stazionario (circa —45mV) che viene perturbato solo all’'occorrenza di un nuovo
stimolo. Inoltre, si puo notare che in questo caso non si ha il processo di iperpolarizzazione.
Questo comportamento ¢ dovuto al fatto che il modello che descrive la membrana ¢ lineare.

Una situazione diversa si puo osservare nel caso in cui la membrana cellulare viene de-
scritta tramite il solo modello di Hodgkin&Huxley (Figura 2.8). Partendo da una condizione
iniziale di —65mV, 'andamento del potenziale di membrana mostra la realizzazione di un
primo picco di circa 48 mV e di altri picchi successivi con ampiezza minore (circa 35mV).
Da notare, €, inoltre, il processo di iper-polarizzazione cui la cellula va incontro dopo la
realizzazione del picco del potenziale. In tale fase, il potenziale di membrana raggiunge dei
valori inferiori al potenziale di riposo della cellula, Vg = —65mV.

Ultimo esperimento numerico condotto con il modello di Ellingsrud et al. [10] consiste
nel mantere attivi entrambi i termini di corrente ionica, cioe quello passivo e quello di
Hodgkin&Huxley. Il comportamento del potenziale per tale modello di membrana ¢ riportato
nella Figura 2.9. Qui, il potenziale di membrana mostra la realizzazione di tre picchi, ognuno
corrispondente ad uno stimolo da parte della corrente sinaptica. Anche in questo caso,
il potenziale di membrana realizza dei picchi di circa 40mV che si alternano alla iper-
polarizzazione in cui ¢ raggiunge dei valori inferiori al potenziale a riposo della cellula.
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modello (,ﬁ Ellingsrud et al [10} con del sodio in Q(e) del modello di Elling—
modello di membrana completo. srud et al. [10] con modello di membrana
completo.

Altro aspetto investigato con la simulazione del modello di Ellingsrud et al. [10] ¢ I'e-
voluzione temporale dei campi di concentrazione c,(;) e c,(f). Dalle simulazioni & emerso che
la concentrazione degli ioni che contribuiscono alla conduzione del potenziale di membrana
—sodio, potassio e cloro— ha una zona di variazione ristretta nell'immediata vicinanza del-
la membrana cellulare. Cio si puo notare nella Figura 2.10 che riporta una distribuzione
istantanea della concentrazione del sodio in Q(¢) con I'uso del modello di membrana com-
pleto. In questo caso, si osserva che la concentrazione differisce dal valore iniziale solo in
prossimita della membrana cellulare realizzando delle variazioni dell’ordine di 0.12mM. Lo
studio della variazione della concentrazione ionica in QW e in Q) mostra come, data la
stimolazione nella zona sinaptica, il potenziale di membrana si propaga sulla lungezza della
cellula arrivando fino all’estremita opposta. Il valore del potenziale di membrana in punti
in cui la cellula non e stimolata dalla sinapsi puo essere utilizzato per studiare la risposta
dei bottoni sinaptici al potenziale elettrico per il rilascio di neurotrasmettitori [16].

I risultati mostrati in questa Sezione sembrano in accordo con i risultati del modello
monodimensionale semplificato.
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Capitolo 3

Modello PNP frazionario

11 presente Capitolo si pone l'obiettivo di formulare un modello frazionario per la conduzione
del segnale elettro-chimico in una cellula nervosa. Come nel caso del Capitolo 2, iniziamo
la trattazione con lo studio delle Equazioni di Maxwell Frazionarie presentate nel lavoro di
Tarasov [32].

11 materiale riportato di seguito ¢ basato su [24].

3.1 Definizioni preliminari

Al fine di sviluppare il modello PNP frazionario, ¢ necessario introdurre alcuni operatori
integro-differenziali le cui definizioni sono oggetto della presente Sezione.

Definizione 3.1.1 (Integrale frazionario sinistro [1]).
Data una funzione, f : [a,b] — R, con f € L!(a,b), e un parametro reale o €]0,1[, si
definisce I'integrale frazionario sinistro di odine « di f come

flfa
IL‘[D;J]f(:E) = o)

/am(x — ) f(@)dE, o €]0,1]. (3.1.1)

Definizione 3.1.2 (Integrale frazionario destro [1]).
Data una funzione, f : [a,b] — R, con f € Ll(a,b), e un parametro reale a €]0,1[, si
definisce 'integrale frazionario destro di odine o di f come

fl—oz

IRG, 4 f(2) == ()

b
a)/x(i—x)o‘_lf(j)da?, o €]0,1]. (3.1.2)

Si noti che nelle Definizioni 3.1.1 e 3.1.2 gli integrali frazionari sono definiti come le
immagini della funzione f rispetto agli operatori ILf, ;) e IRf, ;. Sia la (3.1.1) sia la (3.1.2)
possono essere viste come funzione della variabile x che figura nella loro definizione sia
come estremo di integrazione sia nel nucleo dell’integrale di convoluzione. Con le scritture
ILG, 1/ (x) e IR, 1 f(2) si sottintende la dipendenza di ILf, ,,f e IRf, )/ dalla variabile z,
rispettivamente.

Definizione 3.1.3 (Derivata frazionaria di Caputo sinistra [1]).

Data una funzione, f : [a,b] — R continua sull’intervallo [a,b] e derivabile su |a,b[, e dato
un parametro a €]0,1[, si definisce la derivata frazionaria sinistra secondo Caputo di f di
ordine o come

ga—l

DLY . f(z) :==ILI S f'(x) = i)

[CL,JE] [(l,.’L’]

/;(x B (@)dE, a0l (3.13)
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Definizione 3.1.4 (Derivata frazionaria di Caputo destra [1]).

Data una funzione, f : [a,b] — R continua sull'intervallo [a, ] e derivabile su |a, b[, e dato
un parametro « €]0,1], si definisce la derivata frazionaria destra secondo Caputo di f di
ordine o come

=1 b
DR, /() = —IRE, , f/(2) = F(l—a)/ (G — o) f (D), acl0ll. (3.1.4)

Definizione 3.1.5 (Derivata frazionaria di Caputo simmetrizzata [1]).

Data una funzione f : [a,b] — R che ammette derivate di Caputo sinistra e destra,
DL{, .1/ () e DR, j; f(2), rispettivamente, si definisce la derivata di Caputo simmetrizzata
di f di ordine o come

ff (@) : = § [DLG o f(2) = DRy ()]
ga—l b
- 2F<1—oz)/a |z — &~ f'(2)dz, €01 (3.1.5)

Nelle Definizioni 3.1.2-3.1.5 ¢ € una lunghezza caratteristica, ad esempio, la lunghezza
dell’intervallo di definizione della funzione, ossia £ = b — a.

Con lo scopo di presentare le Equazioni di Maxwell Frazionarie, sia in forma integrale sia
in forma locale, riportiamo di seguito le definizioni degli operatori differenziali frazionari di
gradiente, divergenza e rotore. Ispirandoci a [32], nel seguito riportiamo le definizioni degli
operatori differenziali frazionari in relazione ad elementi di volume, superficie o linea che
sono dei parallelepipedi, dei rettangoli o dei segmenti, rispettivamente. Ripotiamo, dunque,
le definizioni di operatori differenziali frazionari sinistri formalizzate da [32] ed ispirandoci
a questo lavoro formalizziamo le definizioni degli stessi operatori con le derivate frazionarie
di Caputo destre.

Definizione 3.1.6 (Gradiente frazionario sinistro di un campo scalare sul parallelepipedo
(32]).

o
Dato un campo scalare f : W — R continuo su W e derivabile su W e un parametro reale
a €]0,1], si definisce il gradiente frazionario sinistro di f di ordine o come

3
gr&def Z DL[aP,mp]f )

3 ga 1 /zp 8f
= Z (wp — Tp) ™" 5 (25)dTp | €p. (3.1.6)
o [ I'(l—a) /g, 0z,

Definizione 3.1.7 (Gradiente frazionario destro di un campo scalare sul parallelepipedo).

Dato un campo scalare f : W — R continuo sull'intervallo W e derivabile su W e un
parametro reale « €]0,1[, si definisce il gradiente frazionario destro di f di ordine « come

3
gradyy f(z Z DR, b1/ ()ep

=1

3 (o by
=2 [ / (Tp — Tp) " 55 of (25)dZp | ep. (3.1.7)

= 1—a 0T,

Nelle Definizioni 3.1.6 e 3.1.7, £,, ¢ una lunghezza caratteristica in direzione e,, ad esem-
pio, la lunghezza dell'intervallo di integrazione, ossia ¢, = b, — a,. La notazione z; indica
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“Pestrusione” della p-esima coordinata di x cosicché, ad esempio, per p = 1, in (3.1.6), si
ha z7 = (1,22, 23) €

gt /-’El 1 of

DLa =
fav.an) f (21, 22, 23) F(1—a)Jo, (21— 31)* 0%

(zl,fcg,xg)dxl (318)

Definizione 3.1.8 (Divergenza frazionaria sinistra di un campo vettoriale sul parallelepi-
pedo [32]).

Dato un campo vettoriale v su W tale che la p-esima componente di v, v, sia continua
sull’intervallo [a,b] e derivabile su ]a,b[, si definisce la divergenza frazionaria sinistra di
ordine a €]0,1] di v come

p=1
5. ot /mv 1 Ov
= P — P (25)d7,. (3.1.9)
I; L(1-a)la, (zp—3p)*0z, """

Definizione 3.1.9 (Divergenza frazionaria destra di un campo vettoriale sul parallelepipe-
do).

Dato un campo vettoriale v su W tale che la p-esima componente di v, v,, sia continua sul-
I'intervallo [a,b] e derivabile su ]a,b[, si definisce la divergenza frazionaria destra di ordine
a €]0,1] di v come

divipv(z Z DR m,, by]V (x)

afl

3 b, .
=2 - Fl_a/ ( : a~p(ffﬁ)dip- (3.1.10)

Tp — p)* 0Ty

Definizione 3.1.10 (Rotore frazionario sinistro di un campo vettoriale sul parallelepipedo
(32]).

Dato un campo vettoriale v su W tale che la p-esima componente di v, v,, sia continua

sull’intervallo [a,b] e derivabile su ]a,b[, si definisce il rotore frazionario sinistro di ordine
a €]0,1[ di v come

curlfyo(z) = [cwlfyo(z)], €, (3.1.11)
essendo la componente p-esima [curlfy, v(x)], data da
[carlfyv(2)], = epm DL, 4 0m(T). (3.1.12)

Definizione 3.1.11 (Rotore frazionario destro di un campo vettoriale sul parallelepipedo).
Dato un campo vettoriale v su W tale che la p-esima componente di v, v, sia continua
sull’intervallo [a,b] e derivabile su ]a,b[, si definisce il rotore frazionario destro di ordine
a €]0,1] di v come

curlgyv(z) = [cwrlgyv(2)], €y, (3.1.13)
essendo la p-esima componente [curlgy, v(x)], data da

[curlgyyv(2)], == epmDRE, 4 0m(T). (3.1.14)
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Modello PNP frazionario

Nelle Definizioni 3.1.10 e 3.1.11, €, sono i simboli di Levi-Civita.

Definizione 3.1.12 (Integrale frazionario di volume sinistro sul parallelepipedo [32]).
Dato un campo scalare g su W, un parallelepipedo con facce aventi normali parallele ai
versori di base ep, e dato un parametro reale a €]0,1[, si definisce I'integrale frazionario
sinistro di volume di q come

LS q / H 0 _ip Bt )
by b
sl [
Definizione 3.1.13 (Integrale frazionario di volume destro sul parallelepipedo).
Dato un campo scalare q su W, un parallelepipedo con facce aventi normali parallele ai

versori di base ey, e dato un parametro reale a €]0,1[, si definisce I'integrale frazionario
destro di volume di ¢ come

\ b —.fp)l aq(jil,ﬁz‘g,j?3)df3di‘2dﬂ~31. (3115)
p= 1

gla

RS q / H = o (Z)dv(Z)

_ap

b1 bo 61 o
/ / / )17 q<$17x2,373)d$3d5€2d$1 (3116)

3p1 p — @

Definizione 3.1.14 (Integrale frazionario di superficie sinistro sul rettangolo [32]).

Sia ¥ C R? il rettangolo avente i lati paralleli ai versori di base e; ed e; coni,j = 1,2,3, i # j
e i < j e avente campo di versori normali ny(x) parallelo al versore di base e con k # i, j
tale che ¥ = [a;, b;] X [a;, bj] x {c}. Dato un campo vettoriale ¢ su ¥, si definisce I'integrale
frazionario di superficie sinistro di ordine « 6}0 1[ di ¢ come

g / [T e [60) - mula)] dala)
pefs, }

1—a

bi b
/ / jf:p)l g Ok( ¥, T)dT AT, (3.1.17)

dove con ¢y, si indica la restrizione della k-esima componente del campo ¢ al piano indivi-
duato dall’equazione xj = cy.

Definizione 3.1.15 (Integrale frazionario di superficie destro sul rettangolo).

Sia ¥ C R? il rettangolo avente i lati paralleli ai versori di base e; ed e; coni,j = 1,2,3, i # j
e i < j e avente campo di versori normali ny(z) parallelo al versore di base ey con k # i, j
tale che ¥ = [a;, b;] X [a;, bj] x {c }. Dato un campo vettoriale ¢ su X, si definisce I'integrale
frazionario di superficie desrto di ordine o €]0,1[ di ¢ come

e A b alaw(@-nk(:fz)]da(@

—a
pe{i, J} v)

gl a
/ / T i O6( i, 25)dT;dTs, (3.1.18)

i op= {w} —ap)

dove con ¢, si indica la restrizione della k-esima componente del campo ¢ al piano indivi-
duato dall’equazione xp = cy.
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3.2 — Principali risultati sul calcolo frazionario

Le curve che considereremo nel seguito sono curve spezzate, ciascun tratto delle quali
¢ sempre parallelo a un asse del sistema di riferimento cartesiano ortogonale assegnato.
Pertanto, diamo le seguenti definizioni di integrale di linea su una curva € che si riduce al
segmento identificabile con I'intervallo reale [a,, by] chiuso e limitato e parallelo al versore
di base e,,.

Definizione 3.1.16 (Integrale frazionario di linea sinistro sul segmento [32]).

Dato un campo vettoriale € definito su una linea spezzata € data dall’unione di n segmenti
tutti paralleli ai versori di base e, con p € {1,2,3}, quindi tale che € = U, ;. Definiamo
'integrale frazionario di linea sinistro di ordine « €]0,1] come

ILEE = ViILf, 4,8p(2), (3.1.19)
=1

dove si ha che v; = 1 se il verso di percorrenza del segmento i-esimo e concorde al versore
di base e; e v; = —1 in caso contrario.

Definizione 3.1.17 (Integrale frazionario di linea destro sul segmento).

Dato un campo vettoriale € definito su una linea spezzata € data dall’'unione di n segmenti
tutti paralleli ai versori di base e, con p € {1,2,3}, quindi tale che € = U, C;. Definiamo
'integrale frazionario di linea destro di ordine a €]0,1[ come

IRGE =Y wilR{, ;1 €p(x) (3.1.20)
=1

dove si ha che v; = 1 se il verso di percorrenza di C; ¢ concorde all’i-esimo versore di base
e; e v; = —1 altrimenti.

3.2 Principali risultati sul calcolo frazionario

In base alle Definizioni introdotte nella Sezione 3.1, possiamo riportare i principali risultati
riguardanti i teoremi del calcolo frazionario. Dei risultati che seguiranno, quelli con gli
operatori differenziali frazionari sinistri sono adattati da [32], invece, quelli con gli operatori
frazionari destri sono stati ottenuti prendendo ispirazione dai primi.

Proposizione 3.2.1 (Integrale frazionario sinistro di derivata di Caputo sinistra [1]).
Dato a €]0,1[, se f é una funzione continua sull’intervallo [a,b] e derivabile su |a,b], allora
vale la scrittura

L, DL, 5 f(2) = f(2) - fa). (3.2.1)

Dimostrazione. Esplicitando I'espressione in (3.2.1), si ha

el—a x ga—l T
ILG, 4 DLG 5 f(2) = F(a)/a (x —3)*! [F(l—a)/a (z — ﬁ)af’(fc)dy%] dz

- m /j [/:(x R :@)“f’(:ﬁ)d:ﬁ} di.  (3.2.2)

In virtu del Teorema di Fubini, nella (3.2.2) si puo invertire I'ordine di integrazione ottenendo

T b
ILG,  DLE, 4 f(2) = m /a [ /x (x —2)* 1z - ﬁ)_ada?} fl(z)dz.  (3.2.3)
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Modello PNP frazionario

Operando il cambio di variabili Z = Z + s(x — &) nell’integrale piu interno, si ha
1 e ol
1Lf,. DL F5) = Sy =y / [ /0 (1— 5)°Ls—ods| f(2)da. (3.2.4)
Nella (3.2.4) riconosciamo la definizione della funzione Beta di Eulero
Bl —a,a) = /01(1 —5)* tsds. (3.2.5)

Quindi, sfruttando la proprieta della funzione 3, secondo la quale

P(1— a)l(a)

Bl —a,a)= Ti—ata) =I'(1—-a)l(a), (3.2.6)

essendo I'(1) = 1, la (3.2.4) diventa
ILG, 2 PL{ 2 [ (2) = / " P8)dd = f(x) - f(a). (3.2.7)
U

Corollario.
Dato o €]0,1[, se f € una funzione continua sull’intervallo [a,b] e derivabile su la, b, allora
vale la scrittura

IL{, DL, ) f = f(b) = f(a). (3.2.8)
Dimostrazione. 1l risultato segue immediatamente dalla Proposizione 3.2.1 valutando ambo

i membri della (3.2.1) in = = b, infatti, scrivendo per esteso il primo membro della (3.2.8),
si ha

gl—a b ea—l T
ILf,y DLfus) £(2) = Ty / (b— ) [r() / (G —3)° f’(:ﬁ)dfc] 47

_ m /ab [/j(b @ — 8y p )d@] di. (329

In virtu del Teorema di Fubini, nella (3.2.9) si puo invertire l'ordine di integrazione, otte-
nendo

>

b b
ILG, y DLG 5 f = m /a [ /x (b—2) Yz — :?:)—ad:;;] f(#)dz. (3.2.10)

Operando il cambio di variabili Z = & + s(b — Z), si ottiene la scrittura

ILG ) DL s f = m / ’ { /O 1(1 — s)a—ls—ads} f/(#)dz, (3.2.11)
in cui si riconosce la funzione Beta di Eulero. Sfruttando la proprieta (3.2.6) si ottiene
b
ILy DLias f = / fl(@)dd = £(b) - f(a), (3.2.12)
che ¢ la tesi. O
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3.2 — Principali risultati sul calcolo frazionario

Proposizione 3.2.2 (Integrale frazionario destro di derivata di Caputo destra [1]).
Data a €]0,1[, se f é una funzione continua sull’intervallo [a,b] e derivabile su |a,b], allora
vale la scrittura

IR{, 5 DRy f(2) = f(2) = f(b). (3.2.13)

Dimostrazione. Esplicitando 'espressione in (3.2.13), equivalentemente a quanto fatto nella
dimostrazione della Proposizione 3.2.1, si ha

= b pa—1 b
IR, 5 DRy f(2) = F(a)/x (Z — )" l_l"(l—a)/i (- i)_af’(;%)di‘] di

_ _m /: V;(:z —2)* (G - f)af'(ge)da:«] 7. (3.2.14)

In virtu del Teorema di Fubini, nella (3.2.14) si puo invertire l'ordine di integrazione
ottenendo

1 b T
R®  DRE _ P 2)* (8 — 3)dR| f(3)dE. (3.2.1
R,y DR 1) = ~Fagmir—ay ). [ [ @-oa—-a) dx] f@)dz. (3:2.15)
Operando il cambio di variabili Z = = + s(& — x) nell'integrale piu interno, si ha

b 1
IRE, ;DR y f(x) = —m /z { /O 11 —s)_“ds] F(#)de. (3.2.16)

Nella (3.2.16) riconosciamo ancora una volta la definizione della funzione beta di Eulero,
per cui grazie alla (3.2.6) si ha

b
IR, DRE ) /(2) = = [ (2)dd = f(x) = ), (3217

che ¢ la tesi. O

Corollario.
Dato a €]0,1[, se f é una funzione continua sull’intervallo [a,b] e derivabile su |a,b], allora
vale la scrittura

IR, 5 DRy [ = fla) = f(b). (3.2.18)

Dimostrazione. 1l risultato segue immediatamente dalla Proposizione 3.2.2 valutando ambo
i membri della (3.2.13) in = a, infatti, scrivendo per esteso il primo membro della (3.2.18)
si ha

elfa b gafl b
IR‘[;;J)] DR[aiJ)] f = F(Og)/a (Li' — a)a—l [_M[i (.TA) _ i')_af/(i')d.f;| dz

1 ’ ’ 7 a—1(z ~N—a pl AN AR -
:_p(a)p(l_a)/a M (T —a)* (2 - 1) f(:c)dx] dz.  (3.2.19)

In virtu del Teorema di Fubini, equivalentemente a quanto fatto nella dimostrazione della
Proposizione 3.2.2, la (3.2.19) diventa

b T
IR, 5 DR, f = —m / [ / (7 —a)* (& — i)_adi'] f(@)dz.  (3.2.20)
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Modello PNP frazionario

Operiamo adesso il cambio di variabili & = a + s(Z — a) ottenendo

(e [e% 1 b ! -1 — 1/ A A
Anche nella (3.2.21) si puo riconoscere la definizione della funzione Beta di Eulero, per cui,
grazie alla (3.2.6), la (3.2.21) diventa

b
IR,y DR,y £ == [ f1(@)d2 = f(a) = ) (32.22)

in cui si legge la tesi. U

Teorema 3.2.3 (Teorema di Stokes frazionario sinistro sul rettangolo [32]).

Sia W un parallelepipedo esprimibile come il prodotto cartesiano di tre intervalli chiusi e
limitati, cioé W = [ay, b1] X [az, ba] X [as, bs], € sia ¥ una sezione ortogonale di W, cioé un
rettangolo con lati orientati parallelamente a e, e ey, con p,q = 1,23 e p # ¢q. Dato un
campo vettoriale & suW e ristretto a 33, se le componenti di € lungo le direzioni individuate
dai versori di base e, sono assolutamente continue, vale

ILG5,€ = IL, curlfs, €, (3.2.23)
dove 0% indica il bordo della superficie 3.

Dimostrazione. Scegliamo p = 1 e ¢ = 2 e consideriamo un rettangolo di vertici A, B,
C' e D con coordinate rispettivamente (a1, ag, x3), (b1, a2, x3), (b1,b2,x3) e (a1, ba, r3) con
xg € [as, bs] fissato. In questo modo la superficie ¥ sara descritta dal prodotto cartesiano
[a1,b1] X [ag, bo] per ogni x5 € [ag, bs] e il suo bordo % sara 'unione dei quattro segmenti,
AB, BC, CD e DA. 1l primo membro della (3.2.23), considerando una parametrizzazione
in senso antiorario della curva, puo essere scritto come

4E = — /bl e ( )dz
o0 & — T1,ag, x3)dE
- (@) Jay (b — @)oo

4 /b2 B e b ep)di
T2, T i
F(a) s (b2 _ ,i‘Q)l_a 2 1) 2, 3 2

1 b1 El—a ~ ~
/ 1 El(xl,b2,$3)dx1

S T(a) Joy, (b —Fp)t-e
]. b2 El—a i )
- F(a) / (b2 —252‘2)1—04 82(@1’51;27 .l”g)de
1 b2 géfa ~ ~ ~
T / (by — Tp)'~ [82(by, T2, w3) — Ea(ay, T, 3)] ATy
1 bl Ei*@ ) ) ~
T / (b — &)1 [€1(F1, b2, 3) — €1(T1, az, 23)] dy. (3.2.24)

Utilizzando il Corollario alla Proposizione 3.2.1 si puo scrivere

1 by by glfaglfa
e = —— [ [ T E
- [C(@)]? Jaz Jar (ba = F9)1=(by — 1)1
1

N .Y o
o (2 dzq | did
g [F(l - ) /al (by — &1)® Oy (&1, To)dq | dZ1dEs

1 by b (imeple
D) /al /az (b1 — 1)t 2(bg — Tp)t
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3.2 — Principali risultati sul calcolo frazionario

1L [»_ 67 %, .
oo (1, 89)dd2 | dBpdZy. (3.2.2
’ [T(l—oo / (0 — Gy 8, 1) 1/’21 Todiy.  (3.2.25)

Dal momento che gli integrali frazionari sugli intervalli [a;, b1] e [ag, ba] commutano, nella
(3.2.25) si possono riconoscere gli integrali di superficie sinistri su ¥ la cui definizione ¢
riportata in (3.1.17). Scriviamo, dunque,

1 Z ol e
ILA-E = ILS [/ 182(:%1,332)@1]

F(l — a) 1 (bl - jl)a 8:%1
o 1 i 6371 881 ~ A I8
— Ly lr(l —a) /a2 (by — 22)™ a@(xl’@)d”] (3.2.26)

che puo essere riscritta in forma compatta come

[a1,21]

IL§s€ = ILg [DLE, 4, 1€ — DLA, 2, €1 - (3.2.27)

Nella (3.2.27) si riconosce la terza componente del rotore sinistro di € come riporta la
Definizione 3.1.10. In definitiva scriviamo

L35 € = ILS, [curlf'n €], (3.2.28)
che ¢ la tesi. O

Teorema 3.2.4 (Teorema di Stokes frazionario destro sul rettangolo).

Sia W un parallelepipedo esprimibile come il prodotto cartesiano di tre intervalli chiusi e
limitati, cioé W = [ay,b1] X [ag, ba] X [as, bs], € sia 3 una sezione ortogonale di W, cioé un
rettangolo con lati orientati parallelamente a e, e eq, con p,q = 1,2,3 e p # q. Dato un
campo vettoriale €& su W e ristretto a 33, se le componenti di € lungo le direzioni individuate
dai versori di base e, sono assolutamente continue, vale

IR55 € = IR, curlgs €, (3.2.29)
dove 9% indica il bordo della superficie X.

Dimostrazione. Scegliamo p = 1 e ¢ = 2 e consideriamo un rettangolo di vertici A, B,
C' e D con coordinate rispettivamente (ay,as,x3), (b1,asz,x3), (b1,ba, x3) € (a1, be,x3) con
x3 € [as, bs] fissato. In questo modo la superficie ¥ sara descritta dal prodotto cartesiano
[a1,b1] X [ag, ba] per ogni 3 € [as, bs] e il suo bordo 9% sara 'unione dei quattro segmenti,

AB, BC, CD e DA. 1l primo membro della (3.2.29), considerando una parametrizzazione
in senso antiorario della curva, puo essere scritto come

IRILE = — / R )di
= Xr1,09,T X

o /b2 (b, )
To, T T
F(a) az (i.Q_GQ)l_a 2\Y1, 42,43 2

Lt s
— X xr xr
F(Oé) o (5:1 — al)l_a 1 1,02,43 1

_ ] /b2 I Ea(ay, To, x3)dT
F(a) s (i‘Q _ az)l_a 2 1, 42,43 2

I N } B
) /(12 G m)e [E2(a1, T2, x3) — E2(b1, T2, 73)] A2
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Modello PNP frazionario

1 b e N 5 N
+ F(O{) /al (f}l — al)lfo‘ [81(1‘1,@2,1‘3) — 81(1’17[)2,373)] dz;. (3230)

Utilizzando il Corollario alla Proposizione 3.2.2 si puo scrivere

bz b1 gl Oéel (07
IR5nE = —
ox / / «732 _a2 1 a(xl _al)l—oc

bl a—1
X [— 1 )/ (A 61 882 (xl,xg)d$1‘| dfldi‘g

'l -« &1 —aq)® 011

b1 b2 gl Oéel (67
/ / (1 — a1)17(Z2 — ag)l—=

1 b2 Eg_l o8,
x [_F(la) /562 (22 — az)® Ody o (T1,82)d22 | dZ2diy. (3.2.31)

Dal momento che gli integrali frazionari sugli intervalli [a1, b1] e [az, b2] commutano, nella (3.2.31)
si possono riconoscere gli integrali di superficie sinistri su ¥ la cui definizione & riportata in (3.1.18).
Scriviamo, dunque,

1 booetl 9,
7F(1 —a) /il (%1 —a1)* 014 75, (B T2)di

b2 a—1
! )/ (AEQ agl(m,m)dxg] (3.2.32)

IRS |-
+ e Il -« T — ag)® 0%y

che puo essere riscritta in forma compatta come
IRS.E = —IRS, [DRa 2 — DR%Q’bQ]Sl} . (3.2.33)

Nella (3.2.33) si riconosce la terza componente del rotore destro di € come riporta la Definizione
3.1.11. In definitiva scriviamo

IR55.€ = —IR¥; [curlgy €], (3.2.34)
che ¢ la tesi. O

Osservazione. Al variare di x3 € [as, bs] il rotore curl§;€ puo essere esteso su tutto W e si
puo porre curly, €.

Teorema 3.2.5 (Teorema di Gauss frazionario sinistro sul parallelepipedo [32]).

Sia W un parallelepipedo avente lati paralleli ai versori di base e, e sia OW il bordo di
W, ossia una superficie chiusa e regolare a tratti. Dato un campo vettoriale F su W, se le
componenti di F sono differenziabili su W, allora

L3y F = ILG dive,, F. (3.2.35)

Dimostrazione. Dal momento che W ¢ un parallelepipedo con lati paralleli ai versori di base
ep, con p = 1,2,3, esso puo essere scritto come il prodotto cartesiano di tre intervalli reali
chiusi e limitati, cioe, W = [a1, b1] X [ag, b2] X [as, b3]. Esplicitiamo il primo membro della
(3.2.35)

N bo b3 6253 11—«
IL@W / / ) 11—«
[(b2 — T2)(b3 — T3)]

X [F1(b1, T2, T3) — F1(a1, T2, T3)] dTodis
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3.2 — Principali risultati sul calcolo frazionario

/ln /b3 6153)1 o
(b1 — 1) (bs — #3)]"
X [Fo(T1, b2, T3) — Fo(T1, az, T3)] dT1dT3
/b1 /bz 6152)1 o
[(by — &1)(be — azg)]l_a
% [F3(F1, Ta, by) — F3(F1, Foy a3)] dF1dF.  (3.2.36)

In virtu del corollario alla Proposizione 3.2.1, la (3.2.36), che puo essere scritta in modo
compatto come

ILGwF = 1L, 4 LG, 4] [F1(b1, 2, T3) — Fi(ar, T2, T3)]
+ 1L, ) Ihfg ] [F2(T1, b2, T3) — Fa(Z1, az, 73)]
+ 1L, b1 1hos o) [F5(Z1, T2, b3) — Fo(Z1, T2, a3)], (3.2.37)
assume la forma
Lowd = LG, ILE  TLE | DLE 5,
+ IL[a1 bl}IL[aS bg]IL[az bz]DL[ ]C‘F
+ ILG, b0 1Ly 0] fy s PLfag 25 F3- (3.2.38)

as,is
as, &3
Gli integrali frazionari della (3.2.38) commutano grazie alla validita del Teorema di Fubini,
poiché i loro estremi di integrazione sono fissati. Quindi, & possibile scrivere
ILGwF = ILG, 41 e b0 hf0s 55 PLia, 251
+ 1L ) 10 5o g 5] PLifas 20 F2
+ 1L, 50 s 5o g b PLifag 0 F3- (3.2.39)

a3,Z3]
La (3.2.39) puo essere scritta, ricordando la Definizione 3.1.12 di integrale frazionario di
volume sinistro, come

Ly F = IL§y, [DLE, 7y F1 + DL, 2 Fa + DL,

[a1,31]

T3, (3.2.40)

as,Z3

in cui si riconosce la divergenza frazionaria sinistra di F su W per come ¢ scritta nella
Definizione 3.1.8. Si puo, dunque, concludere scrivendo

O

Teorema 3.2.6 (Teorema di Gauss frazionario destro sul parallelepipedo).

Sia W un parallelepipedo avente lati paralleli ai versori di base e, e sia OW il bordo di
W, ossia una superficie chiusa e regolare a tratti. Dato un campo vettoriale F su W, se le
componenti di F sono differenziabili su W, allora

RS, F = IR, dive,, F. (3.2.42)

Dimostrazione. Dal momento che W & un parallelepipedo con lati paralleli ai versori di base
ep, con p = 1,2,3, esso puo essere scritto come il prodotto cartesiano di tre intervalli reali
chiusi e limitati, cioe, W = [a1, b1] X [az, ba] X [ag, b3]. Esplicitiamo il primo membro della
(3.2.42)

N bo bs e g 11—«
IR@W / / 2 3) 11—«
$2 - a2 3 - CLB)]
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x [Fi(ar, T2, T3) — F1(b1, To, T3)] dTodZs
/b1 /b5 €1€3)1 a
11—«
32’1 — a1 .%‘3 — (13)}
X [Fo(Z1, ag, T3) — Fo(Z1, be, T3)] dZ1d T3
/bl /bz €1€2)1 «
(b1 — 1) (T2 — 02)]17(1
[?3(571,532,(13) —93(.’21,:%2,[)3)} di’ldfvg. (3243)

In virtt del corollario alla Proposizione 3.2.2, la (3.2.43), che puo essere scritta in modo
compatto come

IRgWg: = IR[a2 bg]IR[a3 bs] {ffl (al, i‘g, i‘g) — fFl(bl, .fz, 5’3)]
IR[m bl]IR[ag bs] {3"2(1'1, az, 573) - ?2(571, bg, (Z‘3)]
IR[(M bl]IR[az bo) {ffg([l’l, 5)2, ag) - ?2(591, :fg, bg)] 5 (3244)

assume la forma
IRy F = IR[a2 bﬂIR[a3 ba]IR[O;I I,I]DRE‘E1 bl]?l
— IR, b IR s 051 IR (0,00 PR {5, 50 F2
IR[al bﬂIR[az bz]IR[ag bg]DR[ ]93 (3245)

To,bo
T3,b3

Gli integrali frazionari della (3.2.38) commutano grazie alla validita del Teorema di Fubini,
poiché i loro estremi di integrazione sono fissati. Quindi, ¢ possibile scrivere

IR%WS: - IR([);“ bﬂIR[az bz]IR[a3 b3]DR[
— IR{a, 5, IR a0 IR a0 PR
IR‘[al bﬂIR’[ag bQ]IR‘[a’S b?]DR[

71
172
\Ts. (3.2.46)

71,01
T2,
3,3
La (3.2.46) puo essere scritta, ricordando la Definizione 3.1.13 di integrale frazionario di
volume sinistro, come

IRy F = IRfy, |- (DR, 5 F1 + DR, T2 + DRE, 493 ) | (3.2.47)

in cui si riconosce la divergenza frazionaria destra di F su W per come ¢ scritta nella
Definizione 3.1.9. Si puo, dunque, concludere scrivendo

R%y, F = —IR%, dive,, F. (3.2.48)
O

Proposizione 3.2.7 (Rotore frazionario sinistro del gradiente frazionario sinistro [32]).
Sia ¢ un campo scalare su W e sia o €]0,1] un numero reale. Se ¢ di classe C* su W,
allora

curltyy, gradiy ¢ = 0. (3.2.49)

Dimostrazione. Dimostriamo l'identita per la prima componente del rotore, la dimostrazio-
ne ¢ analoga nel caso delle altre componenti. Ricordando le definizioni di gradiente e di
rotore frazionario sinistri riportate in 3.1.6 e 3.1.10 possiamo scrivere per esteso la prima
componente di curlfy, gradfy, ¢,

[curlfy, gradpy, o) 1
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S /w2< — &)
T T(—a)l, 2T
a—1
W
83:2
gt e e
“T(1—a) /ag (5 = Ts)

o [ gt o L0, ]
X 6j3 |}:‘(1—0¢) /a2 ($2 —.TQ) %(ml,xg,mg)dxgl dCCQ. (3250)

xr3 ~ a
m /as (23 —T3)~ ad) (551,96275C3)dx3] d#s

Poiché gli estremi di integrazione degli integrali doppi della (3.2.50) sono indipendenti,
utilizzando il Teorema di Fubini per invertire I'ordine di integrazione, si ottiene

[curlfy, gradfy, ¢);

5253 a—1 N
= / / T2 — JUQ (933 - 1’3)
- a

¢ 9?9
83:28953 8%385)2

1 (%1,[%2,@3)(3152‘3(1@2, (3251)

e quindi, in virtu del Teorema di Schwartz, si ha

[curlfy, gradfy,é], = 0. (3.2.52)
O

Proposizione 3.2.8 (Rotore frazionario destro del gradiente frazionario destro).
Sia ¢ un campo scalare su W e sia o €]0,1[ un numero reale. Se ¢ di classe C* su W, allora

curlgyy, gradgyy ¢ = 0. (3.2.53)

Dimostrazione. Dimostriamo l’identita per la prima componente del rotore, la dimostrazio-
ne ¢ analoga nel caso delle altre componenti. Ricordando le definizioni di gradiente e di
rotore frazionario sinistri riportate in 3.1.7 e 3.1.11 possiamo scrivere per esteso la prima
componente di curlgy, gradgy ¢,

[curlRy, gfad?{W@l
gg—l b B
I'l—a) /T,Q (%2 = 22)

a ga—l b3~ a
o [ [ e 2]

a ga—l bo ) 8
X [1“(12—04) /1:2 (Tg — x9)” af/j ($17$27x3)dgj2‘| ds.
(3.2.54)

Poiché gli estremi di integrazione degli integrali doppi della (3.2.54) sono indipendenti,
utilizzando il Teorema di Fubini per invertire I’ordine di integrazione, si ottiene

[curlgy, gradgy ¢,
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€2£3 a—1 bo b3
//xz—mz (T3 —x3)"

1 — a
0% B 0%
0190T3  0T30%9

] (J?l,fg,fg)di'gdfg, (3255)

e quindi, in virtu del Teorema di Schwartz, si ha

[curlgy gradgy @], = 0. (3.2.56)
O

Osserviamo che le Proposizioni 3.2.7 e 3.2.8 sono valide solo se ’ordine di derivazione «
¢ il medesimo in entrambi gli operatori.

Proposizione 3.2.9 (Divergenza frazionaria sinistra del rotore frazionario sinistro [32]).
Sia & un campo vettoriale su W e sia o €]0,1] un numero reale. Se € ¢é di classe C?, allora

diviycurlfy E(z) = 0. (3.2.57)

Dimostrazione. Ricordando le Definizioni 3.1.8 e 3.1.10, si puo scrivere la (3.2.57) per esteso
come

divﬁwcurlﬁwg(x) = ])L[a1 1] |:DL[a2 xg}g DL[a3 xg]g :|
+DLE, 1yl [DLfe, €1 — DL, 2,5

(ag2,x2] [as,%3]
DL 0y [DL‘[ZI #21€2 — DLEZQ,M&} : (3.2.58)

La tesi segue direttamente dalla commutativita degli operatori di derivata frazionaria di
Caputo sinistra nelle diverse direzioni. O

Proposizione 3.2.10 (Divergenza frazionaria destra del rotore frazionario destro).
Sia & un campo vettoriale su W e sia o €]0,1[ un numero reale. Se & ¢ di classe €2, allora

diviyeurlzy E(z) = 0. (3.2.59)

Dimostrazione. Ricordando le Definizioni 3.1.9 e 3.1.11, si puo scrivere la (3.2.59) per esteso
come

divgycurlgy €(x) = DRE, 4 [DR[ 1€3 — DR, b3]82]

T2,b2
+DRE,, 41 [DR[O;M]& - DRf;hbﬂeg}
+DR{, 4] [DR&LZ,S}EQ - DR%Q,Z,S}&} . (3.2.60)

La tesi segue direttamente dalla commutativita degli operatori di derivata frazionaria di
Caputo destra nelle diverse direzioni. O

3.3 Forma integrale e forma locale delle Equazioni di
Maxwell frazionarie

Fissiamo una regione di spazio interamente contenuta nel materiale considerato. Chiamiamo
la regione dello spazio, €2, e il suo bordo, 92, e consideriamo una superficie ¥ con bordo
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3.3 — Forma integrale e forma locale delle Equazioni di Maxwell frazionarie

0%. Con tale notazione le Equazioni di Maxwell in forma integrale, possono essere scritte
seguendo due strade alternative. Utilizzando le Definizioni di integrale frazionario di volume
sinistro 3.1.12, integrale frazionario di superficie sinistro 3.1.14 e integrale frazionario di linea
sinistro 3.1.16, le Equazioni di Maxwell diventano [32]

d

s By = — 1LY By, (3.3.1a)

1L32,By, = 0, (3.3.1b)
d

I Hy, = IL§ Ty + 1L Dy, (3.3.1¢)

LS4 Dy, = IL& opy,. (3.3.1d)

Utilizzando, invece, le definizioni di integrale frazionario di volume destro 3.1.13, di superficie
destro 3.1.15 e di linea destro 3.1.17 le Equazioni di Maxwell si possono scrivere, prendendo
spunto da [32], come

IRSLER = —%IRngR, (3.3.2a)
TR$2 By = 0, (3.3.2b)
RS, Hp = IREJg + %IR%DR, (3.3.2¢)
RS, Dy = IRS! o (3.3.2d)

A differenza della Sezione 2.2 in cui figuravano i cambi E, D, B e H e le sorgenti J e gf in
questa sede & necessario sdoppiare i campi che figurano nelle Equazioni di Maxwell in campi
sinistri Fr,, Dy, By, e Hy, e campi destri Er, Dy, Br ¢ Hg. In questa sede, utilizziamo lo
stesso approccio anche per le sorgenti, in particolare, avremo le densita di corrente sinista
J1, e la densita di corrente destra Jy, e le densita di cariche libere sinistra gf, e destra ofR.
Nelle nelle Equazioni (3.3.1a)—(3.3.1d) come nelle Equazioni (3.3.2a)—(3.3.2d) figurano gli
esponenti oy, ag, as e a4 che sono tutti numeri reali presi nell’intervallo ]0,1[ ed indicano
Pordine di integrazione frazionario degli integrali cui si riferiscono.

Applicando il Teorema di Stokes sinistro 3.2.3 e il Teorema di Gauss sinistro 3.2.5 alle
(3.3.1a)—(3.3.1d) ed eseguendo la procedura di localizzazione, otteniamo le Equazioni di
Maxwell sinistre scritte in forma locale come

curlfL By, = —0,Br,, (3.3.3a)
dive2 By, = 0, (3.3.3b)
curl{$ Hy, = Jy, + 0Dy, (3.3.3c)
dives Dy, = o (3.3.3d)

Equivalentemente, applicando alle (3.3.2a)—(3.3.2d) il Teorema di Stokes destro 3.2.4 e
il Teorema di Gauss destro 3.2.6 ed eseguendo la procedura di localizzazione, otteniamo le
Equazioni di Mazwell destre scritte come

— curlgy, Er = —0,Bg, (3.3.4a)
— div32, By, =0, (3.3.4b)
—curlg3 Hg = Jg + 0, Dr, (3.3.4¢)
— diV?{bDR = OfR- (334d)
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Modello PNP frazionario

3.3.1 Equazioni di Maxwell frazionarie per il problema studiato

Utilizzando la Proposizione 3.2.9 nell’equazione di vincolo (3.3.3b) e la Proposizione 3.2.10
nell’equazione di vincolo (3.3.4b), rispettivamente, si puo dedurre 'esistenza di un potenziale
vettore sinistro, Ay, e di un potenziale vettore destro, Ag, tali che

divi3, By, = 0,

= By, = curl{3 Ar, (3.3.5a)
—diviyBr =0,
= Bp = —curlg}, Ag. (3.3.5b)

Dal momento che stiamo considerando le Equazioni di Maxwell scritte per un volume €2,
identifichiamo la superficie ¥ con il bordo di tale volume, per ciod, poniamo 92 = ¥, inol-
tre, ipotizziamo che gli ordini di frazionarieta nelle Equazioni (3.3.3a)-(3.3.3b) e (3.3.4a)—
(3.3.4b) siano i medesimi, cio¢ a3 = as = a. Sotto tali ipotesi, sostituendo le (3.3.5a)
e (3.3.5b) nelle equazioni di vincolo (3.3.3a) e (3.3.4a), rispettivamente, in virtu delle
Proposizioni 3.2.7 e 3.2.8, si ha

curlfyq E1, = —0; (curlfynArL) .
= Ep, = —gradfyn¢r, — 0+ AL, (3.3.6a)
—curlgpnFr = —0; (—curlzynAr) ,
= ER = —gradpsoor — OtAR. (3.3.6b)

Anche per le equazioni dinamiche (3.3.3¢)—(3.3.3d) e (3.3.4¢)—(3.3.4d), ci mettiamo sotto
Iipotesi che gli ordini di frazionarieta siano i medesimi, cioé a3 = a4 = . Applicando
separatamente gli operatori divfQ e divfm alle equazioni (3.3.3c) e (3.3.4c), in virtu della
Proposizione 3.2.9 e della Proposizione 3.2.10, otteniamo

0 = divl ,Jy, + divl,, (8,Dy), (3.3.7a)

0 = divhgJr + divi, (3, Dg). (3.3.7h)

Le Equazioni (3.3.7a) e (3.3.7b), poiché I'operatore di divergenza frazionaria e quello di deri-

vata temporale commutano, possono essere riscritte mediante 1'uso delle Equazioni (3.3.3d)
e (3.3.4d) come

0 = divloJr + drom, (3.3.8a)

0 = divpgJr — diom- (3.3.8b)

Tali sono le equazioni locali di conservazione della carica sinistra e destra rispettivamente.

In base a quanto detto fino ad ora, facendo 'ipotesi che i campi magnetici By, e By abbiano

derivata temporale trascurabile, da cui segue che le derivate temporali di Ay, e di Ag possono
essere omesse, scriviamo le Equazioni di Maxwell sinistre come

E;, = —gradfgérL, (3.3.9a)
0 = divl o JL, + dyom, (3.3.9D)
dive oDy = o, (3.3.9¢)

e le Equazioni di Maxwell destre come

Er = —gradgo¢r, (3.3.10a)
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0 = divhgJr — drom, (3.3.10b)
—divhgDr = ort. (3.3.10¢c)

Sia le Equazioni (3.3.9a)—(3.3.9¢) sia le equazioni (3.3.10a)—(3.3.10c) sono state scritte in
modo tale che i vincoli divi g Br, = 0 e —divi o Br = 0 risultino disaccoppiati dalle restanti

leggi.

3.4 Modello di Poisson-Nernst-Planck frazionario

Sfruttando i principali risultati ottenuti nella stesura del modello PNP standard della Se-
zione 2.3, qui ci poniamo 'obiettivo di scrivere un modello atto a studiare I'elettrodinamica
di una cellula nervosa alla luce del Calcolo Frazionario.

Per il problema in esame, il campo elettrico sinistro Ep, e il campo elettrico destro
ER sono legati costitutivamente ai campi di induzione elettrica sinistro Dy, e destro Dy,
rispettivamente, secondo le relazioni

Dy, = cpe, By, = —gpergradigor, (3.4.1a)
Dy = coe, Er = +coergradpodn, (3.4.1b)

dove con ¢q e g, ci si riferisce, rispettivamente, alla costante dielettrica nel vuoto e al coeffi-
ciente di permittivita relativa del materiale che occupa la regione 2. Come nella formulazione
del modello standard, qui si dovra avere cura di riferire tutte le grandezze riportate nelle
Equazioni (3.3.9a)-(3.3.9¢) e nelle Equazioni (3.3.10a)-(3.3.10c) alla regione considerata che
puo essere lo spazio intra-cellulare oppure lo spazio extra-cellulare. Prendendo ispirazione
da [10], scriviamo le densita di cariche libere sinistra g, e destra o, come

N
ofL, = Z Fzrevr, (3.4.2a)
k=1
N
om = Y Fzpcre, (3.4.2b)
k=1

e le densita di corrente frazionaria totale sinistra Jp, e destra Jg, sempre ispirandoci a [10],
come

N
JL = Z FZkJLk, (3.4.3&)
k=1
N
JR = Z FZkJRk. (3.4.3b)
k=1

Nelle Equazioni (3.4.3a)—(3.4.3b), la notazione & la medesima di quella introdotta nella
Sezione 2.3 con l'unica differenza che i vettori Ji, e Jr indicano delle densita di corrente
frazionaria e non standard. Seguendo I’approccio di [10] forniamo la definizione delle densita
di corrente relativa alla k-esima specie ionica

FZka
=D ds — i B
JLk reradygcrk + rr b
21D
= —Dygradfgerr — #cmgradﬁgqﬁ‘. (3.4.4a)
Fz.D
Jri 1 = Dkgrad%QCRk -+ ;T kCRkER
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= Dypgradiocre + ;kiTchngradﬁQd)R. (3.4.4Db)
Si noti che nelle Equazioni (3.4.4a) e (3.4.4b) si ¢ fatto uso degli operatori differenziali
frazionari e non degli operatori differenziali standard come viene fatto nel Capitolo 2.
Seguendo quanto fatto nella Sezione 2.2, utilizziamo le equazione locali di conservazione
della carica elettrica totale (3.3.9b) e (3.3.10b), come delle leggi di bilancio impiegate, anche
in questa sede, come equazioni con cui determinare i campi che le rendono vere. Anche
ciascuna specie ionica deve obbedire ad una propria legge di bilancio destra e sinistra,

dunque, supponendo 'assenza di pozzi e di sorgenti di carica si avra

Oscr + diVﬁgJLk =0, k=1,...,N, (3.4.5&)
Overk — divhgJre =0, k=1,...,N, (3.4.5h)

dove Jyi € specieficata in (3.4.4a) invece Jgy € specieficata in (3.4.4b). Anche nel ca-
so del modello frazionario, imponiamo che le N specie ioniche con concentrazioni sinistre
CL1, - .., CLN € destre cry, ..., cry evolvono garantendo la elettroneutralita della miscela. Cio
puo essere espresso richiedendo che le densita di corrente totale Ji, e Jg, siano solenoidali
in senso frazionario, cioe,

N
divﬁQJL = divgQ (Z szJLk> =0, (3.4.6a)
k=1
N
—divl o Jgr = —divhg, <Z szJRk> = 0. (3.4.6b)
k=1

Alla luce delle considerazioni fatte sino adesso, deduciamo che le equazioni del modello
frazionario, in una generica regione dello spazio, €2, assumono la forma

divl o, Jp, =0,
N
. FZka
= div? F (—D 4 - 4 ) =0, 3.4.7
ivi g Lgl Zk rgradio cLk T cLk gradig oL ( a)
ey + diV/EQJLk =0,
. o FzD o
= Ok + dlvfﬂ [—DkgradLQ CLk — %C]’_ﬁ gradi’q ¢L:| =0,
k=1,...,N. (3.4.7b)
— diviJr =0,
N
. FZka
=  —divh F (D dg dg ) =0, 3.4.7
IVRQ L; 2k kgradgrg CRk + RT crk gradgq Or ( c)

OiCRE — divﬁQJRk =0,

Fz.D
= OiCrk — divﬁQ {Dkgradﬁg CRE + Wk

BT CRE gradgq ¢>R} =0,

k=1,...,N. (3.4.7d)

Le Equazioni (3.4.7a)—(3.4.7d) devono essere particolarizzate nei domini che caratterizzano
il modello, ciog, la regione extra-cellulare, Q(®), e la regione intra-cellulare, Q) comunicanti
attraverso la membrana M. Per ciascuna delle grandezze presenti nelle equazioni del modello,
sia essa un campo incognito da determinare oppure un parametro fisico, scriviamo la sua
restrizione al dominio considerato equivalentemente a quanto fatto nel caso standard. Ad
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ogni grandezza si assocera, dunque, una etichetta che classifica la grandezza come riferita al
dominio intracellulare oppure a quello extracellulare. Ad esempio, per il pontenziale scalare
sinistro si avra un potenziale esterno gbie) ed un potenziale interno ¢E) per Q©) ¢ QO
rispettivamente. Si scrivera, dunque,

In QW:
X @ (i) (i i)
dleQ() lz ( szDk)gradLm) CLk) — UL) gradfoa gbg ] =0, (3.4.8a)
k=1
szD()
atch + dleQ() [ Dk)gradLQ” cl(jk AT grad Lo® qu =0,
k=1,....N, (3.4.8b)
al @ (i) @ (i
— divyge [Z (szD Dgradg o Clék) + on gradfigo ¢ﬁ)] =0, (3.4.8¢)
k=1
| | FaDl)
8tc( leRQ() lD,(;)gradaQ() Cg)k + ]];Tk lk gradgom ¢(1)] 0,

k=1,...,N, (3.4.8d)
M, ()

dove o7’ e og’ sono le conducibilita interne sinistra e destra e sono definite come

(Fz)?D{

WE

O
oy, = CLrs (3.4.9a)
P RT
N 2 (@)
i (sz) D i

B
Il
—

Equivalentemente, per il dominio extracellulare si scrivera

In Q©:
N
dleQ(e> [Z ( FZka grady oo ci,z) — 0’£) grady oo qﬁie)] =0, (3.4.10a)
(i) © _ FaDy )
atc + dleme) —D; grad{ge o — “RT % grady o e qﬁ 0,
k=1,...,N, (3.4.10b)
N
dlvae) lz (szD gradg o) ng)e) + g(e) gradg o (bR 1 =0, (3.4.10c)
© © @ . FzD e
Orcpy, — leRQ(e) D gradfoe cpp + —o— T i 8radp o d)

k=1,...,N, (3.4.10d)

dove aie) e O‘l(%) sono le conducibilita esterne sinistra e destra e sono definite come

N pe©
(©) . (Fzr)*Dy” (o)
o =) (3.4.11a)
“~ RT
sz 2D ) ©
Z Cha- (3.4.11b)
k=1
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3.4.1 Modello PNP frazionario semplificato

In questa sede, ci restringiamo al caso di domini bidimensionali, per cio, definiamo il dominio
intra-cellulare come un rettangolo avente lati paralleli ai versori di base e; ed es. Scegliamo
di definire Q0 = [ay,b1] x [ag, by], per cui la membrana cellulare, M = QW sara data
dall'unione dei segmenti
(1‘1, LL‘Q) S R? |$1 S [al, bl] €Ty = CLQ}7 (3412&
( ) E]RQ\xl =brexy € {ag,bg]}, (3412b
( ) GRZ‘LIH € [al,bl]exg :b2}7 (3412C
S4 = {([ﬁl, (EQ) S R2 |$1 =a1exry € {(12, bg]} (3412d

{ )
{(z1, 22 )
= {(z1, 22 )
)
Nel caso del dominio extra-cellulare, operiamo con un insieme dato dalla differenza tra un
rettangolo R = [c1, d1] X [co,da] e Q@ In questo caso Q) avra un bordo esterno, 90
dato dall'unione dei segmenti

ss = {(z1,22) € R? |z € [c1,d1] exe = o}, (3.4.13a)
s6 = {(x1,29) € R* |21 = dyexq € [, do]}, (3.4.13b)
st ={(z1,22) € R? |z, € [c1,d1]exe = da}, (3.4.13c)
sg = {(x1,29) € R* |21 = ¢1 a9 € [c2,da]}. (3.4.13d)

invece il bordo interno 92(Y sara la linea spezzata che descrive la membrana. Definendo i
vertici del bordo dei domini come

A= (a1, az), (3.4.14a)
B = (bl, (IQ), (3414b)
C= (bl, bQ s (34 14C)
D = (a1, b9) (3.4.14d)
nel caso di 900 e come
E = (c1,¢9), (3.4.15a)
F = (dy, c), (3.4.15b)
G = (dy, dy), (3.4.15¢)
H = (¢1,dy), (3.4.15d)

nel caso di Q¢ il dominio assume la forma presentata nella Figura 3.1.

Ipotizziamo che i campi di concentrazione sinistri e destri, sia interni sia esterni, siano
assegnati e costanti. Sotto tale ipotesi, il modello scritto fino ad ora si semplifichera in virtu
del fatto che il gradiente di Caputo, sinistro o destro, di un campo costante risulta essere
identicamente nullo. Essendo valide

gradf o) =0, k=1,...,N, (3.4.16a)
graddom etk =0, k=1,...,N, (3.4.16D)
grad®owcl =0, k=1,..., N, (3.4.16¢)
grad et =0, k=1,...,N, (3.4.16d)
le densita di corrente totale possono essere scritte in Q) come
JE) a( gradf i )(;5 (3.4.17a)
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" G|

A T "

Figura 3.1: Dominio di calcolo del model-
lo semplificato.

JV = 4o grad? el (3.4.17D)
invece, in Q® come

JS) = (e)gradLQ(e)¢(e) (3.4.18a)

J = 40 grad® o). (3.4.18b)

Alla luce delle Equazioni (3.4.17&)7(3.4.17b) e delle Equazioni (3.4.18a)—(3.4.18b), le equa-

zioni di elettroneutralita diventano

leLQ() [ UI(j) gradf oo ¢E)} =0, in Q0 (3.4.19a)
- diVRQ(') [Ul(ai) gradgom ¢g)] =0, in 0, (3.4.19b)
leLQ(e [ ol gradp e Cbgﬂ =0, in Q) (3.4.19¢)
leRQ(e) [Ug) gradgoe ¢§)} =0, in Q). (3.4.19d)

Le Equazioni (3.4.8b) e (3.4.8d) e le Equazioni (3.4.10b) e (3.4.10d), invece, diventano delle
identita banalmente verificate. Sommando membro a membro le equazioni di elettroneutra-
lita relative al dominio intra-cellulare ed extra-cellulare, rispettivamente, e dividendo per 2
si ottengono le equazioni del modello di Poisson-Nernst-Planck frazionario

Lr..

B [d1V€9J£ leRQJ( )} =0, (3.4.20a)
]' e . €

3 [divi 1Y — divio ] = 0. (3.4.20D)

Ipotizzando che le conducibilita oy, e og siano le medesime e considerando i potenziali scalari
tali che ¢, = ¢r = ¢, le Equazioni (3.4.20a) e (3.4.20b) diventano

{dlvﬁ‘gz() {—a(i)grado‘l ; qS(i)} — diviho {U(i)grado‘1 (i)gzb(i)]} =0, (3.4.21a)
{dlvgé(c) [ o gradm(c)de)} divioe {0 gradRQ(c>¢>(e)” =0, (3.4.21b)
dove si e posto 01(46) = 01(;) =0 e JS) = ag) = oW, Tali equazioni, come nel caso del

modello standard devono essere dotate di condizioni al bordo. Dal momento che i due domini
Q0 e O© sono comunicanti attraverso la membrana cellulare M, su tale bordo dovranno
essere prescritte delle condizioni che tengano conto dei complessi fenomeni elettrochimici
che investono la membrana.
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Relazioni sull’interfaccia M tra ¢ e ¢(® Come nel caso del modello PNP standard
anche nella scrittura del modello frazionario € necessario osservare che la membrana cellu-
lare M, a causa dei complessi fenomeni elettro-chimici che vi hanno sede, costituisce una
superficie di discontinuitd per i campi ¢ e ¢(©). Tali fenomeni sono dovuti all’accumulo di
cariche sulle due facce della membrana che generano una differenza di potenziale scalare

Vo= ¢|(§3[ - ¢f§3[. (3.4.22)

Ancora una volta, seguendo [10], la (3.4.22) puod essere impiegata come condizione di
Dirichlet per ¢ su M nella forma

Owe(2,1) = Of(w,1) + V (3,1). (3.4.23)

A differenza del modello standard, imponiamo sulla membrana una condizione di continuita
frazionaria per le densita di corrente sinistra e destra. Imponiamo, dunque, che le componenti
delle densita di corrente interna soddisfino

6! P —p 4 . s
_M/ (T2 — az) 5J1£{%(x1,a:2, t)dze = I, (21, 1), su s1, (3.4.24a)
o b - =8 ()~ -
1“(11—ﬁ)/ (b1 — 1) Bjﬁl)(xl,xz,t)dxl = I,,(xa,1), Su s, (3.4.24b)
G 2 - =8 (i . N
I‘(f_ﬁ)/ (b — @) I3 (w1, Bo, )Ty = L (w1,1), s ss, (3.4.24¢)
o b —3 ()~ N
_F(ll_ﬂ)/ (xl - al) BJé%(ﬁl,.I’Q,t)dxl = 184(x27t)’ Su Sy, (3424d)
al
invece, per le densita di corrente esterna imponiamo
B—1 as
B (a2 — #2) P T (21, &, t)dis = — I, (v1,8)  sus (3.4.25a)
F(l —B) c2 ? 2 L2 W02 2 51\t 15 A
-1
_L dl(j —b )7'817(6)(56 xo, t)dT; = — I, (w9, t) su s (3.4.25b)
F(]. —5) by 1 1 R1\*1s 2, 1 s2\ 42,0/, 2, L.
B—1 A
_h (Fg — by) P (21, &g, )iy = — Iy, (21,1),  sus (3.4.25¢)
F(l _6) b 2 2 R2 U1, L2, 2 sa\L1,0), 3 4.
-1 4
B (a1 — 1) PTGy, 20, t)dFy = —1,,(20,1),  sus (3.4.25d)
L(1-23)Jeo 1 1 L1 \T1, T2, 1 sa\T2, 1), 4. 4.

Dal momento che la non-localita del problema ¢ da attribuirsi principalmente alla geometria
della cellula e dello spazio extra-cellulare, oltre che alla struttura del materiale che riempie
Q) [7, 8], i fenomeni elettrochimici che avvengono sulla membrana sono da ritenersi locali.
Grazie a cio, come nel caso standard, ¢ possibile trattare la densita di corrente I come
sovrapposizione di un termine capacitivo e di diversi termini conduttivi definiti localmente.
In questa sede non tratteremo nel dettaglio tutti i fenomeni che determinano la corrente di
membrana, I, ma ci limitiamo a riportare soltanto I’equazione che ne deriva:

N
[=CoV+> 15, (3.4.26)
k=1

Per una trattazione piu accurata e per comprendere la notazione della (3.4.26), si rimanda
alla Sezione 2.3.2.
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Ulteriori condizioni su ¢® Come fatto nel caso della membrana, anche sul bordo
esterno, imponiamo delle condizioni di flusso nullo frazionarie scritte come

fﬂ_l az B o ~ 3

_ F(lg—ﬁ)/ (T2 — c2) ﬁJF({g) (11,@2)dT2 =0, per x1 € [c1,d1], (3.4.27a)
f?_l di ©

1“(1_/3)/ (dy — 1) P I (71, 22)dEy = 0,  per zo € [ca, as], (3.4.27Db)
O (©)

F(l—ﬂ)/b (dy — 1) P (21, 22)di = 0,  per xy € [ag, by, (3.4.27¢)
L (©)

i [ @) G =0 perme ), (34270)
R (©)

1“(12_/3)/6 (dy — &9) P Jp5 (21, F2)die = 0, per xy € [e1,dy], (3.4.27¢)
O ©

- F(l—ﬁ)/ (&1 = 1) J5 (&1, 22)dd = 0, per @z € [by, da), (3.4.27f)
ff_l ai (@)

F(l—ﬁ)/ (71 — c1) Py (@1, 29)dF; = 0, per a9 € [ag, b, (3.4.27g)
b (©)

_ F(l—,B)/ (71 — 1) P Ig) (#1, 29)dF = 0, per zg € [c2, az). (3.4.27h)

Inoltre, imponiamo una condizione di risolubilita su ¢(® con lo sopo di eliminare I'indeter-
minazione sulla soluzione del problema al contorno. In questa sede, scegliamo di imporre
una condizione di Dirichlet per ¢(®) su un insieme finito di punti isolati di 92, cioe su
o0 = (i}

¢|(§§2<e,e> =6y, su 00, (3.4.28)

3.4.2 Sommario delle equazioni del modello frazionario

A differenza del modello standard, che & oggetto del Capitolo 2, le equazioni del modello
sono date dalle sole condizioni di elettroneutralita coadiuvate dalle condizioni al bordo
sulla membrana cellulare, M, e sul bordo pit esterno del dominio, 9Q(®), appena descritte.
Considerando, dunque: (i) le condizioni di elettroneutalita (3.4.20a) e (3.4.20b) per Q) e per
Q©): (ii) la relazione (3.4.23) che lega il potenziale di membrana V' con i potenziali scalari
diw € Ol (iii) le condizioni (3.4.24a)-(3.4.24d) e (3.4.25a)-(3.4.25d) che forniscono la
continuita non-locale della componente normale della densita di corrente totale attraverso la
membrana; (iv) le condizione sul bordo pitl esterno del dominio, Q)| (3.4.27a)(3.4.27h);
(v) la condizione di risolubilita (3.4.28); (vi) la Equazione (3.4.26) che lega I a V, il modello
PNP frazionario puo essere scritto per completezza come segue:

3 [divigo I — divgge I | =0, in QO (3.4.29a)

3 divigo 1Y = divigo IR =0, in Q) (3.4.29D)

oD (2, 1) = ¢ (x, 1) + V(x, 1), su M, (3.4.29¢)
N

[=CoV+> 17, su M. (3.4.29d)
k=1

Nelle Eqruazioni (3.4.29a)-(3.4.29d) sono state omesse le condizioni al bordo per semplicita
di lettura.
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Modello PNP frazionario

3.5 Forma debole delle equazioni del modello frazio-
nario

La presente Sezione si pone l'obiettivo di ricavare e presentare la forma debole delle Equa-
zioni (3.4.29a)—(3.4.29d). Introduciamo, a tale scopo, le funzioni di prova:

o« u) associata a ¢;
« ul® associata a ¢{©);
« O, associata a V/;

o Y associata a [.

Anche in questo caso, ogni funzione di prova appartiene ad un opportuno spazio funzionale
che verra studiato quando si tratteranno le questioni tecniche relative alla procedura agli
Elementi Finiti.

Equazione per il potenziale scalare ¢() Moltiplichiamo la Equazione (3.4.20a) per
una funzione di prova v ed integriamo sul dominio Q. Otteniamo

0= [ uO@)} [divig,IY = divige IR] (@ )dv(z)
Q i
i 2 0_Y i)
=/, uW (7)1 ZIDL@ e e — ZIDR[’; o | (@, t)dv(). (3.5.1)
p= p=

Richiamiamo le relazioni tra la derivate di Caputo sinistra e destra e le derivate di Riemann-
Liouville sinistra e destra scritte di seguito [1, 27, 23]

G (o S 4 )
0 = o —P _dF, - ———— 5.2a
DUl 0= T (35, oo oyt 058
ISR R (T R ()
DR{, ,1f(x) = ) lax,, /I G xp)ﬁdxp+ o —wp)ﬁ’] . (3.5.2b)

In virtu delle (3.5.2a) e (3.5.2b), le derivate di Caputo presenti in (3.5.1) coincidono con le
derivate di Riemann-Liouville poiché, ricordando la (3.4.17a) e la (3.4.17b), si ha

i gﬁ_l ap N ad)(l) _
Jﬁ;(%at) =0 [F(lp—ﬁ)/ (ap — Tp) ’Baj(xﬁ,t)dxp] =0 (3.5.3a)
ap p
i (51 by 3000 3
T (bp.t) = +o _F(lp—ﬁ)/b (Zp — bp) ﬁaj(:cﬁ,t)dxp] =0. (3.5.3b)
P p

Nelle (3.5.3a) e (3.5.3b), con le scritture a; e b; si intende la valutazione della estrusione z;
in a, e by, rispettivamente. Quindi, ad esempio, per p = 1 si ha a; = (a1, 2, x3). Alla luce
delle (3.5.3a) e (3.5.3b), la (3.5.1) diventa

) () - Gt o - =5 70) 5
/Q(i)u (x)§ Zr‘ii/ (zp — Tp) JLp(CU;%t)dxp dv(z)

() L G 9 5 100 )
_/Qmul (x)§ Z—Fii/ (xp—xp) JRp(xf,,t)dxp dv(z) = 0. (3.5.4)
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In entrambi gli integrali della (3.5.4) & possibile applicare la regola di Leibniz che porta
a scrivere

2 B—1 T
/Mu(i)(w); anie><x>rf” / (2 = )" ﬁJ<”<x,a7t>dfcp] da(z)

|p=1 11— 5) P
~ 1 | ~ ot by i -
- f @ | gy xp>ﬁJ§;<xﬁ,t>dxp] da()

oud 1 ¢B-1 zp i )
/mz Ty @ l -5 / (xpfp)‘ﬂJﬁi(fvp?t)dxp] dv(z)

S N L G )
Jr/m) ; (;;p (IIJ)§ [_F(lp—ﬁ) /x,, (Tp — xp) ﬁjéz))(xﬁ,t)dxp] dv(z) =0. (3.5.5)

Consideriamo i termini di bordo separatamente. Nel caso del primo addendo della (3.5.5),
si ha l'integrale di linea

Eﬁl

/ Z n(le lNl—ﬁ) /amp (z, — jp)_ﬁjéz(zﬁ, t)d:f:p] da(x)

P

1 /b 0 625*1 asz - =5 () 5 B
= 5 u (J)l, 0,2) m /(12 (CLQ — .IQ) JL2(IE1,1’2,t)dl’2 dl’l
Lt G (i)
+ 5 o U(l)(bl,xg> m /a1 (bl - jl)_ﬁJLl (.’Z’l,xg,t)djil dxg
1 rbr ngl ba (i)
5 [0 F(l—ﬁ)/ (b — #2) P I (1, Fo, )dis | day
1 b [f_l a - \—8 (i) )~ 5
+ 5 o u (al,l'g) m /a1 ((11 — a:l) JLl (Il,mg,t)dflil d.TQ
1 b1 . I ggil b (i) ]
=5 [ k) e / RCE @2)76JL2(x1,;52,t)d@_ day
153(:1:1,15)
L I VA ]
+ 5 . u(l)(bh ([2) _m [11 (b1 — xl)* JLI (.’El, $27t)d$1_ dxs. (356)
ISQ(IQ,t)

Equivalentemente, consideriamo il secondo addendo della (3.5.5)

1 N g 1 by o ~
Z”( | [ (1—»3)/ (Tp = 7) ﬁJl%(%JM@] da(z)
LG (51 bz i ~ -

2 al az

—1/b2u(i)(b 72) —gf_l/bl(z — b)) BT (1, w0, )i | do
2 o 1,42 F(l—ﬁ) b, 1 1 R1 1,42, 1 2

1 /o 55*1 b _8 4() ~ N
—1—2/al u(l)(xl,bQ) _F(l—ﬁ)/bQ (&g — ba) P Jpy(x1, To, t)dTo | day
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L 6 ot 5 1)~ .
—7/ u'(ay, z2) —7/ (T1 —a1) 7R (Z1, w2, 1)dTy | o

2 Jaa I'(1—=8) Ja,
3 b vl a) [_F(glg—lﬁ)/ai?("%2 o)’ Jéé%(wm,wdfg} duy
I (z1,t)
IR uW(ay, zs) [—gf_l /bl (F) — al)‘ﬁjg(a}l,zg,t)d:%l] ds. (3.5.7)
2 Jaa L1 =8) Ja
Is, (x2,t)

Sostituendo i risultati di (3.5.6) e (3.5.7) nella (3.5.5), si ha

1 [b2 . .
0= E/ [U(l)(bl,xQ)Isz(.'L‘Q,t) — U(l)(a1,$2)fs4($2,t)} dzo
1 2”1 . .
—5 [u(l) (21, b2) L, (21, 1) — uD (2, ag) Iy, (21, t)} dzy

1 2 Gu(l) gﬁ—l Zp o ; 5
2 Jow &~ Oz (@ [F(lp— 5)/ (zp — ) ﬁjﬁ;(xﬁvt)dxp dv(z)
p=1 p ap

1 2 ou® U 5 +() .
w5 > Gy [—F( — "y ) gl 005, | Av(r). (358)

Consideriamo separatamente i due integrali di volume della (3.5.8). Il primo integrale di
volume diventa

1 2 oud ¢B8—1 2 o )
2 /Q(i) Z oz () lF(lp— B) / (zp = Tp) 5J£;(:L‘p~, t)dl‘p] dv(z)
p=1 p ap

1 b b2 gyl gt _ n .
:—5 81,‘1 ((L‘) F(ll— ﬁ)/ (371—1'1>75J£1)(£C1,1‘2,t)d1‘1 d(L‘le’l

1 [br b2 9 (i) gﬁ_l T2 ;
_Z / (2) | 2 / (w0 — #2) P I (21, #a, )dita| dwadzy,  (3.5.9)
al a2 2 a

2 F(l_ﬁ) 2

invece, I'integrale di volume di JF(;])D riportato nella (3.5.8) diventa

1 2 au(l) 6571 by 50
2 T @ | A | @) 5, )dz, | d
2 /Q(i) = 81}17 (33) [ F(l — 5) /xp (l'p xp) JRp(:CP’ ) T, V(x)

1o pbe gul gt 8 1) /- -
=3l L, o @ [_1“(11_5)/ (@1 = ) a2, )30 | (o)

1 o b2 9y ot b . 3 :
+ G (x) [_IM/;KQ (To — xg)_ﬁjf({%(xl,l'g,t)dl'g dv(x). (3.5.10)

In definitiva, scriviamo l’espressione semplificata della forma debole della Equazione (3.4.20a)
come

1 [b2 . .
0= 5 {u(l)(bl,xg)ISQ (xo,t) — u(l)(al,x2)154 (l’g,t):| dzs
1 2 by . .
—5 {u(‘) (x1,b9) I, (21,1) — u(l)(:pl, (12).[31(.%1,15)} dzq
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b 8u(1) [ Ef_l 1
9 _ =870 N | daod
/a az 8361 F(l—ﬁ) /a1 (z1 — &1)7 7 Jp1 (T1, w2, t)dZ1 | dzaday
1 by b2 8u(1) i gﬁ*l T2 o i ] )
- 6$2 ) F(lQ— B) / (372 B l'g) ﬁJI(AQ) (xla m27t>dm2 d$2d$1
(1) [ /81 by
ou 1 = _ =B g0 Adi | deod
/a as 83:1 I 1"(1_/8) /331 (IL'l 5151) J ($1,$27 ) x1‘| rodxy
1 b b2 9y [ Bt b Iy ) )
+§ O . _1“(12_ 5)/ (T2 — 22) ’BJP({%(xhxg,t)dxz dredxy. (3.5.11)

Nella (3.5.11) le densita di corrente sono assegnate costitutivamente.

Osservazione. Si noti che, imponendo a = 1 — [ e assegnando costitutivamente J g) eJ g)
come in (3.4.17a) e (3.4.17b), la (3.5.11) diventa

1 /b2 . .
0=5 [ [s (b2 L2,) = u(ar, 22) L (22,)]
a2
1 b . .
—5 [u(l) (x1,b9) I, (21,1) — u® (21, a9)lq, (xl,t)} day

G o) OB i
' x L / (21— 31) 7"
2 Jow 01 F(l - 5)”5) ay

T (1)
(/ (3:1 )ﬁ 186? (xl,xg,t)d§71> di’ldV(.T)
Y L
2 Jow Oz " 'T(1—=B)(B) Ja ? 2
T2 N a (1) . . ~
</ (T — 1‘2)6 (‘i (21, 29, t)da;’2> dZodv(x)

2

2

o) 8u(') N 5
2 Jow 9z T HT(B) / (1 = 1)

by @)
<—‘/N (f:l —jl)ﬂ_l %di (Zfil,xg,t)dij) di’ldv(x)

1 A

) W B b
L Ou x) 62 £2 / (fg — Sﬂz)iﬁ
2 Jow Oxg " 'T(1—B)(B) Ja,
b2 18¢(1)
- / (b2 = 7)1 S0 (01,3, )b | dadvi(z). (3.5.12)
T2 2

Dalla validita delle Proposizioni 3.2.1 e 3.2.2 ricaviamo

B—1,)—8 z i )
0 / 1(:151 _561)7’8 (/ 1(371 ),6 1%9? (:cl,xg,t)dfh) dz, =

L1 = BL(B) Ja :
0 (21, 29, 1) — ¢V (ay, x5, 1) (3.5.13a)
- 7 5.
s N )
ey MR (/ (32— 1) PG WQ) e
_ (a1, wa,1) — 60 (21, 09,1) (3.5.13b)

lo ’
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Zf—lgl—ﬁ by ~ 5 b1 ~ ~ B_la¢(i) . A )
T AR W AR U B
oW (z1, 12, ) — ¢W (by, 79, 1)

= 0.1
7 , (3.5.13¢)

0P e iy b 000 N
W/m (T2 — 22) _/52 (Z2 — @2) 7y (21, 29,1)dZy | A2

(0 t) — W (w1, by, t
0y, 1, )e O, by, 1) (3.5.13d)
2

che ci portano a scrivere la (3.5.12) come

1 e
2 Ja,
1 ro . .

b [u(‘)(asl7 bo)Is, (21,1) — u® (21, ag)lsl(xl,t)] dzy
N o Hu®

2€1 Q@) a$1
N o ou®

205 Jaw Oxo
B o oud

201 Joo 0Oz

O'(i) au(l) . )
- /Q o T @180 @1, 22.8) = 001, by )] dv(a). (3.5.14)

Scriviamo la (3.5.14) in forma compatta come

0= [u(i)(bl, x9) 15, (x9,t) — u(i)(al, x2)134(x2,t)} dzs

(x>[¢(l) ($1a T2, t) - ¢(i) (alv L2, t)}dv(x)

(x)[¢(l) (1‘17 L2, t) - ¢(1) (1‘1, az, t)}dv(a:)

(2)[0D (21, 29, 1) — ¢ (b1, 29, t)]dv(2)

1 e
2 Ju,
1

b1 . .
- 5/ {u(‘) (21, b2) I, (21, 1) — u (ml,az)fsl(ml,t)} dzy

oV ou . l¢(i)(bl,$27t) — ¢ (ay, 19,1)

0= {U(i)(b1,$2)fs2 (272,15) — U(i)(a1,$2)fs4($2,t)} dxg

b

O'(i) 8@6(1) - l¢(i)($1,b2,t) — ¢(i)(x1,a2,t)
12

2 Jaw Oxy

] dv(z)

] dv(x). (3.5.15)

2 Jaw Oxa

Equazione per il potenziale scalare ¢(®  Per semplicita di trattazione, forniamo una
partizione di 2 in modo tale da poter definire univocamente gli operatori differenziali
frazionari sul dominio. Diciamo che Q(¢) = Qie 'y Qg) U Qg’) U Ql(ge ) e ognuno degli elementi

della partizione & di seguito definito:

Q) = [e1, di] % [e2, as)], (3.5.16a)
Q) = [e1, dy] % [be, da], (3.5.16b)
Q) = [e1, a1] x [as, bol, (3.5.16¢)
QO = [by, dy] x [ag, ba). (3.5.16d)
Saranno utili nel seguito i seguenti quattro segmenti
p1 = {(z1,22) ER? |21 € [c1, a1] ex0 = a3}, (3.5.17a)
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P2 = {(l‘l,l’g) S Rg ]xl € [bl,dl] ery = CLQ}, (3517b)
ps = {(x1,22) € R?*| 21 € [e1, a1] ewy = by}, (3.5.17¢)
P4 = {(l‘l,l’g) S R2 ]xl € [bl,dl] ery = bg}, (3517(31)

che costituiscono i bordi interni di Q(®) come nella Figura 3.2.

54 82 S

Figura 3.2: Partizione del dominio di cal-
colo.

In base alla partizione appena introdotta, gli integrali di volume su Q® si potranno
scrivere come la somma degli integrali di volume sui singoli insiemi definiti in (3.5.16a)—
(3.5.16d), inoltre, i diversi domini comunicanti tra loro, presenteranno delle condizioni di
continuita ai bordi interni ad Q(®.

Per ricavare la forma debole dell’equazione per JIEe) e Jf({e ), & necessario moltiplicare la
(3.4.20b) per una funzione di prova u(® e farne l'integrale su tutto il dominio extra-cellulare
ottenendo

— e 1 . B (e) . ,B (e)
0= /Q@ (@)} [div] oo J1 = divage I | (2, )dv(a). (3.5.18)

Forniamo adesso le definizioni di JS ) nel caso di dominio bidimensionale, sfruttando il

legame costitutivo introdotto in (3.4.18a) e in (3.4.18b), per cui, ponendo p € {1,2} e
q € {1,2}, si ha

Jl(,?(xbm,t) =0 F(Klg_la) /c:p(mp - jp)_a%i(j(mﬁat)djp- ;
- con (x1,x9) € Ql(ge), - (3.5.19a)

J](j))(ﬂfhm,t) = —o® F(ig_la) /h:p(xp - jp)_a?;j(xﬁat)dfp ,
con hy =cy e hy = bo, (;1,$2) € QS)’ (3.5.19b)

) = 0 | [ = 3% s, .

- 96
T

con hy =cy e hy = ag, (x1,22) € QIEB),

P al'p

(3.5.19¢)

(xf)a t)djp )

con hy = by e hg = ag, (r1,x2) € Qg:).
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Equivalentemente, per J 1(%3) scriviamo

. po—1 hyp o (e) B T
Jf({;(xl,xg,t) =5 —pi/ (@p — xp)*ai(x@t)dxp ,

| T(1—a) /g, 0z |
con hy =dj e hg = ag, (x1,72) € Q](;), (3.5.20a)
o . I dy 00 ]
Jég(xl, xg,t) = 0'( ) _F(lp—a)/z (ﬁUp — xp) ij(fl]ﬁ,t)dl'p y
con (z1,12) € QS), (3.5.20b)

. . pa—1 hp ~ 7a8¢(e) : T
Jl(azj(xlax%t):U() _F(lp—a)/x (@p — 2p) a—fp(x@t)dxp )

con hy = ay e hg = by e (x1,22) € QIEE), (3.5.20¢)

. . po—1 hp ~ _aa¢(e) ~
Jéﬁ(xl,xz,t)za” _1“(f)—04)/r (Zp — p) Tyﬁp(ﬂfﬁvt)dxp ;

con hy =dy e hg = by e (r1,x2) € Qg). (3.5.20d)
In base alla partizione introdotta in (3.5.16a)—(3.5.16d), scriviamo la (3.5.18) come

_ 1 8 (e ©
0= 2 Q(C) ( ) [DL[Cl x ]JLl + DL[cz x ]JLQ} ( )

) (z) [DR@ 5] +DRY ]Jg} (z,t)dv(z)

1
+ - u® () [DLB

() (e)
2 Jo®© [cwﬂJLl +DL[b IQ]JLz} (x,t)

—ul() DR, 4 Ji] + DRY, 4 I3 (2, )dv(a)

1
il (e) B (e) (e)
+3 o (z) [DL[ oS +DL[G2$]JL2](x,t)
—u® (@) [DRY, i)+ DRY, I8 (2, t)dv(z)

2 /(e> E DLﬁ ]JT(E) * DL[Bamfcz]JLz)} (2,1)
—u® () [DR], 415 + DRY, 0] (2, 0)dv(z).  (3.5.21)
Nella (3.5.21) ¢ possibile utilizzare le relazioni tra la derivata frazionaria di Caputo e la

derivata frazionaria di Riemann-Liouville riportate in (3.5.2a) e (3.5.2b) [1, 27, 23]. Puo
essere comodo considerare i vari addendi della (3.5.21) separatamente. Nel caso dell'integrale

su Ql(ge), si ha

1 e e e
5 / L u9@) DL A + DL )] t)dv(a)
QB

1
1 (©) g e (©)

5 Jo W@ ) [DRY, 4 ) + DR, o0 | (2, )dv(a)

1 Eﬁ_l 0 z1
- - (e) 1 _ B s .
- 2/sz§’u @ [F(l—ﬂ)am / (= ) PR (T, )T

R B e
- F(f—ﬁ)am/ (w2 = 72) 73 (w1, 8, 1)l | dvi()
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1 e A 5 ) :
"3 l_F(f—ﬁ)axl [ @ =) P e,

gﬁfl 9 as . ) )
_ I‘(f—ﬂ)alé/ (f2 — CCQ)ffBJF({Q) (£C1, $27t)d372‘| dv(:c), (3.5.22)

Applicando la Regola di Leibniz nella (3.5.22), si ottiene

fﬂ 1 (eB)( ) ) @~ i
2/Q<e> (e) [ I'(1-p) / (xl_wl)_ﬁJLl(mla@,t)dxl

05 nS®) (@)

+ 2p(12_5)/ (w2 — 3?2)_ﬁJ$)(z1,§:2,t)d§;21 da(z)

_% o0 u(x) —W/j (#1 — 21) P I (31, 2, t)diy
- W L (22 = w2) i (5E173~32,t)d3~32‘| da(x)
- % ol %u;i) (z) :F(if_lﬁ) /:1 (21— fl)ﬁJIﬁ)(flaﬂfz,t)d@] dv(z)
-3 ol %ug v :p(ﬁg:lm / jz(:m — &) UG (21, B t )di’Q] dv(z)
+% a® 861;(?) @) ‘r(glf_lg) /I jh(fl — 1) g (il,xz,t)dan] dv(z)
+ % Qe a;;:) z —Fég:lﬁ) /m Zz(@ —xg)—ﬂjgg(xl,gzz,t)d@] dv(z). (3.5.23)

Nella (3.5.23), con ng °®) ¢ con n§GB> si indicano la prima e la seconda componente del campo

di versori normali uscente dal dominio Ql(ge). Lavoriamo separatamente sugli integrali di

superficie. Il primo addendo della (3.5.23) si puo scrivere come

1 ﬁﬂfln(eD)(x) 1

2 @y [ ™ @) B (3 re i

3 e @ [ gy L ) G a
gﬂ*ln(eD)(x)

T2
+ 21’1(12_6)/ (xQ - fQ)iBJI(;) (.1'1, .%2, t)de] da(m)

1 & c2 - N— e ~ ~
=- 5/6 ul (21, ¢2) F(l—ﬁ)/ (c2 — 22) 5J£2)(x1,x2,t)dx2] dz

C2

1 az [,{3’71 dy B (&)~ _
+ 5/ U(e)(dl,fﬁg) F(l—,@)/ (d1 — ml)iﬁJLl (%1,562,15)(21.%1 d{EQ
1 (4 55‘1 a2 (e)
- 5 / U( (Il, az) 1_‘(17_5) / (a2 - i?)_ﬁjLz (Z‘l, i’Q, t)de dl’l
c1 c2
1 az €/871 c1 B B
+ 5/ u(e)(cl,xg) [M/ (Cl - 1'1) ’BJ( )(1'1,.%'2, )d%ll d.CL'Q
1 [o ot (©)
= 5 / U(e) (dl, 1‘2) lw / (d1 — jl)_ﬁJLl (jl, 9, t)djl] d:l:g
Cc2 Cc1

=0
7



Modello PNP frazionario

1 d1 618_1 as R B e 5 B
— 2/Cl u'® (1, ag) [F(f—ﬁ) /C2 (ay — T2) BJIEQ)(xl,xZ,t)de dz, (3.5.24)

Nella (3.5.24) ¢ stata utilizzata la condizione di flusso nullo (3.4.27b). Possiamo riscrivere il
risultato della (3.5.24) come la somma di tre contributi, rispettivamente, su pq, su s; e su
P2, ottenendo

L e 6t e B @ s ]
- . u (xl, a2) _m o (GQ — xg) JL2 (l'l, mQ, t)de dml
Lo gt e - V=B &) = ]
-3 : u' (1, ag) m 5 (ag — To) "I} o (21, To, t)dZo | day
7151 (:El,t)
L o L S P
— 5 b u (.’L‘l, ag) _m o (ag — .%‘2) ‘]L2 (.%‘1, o, t)dl‘z_ dxl, (3525)

in cui si riconosce la corrente di membrana sul segmento s; come riporta la condizione
al bordo (3.4.25a). Le condizioni al bordo utilizzate nelle (3.5.24) e (3.5.25) devono essere
associate alle condizioni di continuita sui bordi interni del dominio. Il secondo addendo della
(3.5.23) puo essere riscritto come

1 B=1plen) () pda . &), .
2 Joqw u®() [_11“(11—5())/ (T1— $1)_5J1(a1)(9517332,t)dx1
B 1
B0 e
T (1 =B Ty — B To,t)dZo | d
r(i—p5) / (T2 = 2) " s (21, 82, 1)d7> | da(z)
1 B—1 as
2 ‘1 b F(l_/B) c2 2 2 R2 b2 2 1
az [ B—1 L
_ 1 u(e)(d T ) _617 d (j _d )_Bj(e)("i‘ - t)dj‘ da
2 Je, b2 r1—0)Ja = Rr1 (71, T2, 1| dro
1 5—1 as
L 0 (o an) |~ =2 [ (Fy — an) I (01, B, )l |
2 ) O TTA =B oy T LRG0
a2 - B—1 L
_ 1 u(e)(c T ) _617 d (‘% . )_ﬂj(e)(i‘ " t)di‘ dz
2 Je, b2 r1—p5)Jo, = r1 (71, T2, 1| dro
1 B—1 as
:1 /d u(e)($1 ca2) —62/ (@_02)7/31](6)(:61 Fo,)dds | diy
2 Je ’ (1 —6) Je, R2 (1, 12,
=0
az —1 |
— 2 [ uOer, ) —g?/d (1 — 1) P (31, 2o, t)diy | das (3.5.26)
2 Je, ’ L(1—0) Jo R1 (21, 12,

=0

La (3.5.26) si annulla in virtu delle condizioni al bordo (3.4.27a) e (3.4.27h). In definitiva,
Iintegrale su Q](; ), puo essere scritto come

1 [fm 0t e g e), . .

— 2/(:1 u(e)(m‘l,ag) [1“(12—5) /62 (ag — T9) ﬂJEQ)(xl,xz,t)da:Q] dxy
1 b

+ 5 u(e) (Z'l, a2)Is1 (‘Tlut)dxl
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L h fg ' @2 (e)
B 5/1; w1, 02) F(l—ﬁ)/ (ag — F2) P I3 (21, Fo, t)diEp | day
1 2
1 az gy (©) [ 81 1 A ) sn )
- 5 8‘,1;1 F(].l— ﬁ) / <x1 - ml) /BJI(JI)(x17$27t)d‘T1 dl’gdxl
d1 asz u(e) - Zﬁ_l Zo o . i )
2 /61 2 8x2 _F(12— B) /62 (22 — Z2) EJIEQ) (21, T2, 1)dT2 | dzodzy
1 az Gy (e /P1 i o ]
! 2 Je 223} _F(ll—ﬁ)/ (1 — 21) I (F1, 20, £)dF1 | dwady
d1 az u(e . gg—l as
~ -8 7(e) ~ ~
EEYZRET) Tog —X Jno (x1, Te, t)dZs | dwodxy. 3.5.27
/q e 8902 r'(1-p) /gc2 (2 2) " Jga (21, Ta, t)d T 2dTy ( )

Consideriamo, adesso, nella (3.5.21), l'integrale su Q%e). Si ha

1
2
1

2
1

2

1

2

in cui sono state utilizzate le relazioni (3.5.2a) e
nella (3.5.28), si ottiene

1

2

1

2

1

2

1

2

2

(©
@y

(e)
QU

il (e) 1
ol W (@) [F(l —

u(x) [DL]

[e1,21]

S+ DL, A9 ] (@, dv(e)

u® () [DR[JE] w /s + DR, ]Jgg} (z,t)dv(z)

5571 9 - N ~
&) 871/ (1 = 1) I (@1, 20.1) Ay
P! P s o ~ ~
+ F(f—ﬁ)ax'z/b (-IQ - 332) BJI(JQ) (;El, X9, t)dx2‘| dV(QL‘)
2

(©) o
f @ l_m )

/8934 ul® (z) [_

Zﬂ_lngeU)(x)

/ ul® (2) 1
a0l

0 di
5or /. (1

b o /dz
F(l - 6) Oz T2

561)%1]1(;1) (%1, 22, t)dTy

(Fy — 29) P T (21, ;zg,t)dg:ng} dv(z), (3.5.28)

(3.5.2b). Applicando la regola di Leibniz

/ (w1 — #1) 0T (31, 22, £)d1

F(l - 6) (&}
05 05 ()
I'(1-p)
Kf_lngeU)(a:) d
T'(1-7) /z (21—
6 g™ ()

- T(1-p)

+ / ($2 — :i‘2>_6J£62) (CL‘l, fiQ, t)di‘g] da(x)

b2

ZL‘l)_ﬁJé{el) (53'1, 9, t)di‘l

da
/ (T2 — Iz)_ﬂJg(Zl,izi)d@] da(x)
T2

8u(e) 6/3*1 1 o o ]
Q(UC) 8171 _1—‘(11_ B) /c1 (ml_xl) ﬁ]él)(xl,xg,t)dxl dv(m)
oul® fﬂ_l T2 o . ) )
/Q<e> Oy (@) F(12— 5) /b2 (w2 — 22) P U9 (1, &2, )y | dv(w)
au(e) [ @f*l dy
S = =B @) -
/<C) (93:1 F(l—ﬁ) /Il (71 — x1) " IRy (X1, 22, t)dT | dv(z)
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1 ou'® 0! d _8 4(e - .
*2/%@ @) l—m?_ 5 / (72— 22) P I (21, 32, 0)d% | dv(z),  (3.5.29)

(ev) (ev)

incuiconny ' econny  siindicano la prima e la seconda componente del campo di versori

normali uscente dal dominio Q%a). Consideriamo separatamente gli integrali di superficie
della (3.5.29), nel primo caso si ha

1 65*1 (eu) T1 e
,/ u® () 1”1(5”)/ (21 — 1) P I (3, 20, t)dy
2 Jaaly)

F(l - ﬂ) c1
G g (@) e 5 70
- - J; To,t)d2o | d
PRy L ) o )5 | da)
Lo o [t e N 3
== 5/ u'® (1, bo) 7“1 —5)/1; (by — Z2)" "y (1, T2, 1)dT2 | Ay
c1 L 2
1 do [ 6/871 d1 B o). B
+ 5 A u(e)(dl,xg) F(ll—ﬁ)/ (dl — $1)6J£1)<$1,x2,t)dx11 dl‘g
Lo o [t B ) - _
— 5/ u (.Tl,dg) F(l-ﬁ)A (dQ—xQ) JL2 (Z‘l,IQ,t)dCCQ dCUl
c1 L 2
1 d2 (e) g{)’*l “ ~ 75 (e) ~ ~
+3 U (c1,9) F(l—ﬁ)/ (1 — 1) P, (T4, w2,t)dTy | dag
Lo ot - B (e~ B
= E/b u (dl,ZL‘2> F(l—ﬁ)/ (d1 —1‘1) JLl ([Iil,CCQ,t)dl”l dCL‘Q
2 c1
=0
Lo o ot e B o) - B
— 5/ u (le,d2> F(l—ﬂ)/}, (dg—.TQ) JL2 (Qil,xg,t)dﬁvz dCL‘l. (3530)
C1 2
=0

Nella (3.5.30) sono state utilizzate le condizioni al bordo (3.4.27d) e (3.4.27¢). Il secondo
integrale di superficie della (3.5.29), equivalentemente, si puo scrivere come

1 Zﬂ_ln(eU)(aj) d
—_ — (e) _# - —f (e) e t
3 <x>[ il MR

Eﬁ_ln(eU) T do B _ e B
- 2F(12—5())/ (To — x9) BJ}()LQ)(xl,xz,t) da(z)
1 dy 6571 do B e B B
= 5/ u(e)(xl,bg) [—IM/b (372 - bg)ﬁJF({Q)(.Z'l,!L'Q,t)dl'Q] d!L‘l
1 [ ot (o)
— 5/b u(e)(d1,$2) _F(l—ﬁ)/d (i‘l — dl)_ﬁJRl (fi‘l,xz,t)djl dIQ
2 1
1 [ I dz ()
+ 5/ u(e)(l'l,dg) [—M[l ({fg — dg)i’BJRQ (xl,fg,t>di'2‘| da:l
1 [ ot (o)
— 5/17 u(e)(cl,xg) l—w/ (i‘l — Cl)_ﬁJLl (ffl,l'g,t)djl‘| dIQ
2 c1
1 [ i dy 5 1(e) _ .
- 5/ u(e)(l'l,bg) _F(l—,B)/b (g — ba) P Jgs (21, Ta, t)dTo | day
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—1/d2u(e)(c 2) —gf_l/dl(:f; — )BT (31, 2o, £)di | da (3.5.31)
2 by 1,42 1—‘(1_6) o 1 1 L1 1,42, 1 2- L.

=0

Nella (3.5.31) & stata utilizzata la condizione al bordo (3.4.27f). Anche in questo caso,
scriviamo 1'unico integrale non nullo come la somma di tre integrali sui segmenti p3, s3 e

P4, per cui

1 [ ot d ©/ - N
5 u(e)(l'l,bQ) _F(]_—ﬂ)/b (.'L'Q —b2)*f8JR2(x1,$2,t)d$2 dffl
1 [u gtk (o)
— 5/ u(e)(zlabQ) —w/b (jg—b2>_6JR2(,’l¢1,.’i2,t)di‘2 dxl
c1 - 2
1 o B! d2 () ]
+ 5 u(e)(xl, bg) _P(l—ﬁ)/b ((Z‘Q — bg)iﬂJRQ (Jil,i'g,t)di'g d.%'l
E—ISS(Il,t)
e I L 6@ s
+ 5 ) u (azl, bg) —1_‘(1_5)/[) (ZEQ - bg) JRQ (.Tl,llig,t)dxg d:l,’l, (3532)

in cui si riconosce la corrente di membrana sul segmento s3 in virtu della (3.4.25c). In

definitiva 'integrale su Q(e), puo essere scritto come

1o ot (e)
5 . U(e)<x1’b2) _F(l_ﬁ)/bQ (fz—bz)iﬁjRQ(fI)l,i'Q,t)djg dxl
1
—3 w® (21, b2) I, (21, t)day
ai
1 d1 (e) fg_l da ~ _ﬁ (e) ~ ~
—1—5 . U (:L‘l,bz) —1_\(1_5)/()2 (:I)Q—bz) JRQ(.%‘l,l’Q,t)d.IQ dl’l
L phgg© [

2 by  OT () F(llf 5)/ (21— &1)~ ﬁJ( )(m,m, )dzﬁll dayda;

1 rd1 pd2 au(e) r £§—1 zo
T 9 _ 5 —BJ(G) = Odio | deod

2 C1 ) 8.%'2 . _F(l — /B) AZ (xz 1‘2) L2 (1‘1’ '2:27 ) xQ .7/'2 xl

1 [d pde 8u(e) [ gﬁ—l di ) B o )
+ 2 c1 Jb 8-Tl ¢ __m /351 (:Cl - 1’1) ﬁJlgil) (xla T2, t)dxl dzodxy

d u(e 55_1 2 (e)
/ 8:102 ) _F(l—ﬁ)/ (ZZ’Q - xz)_ﬁJRQ (l‘l,ZZ’Q,t)d.i'Q] dZL’QdIL’l. (3533)

Passiamo al dominio Q%Je ). 1l terzo addendo della (3.5.21) si scrive come

1 e e e
s [ u® @) DL, )+ DL, ]Jg;} (z,t)dv(z)
2 Qi)
1 e A ©
g [m ol a o) 3
2 /(0> (e) [ - B) axl/ ($1 _xl) BJIE1)(x17$2;t)d~T1
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N 6 a/m(ag2 _ 5;2)—5J£§>(x1,12,t)d932] dv(z)
I'(1—B)0x2 Ja,
h % o u®() [_F(glf—lﬁ)f;;/a:l (&1 — 1) 0I5 (@1, 22, £)diy
(3.5.34)
Applicando la Regola di Leibniz alla (3.5.34) si ottiene

; m [ = ) 1 >] da(z)
B % 20© u () [_W /: (71 — 1) P I (F1, 20, 8)

_ w /: (79 — xg)_ﬁjl({;)(l’l,.’z'g,t)} da(x)
3 i 0 [ [ o200t

R T

Nella (3.5.35), consideriamo separatamente gli integrali di superficie. Nel primo caso abbia-
mo

1 B () o

_ (e) 11\ =B 7(e) /=

2 /m(LC) wle) [ r'a-p) /C1 (21 = 1) "Iy (Z1, 22, 1)

G @)
asg [, 2w g )

ail gﬁ_l as B o B B
/ U(e) (xb CLQ) lIM/I (CLQ - LEQ)JIEZ) (1‘171‘2,t)d$2‘| dl‘l

2

ba ai ~ (e) - ~
+ / U(e)(al,l'Q) ]_—‘(]__B)/ (al — xl)i’BJLl (xl,.fUQ,t)dxl de

C1

2

ay B-1 bo
/ U(e) (xl, b2) [F(?—ﬁ)/ (b2 — i‘2>_6J£3)(LL‘1, Ziz, t)djg] d:El

ba Cc1
+ / U(e)(Cl,mg) P(ll—ﬂ)/ (Cl — jl)ﬂt][(ﬁ)(flam%t)di'l] d$2

Cc1

82



3.5 — Forma debole delle equazioni del modello frazionario

I 0! “ (e)
:7/ u(e)(al,xg) M/ (al —fl)_BJLl (ff?l,ﬁﬂz,t)dfl dl‘z

=—1I,,(x2,t)
1 (o

A )
- 5 u(e) (1‘1, bg) |‘F2/ (b2 — 52)*5(]1(‘2) (1’1,%2, t)df;| diUl, (3536)

(1_6) 2

in cui si riconosce 'espressione della condizione al bordo non-locale su sy (3.4.25d). Invece,
per il secondo integrale di superficie abbiamo

1 4™ (@)

- (e) _
2 Jool® v [ I'(1—-p5)

0l (1) b e =
_22()/ (72 —JUQ)iﬁ‘]TE{Q)(xhx?’t) da(z)

1
[ @ =) 5 @)
Tl

F(l - 5) 2
L[ e G L © (. = s
= 2/61 u (ZL‘l,CLQ) —1_‘(1_6)/612 (l‘g —CLQ)JRZ(x17$27t)dx2 dZL‘l
1 b A 5 ()~ .
-5 5 u(e)(al,xg) __F(ll—ﬁ)/al (T1—aq) 5J;({1)($1,$2,t)d$11 dzs
1 ra © i gg—l by 8 1) 3 .
+2/61 u'® (1, be) _F(l_ﬁ)/ln (g — ba) " g (w1, T2, t)dTo | day
1 b R 8 ()~ -
-5 . u(e)(cl,xg) __F(ll—ﬂ)/cl (T1— 1) Bjéf(xl,xg,t)dxll dzs
L[ e G L © (. = s
— 2/61 u' (1, ag) 1_‘(1_5)/% (T2 — ag)Jps (21, T2, 1)dT2 | day
1 bo 8/871 ai B B o), . ~
3/ u® (cy, ) [_F(ll—ﬂ)/cl (T1— 1) BJP(ﬂ)(xl,mg,t)dxll dzs. (3.5.37)

=0

Nella (3.5.37) ¢ stata utilizzata la condizione di flusso nullo (3.4.27g). In definitival’integrale
su Qie) risulta essere

L@ G O s
; 5 c1 " (xl,bQ) m /!12 (b2 N 1‘2) JL2 ($1,$2,t)d1‘2 dxl
1 ay gﬂ—l b ) - . i ]
+2/<:1 u'® (21, ay) [—M/@ (Z3 — as) 5J§{2)(x1,x2,t)dx21 Ay
1 [t
— = [ u(ar, 22) L, (s, t)day
o T BT e ~
Q/cl / 8951 1“(11_ 3) /61 (w1 = 1) ﬁJ£1)($1,$2,t)dx1 dzoday

” “(e G O 5 b
/ / Oz I‘(l ﬁ)/ (w2 — %2) " Jpg (71, 2, 1)d T2 | dzodzy
C1 2 — as

b au<e> [ 8! @ )~ N
2/ / aJZ F(llﬁ)/ (:Cl —$1)75Jé3($1,$27t)d$1 d:UQd{El
c1 1 L - T1
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b 816(6 Eﬁ_l b2 ~ B . B .
/cl / 8:]52 [ F(12_ 3) /m (T2 — 22) 6J}(12)($17$27t)d$2 dzodxy.  (3.5.38)

Da ultimo, consideriamo l'integrale su Q%), per cui

1 e e e
S /Q Lu9() [Py A e pLf )] (. ()
R

2 laz,z2
5 1) [DRE 2+ DRE, 28] 1 vt
_ % » u® () [I&({i[)jl(xl ) )
A P
_ ;/Q;g u® () [—Fé?jm;m/:}jl )BT 1)
_ 1‘(615115)36:1:2/9:2(@ - xg)ﬂjg(xl,itg,t)] dv(z). (3.5.39)

Applicando la Regola di Leibniz, si ottiene

gﬁ 1 BR)( )

1 x1
- (e -+ 7/ - *ﬁj(e) ~ ¢
2 8Q§) . [ F(]_ — 5) /b1 (xl 1'1) L1 (1'1,.%27 )

gﬂfln(eR) T o9 i . ~
+ H()/ (2 —xz)*’BJéQ)(xl,xz,t) da(x)

I'(1—p5)
1 gﬁ*ln(CR)(l,) dy
_Z (e) e S S e’ S 8 1)/~
2 /aszg) W) l r'a-p) /‘,]C1 (T1 = @1)" " Jgy (1, 22, 1)

ba
F(l _ 5) /I2 (fQ - $2)ﬁjlgf2)($1,i'2,t)‘| da(x)

1 au(e) gﬁ_l 1 B - o
a §/ﬂ<e> oz, () F(ll_ 5)/17 (z1 — 71) ﬂJél)(xl,:cz,t) dv(z)
R L 1
1 au(e) [ gﬂ*l zo o . )
9 0© Oxs () F(12— ﬂ)/ (22 — T2) ’BJIEQ)(%,JSQJ) dv(z)
R L az

1 au(e) [ gﬁ_l & ~ — e)/~
5 [0 o @ | rg— [ @ = e Pt dv)
Qe T1 x

L F(l - ﬁ) 1
1 ou@ [ BTt e e -
* 2 Ql© Oy () __11(1_@/952 (To — x2) " Jpy (21, T2, 1) | dv(z). (3.5.40)

(er) (er)

in cui con ny "’ e con ny ’ si indicano la prima e la seconda componente del campo di
o . (] . . .
versori normali uscente dal dominio Q%{)~ Anche in questo caso, nella (3.5.40) consideriamo

i termini di bordo separatamente. Il primo integrale su 8Q§) si scrive come

1 ﬁﬂfln(eR)(ac) 1
1 @ A (@) RN P
2 Joaw " (x)[ T(1— f) /bl (1 — 1) "7y (T2, 22, 1)
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0 "0y (a)
L(L-75)

_l’_

o (o)
/ (1’2 - ii’g)iﬁjla (CL’l, fg, t) da(:c)

L e O B s
T 2/1,1 w (w1, a) F(l—ﬂ)/@ (ag = Z2) "y, (21, T2, t)dT2 | day
1 b2 /81 di i
* 2/az udr,2) [F(ll—ﬁ) /bl (dy = 21)” ﬂJ() (T1, w2, 11 dxy
1 [ ot e
_2/b1 U(e)(xl’bz) F(l—ﬁ)/@ (b2 = 22)" B‘]L (w1, T2,t)dT2 | dzy
1 bo gﬁfl b1
+2~/(12 U(e)(bth) lf(ll—ﬁ) /b1 (bl _xl) BJI(AI xlﬂx% d$1‘| dxs
= 1/b2 ©(d1, 2) gf_l/dl(d 71) P (T, 22, t)di | d
2 as " b2 I'1—0) Ju 1= L1 (%1, Z2,1)dxy | AT2
=0
1 dy gg—l by .
a 2/1)1 w® (21, by) F(l—ﬁ)/az (by — &)~y (w1, B2, £)dTo | duy, (3.5.41)

dove & stata utilizzata la condizione al bordo non-locale (3.4.27c). Equivalentemente, per il
secondo integrale di superficie della (3.5.40), scriviamo

1 . fﬂ_ln(eR)<$) di B _ o), .
T2 Jpaw ul® (x) [_MA (1 — o) DI (@1, 20,1)
fﬁ_ln(eR) T [ B o B
- QF(12—/3()) / (&2 — 12) P Sy (w1, 52,) | da(z)
1 & 05! b2 (e)
= 5 A u(e)(xl,ag) _F(l—ﬁ)/ (i’g —a2)7BJR2 (.%‘1,532,75)(71@2 dxl
Lo gt 8 (&)~ y
— 5 u (d],l‘g) _MA (xl —dl) JRl (xl,xg,t)dzl dxg
1 [h - 01 b (©)
-+ 5 A u(e)(asl, b2) —w/b (5’2 — bz)iﬂJRQ (l'l,fg,t)di’z d$1
1 b _ o 4 ©
- 5 u(e)(bl,azg) —M/b (fl - bl)_ﬁJRl (jl,xg,t)djfl dxg
1 b - 0t e (o)
= 5 A u(e)(xl,ag) _F(l—ﬁ)/ (i’z —a2)7BJR2 (xl,jizﬂf)dfz dﬂ?l
Lo ot 5 1)~ y
— 5 u (bl,xg) _F(l—ﬁ)/b (.Tl — bl) JRl (xl,xg,t)dxl dxg, (3542)

=—1Is, (22,t)

in cui riconosciamo l'espressione della condizione al bordo su sy (3.4.25b). Arriviamo,

dunque, all’espressione finale dell’integrale su Qg) che e

1 b
+ 5/ U(e)(bl,.’ﬁg)ISQ ((KQ,If)dSUQ
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Lo G - V=B - .
_ §/ u (l‘l,bz) 1_‘(/ (bg—fL‘g) JL2 (fL'hI'z,t)dZEQ dI’l

b 1= 6) Jaz
+ % d u'® (21, ay) [—Fég_lﬁ) /azz (T — ag)ﬁjg(xl,fg,t)d@] dx;
2 /bd | b aﬁi péﬁgjﬁ) /b I (1 — 1) (:el,xg,t)dgzl] dwaday
B % ) alj 8812;) & —P(glg_lﬁ) /:2 (w2 — iQ)fﬁJ](E) (xl,fg,t)fll dxdzy
/bd | b 881;?) _ 1“(?_15) / ?l(i’l9«"1>‘5J§ff(5:1,x2,t):51] dzyday
+% bldl a’j 387;2) v :—Fég_lﬁ)/;(n?z —@)wg;(xh@,t)@] dasdzy.  (3.5.43)

Sommando le (3.5.27), (3.5.33), (3.5.38) e (3.5.43), si puo scrivere la forma debole della
equazione (3.4.20b) come

1 ay 65_1 a2 5 _ e N _

1 - ﬁ) c2
1 b
+ 5 u(e)(x17a2)lsl(x1,t)dx1
L fg_l 2 (e)
-3 A ul® (21,a2) [F(l—ﬂ)/ (ag — 5;2)—ﬁJL2 (z1, fg,t)dj2‘| dy
1 di raz au(c) I gﬁ*l x1 i o )
2 ox1 v F(11_ B) / (71 — $1)7BJ£1) (Z1, 72, 1)dT1 | doodzy
L opd e gu© [ Bl e o ~
2 o2y @) F(12— 5)/ (w2 = #2) PG (w1, 8, 1)ds | dadiy
e g [ BT pa ~
" 5 8xl . _F(ll—ﬁ)/ (xl - xl) BJlgf(x17 xQ,t)dJ)1 d$2d$1
Lo ez gul) : i as _8 (e N .
-+ 5 8$2 T _F(f—ﬁ)/ (513'2 - $2) ﬁjf(w)(xl, x9, t)dx2 d$2d$1
L Eﬂ_l d2 (e)
+ = / (e) (x1,b2) [_(1—5)/13 (T — bg)_ﬁJRQ (%,:ﬁz,t)d;%zl day
2 ( )(xl)b2)133(331, )dl‘l
1 dl eg_l d> (e)
+ §/b u® (1, o) [_F(l—ﬁ)/b (Z2 — ba) " Ty ($1,f27t)dj2] dzy
! 2
1 di pdy gyle) [ 81

— . O () F(ll— 5 / (z1 — 571)5J£91)(§:1,x2,t)d;§11 daoday

di U(e) £5_1 - . ) )
/ b axQ ) F(l — 5) A (ZEZ - ,1'2) JLZ (Ila X9, t)de dl‘Qd.ﬁEl
C1 2 I o

1 [dv rd2 8u(e) [ g{jfl d1
+§ c1 b2 8-731 v __F(l_ﬂ)/m

(i‘l — $1)7ﬂjf({cl) (571, T, t)df1‘| dxgdCL‘l

1
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d2 §yy(©)

8:13'2

/’d1
C1

1

2

1 o
+§/ u(e)('rhaQ)

C1

b2

1”2

¢!
9| ri=s

u( )(xl, bg) [F(f—ﬁ)

[_

L(1-5)

U(e)(a17332)~7s4(x2, t)dxs

da

/ (i‘2 - Z'2>_BJ§2) (l‘l, :ig, t)dfg] dxzdxl
€2

o

(bg — fg)iﬁjl(‘; (371,£C2, )de] dxl

/b2
as
/b2

as

a ©)
(552 - CLZ)_BJRQ (ZEl, Zf?27 t)dj2] dxl

bz 8u(e)
/01 / 61’1

b au<e>
/01 / 8:172
b2 8u(e)
/01 / 81‘1
bz 8u(e)

2 /cl / (?xg

ot i )
F(ll— B) /cl (o1 = 2) P (@, )dﬁl dzoda
6’871 X2 N o ~ }
P(12_ 5) /az (xQ N $2> /BJI(AQ) <x17 z2, t>d$2‘| dedxl
-1 a
617 / (T1— Il)_ﬁjl({%l)(jlaxm t)dz; | deodzy
B—1 b
e / (T2 — 22) P T3 (w1, E2, 1)dEs | dvady

+§/ (e)(bl,J:Z)]sz(xQ, )dCL‘Q
az

_1 dy u(e)([L‘ b) 6261/%(() _ ),BJ(G)(Z’ 7 t)dj‘ de
2 Ju, 1,02 T =5 Juy 2 2 L, (T1, T2, 9 1

+1 di u(e)(:lj a) _Eg_l/lb(j B )_5J(e)(x P t)dj; da
2 Jy Do F(l — ﬂ) as 2~ G2 R2 1 42, 2 1
1 rd1 b2 au(e) £f71 1

T 9 _ 7 —ﬁj(e) ~ Adi- | dead
2 by o 02 ) T(1-5) /bl (w1 = &1) "Iy (F1, w2, £)dZ1 | dwgday
1 b2 9yle) 81 - . ) )

- 5 b as 3332 . _F(12— B) AZ (.’L’Q o ,I'g) ﬁJIEQ)('Ilvx27t)-T1 d.’l’ld(]]’l
1 i o 9ul® o
9 —— 71— -8 7(e) =~ ~

T b Ja, 01 - T(1-5) /C,C1 (1 — 21) "Iy (T2, 22, 1) 21 | dwaday
1 b2 Oyle) /81 b o o

i 2 b Jay Ox2 v __F(fﬁ)/xz (T2 — 22) BJI(%2)<‘7317$2775)$2 dzodzy. (3.5.44)

Imponendo nella (3.5.44) le condizioni di continuita frazionarie delle componenti normali
delle densita di corrente su py, p2, ps € pa, che sono i bordi interni ad Q(®), si ottiene

1
0==

I8

u(e) (xlv a2)lsl (fL'l, t)dxl — /

b2
+/ u(e)(bl,mg)ISZ(:CQ,t)de —/

b1
u(e)(xly b2>Is3 (371, t)dl‘l

b2
ul(ay, x2) I, (22, t)dm]

az

"o “(e) ot =B ) ]
N 7/ 81'1 ) F(l — 6) / ($1 - .’1?1) JLl (xlv $27t)d1‘1 dxzdzl
C1 c2 o1
1 az au(e) 85*1 Zo o . ] )
- 5 81}2 (x) lf(f— B) / ($2 - $2) BJ£2) (xla x27t>dm2 daﬁ'del

87



Modello PNP frazionario

d1 a2 au(e) i E:B_l d1 B _ o), - B
/Cl o 81‘1 ) _I‘(ll—ﬁ)/wl (fL‘l —fEl) BJISU)(ZELZL'Q,ﬂde'l d[L‘Qde‘l

1 d1 a2 8u(e) I ngl az
. Y
2oy Jeo Oy | TT(=B) s

d1 u(e) r Zf—l X1 B —IB (e) B B
_ ,/ e () - 7) / (w1 — &1) P Jp ] (21, 22, t)dZ | dzaday
&1 2 L C1

(i’g — "Eg)iﬁjl({;) (1’1, {fg, t)dfg] dxgdl'l

2

1 di pda 9y () [ g/gfl -
o _ 7 7,6"]( e) Ndio | dead
e Jb,  Oxg (=) _F(l - p) /b2 (zo — T2) " Jpy (w1, T2, t)dT2 | dzodry

di U(e [ gﬂ_l d e
/ b (z) 717/ (1 — 21) I (B, w0, £)di1 | daada
c1 2 z

dry | T(1=B) Ju
+% cll : %i:) v __p(ig_lﬂ)/mjz(@ —$2)ﬁJr(fg)($1,9~cg,t)d£2] dz,dz;
2 /cl / ; a(;;j) -r(i?jg) / jl(ffl —3) 7Y (fh:cz,t)dazl] daoday
/c / ’ %Lx(:) 'F(elg_lﬁ) /:2 (w2 = 32) I3 (9517532,t)d532] daodz,
/01 /b2 %uaj) [ﬁjg)/:ﬂjl(jl — 1) BJ( )(I1,$2, )di‘ll dzodx
. / /62 ;;j r(ﬁg—lﬁ) /I Ij(fcg—xz)5J§f2)(x1,5:2,t)d532] diradir,
/: | : 881;(? -p(lftlﬁ) /:1(»”01 _jl)_ﬁjl(i)(jlaig,t)di“ll daadry
B % " a22 a(;i:) 7) —F(ig_llg) /(:2(‘772 - 52)6171(462)(%,502&)5611 dzidx,
/:1 : 8(;;(? F(lftlﬁ) /:1 (71— Il)_ﬁjgf<jl»$23t)f1] dzedzy
+% :1 a:” %ﬁj T :—Fég_lﬁ)/mzz(:zg —xz)ﬁjlg(xl,fg,t)@] daadry.  (3.5.45)

Equazione per il potenziale di membrana. Il potenziale di membrana, V', ¢ legato
ai prolungamenti di ¢ e ¢(®), come prescritto dalla Equazione (3.4.29¢) sulla membrana e
quest’ultima & una equazione algebrica che non necessita in linea di principio di essere posta
in forma debole. Per uniformita, ¢ tuttavia comodo eseguire tale passaggio. Moltiplichiamo,
quindi, la Equazione (3.4.29¢) per la funzione di prova Y, che rappresenta una variazione
virtuale di corrente, e integriamo il risultato sulla membrana, ottenendo

/ (0D — ¢y — / VY = 0. (3.5.46)
M M

Equazione per la densita di corrente di membrana. Infine, giungiamo alla forma
debole della Equazione (3.4.29d), moltiplicando la (3.4.29d) per la funzione di prova O,
che rappresenta una wariazione virtuale di potenziale di membrana su M, e integrando il
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risultato su M. Si ottiene

N
or — / 0C oV + / g lonio). 3.5.47
/M M t Mk:z::l k ( )
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Capitolo 4

Modello di
Poisson-Nernst-Planck frattale

4.1 Introduzione

In questo Capitolo, riformuliamo la nostra versione del modello di Ellingsrud et al. [10] in
chiave frattale, cioé ipotizzando che le densita di correnti J ,(;) ed ,(f), conk=1,..., N, sia-
no espresse mediante leggi costitutive di tipo frattale. A tal proposito, piuttosto che seguire
I'approccio delineato in [26, 25], prendiamo spunto da [31], in cui, le Equazioni di Maxwell
sono presentate nel caso di un mezzo con geometria frattale. In tale contesto, si introducono
densita di corrente frattali [31] attraverso la definizione di opportune funzioni di transizione
dalla misura frattale a quella “classica” In virtu della presenza di tali funzioni, Tarasov [31]
parla di “correnti frazionarie”.

Il materiale contenuto in questo Capitolo ¢ adattato da [24].

4.2 Richiami sull’integrazione frattale [31]

Per effettuare la formulazione frattale delle Equazioni di Maxwell, iniziamo col rivedere
I'introduzione della misura frattale per integrali di volume, di superficie e di linea, secondo
la trattazione di Tarasov [31].

Definizione 4.2.1 (Misura frattale per integrali di volume [31]).

Consideriamo la regione di spazio ) C ., dove . ¢ lo spazio Euclideo tridimensionale,
e indichiamo con u3(€2) > 0 la misura di Lebesgue di €2, che puo essere identificata con
l'integrale 13(§2) = [, dv = Vol(2), essendo dv la misura di volume di Lebesgue “classica”.
Introdotto il numero reale Py €]2,3[, detto dimensione frattale, chiamiamo misura frattale
di il numero reale positivo definito da

1p(Q) = /Q Fp (2)dv(z) > 0, (4.2.1)

dove fp, : © — R e una funzione di transizione che collega la misura di Lebesgue classica
alla misura frattale. In [31], fp, ¢ data da

L aTER) 1
() = 2 o e we PR (4.22)
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dove z( € un punto fissato (coincidente, ad esempio, con l'origine del sistema di riferimento
considerato), e I & la funzione Gamma di Eulero. Inoltre, definendo la misura

dvp,(z) == fp,(z)dv(z), (4.2.3)

possiamo riscrivere la Equazione (4.2.1) nella forma compatta [31]

ﬂ%“D:AfMﬁ@~ (4.2.4)

Si noti che, nella definizione (4.2.2), P3 gioca il ruolo di parametro e, al variare di Ps in
12,3], & possibile variare con continuita la misura frattale di €2, pup,(£2).

Osservazione (Misura di volume frattale negli integrali di volume).
11 secondo membro della Equazione (2.2.1d) determina la carica elettrica libera totale in €,
ossia

@g%mwzémmwm@% (4.2.5)

calcolata rispetto alla misura classica di Lebesgue su €. Il pedice “3” in “Qf3(of, Q2;t)”
indica che l'integrale nella Equazione (4.2.5) ¢ eseguito sulla regione tridimensionale €.
Tale carica € essa stessa una misura (con segno), generalmente variabile nel tempo, e il
cui valore numerico, ad un dato istante di tempo ¢ e per {2 fissato, dipende dalla misura
rispetto alla quale si integra su Q. E anche possibile, pero, definire la carica totale frattale,
sostituendo la misura dv(x) con la misura frattale dvp, (z), ossia ponendo

Qr,p, (05, ;1) ::/QQf($7t) dvp,(x)
- /ﬂ or(,£)fp, () v (x)
— [ lin@ee. Ddv(a)
Q

= Qr3(0r,py, A1), (4.2.6)
dove abbiamo introdotto la densita di carica libera totale frattale
o1, (2, 1) := fp, (2)0r (2, 1). (4.2.7)

Il significato del risultato (4.2.6) € che la carica totale frattale calcolata rispetto alla densita
or € uguale alla alla carica totale classica calcolata rispetto alla densita frattale o p,.

Definizione 4.2.2 (Misura frattale per integrali di superficie [31]).

Consideriamo una superficie fissa, indicata con A, che puo essere sia aperta sia chiusa,
e chiamiamo con pz(A) > 0 la misura di A, ossia po(A) = [, da. Seguendo, con lievi
modifiche, la notazione di Tarasov [31], consideriamo la dimensione frattale Py € |Py—1,2[,
e definiamo la misura frattale di A mediante I’espressione

pey(A) = [ fe(e)dala) = 0, (4.2.8)

dove, analogamente a quanto visto nella Definizione 4.2.1, fp, : A — R e la funzione di
transizione dalla misura classica di superficie alla misura superficiale frattale. Come in [31],
poniamo

1 1
(P2/2) ||z = @ol|~ 7"
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e, introducendo la misura
dap,(z) := fp,(x)da(z), (4.2.10)

riscriviamo la Equazione (4.2.8) nella forma compatta

iy (A) = /A dap, (2). (4.2.11)

Osservazione (Misura di superficie frattale negli integrali di flusso).
Nell’impiego delle Equazioni di Maxwell “classiche” (si vedano le Equazioni (2.2.1a)—(2.2.1d)),
si incontrano sovente integrali del tipo

By (Y, A:t) = /A Y(2,t) - n(z) da(z), (4.2.12)

dove la superficie A puo rappresentare sia la superficie aperta X sia la superficie chiusa
0, Y (-,t) e qui, per ogni tempo ¢, un generico campo di pseudo-vettori su A, che puo
rappresentare B(-,t), 0;B(-,t), J(-,t), D(-,t) 0 0;D(-,t), e, infine, ®o(Y, A;t) & il flusso
diY'(-,t) attraverso A al tempo ¢. Si noti che il pedice “2” in ®5(Y", A; t) ricorda che il flusso
e riferito ad una superficie di dimensione 2. Se, invece, si vuole generalizzare 1’espressione
(4.2.12) alla misura frattale esposta nella Definizione 4.2.2, si pone, come in [31],

(Y Ait) = [ Y(a.0) () dap, (@)
A
= [ Y (2,0)- n(a)} o (o) da(a)
~ [ in@Y (2.0] nlz)daz)
= &y(Yp,, A;t), (4.2.13)
dove abbiamo introdotto il campo frattale di pseudo-vettori
Yp, (1’7 t):=fp, (m)Y(x, t) = YPZ (1’, tifp,), (4214)
la cui definizione dipende dalla funzione di transizione fp,. Si noti che vige 'identita
Dp, (Y, A;t) = ©2(Yp,, Ast), (4.2.15)

per la quale e possibile ridefinire il flusso frattale del campo “classico” Y come flusso
“classico” del flusso frattale Yp,.

Definizione 4.2.3 (Misura frattale per integrali di linea [31]).

Consideriamo una curva regolare, €, che puo essere sia chiusa sia aperta, e chiamiamo
con (1(%) > 0 la misura di €, ossia la sua lunghezza 111(¢) = [, ds, dove s rappresenta
I’ascissa curvilinea della curva stessa. Introducendo, come nelle Definizioni 4.2.1 e 4.2.2, la
dimensione frattale Py € |Py — 1,1[, & possibile definire la misura frattale di € come

1, (€) = /g Fp, (2)ds(z) > 0, (4.2.16)

dove fp, : € — R ¢ la funzione di transizione che collega la misura di linea classica alla
misura frattale. In [31], fp, & data da

_ o1-p L(1/2) 1
fp(2) =2 PF(P1/2) T (4.2.17)
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Come nel caso tridimensionale e bidimensionale, possiamo definire la nuova misura frattale
dsp, () := fp, (z)ds(x), (4.2.18)

cosicché la Equazione (4.2.16) assume la forma compatta [31]

i, (%) = [5 dsp, (x). (4.2.19)

Osservazione (Misura di linea frattale per integrali di linea).
La misura frattale per gli integrali di linea puo essere impiegata per rifomulare le circuita-
zioni del tipo

U(T, ;1) = é T(z,t) - 7(x)ds(x), (4.2.20)

che figurano nelle Equazioni di Maxwell, in cui % rappresenta un percorso chiuso, 7 il campo
di versori tangenti a ¢ e T'(-,t) & un generico campo di co-vettori su €, che puo essere
interpretato o con E(-,t) o con H(-,t). Per generalizzare I'espressione (4.2.20) alla misura
frattale data nella Definizione 4.2.3, si pone, come in [31],

Up, (T, %;t) = [g T(x, 1) - 7(x) dsp, ()
= [ [T @] fn(@)ds(x)
= [ i @T(. 1) 7(@)ds()
= U(Tp,.%;1), (4.2.21)
dove abbiamo introdotto il campo frattale di co-vettori
Tp,(2,1) = fp, (2)T(2,t) = Tp, (.t p,), (4.2.22)

la cui definizione dipende dalla funzione di transizione fp,.

4.3 Equazioni di Maxwell frattali [31]

La formulazione delle Equazioni di Maxwell frattali presentata nel seguito ricalca fortemente
quella di Tarasov [31]. Al fine di far emergere la misura frattale nelle Equazioni di Maxwell,
si parte dalla loro scrittura nella forma integrale. Quest’ultima, quando non si considerano
fenomeni legati alla deformabilita della materia cui sono associate, conduce alle seguenti
espressioni [31]:

/MHH (z)E(x,t)] - 7(z)ds(x) = —% /Z[fPQ(:U)B(:E,t)] -n(x)da(z), (4.3.1a)
[ @ Bl.0)] - nix)dat) =0 (13.1b)
o0
| n@H @] r@lds@) = [ @I @0] - nl)dat)
ox %

+ 2 Llin@D(a 0] n@da),  (1310)
/ [, (2)D(x, 1)] - n(z)da(z) = / [, (2) 0t (. t)]dv(z), (4.3.1d)
o0 Q
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in cui la regione di spazio €, le superfici 9 e 3 (ricordiamo che quest’ultima & aperta),
e il circuito 0% sono i medesimi di quelli introdotti nelle Equazioni di Maxwell “classiche”
(2.2.1a)—(2.2.1d)%.

Localizzando le (4.3.1a)—(4.3.1d), si ottengono le Equazioni di Maxwell frattali in forma
locale, ossia:

curllfp, E] = —fp,0, B, (4.3.2a)
div([fp, B] = 0, (4.3.2b)
curlffp, H] = fp,J + fp,0:D, (4.3.2¢)
div[fp, D] = fp, 0. (4.3.2d)

Osserviamo che, da questo momento in poi, trascuriamo il termine 9, B, esattamente come
abbiamo fatto in Sezione 2.3.1. Pertanto, la Equazione (4.3.2a) diviene

curl[fp, E] = 0, (4.3.3)

da cui segue l'esistenza di un potenziale generalizzato, che indichiamo ancora con ¢, tale
che

1
fp B =—grad¢ = FE= —f—grad b. (4.3.4)
Py

Prendendo la divergenza della Equazione (4.3.2¢), otteniamo
0 = div[fp,J] + div(fp,8: D], (4.3.5)
e, sfruttando il fatto che fp, non dipende esplicitamente dal tempo, possiamo ancora scrivere
0 = div[fp,J]| + 8y div(fp, D). (4.3.6)

Infine, sostituendo la Equazione (4.3.2d) nel secondo termine a secondo membro della (4.3.6)
perveniamo al risultato

0= diV[fPZJ] -+ at[fIDSQf]. (4.3.7)

Anche nel caso in esame, imponiamo la condizione di elettroneutralita [10], che, pero, questa
volta, ¢ rappresentata da

div[jp,J] =0, (4.3.8)

e richiede che ad essere solenoidale sia la corrente frattale fp,J, piuttosto che la semplice
J, come accadeva nel modello “classico”.

4.4 Modello di Ellingsrud et al. [10] in forma frattale

In questa Sezione, specializziamo i risultati ottenuti al caso della geometria di una singola
cellula nervosa. A tal proposito, poniamo Q = QU per la regione di spazio interna alla
cellula e Q = Q© per quella esterna ad essa, ed indichiamo con M la superficie, descrivente la

1Si noti che, data una generica funzione g : ¥ x T — R, tale che (z,t) — g(x,t), stiamo impiegando
il lieve abuso di notazione % fzg(m,t)da(m) = [% fz g(z, -)da(m)] (®).
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membrana cellulare, che separa Q) e Q). Di conseguenza, la condizione di elettroneutralita
(4.3.8) deve essere scritta una volta per QW ¢ una volta per Q. ossia

divlf JO) =0, in Q0. (4.4.1a)
div[fis) T =0, in Q. (4.4.1b)

Unitamente alle correnti J& e J (e), & necessario introdurre i potenziali ¢ e ¢, definiti
rispettivamente in Q0 e Q) e tali che, in generale, si abbia qﬁl(;% + ‘b\(;\)/t Pertanto, anche
nel caso frattale, definiamo la differenza di potenziale alla membrana come

Vi, t) = ¢D(x,t) — ¢ (x,t), perognizeMeted, (4.4.2)

e chiamiamo V' potenziale di membrana, come nel modello standard.

Per studiare il trasporto delle specie ioniche nell’ambito del modello frattale considerato
& necessario mettere in forma frattale le leggi di bilancio di massa delle specie ioniche stesse.
In particolare, occorre determinare le espressioni frattali delle correnti elettriche J g) ed (e),
con k= 1,..., N, dovute al moto di ciascuna specie ionica. Cio implica la scrittura della
legge di Fick in forma frattale per ciascuna specie, il che, a propria volta, passa attraverso
lo studio della dissipazione del sistema in esame. Tale studio sara oggetto della prossima
Sezione. Qui, ci limitiamo a dire che, per il momento, supponiamo che I’equazione per la
corrente di membrana (2.3.45m) resti invariante in forma anche nel caso frattale e, per
completezza, la riscriviamo:

N
[=CoV+ Y 1™, (4.4.3)
k=1

in cui i vari termini sono definiti come discusso nel Capitolo 2.

Infine, per chiudere il modello, bisogna introdurre tutte le necessarie condizioni al bordo,
una condizione iniziale per il potenziale di membrana, e le leggi costitutive per esprimere le
correnti ioniche (ad esempio, mediante il modello di Hodgkin& Huxley [15]).

4.5 Equazioni di bilancio in forma frattale

Con lo scopo di determinare le espressioni frattali per le correnti ioniche J ,(;) ed ,(:) e per le
correnti totali JU e J (). la presente Sezione si pone l'obiettivo di studiare le equazioni di
bilancio e la dissipazione del sistema in esame, seguendo i lavori [14, 3, 12, 24]. I principali
risultati di [14, 3, 12] verranno riadattati alla luce dell’approccio frattale appena introdotto
nel caso di una miscela monofasica a N 4+1 componenti. I primi N costituenti sono le specie
ioniche precedentemente considerate, mentre il costituente (N + 1)-esimo ¢ il fluido acquoso
in cui si trovano le specie ioniche.

Osserviamo che un approccio piu sistematico al problema in esame dovrebbe considerare
le equazioni di bilancio “meccaniche” congiuntamente alle Equazioni di Maxwell. Infatti,
il campo elettrico, oltre ad influenzare il moto delle cariche attraverso la legge di Fick,
interviene nella meccanica del sistema ridefinendone il tensore degli sforzi per mezzo del
tensore di Maxwell. Tuttavia, poiché in questa fase ci concentriamo solo sugli aspetti di
trasporto, e quindi sulla determinazione della corrente di Fick, in questa sede consideriamo
tensori degli sforzi puramente meccanici.

Prima di iniziare lo studio delle leggi di bilancio e della dissipazione, forniamo una lista
dei simboli pitu ricorrenti:
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e pi,cont=1,... N+1, ¢ la densita volumetrica di massa del costituente ¢-esimo della
N+1

miscela e p:= ;" p; la densita volumetrica di massa della miscela.

o ¢i:="%2 peri=1,...,N+1, ¢ la frazione di massa del costituente i-esimo, cosicché
p; risulti calcolabile come p; = pg;. Le frazioni di massa non sono tutte linearmente
indipendenti, poiché, per definizione, sono tali che Zfiﬁl q = 1.

o Mpy;,coni=1,..., N+ 1, e la massa molare del costituente i-esimo. Sussiste la rela-
zione p; = pq; = Mmn;c;, essendo ¢; la concentrazione molare previamente introdotta,
e avente unita di misura [c;] = mol - m~3.

e v, coni=1,...,N+1, e la velocita del costituente i-esimo.

o v:= SN gv; ¢ la velocita del centro di massa della miscela.

e w; == v;, —v,coni = 1,...,N 4+ 1, e la velocita relativa del costituente i-esimo
rispetto alla velocita del centro di massa della miscela. Per costruzione, le velocita
relative w1, ..., wy11 devono essere compatibili con il vincolo Zf\g[l qw; = 0.

e m;,coni=1,...,N+1,ela densita volumetrica di forza interna dovuta agli scambi
di impulso tra il costituente i-esimo e tutti gli altri costituenti della miscela. Poiché
la miscela & chiusa rispetto all’impulso [14, 3, 24], le densita di forza my,...,my41

devono soddisfare la condizione

N+1

> m;=0. (4.5.1)

o t;,coni=1,..., N+1,¢il tensore degli sforzi di Cauchy relativo al costituente i-esimo
della miscela.

o fi,coni=1,..., N+1, ela densita volumetrica di forza esterna agente sul costituente
i-esimo della miscela. Tale densita di forza (nel seguito detta semplicemente “forza”)
e identificata con forza di Lorentz.

4.5.1 Considerazioni preliminari sulle correnti ioniche

Con riferimento alla k-esima specie ionica, senza specificare se ci si riferisce a Q® o a Q) ri-
cordiamo che, nel caso non frattale, la densita di corrente, che qui indichiamo semplicemente
con Ji, e data dall’espressione

mol

Fz.D
Jiy = —Dygrad ¢, — ZCT kckgrad ¢, [k

A tale risultato si perviene attraverso le considerazioni dimensionali di seguito riportate:

(4.5.2)

m?-s

lee] = 5 (4.5.3a)
[vy] = % (4.5.3b)
[F] = % (4.5.3¢)
[Dk] = H: (4.5.3d)
[R] = ﬁ (4.5.3¢)

97



Modello di Poisson-Nernst-Planck frattale

2 | 1
[Drgrad cg] = % : % = HIEO x (4.5.3f)
C  mol C

[Fzper] = mol mE . md (4.5.3g)

\Y J N-m N
do = — = "~ —_ — — _ 4.5.3h
lgrad ¢ m Cm C-m C’ ( )
A% N .
[— Fzrepgrad ¢ = LT (4.5.31)
Dy, mol - m .
{RT] =—x (4.5.3))

4.5.2 Equazioni di bilancio di massa e di impulso

Consideriamo una miscela ad N + 1 costituenti che occupa una regione & dello spazio
Euclideo tridimensionale, ., avente bordo 0%. Tale regione puo indicare, in questa sede,
sia lo spazio interno sia lo spazio interno alla cellula.

Bilancio di massa Scriviamo l'’equazione di bilancio di massa della miscela in forma
globale come

d
= dv =0 4.5.4
% /@p v =0, (4.5.4)

dove & ¢ un elemento dell’insieme delle parti di Z e dove ¢ stato trascurato il contributo
dei termini di pozzo e di sorgente. Tale equazione, che & scritta per una regione dotata di
misura standard di Riemann o di Lebesgue, puo essere riscritta in virti del Teorema del
trasporto di Reynolds come

/ 6tpdv+/ pv - nda = 0. (4.5.5)
& 0

Se consideriamo la regione &2 dotata di misura frattale, invece, la (4.5.5) puo essere scritta
utilizzando le funzioni di transizione “fp,” e “fp,” come

/7 Ot (fpyp) dv +/ [fp,pv - m]da =0, (4.5.6)
P 07
che a seguito delle usuali procedure di localizzazione assume la forma

Oy (fr,p) + div(fr,pv) = 0. (4.5.7)

Il bilancio di massa in forma integrale del costituente i-esimo della miscela puo essere
scritto, invece, nel caso di misura standard di Riemann o di Lebesgue, come

d
—/ pqz-var/ pgiw; - nda = 0, i=1,...,N+1, (4.5.8)
dt J» o

dove, ancora una volta, & stato trascurato il contributo dei termini di pozzo e di sorgente
per l'i-esimo costituente. Se la regione &2 ¢ dotata della misura di volume frattale “dvp,” e
il suo bordo della misura di superficie frattale “dvp,”, la Equazione (4.5.8) assume la forma

d

—/ pq; dvp, +/ pgiw; - ndap, = 0, i1=1,...,N+1, (4.5.9)
dt J» 0P
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che puo essere riscritta in virtu delle Definizioni 4.2.1 e 4.2.2 come

d

—/ Pqifp, dv+/ pgiw; - nip, da = 0, i=1,...,N+1. (4.5.10)
dt J» 0P

A seguito delle usuali procedure di localizzazione, in virtu del Teorema di Gauss, si giunge
alla forma locale dell’equazione di bilancio di massa dell’s-esimo costituente nella forma

(fr.pai) + div(pgifp,wi) =0,  i=1,....N+1. (4.5.11)

Bilancio di impulso Scriviamo la legge di bilancio di impulso per una miscela ad N + 1
componenti come

/ tnda+/ fdv=0, (4.5.12)
0 P

dove con t indichiamo il tensore degli sforzo di Cauchy dell’intera miscela e con f indichia-
mo la densita volumetrica di forza esterna che, in questa sede, puo rappresentare la Forza
di Lorentz. Notiamo che nella (4.5.12) sono stati trascurati i termini inerziali. Equivalente-
mente a quanto fatto per 'equazione di bilancio di massa, se la regione & & dotata di una
misura volumetrica frattale “dvp,” e il suo bordo, 0.2, ¢ dotato di una misura di superficie
frattale “dap,”, scriviamo la (4.5.12) come

tn dap, +/ f dvp, =0, (4.5.13)
0L P

che, in virtu delle espressioni delle funzioni di transizione alla misura frattale (4.2.2) e
(4.2.9), diventa

/ o, ] da + / o, f dv = 0. (4.5.14)

0 P

Eseguendo le usuali procedure di localizzazione, scriviamo la (4.5.14) in forma locale come
diV[fpzt] -+ fpgf dv = 0. (4.5.15)

Scriviamo, adesso, 1’equazione di bilancio di impulso in forma integrale per il costituente
i-esimo della miscela, trascurando le inerzie e considerando la regione & dotata di misure
di volume e di superficie frattali, cioe

/ [prti]nda—k/ fp3[ml+fl} dv =0, 1=1,..., N+ 1. (4516)
0 &

Notiamo che, in questo caso, il bilancio dell’impulso relativo all’i-esimo componete prevede
una densita volumetrica di forza interna, m;, dovuta agli scambi di impulso tra il costituente
i-esimo e tutti gli altri costituenti della miscela. Localizzando la (4.5.16), otteniamo

Osservazione. Si noti che, sommando le (4.5.17) al variare di ¢ € {1,..., N 4 1}, in virtu
della proprieta (4.5.1), si ottiene la Equazione (4.5.15) nella forma

N+1 N+1

> iplfi+md+ ) div(fpt) = 0. (4.5.18)
i=1 i=1
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Inoltre, ricordando il vincolo sulle frazioni di volume

N+1 N
Z gi=1=— rfvlil =1, (4.5.19)
=1 =1

la (4.5.18) puo essere riscritta riorganizzando i termini come

gN+1

Sin [fi— 22 fa +i[div (Fruts) — 72 div (Frytn )]
=1 =1

4dN+1

N
+ 3 te (mi— i ma) =0, (4.5.20)
i=1

La (4.5.20) & I'equazione di bilancio di impulso scritta in termini relativi.

4.6 Studio della dissipazione frattale

Tutto il materiale della presente Sezione ¢ basato su [24].

Studiamo di seguito la dissipazione alla luce della Teoria Frattale presentata in [31] con lo
scopo di fornire una espressione termodinamicamente ammissibile della densita di corrente
frattale che figura nel Modello di PNP frattale (oggetto della Sezione 4.4).

A tale scopo, scriviamo la dissipazione del sistema sulla porzione &2 di # dotata di
misure di volume e di superficie frattali (4.2.3) e (4.2.10) [3]

d N+1
[ in v == [inpuive [3n g iy
N+1

—I—/ , (tin) - w; da
W;fP( )

N+1
- / Z fp, pgiviw; - mda > 0, (4.6.1)
07 =1

dove ¢ := fo:ﬁl gk e la notazione utilizzata ¢ quella introdotta nella Sezione 4.5. Appli-
cando il Teorema di Gauss ai termini di bordo, la (4.6.1) diventa

N+1

/fP3@dV=—/ fP3P3t¢dV+/ Y fnfi-widy
2z 4 =

N+1

+/ Z [div (fp,t;) - w; + fp,t; : grad w,] dv
73
N+1

- /g/) Z lgrad(fp, pgithi) - wi + fp,pgiil : grad w;] dv > 0, (4.6.2)
i=1

in cui si ¢ usata l'identita tensoriale div(fp,t;w;) = div(fp,t;)-w;+fp,t; : gradw;. Riordinando
i termini, in virtu della equazione locale di bilancio di impulso della miscela riportata in
(4.5.18), la (4.6.2) puo essere riscritta come

| inDav=— [ frpouwav
z P>
N+1
+ /9 Z [feoti — T, pgithil] « grad widv
i=1
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N+1
- /p}’ Z [grad(fp, pqitbi) + fp,m] - widv > 0. (4.6.3)
i=1

Poiché vale il vincolo sulle velocita relative, possiamo scrivere

N

WN+1 = — q]gil’wi. (4.6.4)
i=1

Operiamo sul secondo addendo della (4.6.3) definendo la quantita Q; := [fp,t; — fp, pqiti]].
In virtu della (4.6.4), esso puo essere riscritto come

N+1 N N
Q, : gradw;dv = / Q, : grad w;dv + / Q o 4 oradw; | dv
/y; g y; g 5 N+ ( ;qwlg )
— G .
/y On41 grad (QN+1) w;dv
N
= /gz Z (Qi — qj‘vlil QN+1> : grad w;dv
7 i=1
i Ty
_ /@ Qnq grad (qN“) w;dv. (4.6.5)
Allo stesso modo, definendo p; := [grad(fp, pgi10;) + fp,m;], si puo operare sul terzo addendo
della (4.6.3) come segue:
N+1 N N
_/ > P widv = _/ Y P widv+pyy - (‘Z ql\?i-lwi>
Z =1 7= i=1
N
—_ 4 oy
= /{}2 ; (pl (IN+1pN+1) w; dv. (4.6.6)

Alla luce dei risultati ottenuti in (4.6.5) e (4.6.6), scriviamo la (4.6.3) come

/fPSJ)dV:—/ fpSpaﬂl)dV
P P

dN+1 dN+1

+ /ﬁi [fPQ (ti - & tN+1> —fpp (%‘7/11‘ - & qN+1z/JN+1) I} . grad w;dv

N
- /y ; [frtn+1 — frpan+1¥n+1] grad <q1311

) . widv

N
- /QZZ{grad (Fropaits) — 2grad (frupan1¥n41) | - w,
i=1

4N +1

N
— 4 .
/y ; {fPa (mz qN+1mN+1)} w;dv > 0. (4.6.7)
Riorganizzando i termini nella (4.6.7), si ottiene

/ ngDdV:—/ fp,p Opb dv
@ @

gN+1

+ /yé {sz (ti — & tN+1) —Fr.pqi (Vi — Un41) I} : grad w;dv
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N
- /y ; prtNngad (q}g;l) . 'widv

N
a /@ Zgrad (Fropqi (s — Yny1]) - widv

i=1
N
_ /};& mi = lmy ] widv > 0. (4.6.8)
Assegnando per ¥ una dipendenza costitutiva del tipo
=10 (q...,qn), (4.6.9)
si ha
grad i) = Z (8q (g1, -, qN)> grad ;. (4.6.10)

In virtu delle (4.6.9) e (4.6.10), e supponendo nulla la velocita di miscela v (ponendo, quindi,
v = 0), e possibile riscrivere il primo addendo della (4.6.3) come

_/9Z fP?,P@tl/JdV:—/ prg <6qk (ql,...,qN)> Oy qidy

/z

+ /,@ Z (% © (qla .. 7qN)) grad (szPqZ) : widV, (4611)
=1

(q1,- . ,qN)) fp,pqil : gradw;dv

dove sono state usate le equazioni locali di bilancio di massa dei primi N costituenti.
Sostituendo la (4.6.11) nella (4.6.8), si ha

/ fp, Ddv = / Z fPqul (ql,...,qN))} I: gradw;dv

+/ Z sz o N+1> —Frpgi (Vi — Pn1) I] : grad w;dv
+ / Z (q1,. .- ,qN)) grad (fp,pq;) - w;dv

/ ZfPQtNngad (qN 1) - w;dv

3 e i~ ) -

=1

- /y me mi— lmy ] widv > 0. (4.6.12)
i=1

Accorpando sotto lo stesso segno di integrale i primi due termini della (4.6.12), la nuova
funzione integranda del termine risultante ha la forma

P, {— (wz — %) + (¢N+1I _ tnp ) 4 (g;f (... )) I} : grad wy, (4.6.13)

PIN+1
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dove si e scelto, per non appesantire la notazione, di utilizzare (...) per indicare la lista

delle frazioni di volume (qi,...,qn).
Seguendo 'approccio discusso in [3, 24], il tensore degli sforzi di Cauchy, t;, puo essere
scritto come t; := —p;1, dove p; indica la pressione parziale dell’i-esimo costituente, per cui

la (4.6.13) puo essere riscritta come

i O .
Praogi [~ (i + 2) + (¥ver + 255) 4+ (820 ()] T+ gradw;, (4.6.14)
in cui riconosciamo 'espressione del potenziale chimico p; := ¥; + /fqi_ relativo all’i-esimo

costituente. Definendo il potenziale chimico relativo come fi; = p; — w41, otteniamo la
scrittura piu compatta

Fropa [+ (52 0 ()] diven, (4.6.15)

che, se sostituita nella (4.6.12), restituisce
N o
= N el A
/@ng Ddv = /@ ;szp% { i + (8% of(... ))] div w;dv
N ~
+ /32 S (B2 o(...)) mad (frpg) - widv
i=1
N
9
B /@ ; fPQtN+1grad <¢1N+1

N
- /,@ Z grad (fp,pq; [t0i — Uny1]) - widv
i=1

> cw;dv

4dN+1

N
- /@Zf& [mi -k mN—s—l} cw;dv > 0. (4.6.16)
< =1

Equivalentemente, operando sui restanti termini della (4.6.16), otteniamo la funzione inte-
granda

[(% o(... )) grad (fp,pqi) — fr,tn+1grad ( - ) — grad (fp,pq; [V — ¥n+1])

4N +1
=1

— i (mi — mN+1)} - w;, (4.6.17)

4dN+1

che, applicando la Regola di Leibniz, riscriviamo come

i [—fp2pqigrad (g—i o(... )) — fp,tni1grad (qg:l) —fp, (mz — q}g:lmNH)
i=1

—grad (frupa s — V] = frpas (30 (-.)))] - wi (4.6.18)

Dalla (4.6.18) otteniamo una nuova forma della dissipazione frattale

/y fp, Ddv = /y g:lfpgpqi {—[Li + (% of(... ))} div w;dv

- /@g\é {f&ﬂ%’grad (% of... )) + fp,tny1grad (q13:1)
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+ fps (mi — & mN+1)

gN+1
+ grad (fp, pqi [Vi — Yn41])
— grad (prpqi (% o(... )))} ~w;dv > 0. (4.6.19)

Procediamo, a questo punto, considerando l’equazione di bilancio di massa della misce-
la in forma globale come vincolo, e studiamo la dissipazione wvincolata introducendo il
moltiplicatore di Lagrange ¢ [3]. Percio, scriviamo

N ~
/yfp3®dv:/y;fP2PQi [—ﬂi-l- (%O()) _

a /gz Zi_\]; {fPquigrad (%ﬁ o (.. )) + frtn+1grad (‘U\?:—l)

+fpy [mi — & mN+1}

D Yy

(220(...))] divawdv

gN+1
+ grad [fPQPQi (Wz‘ —¥n1] — (% of(... )))}
+% (% o(... )) grad(fPqui)} cw;dv >0, (4.6.20)
in cui e stata introdotta la dipendenza costitutiva p = po (q1,...,qn)-
Seguendo [3], scriviamo il Moltiplicatore di Lagrange nella forma ¢ := % e, quindi,

tornando alla dissipazione, con un lieve abuso di notazione otteniamo

/y fp, Ddv = /] ifpzpqi [—g,— - (w + g)} div w;dv

: /9 Zi_v; {iropaigrad |55 (0 + 5)| +frtwiagrad (52

+ grad [ngPQz' ([@Di —Uni) — o (1@ + %))}
+ iy [mi — glma] | widv > 0. (4.6.21)

4dN+1

Come viene fatto in [3], forniamo I'espressione della energia libera di Gibbs
§ =+ %, (4.6.22)

che permette di scrivere il potenziale chimico relativo i-esimo come

~'_aé_a[mp}

Mz_ai%_aqz‘

Adoperando la (4.6.23) nella espressione della dissipazione vincolata, (4.6.21) otteniamo

(4.6.23)

A

N
/32 fp3 Ddv =— /@ ; {fPquigrad /11 + fPQtN-l-lgrad (1113:—1)

+ grad [fp,pg; ([Vi — Yn41] — fi)]
+ip [mi T mNHH -w;dv > 0. (4.6.24)

dN+1

Introduciamo, a questo punto, una densita volumetrica di forza dissipativa mg; relativa
all’i-esimo costituente. Tale forza permette di scrivere la dissipazione nella forma

N
/ fp, Ddv = —/ > frma; - widv, (4.6.25)
z =
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dove si & posto

fPsmdi = fpgpqigrad i + fpgtN+1grad (L)

4dN+1
+ grad [fp, pg; ([i — Yn41) — fi)]
+ fpy [mz o mN+1} : (4.6.26)

In virtu della (4.6.26), & possibile scrivere la i-esima equazione di bilancio di impuso relativo
come

fr, (-fi - ijvﬂ) + div (fP2ti - LfP2tN+1>

dN+1 gN+1

+ fp,ma; + grad [fp,pq; (i — (Vi — ¥n41))] — fropgs gradfi; = 0, (4.6.27)

che alla luce della definizione di potenziale chimico relativo fi; e del tensore degli sforzi di
Cauchy t; date da [3] diventa

P (Fi = 725 Faen) + Frumai — frupas gradfii = 0. (4.6.28)

B gN+1
Scrivendo, infine, la densita volumetrica di forza dissipativa come
mg; = — M, w;, (4.6.29)

¢ possibile fornire ’espressione della velocita relativa i-esima, cioe

w; = —M; fﬁp%‘ gradji; — (fi - fNH)
fpy

gN+1

, (4.6.30)

in cui, con M; indichiamo la motilita dell’i-esimo costituente. Per mezzo della (4.6.30),
definiamo il flusso i-esimo come

; 1
Py, (0] = 20 (4.6.31)
Mmi

m?-s’

Ji=

Dalla (4.6.31) si ottiene una espressione esplicita della densita di corrente frattale che, a
seguito di considerazioni sulla forza di Lorentz, porta alla densita di corrente frattale del
modello PNP-frattale. In particolare,

1

L= . -fP? . i M. gi
Jz L= _Mmi P%Mzgp% grad,uz - pszz (,fz T st fN+1) . (4632)

4.7 Studio del flusso frattale

Nella presente Sezione scriviamo una espressione della densita di corrente esplicitando le
varie componenti in funzione delle variabili del Modello PNP frattale. Con tale scopo, asse-
gniamo una espressione per la densita di forza volumetrica f; relativa all’i-esimo costituente.
Dal momento che I'unica forza di volume non trascurabile nel problema studiato ¢ di tipo
elettrico, identifichiamo con f; ’espressione costitutiva della forza di Lorentz, cioe

fi = Fzic;E = —Fzcgrad ¢. (4.7.1)

Notiamo che il costituente (N + 1)-esimo, ossia l'acqua, ha valenza zyy1 nulla, per cui &
possibile scrivere la (4.6.32) come

P fp, _ Pqi
JZ‘ = — 7MZ q; rad i lez . 4.7.2
My 5, it gradfis = 3 (4.7.2)
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Definendo la mobilita volumica come M; := pg; M; e notando che
Mmici = pgi, (4.7.3)

scriviamo la (4.7.2) come

Ji=— PPQMM' gradji; — Mifz} : (4.7.4)
fps M

Data la dipendenza costitutiva del potenziale chimico relativo dalle frazioni di volume
(¢1,-..,9n), € possibile scrivere

_ ont
grad fi; = (a/; o(qi,. .. ,qN)> grad ¢;, (4.7.5)
che porta a
fpz /iz Mz
Ji:— 7Mzz - Sy di—ii . 4.7.6
[ i, Vi | Gg; © (¢ qn) | gradg Mmif (4.7.6)

Utilizzando la relazione (4.7.3) nella (4.7.6), e prescrivendo una opportuna relazione funzio-
nale per fi;, otteniamo

fp2 FZi :|
J;=— [Di rad ¢; + D;—=grado| . 4.7.7
ip Dig o erads (4.7.7)

Facendo l'ipotesi che i campi di concentrazione siano assegnati e costanti, scriviamo, me-
diante la (4.7.7), la densita di corrente totale come

N
J = Z FzJ; = —ograde, (4.7.8)

i=1
in cui ¢ stata definita la conduttivita [30]
N 2,2
Fez

i=1

Si noti che anche la conduttivita in (4.7.9) dipende dalla frattalita della geometria tramite
la definizione del tensore di diffusivita D; relativo all’i-esimo costituente. La Equazione
(4.7.8), se caratterizzata per i domini Q) e Q) fornisce la densita di corrente che figura
nelle equazioni del Modello PNP frattale.

4.8 Riassunto delle equazioni del modello frattale

Utilizzando 'espressione di (4.7.8) scriviamo il riassunto delle equazioni del Modello PNP
frattale come

div [—fpza(i)grad¢(i)} =0, in QW (4.8.1a)
div [—fpza(e)gradqé(e)} =0, in Q) (4.8.1b)
oD (x,t) = ¢\ (2, t) + V(x,t), su M, (4.8.1c)
L D)
_ O -
o S = I, su M, (4.8.1d)
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4.8 — Riassunto delle equazioni del modello frattale

e
onle) —

—s© .y

N
[=CaV+Y 17",
k=1
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su M,

su 00

in Q)

su M.

(4.8.1e)

(4.8.1f)

(4.8.1g)

(4.8.1h)
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Capitolo 5

Conclusioni

La presente Tesi fa parte di un progetto di ricerca pitt ampio che riguarda la neurobiologia
computazionale e fornisce le basi per la scrittura del lavoro [24].

La Tesi presenta inizialmente il problema biologico di cui ¢ oggetto in modo riassun-
tivo e descrive sommariamente le caratteristiche locali e globali di una cellula nervosa. In
questa sede si fornisce la giustificazione dell’approccio matematico utilizzato nella stesura
dei modelli frazionario e frattale in virtu di osservazioni di natura sperimentale [29]. Si
pone particolare attenzione alla geometria degli “alberi” dendritici e assonici che mostrano
dimensione frattale e che, dunque, danno luogo a fenomeni di natura non-locale.

Il primo modello riportato in questo lavoro e il modello di Poisson-Nernst-Planck nella
chiave di Ellingsrud et al. [10]. Questo viene presentato con delle piccole modifiche al fine
di essere piu adatto alle nostre esigenze. Il Modello PNP fornisce un termine di confronto
per i modelli da noi sviluppati, inoltre, la sua implementazione al calcolatore ¢ di grande
aiuto per comprendere il ruolo che i diversi termini del modello hanno nella conduzione del
potenziale di membrana. A tal proposito, si e scelto di studiare un caso monodimensionale
semplificato ottenuto imponendo le concentrazioni delle specie ioniche in gioco costanti.
Si e fatto cio per avere un modello da risolvere tramite un software sviluppato da noi
che implementa la discretizzazione del sistema e, dunque, la sua risoluzione. Di particolare
rilievo, in questa trattazione, ¢ la possibilita di ricavare le equazioni del modello semplificato
“variazionalmente” definendo la Lagrangiana della cellula nervosa.

11 secondo modello che presentiamo in questo lavoro consiste in una riscrittura del Model-
lo PNP in chiave frazionaria. Il punto di partenza, per far cio, € la ri-scrittura dalle Equazioni
di Maxwell frazionarie come in [32] scritte mediante I'uso di operatori integro-differenziali
frazionari che introducono la non-localita nel problema studiato. E stato possibile scrivere
tale modello, da noi chiamato Modello PNP frazionario, in virtu di alcuni risultati presentati
da Tarasov in [32] e di altri la cui dimostrazione ¢ stata motivata dal modus operandi dello
stesso lavoro. Le simulazioni numeriche relative a tale modello sono, attualmente, uno dei
nostri principali argomenti di ricerca. Esse hanno l'obiettivo di comprendere se, al variare
dell’ordine di frazionarieta del modello, & possibile descrivere un eventuale danneggiamento
degli assoni.

Infine, I'ultimo modello presentato nella Tesi ¢ il Modello PNP frattale che consiste in
una riscrittura del modello di Ellingsrud et al. [10] alla luce della Teoria Frattale. Anche in
questo caso, si ¢ scelto di scrivere il modello a partire dalle Equazioni di Maxwell frattali che
sono frutto dell’introduzione nella trattazione matematica della misura frattale. La riscrit-
tura delle Equazioni di Maxwell in forma frattale e stata possibile mediante 1'introduzione
di funzioni di transizione dalla misura standard alla misura frattale come suggerito in [31].
Un aspetto particolarmente delicato in questo contesto ¢ stata la definizione della densita di
corrente frattale ottenuta tramite uno studio dettagliato della dissipazione seguendo quanto
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suggerito in [3]. A seguito dello studio condotto sulle equazioni di bilancio e sulla dissipazio-
ne, scritte considerando il dominio dotato di misura frattale, si € ricavato il Modello PNP
frattale. Come nel caso frazionario, non sono state presentate le simulazioni numeriche del
modello poiché, attualmente, costituiscono argomento di ricerca. Sia la stesura del modello
frazionario sia la stesura del modello frattale sono basate su [24] che & in preparazione.
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