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Sommario

La presente Tesi si articola in quattro Capitoli.
Il primo Capitolo descrive il problema fisiologico di cui la Tesi è oggetto, ossia la propaga-

zione del potenziale di membrana nelle cellule nervose, e fornisce la motivazione a supporto
delle scelte che hanno condotto alla stesura dei modelli di seguito riportati. In particolare,
dopo una breve descrizione della fisiologia di un neurone del sistema nervoso centrale, pre-
sentiamo i principali processi che determinano la propagazione del potenziale di membrana
attraverso la membrana cellulare.

Il secondo Capitolo è costituito da due parti. Nella prima si presenta il modello che use-
remo come base per la formulazione delle nostre elaborazioni, ossia il modello di Poisson-
Nernst-Planck (Modello PNP) nella versione di Ellingsrud et al. del 2020 (Ellingsrud, A. J.,
et al.: “Finite element simulation of ionic electrodiffusion in cellular geometries.” Frontiers in
neuroinformatics 14 (2020) 1-18). In aggiunta alla scrittura del problema fisico-matematico
che riassume il Modello PNP, riportiamo i risultati di alcune simulazioni numeriche, ottenute
con il software COMSOL Multiphysics™ 5.3a. A partire da queste, intendiamo effettua-
re la simulazione degli altri modelli da noi proposti in questa sede. Nella seconda parte
del Capitolo, al solo scopo di mostrare come la fisica del problema in esame possa essere
racchiusa anche in un modello molto semplificato, risolviamo in MatLab® una versione ri-
dotta e monodimensionale del Modello PNP. Un aspetto formale di rilievo è che il modello
monodimensionale può essere ottenuto variazionalmente, definendo la “Lagrangiana” della
cellula.

Il terzo Capitolo consiste nella formulazione frazionaria del modello PNP. La motiva-
zione per un approccio frazionario risiede nella complessità strutturale e geometrica degli
assoni e delle loro ramificazioni ed interazioni reciproche, che può dar luogo a comporta-
menti non-locali della elettro-fisiologia delle cellule nervose. Questo approccio è basato sulla
riscrittura della trattazione di Tarasov del 2008 delle Equazioni di Maxwell Frazionarie
(Tarasov, V. E.: “Fractional vector calculus and fractional Maxwell’s equations.” Annals
of Physics 323 (2008) 2756-2778) e su un adattamento di tale trattazione ai nostri scopi.
Il Capitolo prosegue, quindi, con la presentazione della versione frazionaria del Modello
PNP (Ramírez-Torres, A., Napoli, V., Grillo, A.: In preparazione (2021)). Le simulazioni
numeriche relative a tale modello sono, attualmente, uno dei nostri principali argomenti
di ricerca. Esse hanno l’obiettivo di comprendere se, al variare dell’ordine di frazionarietà
del modello, è possibile descrivere un eventuale danneggiamento degli assoni, come avviene
nelle patologie demielinizzanti.

Il quarto Capitolo consiste nella formulazione frattale del modello PNP (Ramírez-Torres,
A., Napoli, V., Grillo, A.: In preparazione (2021)). In questo contesto riscriviamo le Equa-
zioni di Maxwell per tener conto della transizione dalla misura classica di Lebesgue a quella
frattale (Tarasov, V. E.: “Electromagnetic field of fractal distribution of charged particles.”
Physics of plasmas 12 (2005) 082106-1–9). Come per il caso frazionario, l’approccio è mo-
tivato dalla complessità geometrica degli “alberi” costituiti dalle fibre nervose, che mostra
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dimensione frattale, come suggerito da alcuni studi (Smith, J. H., et al.: “How neurons ex-
ploit fractal geometry to optimize their network connectivity.” Scientific reports 11 (2021)
1-13).

Gli argomenti affrontati in questa Tesi fanno parte di una linea di ricerca attualmente
seguita dal sottoscritto, da Ariel Ramírez-Torres e da Alfio Grillo, e i cui prodotti, di seguito
riportati, costituiscono parte dei risultati preliminari ottenuti per il manoscritto

Ramírez-Torres, A., Napoli, V., Grillo, A.: “Fractional versus fractal formulation
of the Poisson-Nernst-Plack model for the propagation of the membrane potential
in neurons”. In preparazione (2021),
(la lista degli autori e il titolo sono provvisori),

da sottoporre a una rivista scientifica di settore.
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Capitolo 1

Fisiologia delle fibre nervose

L’intero sistema nervoso dei mammiferi può essere studiato partendo dalla sua unità funzio-
nale cioè il neurone o cellula neuronale, questa è delimitata da una membrana cellulare che
consta di due componenti. La prima componente di struttura della membrana è uno strato
lipidico formato da molecole che presentano una zona polare detta “testa” e da una apolare
detta “coda”. Tali catene sono organizzate a formare un doppio strato in cui le code apolari
sono “impacchettate” verticalmente a formare una membrana sottile che rivolge verso l’e-
sterno la parte polare delle molecole [28]. L’altra componente strutturale della membrana
cellulare è formata da diversi complessi peptidici, senza i quali la membrana risulterebbe
elettricamente isolante. Le proteine di membrana possono essere classificate in base al loro
posizionamento nello strato lipidico e si distinguono in intrinseche, se attraversano l’intera
membrana, ed estrinseche, se sono attaccate debolmente ad essa [28].

In un neurone, tutti gli organuli responsabili dell’attività metabolica e dell’elaborazione
dei segnali sono raggruppati nel soma che è la parte volumetricamente più estesa del corpo
cellulare [21]. Durante la fase di neurogenesi, dal corpo cellulare si staccano diversi prolun-
gamenti citoplasmatici che costituiscono le vie afferenti ed efferente dalla cellula stessa. Nel
primo caso abbiamo una complessa e densa catena di ramificazioni chiamata albero dendri-
tico, invece, l’unica via efferente è costituita dall’assone, che è la ramificazione più lunga.
Tale struttura ha la funzione di trasmettere il segnale nervoso verso le sinapsi fromate dal
neurone con altre cellule e, nella maggior parte dei casi, è la parte più estesa in lunghezza
della cellula nervosa [21].

Nel sistema nervoso, i neuroni possono essere classificati in base alla loro struttura ed
in base alla loro funzione. Nel caso di classificazione strutturale distinguiamo i neuroni
unipolari, con un unico prolungamento che si dirama a T a formare un dendrite e un
assone, bipolari, con due prolungamenti, un dendrite ed un assone, e multipolari, con diversi
prolungamenti dendritici ed un unico assone [21]. Per la classificazione funzionale, invece,
distinguiamo i neuroni sensitivi, i neuroni motori e gli interneuroni. I primi sono delle vie
afferenti al sistema nervoso centrale e i secondi costituiscono le vie effereti. Gli interneuroni,
invece, hanno la funzione di agevolare la comunicazione tra neuroni sensitivi e motoneuroni
oltre che quella di richiamare, elaborare e memorizzare informazioni [21].

1.1 Richiami sulla elettro-fisiologia dei neuroni
Tutto il materiale riportato in questa Sezione è riadattato da [28].

La cellula nervosa trasporta ed elabora informazioni attraverso un segnale elettro-chimico,
cioè una differenza di potenziale elettrico ai capi della membrana cellulare, detta potenzia-
le di membrana, V , che può percorre il neurone in tutta la sua lunghezza. Il potenziale
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Fisiologia delle fibre nervose

di membrana è determinato dalla diversa concentrazione delle specie ioniche disciolte nei
fluidi intra- ed extra-cellulare. Distinguiamo due tipi di trasporto ionico attraverso una
membrana biologica: il trasporto passivo, per cui gli ioni si muovono nella direzione del
gradiente di concentrazione, e il trasporto attivo, cioè il movimento degli ioni in direzione
opposta al gradiente di concentrazione [28]. Il passaggio delle specie ioniche attraverso la
membrana avviene tramite dei canali selettivi ai singoli ioni che sono composti, principal-
mente, da complessi proteici formati da proteine intrinseche. La conduzione di un segnale
elettro-chimico lungo un prolungamento della cellula nervosa, sia esso un dendrita oppure
un assone, avviene seguendo il trasporto passivo. Il processo di trasporto attivo, invece,
riporta il potenziale di membrana al potenziale di riposo, VR, e avviene tramite delle pompe
biologiche che ricavano energia dalla lisi di molecole di ATP [28].

Data una specie ionica k avete concentrazioni esterna c(e)
k ed interna c(i)

k differenti, si avrà
un potenziale chimico ψk che determina il flusso ionico della specie attraverso la membrana
cellulare e tale flusso definisce una corrente ionica I

(ionic)
k . La corrente I che attraversa

la membrana sarà in relazione diretta sia con le correnti ioniche I(ionic)
k sia con un termine

capacitivo determinato dalla parte fosfo-lipidica della membrana. In particolare, i termini di
corrente ionica sono in relazione con il salto tra il potenziale di membrana ed il potenziale
di Nernst, Ek, dipendente dal rapporto tra le concentrazioni c(e)

k e c(i)
k . A tal proposito,

riportiamo ciò che Scott afferma1 in [28]:

“Ogni specie ionica appare nella membrana come una batteria di voltaggio Ek,
con capo positivo diretto nella direzione di concentrazione decrescente per gli ioni
con carica positiva.”

Con ciò, è possibile schematizzare l’azione di uno ione nella elettro-fisiologia di una cellula
nervosa con il ramo di un circuito equivalente che presenta una conduttanza Gk, eventual-
mente dipendente da V ed un generatore di tensione, Ek. Ciò detto, un circuito equivalente
della elettro-fisiologia della membrana cellulare sarà dato da n rami “conduttivi”, uno per
ogni singola specie ionica, montati in parallelo su una maglia esterna “capacitiva” che pre-
senta un condensatore di capacità C. La maglia capacitiva del circuito equivalente è relativa
alle correnti di spostamento determinate dalla capacità della membrana [28].

Le specie ioniche che hanno un ruolo fondamentale nella conduzione di un potenziale
di membrana sono il sodio, con concentrazione maggiore all’esterno, il potassio, con con-
centrazione maggiore all’interno, e il cloro. In particolare, la concentrazione del sodio e del
potassio evolvono con delle conduttanze GNa+ e GK+ dipendenti dal potenziale di membra-
na in maniera fortemente non lineare. La variazione delle conduttanze relative al sodio ed
al potassio è determinata da un processo di rimodellamento cui vanno incontro le proteine
che formano le porte nei canali presenti nella membrana selettivi agli ioni. Dal punto di
vista fenomenologico, se una cellula con VR negativo subisce una depolarizzazione imposta
dall’esterno, ad esempio a causa di una variazione di potenziale determinata da una sinapsi,
GNa+ aumenta repentinamente permettendo al sodio di permeare all’interno. Ciò determina
una ulteriore depolarizzazione della cellula, istaurado un ciclo a feedback positivo. Raggiun-
to un valore di picco, GNa+ si riduce a causa della chiusura di alcune porte nei canali ionici
del sodio e GK+ aumenta. Ciò è determinato dall’apertura delle porte del potassio. Gli ioni
K+ entrano nella cellula favorendone la polarizzazione fino a valori di V inferiori a VR.
La cellula, iperpolarizzata, ricostituisce il potenziale di riposo a seguito della chiusura dei
canali del potassio. Tale processo, data la depolarizzazione iniziale, avviene rapidamente.

1Si noti che il seguente testo virgolettato è una traduzione dell’autore della tesi.
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1.2 – Motivazione alla base della Teoria Frattale e Frazionaria [29]

L’andamento del potenziale di membrana su tutta la membrana cellulare permette la pro-
pagazione del segnale nervoso come un’onda viaggiante. La risposta della cellula nervosa ad
uno stimolo esterno, come dimostrano gli esperimenti condotti da Hodgkin & Huxley [15],
è fortemente dipendente dall’entità dello stimolo stesso .

In alcuni tipi di neuroni la membrana cellulare è ricoperta da una guaina di mielina che
rende la membrana elettricamente isolante. La mielina si organizza in strutture ricorsive
di lunghezza limitata sulla membrana lasciando scoperti solo delle piccole porzioni dette
nodi di Ranvier. Nei neuroni mielinizzati la conduzione dell’impulso nervoso avviene solo a
livello dei nodi di Ranvier che, ricoprendo solo una piccola parte della membrana cellulare,
rendono la propagazione dell’impulso più veloce rispetto ai neuroni non mielinizzati.

La fenomenologia appena descritta deriva dagli esperimenti condotti sull’assone gigante
del calamaro condotti da Hodgkin, Huxley e Katz [15] negli anni cinquanta ed ha portato
alla stesura del modello di Hodgkin&Huxley che sarà oggetto di studio del Capitolo 2.

1.2 Motivazione alla base della Teoria Frattale e Fra-
zionaria [29]

Lo studio della conduzione del segnale elettro-chimico lungo i neuroni è stato trattato nella
Sezione 1.1 dal punto di vista locale, qui ci occupiamo di comprendere come la geometria
e l’estensione di una cellula nervosa sono determinanti nella conduzione del potenziale di
membrana.

Sin da subito, diciamo che, dal momento che i fasci nervosi costituiscono l’intero sistema
di cablaggio dell’organismo, lo studio della complessità geometrica e strutturale dei neuroni
è di fondamentale importanza [28]. È necessario, dunque, comprendere come sia gli assoni
sia i dendriti si diramano e formano delle giunzioni con altre cellule nel sistema nervoso.
La comunità scientifica già negli anni ottanta ha osservato che molti sistemi nell’organismo
animale hanno comportamenti frattali, sia dal punto di vista anatomico che fisiologico. Un
esempio cardine in questo ambito riguarda il sistema nervoso e quindi i neuroni. Si può
affermare, infatti, che le cellule neuronali possono essere descritte tramite un processo di
neurogenesi che porta a geometrie non-Euclidee e quindi frattali. Inoltre, la risposta nervosa
ad un impulso esterno segue processi fisiologici il cui otput è caratterizzato da frattalità
temporale [33].

Seguendo quanto riportato in [29], possiamo affermare che la neurogenesi di un albero
assonico o dendritico è caratterizzata da due fenomeni, cioè:

• Il branching o biforcazione che porta alla formazione delle diverse branche del neurone.
Questo fenomeno viene descritto dal parametro ϕ, definito come l’angolo formato dalle
due branche nel punto di biforcazione;

• L’arricciamento per cui si ha la curvatura dell’asse del neurone. In questo caso defi-
niamo il parametro di arricciamento θ, come l’angolo formato tra le direzioni delle due
branche successive;

Sia il fenomeno di arricciamento sia il fenomeno di branching possono essere ulteriormente
descritti da un parametro che è la lunghezza, L, che intercorre tra due braching oppure tra
due arricciamenti consecutivi.

I tre parametri appena descritti sono quelli che, come riportato in [29], hanno un ruolo
fondamentale nella definizione della connettività della cellula, inoltre, è complicato compren-
dere come questi influenzano l’efficienza della cellula indipendentemente [29]. La connettività
è un discrimine nel processo di ottimizzazione dettato dall’omeostasi neuronale e porta alla
formazione di strutture autosimilari caratterizzate da dimensione frattale e, dunque, alla
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presenza di fenomeni non-locali nelle attività fisiologiche della cellula [29, 33]. Tale afferma-
zione trova riscontro sperimentale in [29]. Infatti, utilizzando la tecnica del box-counting sui
neuroni corticali dei ratti, si ricava un valore della dimensione della geometria del neurone
che, nonostante localmente sia assimilabile ad un cavo, mostra dimesione globale D supe-
riore a 1. Questo parametro, che è dipendente da ϕ, θ e L, costituisce il valore ottimo del
processo omeostatico mensionato sopra. Inoltre, essendo D non intero, giustifica la necessità
di modelli matematici che, tramite il Calcolo Frazionario e le misure frattali, tengano conto
degli aspetti non-locali indotti dalla geometria frattale della cellula nervosa per simulare la
conduzione del potenziale di membrana [33].
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Capitolo 2

Il modello matematico di base

2.1 Introduzione
In questo Capitolo, rivisitiamo alcuni degli aspetti più salienti del modello di Ellingsrud et
al. (2020) [10], che modifichiamo lievemente secondo le nostre esigenze. Nel far ciò, oltre
ad evidenziare le differenze del nostro approccio, confrontiamo il modello presentato con
alcuni altri modelli disponibili nella letteratura di settore, come, ad esempio, quelli discussi
in [35, 34, 36, 30, 5].

Il materiale contenuto in questo Capitolo è basato su [24].

2.2 Forma integrale e forma locale delle Equazioni di
Maxwell

Il punto di partenza di questo lavoro è dato dalle Equazioni di Maxwell. Queste sono di
seguito riportate nella forma che esse assumono nella materia [19, 20, 22, 18, 11], in una
regione di spazio fissa e contenuta interamente nel materiale considerato, e sotto l’ipotesi che
il materiale sia in quiete nel sistema di riferimento scelto. Nella formulazione più generale,
ma ristretta al probema in esame, le Equazioni di Maxwell sono presentate in forma integrale
e sono date da ∫

∂Σ
E · τ ds = − d

dt

∫
Σ
B · n da, (2.2.1a)∫

∂Ω
B · n da = 0, (2.2.1b)∫

∂Σ
H · τ ds =

∫
Σ
J · n da + d

dt

∫
Σ
D · n da, (2.2.1c)∫

∂Ω
D · n da =

∫
Ω
%f dv. (2.2.1d)

Le Equazioni (2.2.1a)–(2.2.1d) sono scritte in termini del campo elettrico E, del campo di
induzione magnetica B, del campo magnetico H , della densità di corrente J , del campo
di induzione elettrica D, e della densità volumetrica delle cariche libere, %f . In questa
sede, si suppone che la densità di corrente J sia costituita da un termine generato dal
moto relativo delle cariche elettriche rispetto al moto del mezzo considerato e da eventuali
densità di corrente di conduzione e/o imposte. Inoltre, nelle Equazioni (2.2.1a)–(2.2.1d),
Ω è un insieme aperto e connesso, che rappresenta la regione fissa di spazio contenuta nel
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corpo considerato e il cui bordo è dato dalla superficie chiusa ∂Ω; Σ è una superficie aperta,
anch’essa fissa e contenuta nel corpo in studio, e il cui bordo è costituito dalla curva chiusa
e regolare ∂Σ; τ è il campo di versori tangenti alla curva ∂Σ, mentre n è il campo di versori
normali a una superficie data, che, nel contesto in esame, può essere Σ o ∂Ω. Infine, “ds”,
“da” e “dv” rappresentano, rispettivamente, misure “classiche” di linea, area e volume, come
la misura di Riemann o di Lebesgue.

Poiché Σ è fissa e le Equazioni di Maxwell sono scritte in un mezzo in quiete, il teorema
di Reylonds per le superici permette di concludere che le derivate temporali degli integrali
su Σ nelle Equazioni (2.2.1a) e (2.2.1c) siano date da

d
dt

∫
Σ
B · n da =

∫
Σ
∂tB · n da, (2.2.2a)

d
dt

∫
Σ
D · n da =

∫
Σ
∂tD · n da. (2.2.2b)

Per una generalizzazione delle derivate temporali di integrali superficiali, si rimanda a [6].
Sostituendo i risultati (2.2.2a) e (2.2.2b) nelle Equazioni (2.2.1a) e (2.2.1c), applicando

il Teorema Stokes agli integrali su ∂Σ in tali equazioni e il Teorema di Gauss agli integrali
su ∂Ω nelle Equazioni (2.2.1b) e (2.2.1d), si ottiene∫

Σ
(curlE) · n da = −

∫
Σ
∂tB · n da, (2.2.3a)∫

Ω
divB dv = 0, (2.2.3b)∫

Σ
(curlH) · n da =

∫
Σ
J · n da +

∫
Σ
∂tD · n da, (2.2.3c)∫

Ω
divD dv =

∫
Ω
%f dv. (2.2.3d)

Infine, localizzando le Equazioni (2.2.3a)–(2.2.3d), si giunge alla forma locale delle Equazioni
di Maxwell:

curlE = −∂tB, (2.2.4a)
divB = 0, (2.2.4b)
curlH = J + ∂tD, (2.2.4c)
divD = %f . (2.2.4d)

2.3 Rivisitazione del modello di Ellingsrud et al. [10]
In questa Sezione, riportiamo i risultati di Ellingsrud et al. [10] che sono più rilevanti per il
nostro lavoro.

2.3.1 Le Equazioni di Maxwell per il problema studiato
L’Elettrodinamica delle cellule nervose è solitamente studiata nel limite in cui il campo
di induzione magnetica, B, varia nel tempo così debolmente da rendere trascurabile la
derivata parziale ∂tB nella Equazione di Maxwell curlE = −∂tB [10, 34]. Di conseguenza,
le Equazioni di Maxwell assumono la forma

curlE = 0, (2.3.1a)
divB = 0, (2.3.1b)
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curlH = J + ∂tD, (2.3.1c)
divD = %f . (2.3.1d)

Tutte le grandezze coinvolte nelle (2.3.1a)–(2.3.1d) sono riferite ad una generica regione
R ⊂ S dello spazio Euclideo tridimensionale, S , identificabile o con lo spazio intra-cellulare
o con lo spazio extra-cellulare della cellula nervosa, indicate, rispettivamente, con Ω(i) e Ω(e).
Qui e nel seguito, R è un aperto connesso di S .

Quando ci addentreremo nel modello matematico speciefico, dovremo precisare se una
data grandezza fisica f , che può essere scalare, vettoriale o tensoriale, è definita in Ω(i) o in
Ω(e), e per questo adotteremo la notazione f (i) := f|Ω(i) o f (e) := f|Ω(e) . In questa Sezione,
però, per snellire la presentazione dei risultati, omettiamo di scrivere esplicitamente a quale
porzione di spazio i campi considerati sono ristretti. Inoltre, ipotizziamo che tutti i campi
considerati sono di classe C2 sulla regione di spazio in cui sono definiti o ristretti.

La (2.3.1a) permette di esprimere il campo elettrico come

E = −gradφ, (2.3.2)

dove φ è detto potenziale scalare (si veda, ad esempio, [18]).
Secondo la forma (2.3.1a)–(2.3.1d) delle Equazioni di Maxwell, i campi E e D appaiono

ancora accoppiati ai campi B e H . Tuttavia, tale accoppiamento può essere eliminato
combinando la (2.3.1c) con la (2.3.1d) in modo tale da ottenere l’equazione di conservazione
delle cariche elettriche libere. Pertanto, applicando l’operatore di divergenza alla (2.3.1c) e
considerando l’identità vettoriale div curlH = 0 e la proprietà

div ∂tD = ∂t divD = ∂t%f , (2.3.3)

il sistema (2.3.1a)–(2.3.1d) può essere riscritto disaccoppiando la condizione su B di campo
solenoidale, ossia divB = 0, dalle rimanenti tre Equazioni di Maxwell, che divengono

E = −gradφ, (2.3.4a)
0 = divJ + ∂t%f , (2.3.4b)
divD = %f . (2.3.4c)

2.3.2 Modello di Poisson-Nernst-Planck secondo Ellingsrud et al.
[10]

Per il problema in esame, il campo di induzione elettrica, D, è dato da

D = ε0εrE = −ε0εrgradφ, (2.3.5)

dove ε0 e εr sono, rispettivamente, la costante dielettrica del vuoto ed il coefficiente di
permittività relativa del materiale che occupa R. Inoltre, la densità delle cariche libere, %f ,
è data da [10]

%f :=
N∑
k=1

Fzkck, (2.3.6)

dove F è la costante di Faraday, zk ∈ Z è il numero di valenza della k-esima specie ionica
delle N considerate nel modello e ck ne è la concentrazione molare. Infine, la densità di
corrente è definita mediante l’espressione [10]

J :=
N∑
k=1

FzkJk, (2.3.7)
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dove Jk è la densità di corrente della k-esima specie ionica ed è data da [10]

Jk :=−Dk grad ck + FzkDk

RT
ckE

=−Dk grad ck −
FzkDk

RT
ck gradφ, (2.3.8)

essendo R la costante dei gas, T la temperatura assoluta, e Dk il coefficiente di diffusione
molecolare della k-esima specie ionica [10]. Si ipotizza che T sia costante in tempo e in
spazio e che Dk denoti una funzione scalare, dal momento che i materiali contenuti in R
sono ritenuti isotropi rispetto al fenomeno della diffusione molecolare.

Benché l’Equazione (2.3.4b) rappresenti la forma locale della legge di conservazione della
carica elettrica totale, essa verrà impiegata nel modello come una legge di bilancio, e con
essa si determineranno i campi che devono renderla vera. Inoltre, ciascuna specie ionica deve
obbedire ad una propria legge di bilancio e, pertanto, supponendo assenza di sorgenti e di
pozzi di carica, possiamo scrivere [10]

∂tck + divJk = 0, k = 1, . . . , N, (2.3.9)
con Jk specieficata in (2.3.8).

Le N concentrazioni ioniche c1, . . . , cN sono vincolate dalla evidenza fisica per la quale la
soluzione in cui esse evolvono è elettricamente neutra. Ciò si esprime attraverso la condizione
di elettroneutralità, che, seguendo [10, 2], per il problema studiato equivale a richiedere che
la corrente totale, J , sia solenoidale, ossia che valga la condizione

divJ ≡ div
(

N∑
k=1

FzkJk

)
= 0. (2.3.10)

In virtù della (2.3.4b), quest’ultima equazione implica che risulti ∂t%f = 0, ossia che la
densità totale di cariche libere non dipenda esplicitamente dal tempo [10]. Questa proprie-
tà, tuttavia, non permette di concludere che le concentrazioni ioniche delle singole specie,
cioè c1, . . . , cN , siano funzioni costanti del tempo. Infatti, in virtù della (2.3.6), solo la
combinazione %f =

∑N
k=1 Fzkck risulta essere tale.

È importante osservare che la Equazione (2.3.10) sancisce la nuova forma della equazione
di bilancio data in (2.3.4b) e fornisce il modo in cui essa deve essere interpretata. Pertanto,
i campi coinvolti nella (2.3.10), ossia le concentrazioni c1, . . . , cN e il potenziale scalare φ,
dovranno essere tali che la densità di corrente totale J risulti solenoidale.

Alla luce delle considerazioni svolte sino adesso, deduciamo che le equazioni del modello,
riferite alla generica regione R, acquisiscono la forma [10]

divJ = 0,

⇒ div
[
N∑
k=1

Fzk

(
−Dkgrad ck −

FzkDk

RT
ck gradφ

)]
= 0, (2.3.11a)

∂tck + divJk = 0,

⇒ ∂tck + div
[
−Dkgrad ck −

FzkDk

RT
ck gradφ

]
= 0, k = 1, . . . , N. (2.3.11b)

Le incognite sono date dal potenziale scalare, φ, e dalle concentrazioni ioniche, c1, . . . , cN ,
mentre le equazioni per determinarle sono date, rispettivamente, dalla (2.3.11a) e dalla
(2.3.11b) [10]. Noto φ, è poi possibile risalire al campo elettrico, E, attraverso le relazioni

E = −gradφ, (2.3.12a)
%f = divD = div (ε0εrE) = −div (ε0εrgradφ) . (2.3.12b)

In particolare, quest’ultima grandezza dovrà avere derivata parziale rispetto al tempo ten-
dente a zero per tempi sufficientemente lunghi.
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speciealizzazione del modello alla geometria considerata. Osserviamo che ciascuna
delle Equazioni (2.3.11a)–(2.3.12b) deve essere particolarizzata a Ω(i) e a Ω(e). Ciò significa
che ciascun termine in esse presente, sia esso un campo incognito o un parametro materiale,
acquisisce una “etichetta”, che speciefica se il termine stesso è definito in Ω(i) o in Ω(e).
Quindi, si porrà φ(e) e φ(i) a seconda che il potenziale scalare sia ristretto a Ω(e) o a Ω(i), e,
analogamente, si scriverà c(e)

k e c(i)
k per le concentrazioni ioniche e, ad esempio, D(e)

k e D(i)
k

per i coefficienti di diffusione molecolare. Si avrà, dunque, [10]

In Ω(i):

div
[
N∑
k=1

Fzk

(
−D(i)

k grad c(i)
k −

FzkD
(i)
k

RT
c

(i)
k gradφ(i)

)]
= 0, (2.3.13a)

∂tc
(i)
k + div

[
−D(i)

k grad c(i)
k −

FzkD
(i)
k

RT
c

(i)
k gradφ(i)

]
= 0, k = 1, . . . , N. (2.3.13b)

In Ω(e):

div
[
N∑
k=1

Fzk

(
−D(e)

k grad c(e)
k −

FzkD
(e)
k

RT
c

(e)
k gradφ(e)

)]
= 0, (2.3.13c)

∂tc
(e)
k + div

[
−D(e)

k grad c(e)
k −

FzkD
(e)
k

RT
c

(e)
k gradφ(e)

]
= 0, k = 1, . . . , N. (2.3.13d)

Pertanto, ciascuna equazione del sistema (2.3.11a)–(2.3.12b) si sdoppia in due equazioni,
comunicanti attraverso la superficie M, che rappresenta la membrana cellulare e costituisce
sia il bordo di Ω(i) sia il bordo interno di Ω(e). Detto, quindi, ∂Ω(i) il bordo di Ω(i), e
considerando che il bordo di Ω(e) è dato da ∂Ω(e) = ∂Ω(e,i) t ∂Ω(e,e), dove ∂Ω(e,e) e ∂Ω(e,i)

sono, rispettivamente, il bordo esterno e il bordo interno di Ω(e), si ha M ≡ ∂Ω(i) ≡ ∂Ω(e,i).
Sulla base di queste proprietà geometriche, sottolineiamo che, affinché il modello sia ben
posto, è necessario imporre condizioni su M e su ∂Ω(e,e).

Relazioni sull’interfaccia M tra φ(i) e φ(e). Di fondamentale importanza per il modello
è osservare che i potenziali φ(i) e φ(e), in generale, non possono essere “cuciti” con continuità
su M, da cui segue che φ(i)

|M(x, t) /= φ
(e)
|M(x, t). Dal punto di vista fisico, ciò è dovuto al fatto

che la membrana cellulare, qui descritta dalla superficieM, è sede di fenomeni elettrochimici,
i più rilevanti dei quali sono dovuti all’accumulo di cariche elettriche sulle sue due facce
[10]. Tali accumuli di cariche generano la differenza di potenziale scalare alle due facce della
membrana [28, 10, 30, 36, 9, 15]

V := φ
(i)
|M − φ

(e)
|M, (2.3.14)

che, a propria volta, produce correnti elettriche di tipo sia capacitivo sia conduttivo, che
attraversano la membrana stessa.

La definizione (2.3.14) può essere impiegata come condizione di Dirichlet per φ(i) su M,
fornendo quindi [10]

φ
(i)
|M = φ

(e)
|M + V (2.3.15)

come prima condizione al bordo per la Equazione (2.3.13a). Data la geometria del problema,
la Equazione (2.3.15) costituisce una condizione al bordo interno anche per φ(e), benché per
quest’ultimo campo sia necessario fornire condizioni anche sul bordo esterno di Ω(e).
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Poiché M costituisce un bordo interno per Ω(i)tΩ(e) (e, più precisamente, una superficie
di discontinuità), occorre un’ulteriore condizione su M per φ(i). Quest’ultima è fornita dalla
condizione fisica di continuità della componente normale a M della densità di corrente
elettrica totale. Come in [10], poniamo quindi

J (i) · n(ie) = −J (e) · n(ei), su M, (2.3.16)

dove n(ie) e n(ei) sono i campi di versori normali a M da Ω(i) a Ω(e) e da Ω(e) a Ω(i), J (i) e
J (e) sono le densità di corrente definite, rispettivamente, in Ω(i) e in Ω(e), ossia

J (i) =
N∑
k=1

Fzk

(
−D(i)

k grad c(i)
k −

FzkD
(i)
k

RT
c

(i)
k gradφ(i)

)
, (2.3.17a)

J (e) =
N∑
k=1

Fzk

(
−D(e)

k grad c(e)
k −

FzkD
(e)
k

RT
c

(e)
k gradφ(e)

)
. (2.3.17b)

Ciascun membro della Equazione (2.3.16) deve eguagliare la densità di corrente totale,
dovuta ai processi elettrochimici sopra nominati, che attraversa la membrana in direzione
normale ad essa. Pertanto, detta I tale densità di corrente transmembranale, si può porre
[10]

J (i) · n(ie) =I, su M, (2.3.18a)
−J (e) · n(ei) =I, su M. (2.3.18b)

Si noti che le Equazioni (2.3.18a) e (2.3.18b) divengono condizioni di Neumann non omo-
genee per φ(i) e per φ(e), ossia

−
N∑
k=1

(Fzk)2D
(i)
k

RT
ck
∂φ(i)

∂n(ie) = I +
N∑
k=1

FzkD
(i)
k

∂c
(i)
k

∂n(ie) , su M, (2.3.19a)

N∑
k=1

(Fzk)2D
(e)
k

RT
ck
∂φ(e)

∂n(ei) = I −
N∑
k=1

FzkD
(e)
k

∂c
(e)
k

∂n(ei) , su M. (2.3.19b)

Stando alla fisica della membrana [28, 10, 35, 30, 36, 34, 9, 15], la corrente I consta di
un termine capacitivo, di diversi termini conduttivi —dovuti alla conducibilità dei canali
ionici transmembranali—, e di eventuali altri contributi di tipo sinaptico o, ancora, legati a
stimoli elettrici di altra natura. Nel dettaglio:

• Il termine capacitivo può essere scritto come (si vedano [10, 15, 9, 28])

I(cap) = C ∂t
(
φ

(i)
|M − φ

(e)
|M

)
≡ C ∂tV. (2.3.20)

• Il contributo conduttivo totale, associato alle correnti ioniche che attraversano la
membrana, è dato da [28, 30, 10]

I(ionic) =
N∑
k=1

I
(ionic)
k , (2.3.21)

essendo I(ionic)
k la densità di corrente transmembranale prodotta dal passaggio della

k-esima specie ionica attraverso M. Si noti che ciascuna I(ionic)
k è espressa in funzione

della differenza di potenziale V attraverso leggi costitutive fornite, ad esempio, dal
modello di Hodgkin&Huxley (si veda, ad esempio, [28, 10, 15]).
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Un ulteriore termine di corrente ionica è quello relativo alle sinapsi che la cellula forma
con altri neuroni circostanti. Definiamo dunque la densità di corrente sinaptica I(syn)

k ,
di cui, in questa sede, riportiamo l’espressione fornita da Ellingsrud et al. [10] per il
sodio, ossia per k = 1:

I
(syn)
1 (x, t) =I

(syn)
1 (V (x, t), c(i)

1|M(x, t), c(e)
1|M(x, t), x, t)

=G(syn)
1 H(x) exp

(
− t− t0

α

)
[V (x, t)− E1(c(i)

1|M(x, t), c(e)
1|M(x, t))], (2.3.22)

dove t0 è l’istante di tempo iniziale di osservazione del sistema; G(syn)
1 è la condut-

tanza sinaptica; H è la funzione caratteristica del dominio sinaptico considerato (tale
funzione speciefica la regione di membrana in cui tali correnti hanno effettivamente
luogo); α è la costante di tempo dell’eccitazione sinaptica e E1 è il potenziale di Nernst
del sodio, che è assegnato in termini di una funzione costitutiva del rapporto tra la
concetrazione di sodio alla membrana dal “lato interno” della cellula e quella dal “lato
esterno”.
In definitiva, per ogni k = 1, . . . , N , la corrente ionica totale della k-esima specie è
data da [10, 35, 36, 34]

I
(ionic)
k = I

(pass)
k + I

(HH)
k + I

(syn)
k , (2.3.23)

dove I(pass)
k è detta corrente passiva e I(HH)

k è la corrente ionica di Hodgkin&Huxley. Si
noti che, nel modello classico dell’assone di Hodgkin&Huxley, si considerano solo tre
specie ioniche, identificate con il sodio, con il potassio e con il cloro. Pertanto, poniamo
N = 3 e, per convenzione, assegniamo k = 1 al sodio, k = 2 al potassio e k = 3 al
cloro. Così facendo, e per coerenza con il modello di Hodgkin&Huxley, imponiamo [10]

I
(syn)
k = 0, per k ∈ {2,3}, (2.3.24a)

I
(HH)
3 = 0. (2.3.24b)

Infine, forniamo le espressioni esplicite di I(pass)
k per le specie ioniche considerate [10,

35, 30, 36, 34, 28, 15]:

I
(pass)
1 = G

(pass)
1 [V − E1], (2.3.25a)

I
(pass)
2 = G

(pass)
2 [V − E2], (2.3.25b)

I
(pass)
3 = G

(pass)
3 [V − E3], (2.3.25c)

dove G(pass)
1 , G(pass)

2 e G(pass)
3 sono le conduttanze di membrana del modello passivo. Si

noti che ciascuna di tali conduttanze è costante e il corrispondente valore di riferimento
è stato scelto seguendo [28, 10]. Inoltre, nelle (2.3.25a)–(2.3.25c) sono stati introdotti
i potenziali di Nernst Ek, dati da (si vedano ad esempio[28, 10, 9, 15])

Ek = Ek ◦ (c(e)
k|M, c

(i)
k|M) = RT

zkF
log

c(e)
k|M

c
(i)
k|M

 , k = 1, . . . ,3. (2.3.26)

Equivalentemente forniamo le espressioni esplicite di IHH
k [28, 10, 15], ossia

I
(HH)
1 = G

(HH)
1 [V − E1], (2.3.27a)

21



Il modello matematico di base

I
(HH)
2 = G

(HH)
2 [V − E2], (2.3.27b)

I
(HH)
3 = G

(HH)
3 [V − E3]. (2.3.27c)

In questo caso, le conduttanze delle singole specie ioniche variano sia esplicitamente in
tempo sia in risposta al valore istantaneo del potenziale di membrana. In particolare,
il modo in cui tali dipendenze viene descritto definisce il tipo di assone studiato. Nel
modello di Hodgkin&Huxley, G(HH)

3 è posta uguale a zero, mentre G
(HH)
1 e G

(HH)
2

sono espresse da funzioni dipendenti sia esplicitamente dal tempo sia dal potenziale
di membrana attraverso tre variabili di gating, indicate con m, n e h. Queste ultime
sono funzioni ausiliarie, ottenute come soluzioni del sistema disaccoppiato di equazioni
differenziali ordinarie [10, 28, 15]

∂tm = αm − [αm + βm]m, (2.3.28a)
∂th = αh − [αh + βh]h, (2.3.28b)
∂tn = αn − [αn + βn]n, (2.3.28c)

in cui αm, βm, αh, βh, αn e βn sono funzioni fenomenologiche di V che, nel modello di
Hodgkin&Huxley, sono date da [28, 15]

αm(x, t) = α̂m(V (x, t)) = 0.1 25− V (x, t)
exp([25− V (x, t)] /25)− 1 , (2.3.29a)

αh(x, t) = α̂h(V (x, t)) = 0.07 exp(−V (x, t)/20) , (2.3.29b)

αn(x, t) = α̂n(V (x, t)) = 0.01 10− V (x, t)
exp([10− V (x, t)] /10)− 1 , (2.3.29c)

βm(x, t) = β̂m(V (x, t)) = 4 exp(−V (x, t)/18) , (2.3.29d)

βh(x, t) = β̂h(V (x, t)) = 1
exp[(30− V (x, t)] /10) + 1 , (2.3.29e)

βn(x, t) = β̂n(V (x, t)) = 0.125 exp(−V (x, t)/80) . (2.3.29f)

Si noti che ciascuna delle funzioni definite in (2.3.29a)–(2.3.29f) è dimensionalmente
omogenea al reciproco del tempo caratteristico —dipendente da V— della corrispon-
dente variabile di gating. Ad esempio, αm + βm è il reciproco del tempo caratteristico
di m. Inoltre, ciascuno dei coefficienti numerici che figurano nelle Equazioni (2.3.29a)–
(2.3.29f) possiede dimensioni fisiche tali da rendere sensata l’espressione in cui figura.
Ad esempio, con riferimento alla (2.3.29a), il coefficiente numerico “25” ha dimensioni
[25] = V, mentre il coefficiente “0.1” ha dimensioni [0.1] = (V · s)−1.
Dalla conoscenza delle variabili di gating è possibile determinare, mediante il modello
di Hodgkin&Huxley, le conduttanze G(HH)

1 e G(HH)
2 , che sono quindi date da [10, 28, 15]

G
(HH)
1 (x, t) = g1[m(V (x, t), t)]3h(V (x, t), t), (2.3.30a)

G
(HH)
2 (x, t) = g2[n(V (x, t), t)]4. (2.3.30b)

Le espressioni (2.3.30a) e (2.3.30b) derivano dal fatto che ciascuna delle variabili di
gating rappresenta la dinamica di una porta presente in un canale, che è selettivo al
passaggio di un dato ione [15]. Nel caso speciefico del sodio, ossia della conduttanza
G

(HH)
1 , si hanno tre porte di tipo “m” e una porta di tipo “h” [15], corrispondenti,

rispettivamente, agli esponenti 3 e 1 della (2.3.30a). Ciascuna di tali tipologie di porte
è riferita ad un dato complesso proteico che, rimodellandosi, permette il passaggio
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del sodio [15]. Analogamente, nel caso del potassio, si hanno quattro porte di tipo
“n”, ossia di un’altra tipologia di complesso proteico che, al variare del potenziale V ,
diviene permeabile o impermeabile a tale ione.
Per una trattazione più profonda delle variabili di gating si rimanda ai lavori [10, 34,
36, 30, 35, 28]. Qui, ci limitiamo a sottolineare che le Equazioni (2.3.28a)-(2.3.28c)
sono da ritenersi parte integrante del modello.

Mettendo assieme i risultati riportati in questa Sezione, concludiamo che I deve essere
determinata attraverso l’equazione [10, 34, 36, 30, 35]

I = C ∂tV +
N∑
k=1

I
(ionic)
k . (2.3.31)

Condizioni sull’interfaccia M per c
(i)
k e c

(e)
k , k = 1, . . . , N . Una condizione su M

riguardante la k-esima specie ionica è ottenuta richiedendo che J (i)
k · n(ie) e J (e)

k · n(ei),
piuttosto che essere uguali tra loro, siano uguali a densità di correnti di membrana associate
alle specie ioniche di volta in volta considerate. Indicando tali densità di corrente con I(i)

k e
I

(e)
k , poniamo [10]

J
(i)
k · n

(ie) =I(i)
k , (2.3.32a)

−J (e)
k · n

(ei) =I(e)
k . (2.3.32b)

Osserviamo che l’introduzione di I(i)
k e I(e)

k , con k = 1, . . . , N , immette 2N nuove incognite
nel modello. Per il problema in esame, esse possono essere specieficate costitutivamente e,
prima di assegnarle esplicitamente, qui le dichiariamo nella forma generale (si veda [10])

I
(i)
k = 1

Fzk

{
I

(ionic)
k + α

(i)
k

[
I − I(ionic)

]}
, (2.3.33a)

I
(e)
k = 1

Fzk

{
I

(ionic)
k + α

(e)
k

[
I − I(ionic)

]}
, (2.3.33b)

dove α(i)
k , α

(e)
k ∈ ]0,1[ sono coefficienti di partizione che misurano la aliquota di corrente

capacitiva di membrana che contribuisce ai flussi normali J (i)
k · n(ie) e J (e)

k · n(ei), secondo
quanto riportato in (2.3.32a) e (2.3.32b). Seguendo [10], poniamo

α
(i)
k = D

(i)
k z

2
kc

(i)
k∑N

j=1 D
(i)
j z

2
j c

(i)
j

, (2.3.34a)

α
(e)
k = D

(e)
k z2

kc
(e)
k∑N

j=1 D
(e)
j z2

j c
(e)
j

. (2.3.34b)

Ulteriori condizioni su c
(e)
k , con k = 1, . . . , N , e su φ(e). Seguendo [10], supponiamo

che il bordo esterno di Ω(e), ossia ∂Ω(e,e), sia impervio al passaggio delle specie ioniche
considerate nel modello e, pertanto, che la componente normale a ∂Ω(e,e) di ciascuna densità
di corrente J (e)

k sia nulla. Poniamo, dunque [10]

J
(e)
k · n

(ee) = 0, su ∂Ω(e,e), ∀ k = 1, . . . , N. (2.3.35)
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La Equazione (2.3.35) pone una condizione di Robin per ciascuna c(e)
k su ∂Ω(e,e).

Dalla (2.3.35) segue direttamente che la componente normale della densità di corrente
totale, J (e) deve essere nulla (si veda [10]), ossia

J (e) · n(ee) =
(

N∑
k=1

FzkJ
(e)
k

)
· n(ee) = 0, su ∂Ω(e,e). (2.3.36)

La Equazione (2.3.36) pone una condizione di Neumann non omogenea su φ(e).
È anche necessario fornire condizioni su φ(e). Ellingsrud et al. [10] assegnano una condi-

zione di risolubilità data da

〈φ(e)〉Ω(e) := 1∣∣Ω(e)
∣∣
∫

Ω(e)
φ(e) = 0, (2.3.37)

secondo la quale φ(e) deve avere media nulla su Ω(e). Tale vincolo è necessario per la buona
positura del problema al contorno, benché non sia l’unica opzione possibile. Esso, infatti,
elimina l’indeterminazione sulla soluzione del problema considerato, dovuta al fatto che, per
la tipologia delle equazioni del modello, e per la condizione di Neumann (2.3.36), se un dato
campo φ(e) è soluzione, lo è anche φ(e) + φ0, con φ0 costante arbitraria.

Alternativamente, è possibile imporre una condizione di Dirichlet per φ(e) su ∂Ω(e,e),
ponendo cioè

φ
(e)
|∂Ω(e,e) = φb, (2.3.38)

cosicché, variando φb, sia possibile effettuare uno studio parametrico del modello. Tale
opzione, tuttavia, rende il problema più “rigido”, poiché prescrive che φ(e) assuma su ∂Ω(e,e)

dei valori noti, peraltro solo presunti. D’altra parte, la condizione 〈φ(e)〉Ω(e) = 0 lascia a φ(e)

la possibilità di autoregolarsi, implicando anche un’alternanza di segno compatibile con la
fisica del problema.

2.3.3 Variabili di membrana
Sulla base della formulazione del modello presentata nella Sezione 2.3.2, notiamo che è
possibile procedere scegliendo come variabili di membrana o la differenza di potenziale V
e la densità di corrente transmembranale I o una sola di esse. Nel primo caso, parliamo
di formulazione mista e, in virtù della somiglianza di quest’ultima con il metodo di Hu-
Washizu [4], la chiameremo formulazione secondo Hu-Washizu. Nel seguito, ci concentreremo
su questa scelta computazionale.

Prendiamo come incognite del modello per la membrana sia V sia I, ed esprimiamo
costitutivamente le densità di corrente I(ionic)

k ed i coefficienti di partizione α(i)
k e α(e)

k , per
k = 1, . . . , N , cosicché risultino assegnate mediante leggi costitutive anche le densità di
corrente I(i)

k e I(e)
k . Più specieficamente, si ha che:

• Dalla definizione (2.3.22) della corrente sinaptica, evinciamo che la forma costitutiva
di tale corrente può essere assegnata come

I
(syn)
1 =I

(syn)
1 ◦ (V, c(i)

1|M, c
(e)
1|M, κS, κT), (2.3.39)

dove κS : S × T → S e κT : S × T → T sono due funzioni ausiliarie, tali che
κS(x, t) = x e κT(x, t) = t, essendo S lo spazio Euclideo tridimensionale e T la
linea del tempo, e dove c(i)

1 e c(e)
1 sono le concentrazioni di sodio, rispettivamente, in

Ω(i) e in Ω(e). Impiegando questo risultato, e considerando la (2.3.23) assieme alle
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leggi funzionali esplicite (2.3.25a)–(2.3.27c) dell’assone passivo e di Hodgkin&Huxley
[15, 28, 30, 10], l’espressione costitutiva della k-esima corrente ionica totale è data da

I
(ionic)
k := I

(ionic)
k ◦ (V, c(i)

k|M, c
(e)
k|M, κS, κT), k = 1, . . . , N. (2.3.40)

• Poiché vale la scrittura I(ionic) =
∑N
k=1 I

(ionic)
k , la (2.3.40) permette di concludere che

la densità di corrente ionica totale ammette espressione costitutiva del tipo

I(ionic) := I(ionic) ◦ (V,C(i)
|M,C

(e)
|M, κS, κT), (2.3.41)

dove abbiamo impiegato la notazione

C(i) := (c(i)
1 , . . . , c

(i)
N ), (2.3.42a)

C(e) := (c(e)
1 , . . . , c

(e)
N ). (2.3.42b)

• Secondo le definizioni (2.3.34a) e (2.3.34b), i coefficienti di partizione α(i)
k e α(e)

k possono
essere riscritti come funzioni costitutive, rispettivamente, delle concentrazioni ioniche
C

(i)
|M e C

(e)
|M. Pertanto, poniamo

α
(i)
k := α̂

(i)
k ◦ C

(i)
|M, (2.3.43a)

α
(e)
k := α̂

(e)
k ◦ C

(e)
|M. (2.3.43b)

• Sulla base delle definizioni (2.3.40), (2.3.43a) e (2.3.43b), e rammentando che V e I
sono variabili indipendenti del modello, concludiamo che I(i)

k e I(e)
k (cf. (2.3.33a) e

(2.3.33b)) sono esprimibili mediante le leggi costitutive

I
(i)
k = I

(i)
k ◦ (V, I,C(i)

|M,C
(e)
|M, κS, κT), k = 1, . . . , N, (2.3.44a)

I
(e)
k = I

(e)
k ◦ (V, I,C(i)

|M,C
(e)
|M, κS, κT), k = 1, . . . , N. (2.3.44b)

2.3.4 Sommario delle equazioni del modello
Riassumendo, le equazioni del modello sono date: (i) dalle condizioni di elettroneutralità
(2.3.13a) e (2.3.13c), scritte per Ω(i) e per Ω(e); (ii) dalle 2N equazioni di bilancio per le
specie ioniche (2.3.13b) e (2.3.13d), una per ogni k = 1, . . . , N e scritte per Ω(i) e per
Ω(e); (iii) dalla relazione (2.3.14), che lega V ai potenziali prolungati alla membrana, cioè
φ

(i)
|M e φ(e)

|M; (iv) dalle Equazioni (2.3.18a) e (2.3.18b), che sanciscono sia la continuità delle
densità di corrente totali normali alla membrana sia il modo in cui ciascuna di esse si lega
alla densità di corrente transmembranale I; (v) dall’equazione per la membrana, data da
(2.3.31), che lega I a V .

Riportiamo tali equazioni per completezza [10]:

div
[
−

N∑
k=1

FzkD
(i)
k grad c(i)

k −
(

N∑
k=1

(Fzk)2D
(i)
k

RT
c

(i)
k

)
gradφ(i)

]
= 0, in Ω(i), (2.3.45a)

div
[
−

N∑
k=1

FzkD
(e)
k grad c(e)

k −
(

N∑
k=1

(Fzk)2D
(e)
k

RT
c

(e)
k

)
gradφ(e)

]
= 0, in Ω(e), (2.3.45b)

φ(i)(x, t) = φ(e)(x, t) + V (x, t), su M, (2.3.45c)
J (i) · n(ie) = I, su M, (2.3.45d)
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J (e) · n(ei) = −I, su M, (2.3.45e)
J (e) · n(ee) = 0, su ∂Ω(e,e), (2.3.45f)
〈φ(e)〉Ω(e) = 0, in Ω(e), (2.3.45g)

∂tc
(i)
k + div

[
−D(i)

k grad c(i)
k −

FzkD
(i)
k

RT
c

(i)
k gradφ(i)

]
= 0, in Ω(i), (2.3.45h)

∂tc
(e)
k + div

[
−D(e)

k grad c(e)
k −

FzkD
(e)
k

RT
c

(e)
k gradφ(e)

]
= 0, in Ω(e), (2.3.45i)

J
(i)
k · n

(ie) = 1
Fzk

{
I

(ionic)
k + α

(i)
k

[
I − I(ionic)

]}
≡ I

(i)
k , su M, (2.3.45j)

J
(e)
k · n

(ei) = − 1
Fzk

{
I

(ionic)
k + α

(e)
k

[
I − I(ionic)

]}
≡ I

(e)
k , su M, (2.3.45k)

J
(e)
k · n

(ee) = 0, su ∂Ω(e,e), (2.3.45l)

I = C ∂tV +
N∑
k=1

I
(ionic)
k , su M, (2.3.45m)

dove I(ionic)
k , α(i)

k , α(e)
k , e I(ionic) sono da intendersi definite costitutivamente, come sopra

indicato.
Infine, il modello deve essere completato mediante l’assegnazione di opportune condizioni

iniziali.

2.4 Forma debole delle equazioni del modello
In questa Sezione, poniamo in forma debole le Equazioni (2.3.45a)–(2.3.45m). Introduciamo,
quindi, le funzioni di prova:

• u(i) e u(e), associate, rispettivamente, a φ(i) e φ(e);

• ω
(i)
k e ω(e)

k , associate, rispettivamente, a c(i)
k e c(e)

k , per ogni k = 1, . . . , N ;

• Θ, associata a V ;

• Y , associata a I.

Ciascuna funzione di prova appartiene ad uno spazio funzionale appropriato, di cui si
discuterà quando si tratteranno le questioni più tecniche relative alla procedura agli Elementi
Finiti. Per il momento, ci concentriamo solo sul fatto che, avendo richiesto che φ(e) sia a
media nulla su Ω(e), anche la funzione di prova u(e) deve condividere la medesima proprietà.
Essa, pertanto, non può essere del tutto arbitraria e deve essere compatibile con il vincolo
〈u(e)〉Ω(e) = 0. Si osservi che, per snellire la procedura, nel seguito riprenderemo la notazione
implicita J (i), J (e), J (i)

k e J (e)
k per le densità di corrente riportate in parentesi quadre

nelle Equazioni (2.3.45a), (2.3.45b), (2.3.45h) e (2.3.45i), oltreché per le densità di corrente
scalari I(ionic)

k e I(ionic) e per i coefficienti α(i)
k e α(e)

k . Tuttavia, specifichiamo che ciascuna
delle grandezze elencate è un “funzionale” delle incognite del modello dato da

J (i) := J(i) ◦ (C(i), φ(i)), (2.4.1a)
J (e) := J(e) ◦ (C(e), φ(e)), (2.4.1b)

J
(i)
k := J

(i)
k ◦ (c(i)

k , φ
(i)), k = 1, . . . , N, (2.4.1c)
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J
(e)
k := J

(e)
k ◦ (c(e)

k , φ(e)), k = 1, . . . , N, (2.4.1d)

I
(ionic)
k := I

(ionic)
k ◦ (V, c(i)

k|M, c
(e)
k|M, κS, κT), k = 1, . . . , N, (2.4.1e)

I(ionic) := I(ionic) ◦ (V,C(i)
|M,C

(e)
|M, κS, κT), (2.4.1f)

α
(i)
k := α̂

(i)
k ◦ C

(i)
|M, k = 1, . . . , N, (2.4.1g)

α
(e)
k := α̂

(e)
k ◦ C

(e)
|M, k = 1, . . . , N, (2.4.1h)

I
(i)
k = I

(i)
k ◦ (V, I,C(i)

|M,C
(e)
|M, κS, κT), k = 1, . . . , N, (2.4.1i)

I
(e)
k = I

(e)
k ◦ (V, I,C(i)

|M,C
(e)
|M, κS, κT), k = 1, . . . , N. (2.4.1j)

Equazioni per i potenziali scalari. Iniziamo con la Equazione (2.3.45a) per il potenziale
scalare φ(i), che non è soggetto a vincoli. Moltiplichiamo quindi la (2.3.45a) per la funzione
di prova u(i), ottenendo

u(i)div[J(i) ◦ (C(i), φ(i))] = 0. (2.4.2)

Adesso, applichiamo la regola di Leibniz sulla derivata di un prodotto, integriamo il risultato
sulla regione Ω(i), impieghiamo il Teorema di Gauss e la condizione al bordo (2.3.45d),
ottenendo forma debole della (2.3.45a):∫

M
u(i) [J(i) ◦ (C(i), φ(i))] · n(ie)︸ ︷︷ ︸

=I

−
∫

Ω(i)
[J(i) ◦ (C(i), φ(i))]gradu(i) = 0. (2.4.3)

Passiamo adesso alla Equazione (2.3.45b) per il potenziale scalare φ(e). In questo caso,
dobbiamo moltiplicare la (2.3.45b) per una funzione di prova u(e) tale che 〈u(e)〉Ω(e) = 0. Per
tenere conto di questa restrizione, seguiamo la medesima procedura descritta per φ(i) e che
ha condotto alla (2.4.3) ma, questa volta, sommiamo al risultato il termine Λ(e)〈u(e)〉Ω(e) ,
dove Λ(e) è un moltiplicatore di Lagrange incognito. Quindi, impiegando anche le Equazioni
(2.3.45e) e (2.3.45f), otteniamo∫

M
u(e) [J(e) ◦ (C(e), φ(e))] · n(ei)︸ ︷︷ ︸

=−I

+
∫
∂Ω(e,e)

ue [J(e) ◦ (C(e), φ(e))] · n(ee)︸ ︷︷ ︸
=0

−
∫

Ω(e)
[J(e) ◦ (C(e), φ(e))]gradu(e) + λ(e)

∫
Ω(e)

u(e) = 0, (2.4.4)

dove abbiamo posto

λ(e) := Λ(e)

|Ω(e)|
, (2.4.5)

identificando così il moltiplicatore di Lagrange “riscalato” λ(e) come nuova incognita del
problema. Osserviamo che, essendo λ(e) duale all’integrale

∫
Ω(e) φ(e), esso è una funzione del

tempo costante in spazio.
Riassumendo, le forme deboli per le equazioni con cui si determinano i potenziali scalari

φ(i) e φ(e) sono date da

−
∫

Ω(i)
[J(i) ◦ (C(i), φ(i))]gradu(i) +

∫
M
u(i)I = 0, (2.4.6a)

−
∫

Ω(e)
[J(e) ◦ (C(e), φ(e))]gradu(e) −

∫
M
u(e)I + λ(e)

∫
Ω(e)

u(e) = 0. (2.4.6b)
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Equazioni per le concentrazioni. Per ogni k = 1, . . . , N , moltiplichiamo le Equazioni
(2.3.45h) e (2.3.45i), rispettivamente, per le concentrazioni di prova ω(i)

k e ω(e)
k ; applichiamo

la regola di Leibniz; integriamo le espressioni risultanti su Ω(i) e Ω(e); invochiamo il Teorema
di Gauss e, in virtù delle condizioni al bordo (2.3.45j), (2.3.45k) e (2.3.45l), otteniamo

Per ogni k = 1, . . . , N ,∫
Ω(i)

ω
(i)
k ∂tc

(i)
k −

∫
Ω(i)

[J(i)
k ◦ (c(i)

k , φ
(i))]gradω(i)

k

+
∫
M
ω

(i)
k [I(i)

k ◦ (V, I,C(i)
|M,C

(e)
|M, κS, κT)] = 0, (2.4.7a)

∫
Ω(e)

ω
(e)
k ∂tc

(e)
k −

∫
Ω(e)

[J(e)
k ◦ (c(e)

k , φ(e))]gradω(e)
k

+
∫
M
ω

(e)
k [I(e)

k ◦ (V, I,C(i)
|M,C

(e)
|M, κS, κT)] = 0. (2.4.7b)

Equazione per il potenziale di membrana. Il potenziale di membrana, V , lega i
prolungamenti di φ(i) e φ(e) sulla membrana, che abbiamo indicato con φ

(i)
|M e φ(e)

|M, come
prescritto dalla Equazione (2.3.45c). Quest’ultima è una equazione algebrica e, come tale,
non necessita in linea di principio di essere posta in forma debole. Tuttavia, per uniformità,
è comodo eseguire tale passaggio. Moltiplichiamo, quindi, la Equazione (2.3.45c) per la
funzione di prova Y , che rappresenta una variazione virtuale di corrente, e integriamo il
risultato sulla membrana, ottenendo∫

M
[φ(i) − φ(e)]Y −

∫
M
V Y = 0. (2.4.8)

Equazione per la densità di corrente di membrana. Infine, per giungere alla forma
debole della Equazione (2.3.45m), moltiplichiamo la (2.3.45m) per la funzione di prova Θ,
che è definita esclusivamente su M e rappresenta una variazione virtuale di potenziale di
membrana, e integriamo il risultato su M, ottenendo

∫
M

ΘI =
∫
M

ΘC ∂tV +
∫
M

N∑
k=1

Θ[I(ionic)
k ◦ (V, c(i)

k|M, c
(e)
k|M, κS, κT)]. (2.4.9)

Condizione di media nulla per φ(e): 〈φ(e)〉Ω(e) = 0. Per concludere, teniamo conto
della condizione di media nulla per φ(e) moltiplicando il vincolo 〈φ(e)〉Ω(e) per una costante
¯̀(e), che rappresenta la variazione virtuale del moltiplicatore di Lagrange Λ(e). Otteniamo,
quindi,

¯̀(e)〈φ(e)〉Ω(e) = `(e)
∫

Ω(e)
φ(e) = 0, `(e) :=

¯̀(e)

|Ω(e)|
, (2.4.10)

essendo `(e) la variazione virtuale di λ(e).

Sommario delle equazioni in forma debole. In definitiva, le equazioni del modello,
poste in forma debole e riordinate, sono date da 5 + 2N equazioni integrali

−
∫

Ω(i)
[J(i) ◦ (C(i), φ(i))]gradu(i) +

∫
M
u(i)I = 0, (2.4.11a)
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−
∫

Ω(e)
[J(e) ◦ (C(e), φ(e))]gradu(e) −

∫
M
u(e)I + λ(e)

∫
Ω(e)

u(e) = 0, (2.4.11b)∫
M

[φ(i) − φ(e)]Y −
∫
M
V Y = 0, (2.4.11c)

−
∫
M

ΘI +
∫
M

ΘC ∂tV +
∫
M

N∑
k=1

Θ[I(ionic)
k ◦ (V, c(i)

k|M, c
(e)
k|M, κS, κT)] = 0, (2.4.11d)

`(e)
∫

Ω(e)
φ(e) = 0, (2.4.11e)∫

Ω(i)
ω

(i)
k ∂tc

(i)
k −

∫
Ω(i)

[J(i)
k ◦ (c(i)

k , φ
(i))]gradω(i)

k

+
∫
M
ω

(i)
k [I(i)

k ◦ (V, I,C(i)
|M,C

(e)
|M, κS, κT)] = 0, (2.4.11f)∫

Ω(e)
ω

(e)
k ∂tc

(e)
k −

∫
Ω(e)

[J(e)
k ◦ (c(e)

k , φ(e))]gradω(e)
k

+
∫
M
ω

(e)
k [I(e)

k ◦ (V, I,C(i)
|M,C

(e)
|M, κS, κT)] = 0, (2.4.11g)

nelle 5 + 2N incognite raggruppate nel seguente insieme:

U := {φ(i), φ(e), V, I, λ(e), c
(i)
1 , . . . , c

(i)
N , c

(e)
1 , . . . , c

(e)
N }. (2.4.12)

Osservazione (Non-linearità e accoppiamenti presenti nel modello).
Le Equazioni (2.4.6a)–(2.4.9) costituiscono un sistema non-lineare e fortemente accoppiato.
In particolare, la non-linearità dipende dalla legge con cui le espressioni costitutive dei
coefficienti α̂(i)

k e α̂(e)
k dipendono dalle concentrazioni, e dalla legge con cui le espressioni

costitutive delle correnti ioniche di membrana I
(ionic)
k e I(ionic) dipendono dalla differenza di

potenziale V su M oltre che dal rapporto tra la concentrazioni ioniche ai due lati di M.
D’altra parte, il forte accoppiamento tra le equazioni dipende dalle condizioni al bordo sulle
densità di corrente, che fanno sì che I e V figurino sia nelle equazioni per l’evoluzione delle
concentrazioni ioniche sia in quelle per i potenziali scalari nelle regioni Ω(i) e Ω(e) sia nella
equazione che lega I a V su M.
Osservazione (Versione semplificata del modello).
Si noti che le equazioni e le corrispondenti incognite sono elencate in modo tale che dal
sistema (2.4.11a)–(2.4.11g) sia estraibile il sottosistema (2.4.11a)–(2.4.11e), nelle 5 incogni-
te φ(i), φ(e), V, I, λ(e), cui fare riferimento in una versione semplificata del modello in cui le
concentrazioni sono considerate note. Lo studio di tale versione semplificata è istruttivo per
comprendere la struttura matematica del problema in esame, speciealmente dal punto di
vista della implementazione agli Elementi Finiti e, in particolare, per la costruzione della ma-
trice. Infatti, la presenza del moltiplicatore di Lagrange λ(e) conduce ad una matrice con uno
zero sulla diagonale principale, tipica dei problemi vincolati. Questa trattazione è l’oggetto
della prossima Sezione, in cui verrà presentato uno schema numerico monodimensionale e
ultra-semplificato, avente il solo scopo di mostrare la correttezza della procedura.

2.5 Caso monodimensionale (1D) semplificato
Consideriamo la versione semplificata del problema (2.4.11a)–(2.4.11g) costituito dalle sole
Equazioni (2.4.11a)–(2.4.11e), nelle incognite φ(i), φ(e), V, I, λ(e). In particolare, supponiamo
che le concentrazioni c(i)

1 , . . . , c
(i)
N e c(e)

1 , . . . , c
(e)
N siano costanti assegnate e riscriviamo le

equazioni di interesse nella forma∫
Ω(i)

[σ(i)gradφ(i)]gradu(i) +
∫
M
u(i)I = 0, (2.5.1a)

29



Il modello matematico di base

∫
Ω(e)

[σ(e)gradφ(e)]gradu(e) −
∫
M
u(e)I + λ(e)

∫
Ω(e)

u(e) = 0, (2.5.1b)∫
M

[φ(i) − φ(e)]Y −
∫
M
V Y = 0, (2.5.1c)∫

M
Θ
{
−I + C ∂tV +

N∑
k=1

[I(ionic)
k ◦ (V, κS, κT)]

}
= 0, (2.5.1d)

`(e)
∫

Ω(e)
φ(e) = 0, (2.5.1e)

dove le conducibilità σ(i) e σ(e) sono costanti, date da

σ(i) :=
N∑
k=1

(Fzk)2D
(i)
k

RT
c

(i)
k (2.5.2a)

σ(e) :=
N∑
k=1

(Fzk)2D
(e)
k

RT
c

(e)
k , (2.5.2b)

e le funzioni costitutive I
(ionic)
1 , . . . , I

(ionic)
N sono concatenate solo con V , κS e con κT. È

importante osservare che nelle definizioni di tali funzioni sono racchiusi gli ingressi del
sistema in esame.

2.5.1 Approccio variazionale a problema semplificato
In questa Sezione, mostriamo come le Equazioni (2.5.1a)–(2.5.1e) possano essere ricavate,
a partire da una Lagrangiana vincolata, mediante il Principio di Hamilton “esteso” [17].

Il punto di partenza è l’introduzione della Lagrangiana

L
[
φ(i), φ(e); I, V ;λ(e)

]
(t) =

∫
Ω(i)

1
2σ

(i)‖gradφ(i)(x, t)‖2 +
∫
M
I(x, t)φ(i)(x, t)

+
∫

Ω(e)

1
2σ

(e)‖gradφ(e)(x, t)‖2 −
∫
M
I(x, t)φ(e)(x, t)

+
∫
M
I(x, t)V (x, t) + λ(e)(t)

∫
Ω(e)

φ(e)(x, t)

−
∫
M

P(V (x, t)), (2.5.3)

dove P è un potenziale generalizzato (nel senso della meccanica analitica) assegnato in
funzione di V e le parentesi quadre nella definizione di L indicano una dipendenza funzionale
di L dai suoi argomenti. Infatti, poiché ciascun argomento dipende sia dallo spazio sia dal
tempo, la (2.5.3) definisce la famiglia ad un parametro di funzionali

t→ L(t) = L
[
φ(i), φ(e); I, V ;λ(e)

]
(t). (2.5.4)

Coerentemente con questa scrittura, possiamo introdurre anche l’Azione

A
[
φ(i), φ(e); I, V ;λ(e)

]
:=
∫ tfin

tin

L(t)dt, (2.5.5)

dove l’intervallo [tin, tfin] è l’intervallo di osservazione del sistema. Notiamo che, poiché la
Lagrangiana non dipende in alcun modo dalle derivate temporali dei suoi argomenti, il
principio di Hamilton “esteso” può essere formulato variando la Lagrangiana piuttosto che
l’Azione.
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Dopo aver introdotto il parametro di piccolezza ε ∈ ]− ε0, ε0[ , con ε0 > 0, definiamo le
variazioni

φ(i)(x, t)→ φ̃
(i)
u(i)(x, t; ε) = φ(i)(x, t) + εu(i)(x, t), (2.5.6a)

φ(e)(x, t)→ φ̃
(e)
u(e)(x, t; ε) = φ(e)(x, t) + εu(e)(x, t), (2.5.6b)

I(x, t)→ ĨY (x, t; ε) = I(x, t) + εY (x, t), (2.5.6c)
V (x, t)→ ṼΘ(x, t; ε) = V (x, t) + εΘ(x, t). (2.5.6d)

λ(e)(x, t)→ λ̃`(x, t; ε) = λ(e)(x, t) + ε `(e)(x, t). (2.5.6e)

Rispetto alle variazioni introdotte in (2.5.6a)–(2.5.6e), la Lagrangiana definita in (2.5.3) può
essere riscritta, omettendo per leggibilità le dipendenze da x e t, come

L̃(ε) =L
[
φ(i) + εu(i), φ(e) + εu(e); I + εY, V + εΘ;λ(e) + ε `(e)

]
=

∫
Ω(i)

1
2σ

(i)‖gradφ(i) + ε gradu(i)‖2 +
∫
M

(I + ε Y )(φ(i) + ε u(i))

+
∫

Ω(e)

1
2σ

(e)‖gradφ(e) + ε gradu(e)‖2 −
∫
M

(I + ε Y )(φ(e) + ε u(e))

+
∫
M

(I + ε Y )(V + ε Θ) + (λ(e) + ε `(e))
∫

Ω(e)
(φ(e) + εu(e))

−
∫
M

P(V + ε Θ). (2.5.7)

Per completezza, osserviamo che la (2.5.7) definisce una nuova famiglia ad un parametro di
funzionali, espressa da

t → L̃(t) = L
[
φ̃

(i)
u(i) , φ̃

(e)
u(e) ; ĨY , ṼΘ; λ̃(e)

`(e)

]
(t) (2.5.8)

La derivata di Gâteaux della Lagrangiana valutata nelle variabili (φ(i), φ(e); I, V ;λ(e)) e
lungo gli incrementi (u(i), u(e);Y,Θ; `(e)) è data da

L̃′(0) ≡DL
[
φ(i), φ(e); I, V ;λ(e)

] [
u(i), u(e);Y,Θ; `(e)

]
=

∫
Ω(i)

σ(i)gradφ(i)gradu(i) +
∫
M
Iu(i)

+
∫

Ω(e)
σ(e)gradφ(e)gradu(e) −

∫
M
Iu(e) + λ(e)

∫
Ω(e)

u(e)

+
∫
M

[φ(i) − φ(e) − V ]Y

+
∫
M
{I − P′(V )}Θ

+ `(e)
∫

Ω(e)
φ(e). (2.5.9)

Essa, a propria volta, definisce un’ulteriore famiglia ad un parametro di funzionali che
denominiamo

t → δL(t) := DL
[
φ(i), φ(e); I, V ;λ(e)

] [
u(i), u(e);Y,Θ; `(e)

]
(t). (2.5.10)

In definitiva, quindi, la derivata di Gâteaux dell’Azione (2.5.5) si può scrivere come

DA
[
φ(i), φ(e); I, V ;λ(e)

] [
u(i), u(e);Y,Θ; `(e)

]
=
∫ tfin

tin

δL(t)dt. (2.5.11)
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Osserviamo, adesso, che le equazioni “dinamiche” del problema in esame possono essere
ottenute impiegando il Principio di Hamilton “esteso” [17], ossia mediante l’equazione∫ tfin

tin

δL(t)dt = −
∫ tfin

tin

{∫
M

[−C ∂tV (x, t) Θ(x)]
}

dt, (2.5.12)

dove
∫
M [−C ∂tV (x, t) Θ(x)] rappresenta il lavoro virtuale compiuto dalla densità di forza

generalizzata “poligenica” [17] −C ∂tV (x, t). Infatti, la (2.5.12) restituisce la somma delle
forme deboli (2.5.1a)–(2.5.1e).

2.5.2 Soluzione in MatLab del caso semplificato 1D
Nel caso monodimensionale, l’insieme Ω(i) può essere identificato con l’intervallo aperto
Ω(i) = ]−xM, xM[ , i cui estremi −xM e xM individuano la membrana cellulare, dal momento
che la superficie M degenera nell’insieme discreto M = {−xM, xM}. Inoltre, l’insieme Ω(e)

diviene l’unione di intervalli Ω(e) = ] − xE,−xM[∪ ]xM, xE[ , cosicché il bordo esterno sia
dato da ∂Ω(e,e) = {−xE, xE}.

In questo approccio, le incognite V e I sono definite esclusivamente nei punti −xM e
xM, cosicché ciascuna di esse è interamente definita dalla coppia di funzioni del tempo
V (±xM, t) e I(±xM, t). Di conseguenza, occorre eseguire solo le discretizzazioni per φ(i)

e φ(e), che, essendo riferite ad insiemi disgiunti, possono essere scritte indipendentemente
l’una dall’altra. Nel far ciò, tuttavia, occorre tenere conto di un unico accorgimento: in
ciascuno dei punti −xM e xM, si ha la coesistenza dei prolungamenti di φ(i) e φ(e) alla
membrana, qui scritti come φ(i)(±xM, t) e φ(e)(±xM, t) con un lieve abuso di notazione, e
dei valori V (±xM, t) e I(±xM, t). Infine, poiché nel caso monodimensionale la densità di
corrente sinaptica è definita esclusivamente nei punti −xM e xM, è possibile omettere la
concatenazione di I(syn) con κS.

Per eseguire le discretizzazioni, introduciamo la griglia monodimensionale costituita dai
nodi

{x1, . . . , xMI︸ ︷︷ ︸
Ω(e)

, xMI+1, . . . , xMI+MII︸ ︷︷ ︸
Ω(i)

, xMI+MII+1, . . . , xMI+MII+MIII︸ ︷︷ ︸
Ω(e)

}, (2.5.13)

dove abbiamo indicato:

• con MI il numero di nodi di [−xE,−xM];

• con MII il numero di nodi di [−xM, xM];

• con MIII il numero di nodi di [xM, xE].

Si noti che esiste la seguente corrispondenza tra i nodi della griglia e i punti geometrici del
dominio computazionale:

• x1 ≡ −xE;

• xMI ≡ xMI+1 ≡ −xM;

• xMI+MII ≡ xMI+MII+1 ≡ xM;

• xMI+MII+MIII ≡ xE.

Pertanto, nel caso del bordo interno, due diversi indici nodali individuano il medesimo punto
geometrico −xM o xM. Si noti che simili discretizzazioni sono state effettuate in [13].
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Introduciamo adesso le discretizzazioni

φ(e)h(x, t) =
MI∑
A=1

φ
(e)h
A (t)ψ(e)

A (x) +
MIII∑

A=MI+MII+1
φ

(e)h
A (t)ψ(e)

A (x), (2.5.14a)

u(e)h(x) =
MI∑
B=1

u
(e)h
B ψ

(e)
B (x) +

MIII∑
B=MI+MII+1

u
(e)h
B ψ

(e)
B (x), (2.5.14b)

φ(i)h(x, t) =
MI+MII∑
A=MI+1

φ
(i)h
A (t)ψ(i)

A (x), (2.5.14c)

u(i)h(x) =
MI+MII∑
B=MI+1

u
(i)h
B ψ

(i)
B (x), (2.5.14d)

V h(x, t) = VMI+1(t)χ(x;xMI+1) + VMI+MII(t)χ(x;xMI+MII), (2.5.14e)
Θh(x) = ΘMI+1χ(x;xMI+1) + ΘMI+MIIχ(x;xMI+MII), (2.5.14f)
Ih(x, t) = IMI+1(t)χ(x;xMI+1) + IMI+MII(t)χ(x;xMI+MII), (2.5.14g)
Y h(x) = YMI+1χ(x;xMI+1) + YMI+MIIχ(x;xMI+MII), (2.5.14h)

in cui abbiamo impiegato la notazione:

• L’apice “h” indica che ci si sta riferendo ad una approssimazione di un dato campo,
dovuta alla discretizzazione spaziale scelta.

• Gli elementi dell’insieme {φ(e)h
A }MI

A=1 ∪ {φ
(e)h
A }MI+MII+MIII

A=MI+MII+1 sono i valori nodali del po-
tenziale esterno approssimato φ(e)h.

• Gli elementi dell’insieme {u(e)h
B }MI

B=1 ∪ {u
(e)h
B }MI+MII+MIII

B=MI+MII+1 sono i valori nodali della
funzione di prova approssimata u(e)h.

• Le funzioni degli insiemi {ψ(e)
A }

MI
A=1 e {ψ(e)

A }
MI+MII+MIII
A=MI+MII+1 sono le funzioni di forma che

approssimano il potenziale esterno φ(e). Le funzioni del primo insieme sono defini-
te solo nell’intervallo [x1, xMI ], mentre quelle del secondo insieme sono definite solo
nell’intervallo [xMI+MII+1, xMI+MII+MIII ].

• Gli elementi dell’insieme {φ(i)h
A }

MI+MII
A=MI+1 sono i valori nodali del potenziale interno

approssimato φ(i)h.

• Gli elementi dell’insieme {u(i)h
B }

MI+MII
B=MI+1 sono i valori nodali della funzione di prova

approssimata u(i)h.

• Le funzioni dell’insieme {ψ(i)
A }

MI+MII
A=MI+1 sono le funzioni di forma che approssimano il

potenziale esterno φ(i). Esse sono definite solo nell’intervallo [xMI+1, xMI+MII ].

• χ(x; y) = 1 se x = y, e χ(x; y) = 0 se x /= y.

In questa sede, supponiamo che le funzioni di forma siano polinomi di Lagrange di ordine 1,
tali che ψ(e)

A (xB) = δAB e, analogamente, ψ(i)
A (xB) = δAB, dove δAB è la delta di Kronecker.

Osserviamo, inoltre, che l’avere due indici nodali associati al medesimo punto geometrico
non costituisce l’unico modo di procedere, ma lo abbiamo scelto perché fa sì che il numero
di nodi coincida con il numero di incognite nodali.
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Introduciamo adesso gli elementi della matrice di rigidezza

K
(i)
AB :=

∫ +xM

−xM
gradψ(i)

A (x)σ(i)gradψ(i)
B (x)dx, (2.5.15a)

K
(e)
AB :=

∫ −xM
−xE

gradψ(e)
A (x)σ(e)gradψ(e)

B (x)dx

+
∫ xE

xM

gradψ(e)
A (x)σ(e)gradψ(e)

B (x)dx, (2.5.15b)

e gli integrali delle funzioni di forma

H
(i)
A :=

∫ +xM

−xM
ψ

(i)
A (x)dx, (2.5.16a)

H
(e)
A :=

∫ −xM
−xE

ψ
(e)
A (x)dx+

∫ xE

xM

ψ
(e)
A (x)dx. (2.5.16b)

Osserviamo che, per come sono definite le funzioni di forma, per determinare gli elementi
della matrice di rigidezzaK(e)

AB associati agli indici A,B = 1, . . . ,MI, è sufficiente considerare
il primo integrale a secondo membro della (2.5.15b). Analogamente, per calcolare gli elementi
K

(e)
AB con A,B = MI +MII +1, . . . ,MI +MII +MIII, è sufficiente calcolare il secondo integrale

a secondo membro della (2.5.15b). Le stesse considerazioni, infine, possono essere svolte per
gli integrali H(e)

A .
Sostituendo le (2.5.14a)–(2.5.14h) nelle (2.5.1a)–(2.5.1e), riorganizzando i termini in mo-

do coerente con la numerazione dei nodi, e considerando le definizioni (2.5.15a)–(2.5.16b),
otteniamo:

In [−xE,−xM]:
MI−1∑
A=1

u
(e)h
A

{
MI∑
B=1

K
(e)
ABφ

(e)h
B (t) +H

(e)
A λ(e)(t)

}

+ u
(e)h
MI

{
MI∑
B=1

K
(e)
MIB

φ
(e)h
B (t)− IMI+1 +H

(e)
MI
λ(e)(t)

}
= 0, (2.5.17a)

In [−xM, xM]:

u
(i)h
MI+1


MI+MII∑
B=MI+1

K
(i)
(MI+1)Bφ

(i)h
B (t) + IMI+1(t)


+

MI+MII−1∑
A=MI+2

u
(i)h
A


MI+MII∑
B=MI+1

K
(i)
ABφ

(i)h
B (t)


+ u

(i)h
MI+MII


MI+MII∑
B=MI+1

K
(i)
(MI+MII)Bφ

(i)h
B (t) + IMI+MII(t)

 = 0, (2.5.17b)

In [xM, xE] :

u
(e)h
MI+MII+1


MI+MII+MIII∑
B=MI+MII+1

K
(e)
(MI+MII+1)Bφ

(e)h
B (t)− IMI+MII(t) +H

(e)
MI+MII+1λ

(e)(t)


+

MI+MII+MIII∑
A=MI+MII+2

u
(e)h
A


MI+MII+MIII∑
B=MI+MII+1

K
(e)
ABφ

(e)h
B (t) +H

(e)
A λ(e)(t)

 = 0, (2.5.17c)

Potenziale di membrana:
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ΘMI+1
[(
φ

(i)h
MI+1(t)− φ(e)h

MI
(t)
)
− V h

MI+1(t)
]

+ ΘMI+MII

[(
φ

(i)h
MI+MII

(t)− φ(e)h
MI+MII+1(t)

)
− V h

MI+MII
(t)
]

= 0, (2.5.17d)

Corrente di membrana:

YMI+1

{
−IMI+1(t) + CV̇MI+1(t) +

N∑
k=1

I
(ionic)
k (VMI+1(t), xMI+1, t)

}

+ YMI+MII

{
− IMI+MII(t) + CV̇MI+MII(t) +

N∑
k=1

I
(ionic)
k (VMI+MII(t), xMI+MII , t)

}
= 0,

(2.5.17e)
Vincolo di media nulla per φ(e)h in [−xE,−xM] ∪ [xM, xE]:
MI∑
A=1

H
(e)
A φ

(e)h
A (t) +

MI+MII+MIII∑
A=MI+MII+1

H
(e)
A φ

(e)h
A (t) = 0. (2.5.17f)

Poiché le funzioni di prova sono linearmente indipendenti le une dalle altre, le Equazioni
(2.5.17a)–(2.5.17f) conducono al seguente sistema:

MI∑
B=1

K
(e)
ABφ

(e)h
B (t) +H

(e)
A λ(e)(t) = 0, A = 1, . . . ,MI − 1, (2.5.18a)

MI∑
B=1

K
(e)
MIB

φ
(e)h
B (t)− IMI+1 +H

(e)
MI
λ(e)(t) = 0, (2.5.18b)

MI+MII∑
B=MI+1

K
(i)
(MI+1)Bφ

(i)h
B (t) + IMI+1(t) = 0, (2.5.18c)

MI+MII∑
B=MI+1

K
(i)
ABφ

(i)h
B (t) = 0, A−MI = 2, . . . ,MII − 1, (2.5.18d)

MI+MII∑
B=MI+1

K
(i)
(MI+MII)Bφ

(i)h
B (t) + IMI+MII(t) = 0, (2.5.18e)

MI+MII+MIII∑
B=MI+MII+1

K
(e)
(MI+MII+1)Bφ

(e)h
B (t)− IMI+MII(t) +H

(e)
MI+MII+1λ

(e)(t) = 0 (2.5.18f)

MI+MII+MIII∑
B=MI+MII+1

K
(e)
ABφ

(e)h
B (t) +H

(e)
A λ(e)(t) = 0, A− (MI +MII) = 2, . . . ,MIII, (2.5.18g)

φ
(i)h
MI+1(t)− φ(e)h

MI
(t)− V h

MI+1(t) = 0, (2.5.18h)

φ
(i)h
MI+MII

(t)− φ(e)h
MI+MII+1(t)− V h

MI+MII
(t) = 0, (2.5.18i)

CV̇ h
MI+1(t)− IhMI+1(t) +

N∑
k=1

I
(ionic)
k (V h

MI+1(t), xMI+1, t) = 0, (2.5.18j)

CV̇ h
MI+MII

(t)− IhMI+MII
(t) +

N∑
k=1

I
(ionic)
k (V h

MI+MII
(t), xMI+MII , t) = 0, (2.5.18k)

MI∑
A=1

H
(e)
A φ

(e)h
A (t) +

MI+MII+MIII∑
A=MI+MII+1

H
(e)
A φ

(e)h
A (t) = 0. (2.5.18l)

Osserviamo che, mentre le Equazioni (2.5.18a)–(2.5.18i) e (2.5.18l) sono algebriche, le (2.5.18j)
e (2.5.18k) sono due equazioni differenziali ordinarie in tempo, da integrare sull’intervallo
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di osservazione [tin, tfin]. Tali equazioni, inoltre, presentano le non-linearità dovute al modo
in cui I(ionic)

k si concatena con V .
Per risolvere numericamente il sistema (2.5.18a)–(2.5.18l), generiamo la griglia temporale

tin ≡ t0 < . . . < tn < tn+1 . . . , tMT ≡ tfin —per la quale τn := tn+1− tn > 0 definisce il passo
variabile—, valutiamo ciascuna delle Equazioni (2.5.18a)–(2.5.18i) e (2.5.18l) in tn, con
n = 0, . . . ,MT, essendo MT il numero totale di “nodi temporali”, e integriamo le (2.5.18j) e
(2.5.18k) sul generico intervallo [tn, tn+1]. Poiché la capacità della membrana è costante in
questo modello, tale procedura conduce ad una riscrittura discreta in tempo delle Equazioni
(2.5.18j) e (2.5.18k), la cui forma dipende essenzialmente dal metodo numerico impiegato
per la discretizzazione. Qui di seguito mostriamo la forma che tali equazioni assumono nel
caso di una procedura a passo singolo (single-step) e semi-implicita. In tal caso, si ha:

C [V h
A,n+1 − V h

A,n] + G (V h
A,n, V

h
A,n+1, I

h
A,n, I

h
A,n+1, tn+1, τn) = 0, (2.5.19a)

dove V h
A,n ≡ V h

A (tn) e V h
A,n+1 ≡ V h

A (tn+1) e IhA,n ≡ IhA(tn) e IhA,n+1 ≡ IhA(tn+1) sono i valori
assunti, rispettivamente, dalle funzioni del tempo V h

A e IhA negli istanti di tempo tn e tn+1,
per A = MI +1 e A = MI +MII, mentre G (V h

A,n, V
h
A,n+1, I

h
A,n, I

h
A,n+1, tn+1, τn) è una scrittura

compatta, qui indicata genericamente, che speciefica il metodo numerico con cui si integra la
somma dei due termini rimanenti nelle Equazioni (2.5.18j) e (2.5.18k). Si osservi che G è, per
costruzione, sempre affine nelle correnti IhA,n e IhA,n+1, affine in V h

A,n e in V h
A,n+1 attraverso

i termini delle correnti passive e sinaptiche, e altamente non-lineare in V h
A,n e in V h

A,n+1
attraverso i termini delle correnti di Hodgkin&Huxley. In virtù di queste considerazioni, il
sistema (2.5.18a)–(2.5.18l) deve essere riscritto sostituendo a ciascuna funzione nodale la
corrispondente espressione al tempo tn+1. A tal proposito, per ciascuna funzione nodale del
tempo

Uh
A ∈{φ

(e)h
1 , . . . , φ

(e)h
MI

, φ
(i)h
MI+1, . . . , φ

(i)h
MI+MII

,

φ
(e)h
MI+MII+1, . . . , φ

(e)h
MI+MII+MIII

, V h
MI+1, V

h
MI+MII

, IhMI+1, I
h
MI+MII

, λ(e)}, (2.5.20)

con A = 1, . . . ,MI + MII + MIII, adottiamo la notazione Uh
A,n+1 ≡ Uh

A(tn+1), peraltro già
impiegata per V h

A e IhA. Inoltre, dovendo far fronte alle non-linearità che emergono nei termi-
ni di corrente di Hodgkin&Huxley, occorre procedere con una procedura di linearizzazione,
come il metodo di Newton, oppure con un metodo semi-implicito, in cui le funzioni non-
lineari di V h

A sono valutate al tempo tn mentre quelle lineari sono valutate ai tempi tn e tn+1.
Infine, come anticipato prima della discretizzazione temporale, è importante osservare che
gli ingressi del sistema descritto dalle Equazioni (2.5.18a)–(2.5.18l) sono “nascosti” nelle
correnti ioniche.
Utilizzando il metodo di quadratura dei trapezi per le Equazioni (2.5.18a) e (2.5.18l)
giungiamo ad una forma esplicita per la (2.5.19a):

C [V h
A,n+1 − V h

A,n]− τn
IhA,n+1 + IhA,n

2

+ τn

N∑
k=1

G
(pass)
k

[
V h
A,n+1 + V h

A,n

2 −
Eh
A,n+1 + Eh

A,n

2

]

+ τn

N∑
k=1

G
(HH)
k (V h

A,n, tn)
[
V h
A,n+1 + V h

A,n

2 −
Eh
A,n+1 + Eh

A,n

2

]

+ τn
2

{
G

(syn)
1 exp

(
− tn+1 − t0

α

) [
V h
A,n+1 − Eh

A,n+1

]
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+G
(syn)
1 exp

(
− tn − t0

α

) [
V h
A,n − Eh

A,n

]}
= 0, (2.5.21)

dove A = MI + 1 e A = MI + MII. Si noti che nei termini relativi alla corrente sinaptica
definita in (2.3.22) la funzione H(x), adesso valutata solo in x = xMI+1 e in x = xMI+MII ,
è stata posta uguale a uno, poiché si è ipotizzato che in entrambi i punti della membrana
cellulare la corrente sinaptica sia attiva.

In definitiva, scrivendo le (2.5.18a)–(2.5.18i) e la (2.5.18l) al tempo tn+1 e considerando
l’espressione esplicita dello schema di avanzamento in tempo riportata in (2.5.21) otteniamo
una iterazione del problema evolutivo rappresentata dal seguente sistema lineare:

MI∑
B=1

K
(e)
ABφ

(e)h
B,n+1 +H

(e)
A λ

(e)
n+1 = 0, A = 1, . . . ,MI − 1, (2.5.22a)

MI∑
B=1

K
(e)
MIB

φ
(e)h
B,n+1 − IMI+1,n+1 +H

(e)
MI
λ

(e)
n+1 = 0, (2.5.22b)

MI+MII∑
B=MI+1

K
(i)
(MI+1)Bφ

(i)h
B,n+1 + IMI+1,n+1 = 0, (2.5.22c)

MI+MII∑
B=MI+1

K
(i)
ABφ

(i)h
B,n+1 = 0, A−MI = 2, . . . ,MII − 1, (2.5.22d)

MI+MII∑
B=MI+1

K
(i)
(MI+MII)Bφ

(i)h
B,n+1 + IMI+MII,n+1 = 0, (2.5.22e)

MI+MII+MIII∑
B=MI+MII+1

K
(e)
(MI+MII+1)Bφ

(e)h
B,n+1 − IMI+MII,n+1 +H

(e)
MI+MII+1λ

(e)
n+1 = 0 (2.5.22f)

MI+MII+MIII∑
B=MI+MII+1

K
(e)
ABφ

(e)h
B,n+1 +H

(e)
A λ

(e)
n+1 = 0, A− (MI +MII) = 2, . . . ,MIII, (2.5.22g)

φ
(i)h
MI+1,n+1 − φ

(e)h
MI,n+1 − V

h
MI+1,n+1 = 0, (2.5.22h)

φ
(i)h
MI+MII,n+1 − φ

(e)h
MI+MII+1,n+1 − V

h
MI+MII,n+1 = 0, (2.5.22i)

C [V h
MI+1,n+1 − V h

MI+1,n]− τn
IhMI+1,n+1 + IhMI+1,n

2

+ τn

N∑
k=1

G
(pass)
k

[
V h
MI+1,n+1 + V h

MI+1,n
2 −

Eh
MI+1,n+1 + Eh

MI+1,n
2

]

+ τn

N∑
k=1

G
(HH)
k (V h

MI+1,n, tn)
[
V h
MI+1,n+1 + V h

MI+1,n
2 −

Eh
MI+1,n+1 + Eh

MI+1,n
2

]

+ τn
2

{
G

(syn)
1 exp

(
− tn+1 − t0

α

) [
V h
MI+1,n+1 − Eh

MI+1,n+1

]
+

G
(syn)
1 exp

(
− tn − t0

α

) [
V h
MI+1,n − Eh

MI+1,n

]}
= 0, (2.5.22j)

C [V h
MI+MII,n+1 − V h

MI+MII,n
]− τn

IhMI+MII,n+1 + IhMI+MII,n

2

+ τn

N∑
k=1

G
(pass)
k

[
V h
MI+MII,n+1 + V h

MI+MII,n

2 −
Eh
MI+MII,n+1 + Eh

MI+MII,n

2

]
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+ τn

N∑
k=1

G
(HH)
k (V h

MI+MII,n
, tn)

[
V h
MI+MII,n+1 + V h

MI+MII,n

2 −
Eh
MI+MII,n+1 + Eh

MI+MII,n

2

]

+ τn
2

{
G

(syn)
1 exp

(
− tn+1 − t0

α

) [
V h
MI+MII,n+1 − Eh

MI+MII,n+1

]
+

G
(syn)
1 exp

(
− tn − t0

α

) [
V h
MI+MII,n

− Eh
MI+MII,n

]}
= 0, (2.5.22k)

MI∑
A=1

H
(e)
A φ

(e)h
A,n+1 +

MI+MII+MIII∑
A=MI+MII+1

H
(e)
A φ

(e)h
A,n+1 = 0. (2.5.22l)

Tale sistema può essere scritto in forma compatta usando la notazione matriciale. Dapprima
definiamo la matrice dei coefficienti a blocchi in cui il primo blocco diagonale rappresenta
la matrice di rigidezza del sistema ed è relativo alle Equazioni (2.5.22a)–(2.5.22g):

[K]︸︷︷︸
(MI+MII+MIII)×(MI+MII+MIII)

=



[K(e)
I ]︸ ︷︷ ︸

MI×MI

[0]︸︷︷︸
MI×MII

[0]︸︷︷︸
MI×MIII

[0]T︸︷︷︸
MII×MI

[K(i)]︸ ︷︷ ︸
MII×MII

[0]︸︷︷︸
MII×MIII

[0]T︸︷︷︸
MIII×MI

[0]T︸︷︷︸
MIII×MII

[K(e)
III ]︸ ︷︷ ︸

MIII×MIII


. (2.5.23)

Qui, [K(e)
I ], [K(i)] e [K(e)

III ] sono i sotto-blocchi relativi, rispettivamente al tratto esterno
“sinistro” (cf. Equazioni (2.5.22a) e (2.5.22b)), al tratto interno (cf. Equazioni (2.5.22c)–
(2.5.22e)) e al tratto esterno “destro” (cf. Equazioni (2.5.22f) e (2.5.22g)) del dominio
computazionale, mentre [0] denota una matrice rettangolare i cui coefficienti sono tutti
nulli.

A propria volta, i sotto-blocchi [K(e)
I ], [K(i)] e [K(e)

III ] sono definiti da:

[K(e)
I ] =


K

(e)
11 . . . K

(e)
1MI... . . . ...

K
(e)
MI1 . . . K

(e)
MIMI

 , (2.5.24a)

[K(i)] =


K

(i)
(MI+1)(MI+1) . . . K

(i)
(MI+1)(MI+MII)

... . . . ...
K

(i)
(MI+MII)(MI+1) . . . K

(i)
(MI+MII)(MI+MII)

 , (2.5.24b)

[K(e)
III ] =


K

(e)
(MI+MII+1)(MI+MII+1) . . . K

(e)
(MI+MII+1)(MI+MII+MIII)

... . . . ...
K

(e)
(MI+MII+MIII)(MI+MII+1) . . . K

(e)
(MI+MII+MIII)(MI+MII+MIII)

 . (2.5.24c)
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La matrice completa associata al sistema (2.5.22a)–(2.5.18l) è ottenuta orlando oppor-
tunamente la matrice di rigidezza, come di seguito riportato:

[A] =



[K(e)
I ] [0] [0] {−eMI}︸ ︷︷ ︸

MI×1

{0}︸︷︷︸
MI×1

{0}︸︷︷︸
MI×1

{0}︸︷︷︸
MI×1

{hI}︸︷︷︸
MI×1

[0]T [K(i)] [0] {e1}︸ ︷︷ ︸
MII×1

{eMII}︸ ︷︷ ︸
MII×1

{0}︸︷︷︸
MII×1

{0}︸︷︷︸
MII×1

{0}︸︷︷︸
MII×1

[0]T [0] [K(e)
III ] {0}︸︷︷︸

MIII×1

{−e1}︸ ︷︷ ︸
MIII×1

{0}︸︷︷︸
MIII×1

{0}︸︷︷︸
MIII×1

{hIII}︸ ︷︷ ︸
1×MIII

{−eMI}T︸ ︷︷ ︸
1×MI

{−e1}T︸ ︷︷ ︸
1×MII

{0}T︸ ︷︷ ︸
1×MIII

0 0 −1 0 0

{0}T︸ ︷︷ ︸
1×MI

{eMII}T︸ ︷︷ ︸
1×MII

{−e1}T︸ ︷︷ ︸
1×MIII

0 0 0 −1 0

{0}T︸ ︷︷ ︸
1×MI

{0}T︸ ︷︷ ︸
1×MII

{0}T︸ ︷︷ ︸
1×MIII

τn

2 0 AMI+1 0 0

{0}T︸ ︷︷ ︸
1×MI

{0}T︸ ︷︷ ︸
1×MII

{0}T︸ ︷︷ ︸
1×MIII

0 τn

2 0 AMI+MII 0

{hI}T︸ ︷︷ ︸
1×MI

{0}T︸ ︷︷ ︸
1×MII

{hIII}T︸ ︷︷ ︸
1×MIII

0 0 0 0 0



.

(2.5.25)

Si noti che ogni vettore utilizzato nella orlatura della matrice [A] ha la dimensione opportuna
e ciò permette tale operazione. In particolare, osserviamo che i vettori colonna {−eMI} e
{−eMII} hanno tutti gli elementi nulli tranne l’ultimo, che è pari a −1, e la loro lunghezza
è definita in (2.5.25). Analogamente, il vettore {e1} è un vettore colonna che ha 1 come
primo elemento e tutti i restanti elementi nulli. La dimensione di tale vettore può essere
letta direttamente in (2.5.25). Infine, riportiamo la definizione dei vettori colonna {hI} e
{hIII} le cui componenti sono definite in (2.5.16b), per cui si ha:

{hI} = {H(e)
A }

MI
A=1, (2.5.26a)

{hIII} = {H(e)
A }

MI+MII+MIII
A=MI+MII+1. (2.5.26b)

Si noti che i termini diagonali AMI+1 e AMI+MII della penultima e della terzultima riga,
relative alle equazioni per la corrente di membrana, si aggiornano ad ogni iterazione in
tempo ed hanno la seguente forma:

AMI+1 = C + τn
2

{
N∑
k=1

(
G

(pass)
k +G

(HH)
k

(
V h
MI+1,n, tn

))

+G
(syn)
1 exp

(
− tn+1 − t0

α

)}
, (2.5.27a)

AMI+MII = C + τn
2

{
N∑
k=1

(
G

(pass)
k +G

(HH)
k

(
V h
MI+MII,n

, tn
))

+G
(syn)
1 exp

(
− tn+1 − t0

α

)}
. (2.5.27b)
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2.6 Confronto con altri modelli
I passaggi seguiti per ricavare il modello matematico descritto nelle Sezioni precedenti
ripercorrono quelli presentati da Ellingsrud et al. in [10], con alcune modifiche.

Dal punto di vista implementativo si può osservare che in [10] il sistema di Hodking&Huxley
è risolto mediante la procedura numerica nota come operator splitting. Tale procedura, però,
non è stata utilizzata nello studio semplificato riportato nella Sezione 2.5, in cui, invece, il
problema è stato affrontato tramite la discretizzazione semi-esplicita dell’equazione per la
corrente I (si veda, per esempio, (2.3.45m)).

A differenza di altri studi, come ad esempio [36, 34], il modello di Ellingsrud et al. [10]
tiene conto dei campi di concentrazione degli ioni implicati nel problema di elettrodifusione,
mettendoli in relazione con i potenziali di Nernst Ek e con le conducibilità σ(e) e σ(i). Tali
grandezze, quindi, possono essere considerate come variabili, piuttosto che come parametri
assegnati ab initio. Ciò comporta, ad esempio, che nelle Equazioni (2.3.45a) e (2.3.45b) non è
possibile fattorizzare σ(e) e σ(i), e che, di conseguenza, i potenziali φ(i) e φ(e) devono risolvere
equazioni di Poisson generalizzate. Un’altra differenza sostanziale rispetto ai lavori [34, 36] è
il modo in cui viene studiata la corrente di membrana I, che, nell’approccio di Ellingsrud et
al. [10], è considerata una variabile indipendente che risolve un’equazione dedicata. Infatti,
secondo tale “filosofia di calcolo”, la corrente I e la sua variabile duale, ossia il potenziale di
membrana V , sono entrambe incognite del modello, la cui soluzione numerica viene cercata
impiegando i “metodi a più campi”, come ad esempio, il metodo di Hu-Washizu [4].

Al momento, non siamo in grado di quantificare le differenze, in termini di oneri compu-
tazionali, tra l’approccio di Xyouris et al. [34] e Wittum et al. [36], da un lato, e quello di
Ellingsrud et al. [10] e il nostro, dall’altro. Ciò è dovuto essenzialmente al fatto che in [34, 36]
ampio spazio è dato alla ricostruzione al calcolatore di geometrie realistiche degli assoni, lad-
dove le geometrie impiegate sia da Ellingsrud et al. [10] sia da noi sono momentaneamente
molto semplici.

2.7 Discussione dei risultati ottenuti
La presente Sezione si pone lo scopo di presentare e discutere i risultati ottenuti dalla risolu-
zione al calcolatore dei due modelli presentati in questo Capitolo. In particolare, presentiamo
separatamente le simulazioni numeriche svolte con il modello di Ellingsrud et al. [10] e con
il modello semplificato e confrontiamo i risultati ottenuti per fornire le eventuali differenze
tra i modelli.

2.7.1 Risultati del modello semplificato
Il modello 1D semplificato è stato implementato utilizzando il valore di alcuni parametri
riportati in [10] e riadattati alle caratteristiche del problema in esame. Il valore delle costanti
e dei parametri fisici impiegati nelle simulazioni sono quelli riportati nella Tabella 2.1.

Descrizione Simbolo Valore
Costante di Faraday F 9.648 · 106 C/mol
Temperatura assoluta T 300 K
Costante dei gas perfetti R 8.31 J/(mol K)
Capacità di membrana C 0.01 F/m

Tabella 2.1: Valore dei parametri fisici impiegati nella soluzione numerica del modello
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Dal momento che i potenziali di Nernst, Ek, e le conducibilità σ(i) e σ(e) sono dipendenti
dai campi di concentrazione delle specie ioniche (si vedano le Equazioni (2.3.26), (2.5.2a)
e (2.5.2b)), questi sono stati ricavati utilizzando le condizioni iniziali dei medesimi campi
presentate in [10]. Anche i valori di riferimento delle conduttanze G(pass)

k e gk sono state
prese come in [10], invece per le condizioni iniziali delle variabili di gating, ossia m0, h0 e
n0, sono stati utilizzati i valori riportati in [28].

Descrizione Simbolo Valore
Coefficiente di diffusione del sodio D

(i)
1 ≡ D

(e)
1 1.33 · 10−9 m2/s

Coefficiente di diffusione del potassio D
(i)
2 ≡ D

(e)
2 1.96 · 10−9 m2/s

Coefficiente di diffusione del cloro D
(i)
3 ≡ D

(e)
3 2.03 · 10−9 m2/s

Concentrazione iniziale del sodio interna c
(i)
10 12 mM

Concentrazione iniziale del sodio esterna c
(e)
10 100 mM

Concentrazione iniziale del potassio interna c
(i)
20 125 mM

Concentrazione iniziale del potassio esterna c
(e)
20 4 mM

Concentrazione iniziale del cloro interna c
(i)
30 137 mM

Concentrazione iniziale del cloro esterna c
(e)
30 104 mM

Conduttanza passiva del sodio G
(pass)
1 2.0 S/m2

Conduttanza passiva del potassio G
(pass)
2 8.0 S/m2

Conduttanza passiva del cloro G
(pass)
3 0 S/m2

Conduttanza del sodio g1 1200 S/m2

Conduttanza del potassio g2 360 S/m2

Conduttanza del cloro g3 0.3 S/m2

Tabella 2.2: Parametri delle simulazioni

Le simulazioni sono state lanciate su un dominio di lunghezza 3L (si veda la Figura 2.5),
su un intervallo di tempo T e per diversi valori della conducibilità sinaptica G(syn), con lo
scopo di studiare la diversa risposta della cellula nervosa al variare degli stimoli esterni. In
particolare sono stati utilizzati due diversi valori di G(syn) e la costante di normalizzazione
della funzione esponenziale in (2.3.22) è la medesima di [10], cioè α = 0.01 s.
Per le simulazioni lanciate in MatLab sono stati scelti i parametri di discretizzazione spaziale
e temporale riportati nella Tabella 2.3.

Descrizione Simbolo Valore
Lunghezza del dominio 3L 0.15 mm
passo di discretizzazione spaziale ∆x 0.001 mm

Intervallo temporale T ≡ (tin, tfin] (0 ms,50 ms]
Passo di discretizzazione temporale ∆t 0.05 ms

Tabella 2.3: Parametri numerici della simulazione 1D

41



Il modello matematico di base

Dalle simulazioni ottenute con conduttanza sinaptica G(syn) = 7 S/m2 si ottiene un po-
tenziale di membrana che evolve nel tempo realizzando un picco di circa 42.6 mV (Figura
2.1). Nel punto della membrana x = xMI+1 si ha, al variare del tempo, un tratto di depo-
larizzazione in cui il potenziale di membrana cresce rapidamente per poi decrescere fino a
valori inferiori al potenziale di riposo VR = −65 mV. Dopo il processo di iper-polarizzazione
si osserva la reinstaurazione del potenziale di riposo fino alla fine dell’intervallo temporale
T.
Comportamento simile si ha per le conduttanze ioniche G(HH)

1 e G(HH)
2 . In Figura 2.2 si

osserva la realizzazione di un picco sia per la conduttanza del sodio sia per la conduttan-
za del potassio. Nel caso del sodio il picco è dell’ordine di 30 S/m2. Questo fenomeno è
determinato dalla struttura interna dei canali ionici che, nel caso del sodio, sono caratteriz-
zati da attivazione repentina e chiusura lenta come imposto dalle equazioni del modello di
Hodgkin&Huxley. La conduttanza del potassio mostra invece la realizzazione di un picco di
entità minore, circa 12.5 S/m2, ritardato rispetto al picco del sodio. Tale fatto è conforme
ai risultati di [28] ed è prevedibile dallo studio del sistema di Hodgkin&Huxley in cui i
canali del potassio vengono descritti per mezzo di quattro porte di attivazione con tempo
caratteristico minore rispetto a quello del sodio.
Nel caso di conduttanza sinptica G(syn) = 40 S/m2 la risposta del modello è diversa rispetto

Figura 2.1: Potenziale di azione, V , sul-
la membrana cellulare per x = xMI+1
ottenuto con corrente sinaptica avente
conduttanza G(syn) = 7 S/m2.

Figura 2.2: Conduttanze delle correnti
ioniche G

(HH)
1 e G

(HH)
2 sulla membrana

cellulare per x = xMI+1 ottenute con
G(syn) = 7 S/m2.

a quanto riportato nelle Figure 2.1 e 2.2. Come si può osservare in Figura 2.3, stimolando
la cellula con una corrente sinaptica avente conduttanza maggiore, si instaura un potenzia-
le di membrana V che presenta una fase di depolarizzazione fino alla realizzazione di un
picco. In seguito alla depolarizzazione si ha la ripolarizzazione della cellula fino a valori di
V inferiori al potenziale di riposo VR. Tale processo si ripete periodicamente per tutta la
durata dell’esperimento numerico. Si noti che l’ampiezza della prima oscillazione è maggiore
rispetto all’ampiezza di quelle successive, i cui picchi hanno valore che decresce lentamente
in tempo. Il medesimo comportamento di periodicità si può osservare nel caso delle condut-
tanze dei canali selettivi del sodio e del potassio. In questo caso la conduttanza dei canali
del sodio mostra un primo picco dell’odine di 32 S/m2 seguito da altri picchi con valore
minore e dell’ordine di 13 S/m2. Simile è il comportamento della conduttanza dei canali
selettivi del potassio. A seguito della realizzazione di un picco dell’ordine di 12 S/m2 si ha
la realizzazione di picchi inferiori aventi valore 10 S/m2.
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Figura 2.3: Potenziale di azione, V , sul-
la membrana cellulare per x = xMI+1
ottenuto con corrente sinaptica avente
conduttanza G(syn) = 40 S/m2.

Figura 2.4: Conduttanze delle correnti
ioniche G

(HH)
1 e G

(HH)
2 sulla membrana

cellulare per x = xMI+1 ottenute con
G(syn) = 40 S/m2.

2.7.2 Risultati del modello di Ellingsrud et al. [10]
Il modello di Ellingsrud et al. [10] è stato risolto mediante l’uso del software commerciale
COMSOL Multiphysics™ 5.3a sulla geometria bidimensionale riportata in Figura 2.6.

Figura 2.5: Dominio di calcolo delle
simulazioni in MatLab. Figura 2.6: Dominio di calcolo delle

simulazioni in COMSOL Multiphysics.

La geometria è stata definita come l’unione di due insiemi che rappresentano lo spazio
intra-cellulare Ω(i) e lo spazio extra-cellulare Ω(e) comunicanti attraverso la membrana M.
Il dominio intra-cellulare utilizzato nelle simulazioni è stato definito come il rettangolo
Ω(i) = [6 · 10−6 m, 5.6 · 10−5 m]× [2.8 · 10−5m, 3.4 · 10−5m], invece, il dominio extra-cellulare
come il quadrato Q = [0 m, 6 · 10−5 m] × [0m, 6 · 10−5m] di lato 6 · 10−5m privato di Ω(i).
La dimensione di Q è stata scelta in modo che la soluzione, essendo fortemente variabile
nell’immediata vicinanza della membrana cellulare, non venga influenzata dalla condizione
di flusso nullo imposta su ∂Ω(ee). Con tale assetto, la membrana cellulare è data dal bordo
del rettangolo più interno, cioè M ≡ ∂Ω(i).

I parametri scelti per svolgere le simulazioni sono i medesimi utilizzati nel caso del model-
lo semplificato (cf. Sezione 2.7.1) tranne che per i campi di concentrazione che costituiscono
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delle variabili nel modello di Ellingrud et al. [10]. Infatti, nelle simulazioni del Modello PNP
è stato impostato un campo di concentrazione iniziale uniforme dal valore c(i)

k0
in Ω(i) e c(e)

k0

in Ω(e) per il k-esimo ione, come riporta al Tabella 2.1. Tutti i valori delle costanti fisiche e
dei parametri utilizzati sono riportati nelle tabelle 2.1 e 2.2, rispettivamente.

Nel caso del modello di Ellingsrud et al. [10] sono stati condotti degli esperimenti nu-
merici attivando, volta per volta, i diversi termini della corrente ionica presentati nella
Sezione 2.3.3. Si è scelto di simulare il sistema su un intervallo temporale T = [0 ms, 100 ms]
con uno stimolo sinaptico generato da un treno di impulsi centrati rispettivamente agli
istanti 0 ms, 30 ms e 60 ms con corrente sinaptica definita in (2.3.22). La corrente sinapi-
ca è stata attivata solo sulla “testa” sinistra della cellula tramite la funzione cratteristica
H[5·10−6,10−5]×[0, 6·10−5](x, y). Utilizzando le conduttanze riportate in [10], è stata ricavata
l’evoluzione temporale sia dei campi di concentrazione sia del potenziale di membrana φ.

Nel caso di membrana passiva –ottenuta attivando solo i termini di corrente ionica
passiva– il modello PNP ha restituito una evoluzione temporale del potenziale di membrana
riportata in Figura 2.7.

Figura 2.7: Potenziale di membrana del
modello di Ellingsrud et al. [10] con
modello di membrana passivo.

Figura 2.8: Potenziale di membrana del
modello di Ellingsrud et al. [10] con mo-
dello di membrana di Hodgkin&Huxley.

In questo caso, si osserva che il potenziale di mebrana, partendo da un valore iniziale di
−65 mV, realizza dei picchi di circa −30 mV in corrispondenza di ogni stimolo della corrente
sinaptica. Dopo la realizzazione di tale picco, il potenziale mostra il raggiungimento di
uno stato stazionario (circa −45 mV) che viene perturbato solo all’occorrenza di un nuovo
stimolo. Inoltre, si può notare che in questo caso non si ha il processo di iperpolarizzazione.
Questo comportamento è dovuto al fatto che il modello che descrive la membrana è lineare.

Una situazione diversa si può osservare nel caso in cui la membrana cellulare viene de-
scritta tramite il solo modello di Hodgkin&Huxley (Figura 2.8). Partendo da una condizione
iniziale di −65 mV, l’andamento del potenziale di membrana mostra la realizzazione di un
primo picco di circa 48 mV e di altri picchi successivi con ampiezza minore (circa 35 mV).
Da notare, è, inoltre, il processo di iper-polarizzazione cui la cellula va incontro dopo la
realizzazione del picco del potenziale. In tale fase, il potenziale di membrana raggiunge dei
valori inferiori al potenziale di riposo della cellula, VR = −65 mV.

Ultimo esperimento numerico condotto con il modello di Ellingsrud et al. [10] consiste
nel mantere attivi entrambi i termini di corrente ionica, cioè quello passivo e quello di
Hodgkin&Huxley. Il comportamento del potenziale per tale modello di membrana è riportato
nella Figura 2.9. Qui, il potenziale di membrana mostra la realizzazione di tre picchi, ognuno
corrispondente ad uno stimolo da parte della corrente sinaptica. Anche in questo caso,
il potenziale di membrana realizza dei picchi di circa 40mV che si alternano alla iper-
polarizzazione in cui φ raggiunge dei valori inferiori al potenziale a riposo della cellula.
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Figura 2.9: Potenziale di membrana del
modello di Ellingsrud et al. [10] con
modello di membrana completo.

Figura 2.10: Campo di concentrazione
del sodio in Ω(e) del modello di Elling-
srud et al. [10] con modello di membrana
completo.

Altro aspetto investigato con la simulazione del modello di Ellingsrud et al. [10] è l’e-
voluzione temporale dei campi di concentrazione c(i)

k e c(e)
k . Dalle simulazioni è emerso che

la concentrazione degli ioni che contribuiscono alla conduzione del potenziale di membrana
–sodio, potassio e cloro– ha una zona di variazione ristretta nell’immediata vicinanza del-
la membrana cellulare. Ciò si può notare nella Figura 2.10 che riporta una distribuzione
istantanea della concentrazione del sodio in Ω(e) con l’uso del modello di membrana com-
pleto. In questo caso, si osserva che la concentrazione differisce dal valore iniziale solo in
prossimità della membrana cellulare realizzando delle variazioni dell’ordine di 0.12 mM. Lo
studio della variazione della concentrazione ionica in Ω(i) e in Ω(e), mostra come, data la
stimolazione nella zona sinaptica, il potenziale di membrana si propaga sulla lungezza della
cellula arrivando fino all’estremità opposta. Il valore del potenziale di membrana in punti
in cui la cellula non è stimolata dalla sinapsi può essere utilizzato per studiare la risposta
dei bottoni sinaptici al potenziale elettrico per il rilascio di neurotrasmettitori [16].

I risultati mostrati in questa Sezione sembrano in accordo con i risultati del modello
monodimensionale semplificato.
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Capitolo 3

Modello PNP frazionario

Il presente Capitolo si pone l’obiettivo di formulare un modello frazionario per la conduzione
del segnale elettro-chimico in una cellula nervosa. Come nel caso del Capitolo 2, iniziamo
la trattazione con lo studio delle Equazioni di Maxwell Frazionarie presentate nel lavoro di
Tarasov [32].

Il materiale riportato di seguito è basato su [24].

3.1 Definizioni preliminari
Al fine di sviluppare il modello PNP frazionario, è necessario introdurre alcuni operatori
integro-differenziali le cui definizioni sono oggetto della presente Sezione.

Definizione 3.1.1 (Integrale frazionario sinistro [1]).
Data una funzione, f : [a, b] → R, con f ∈ L1(a, b), e un parametro reale α ∈]0,1[ , si
definisce l’integrale frazionario sinistro di odine α di f come

ILα[a,x]f(x) := `1−α

Γ(α)

∫ x

a
(x− x̃)α−1f(x̃)dx̃, α ∈]0,1[ . (3.1.1)

Definizione 3.1.2 (Integrale frazionario destro [1]).
Data una funzione, f : [a, b] → R, con f ∈ L1(a, b), e un parametro reale α ∈]0,1[ , si
definisce l’integrale frazionario destro di odine α di f come

IRα
[x,b]f(x) := `1−α

Γ(α)

∫ b

x
(x̃− x)α−1f(x̃)dx̃, α ∈]0,1[ . (3.1.2)

Si noti che nelle Definizioni 3.1.1 e 3.1.2 gli integrali frazionari sono definiti come le
immagini della funzione f rispetto agli operatori ILα[a,x] e IRα

[x,b]. Sia la (3.1.1) sia la (3.1.2)
possono essere viste come funzione della variabile x che figura nella loro definizione sia
come estremo di integrazione sia nel nucleo dell’integrale di convoluzione. Con le scritture
ILα[a,x]f(x) e IRα

[x,b]f(x) si sottintende la dipendenza di ILα[a,x]f e IRα
[x,b]f dalla variabile x,

rispettivamente.

Definizione 3.1.3 (Derivata frazionaria di Caputo sinistra [1]).
Data una funzione, f : [a, b]→ R continua sull’intervallo [a, b] e derivabile su ]a, b[ , e dato
un parametro α ∈]0,1[ , si definisce la derivata frazionaria sinistra secondo Caputo di f di
ordine α come

DLα[a,x]f(x) := IL1−α
[a,x]f

′(x) = `α−1

Γ(1− α)

∫ x

a
(x− x̃)−αf ′(x̃)dx̃, α ∈]0,1[ . (3.1.3)
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Definizione 3.1.4 (Derivata frazionaria di Caputo destra [1]).
Data una funzione, f : [a, b]→ R continua sull’intervallo [a, b] e derivabile su ]a, b[ , e dato
un parametro α ∈]0,1[ , si definisce la derivata frazionaria destra secondo Caputo di f di
ordine α come

DRα
[x,b]f(x) := −IRα

[x,b]f
′(x) = − `α−1

Γ(1− α)

∫ b

x
(x̃− x)−αf ′(x̃)dx̃, α ∈]0,1[ . (3.1.4)

Definizione 3.1.5 (Derivata frazionaria di Caputo simmetrizzata [1]).
Data una funzione f : [a, b] → R che ammette derivate di Caputo sinistra e destra,
DLα[a,x]f(x) e DRα

[x,b]f(x), rispettivamente, si definisce la derivata di Caputo simmetrizzata
di f di ordine α come

Dα
[a,b]f(x) : = 1

2

[
DLα[a,x]f(x)−DRα

[x,b]f(x)
]

= `α−1

2Γ(1− α)

∫ b

a
|x− x̃|−αf ′(x̃)dx̃, α ∈]0,1[ . (3.1.5)

Nelle Definizioni 3.1.2–3.1.5 ` è una lunghezza caratteristica, ad esempio, la lunghezza
dell’intervallo di definizione della funzione, ossia ` = b− a.

Con lo scopo di presentare le Equazioni di Maxwell Frazionarie, sia in forma integrale sia
in forma locale, riportiamo di seguito le definizioni degli operatori differenziali frazionari di
gradiente, divergenza e rotore. Ispirandoci a [32], nel seguito riportiamo le definizioni degli
operatori differenziali frazionari in relazione ad elementi di volume, superficie o linea che
sono dei parallelepipedi, dei rettangoli o dei segmenti, rispettivamente. Ripotiamo, dunque,
le definizioni di operatori differenziali frazionari sinistri formalizzate da [32] ed ispirandoci
a questo lavoro formalizziamo le definizioni degli stessi operatori con le derivate frazionarie
di Caputo destre.

Definizione 3.1.6 (Gradiente frazionario sinistro di un campo scalare sul parallelepipedo
[32]).
Dato un campo scalare f : W → R continuo su W e derivabile su

◦
W e un parametro reale

α ∈]0,1[ , si definisce il gradiente frazionario sinistro di f di ordine α come

gradαLW f(x) : =
3∑
p=1

DLα[ap,xp]f(x)ep

=
3∑
p=1

[
`α−1
p

Γ(1− α)

∫ xp

ap

(xp − x̃p)−α
∂f

∂x̃p
(xp̃)dx̃p

]
ep. (3.1.6)

Definizione 3.1.7 (Gradiente frazionario destro di un campo scalare sul parallelepipedo).
Dato un campo scalare f : W → R continuo sull’intervallo W e derivabile su

◦
W e un

parametro reale α ∈]0,1[ , si definisce il gradiente frazionario destro di f di ordine α come

gradαRW f(x) : =
3∑
p=1

DRα
[xp,bp]f(x)ep

=
3∑
p=1

[
−

`α−1
p

Γ(1− α)

∫ bp

xp

(xp − x̃p)−α
∂f

∂x̃p
(xp̃)dx̃p

]
ep. (3.1.7)

Nelle Definizioni 3.1.6 e 3.1.7, `p è una lunghezza caratteristica in direzione ep, ad esem-
pio, la lunghezza dell’intervallo di integrazione, ossia `p = bp − ap. La notazione xp̃ indica
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“l’estrusione” della p-esima coordinata di x cosicché, ad esempio, per p = 1, in (3.1.6), si
ha x1̃ = (x̃1, x2, x3) e

DLα[a1,x1]f(x1, x2, x3) = `α−1
1

Γ(1− α)

∫ x1

a1

1
(x1 − x̃1)α

∂f

∂x̃1
(x̃1, x2, x3)dx̃1. (3.1.8)

Definizione 3.1.8 (Divergenza frazionaria sinistra di un campo vettoriale sul parallelepi-
pedo [32]).
Dato un campo vettoriale v su W tale che la p-esima componente di v, vp, sia continua
sull’intervallo [a, b] e derivabile su ]a, b[ , si definisce la divergenza frazionaria sinistra di
ordine α ∈]0,1[ di v come

divαLWv(x) : =
3∑
p=1

DLα[ap,xp]vp(x)

=
3∑
p=1

`α−1
p

Γ(1− α)

∫ xp

ap

1
(xp − x̃p)α

∂vp
∂x̃p

(xp̃)dx̃p. (3.1.9)

Definizione 3.1.9 (Divergenza frazionaria destra di un campo vettoriale sul parallelepipe-
do).
Dato un campo vettoriale v suW tale che la p-esima componente di v, vp, sia continua sul-
l’intervallo [a, b] e derivabile su ]a, b[ , si definisce la divergenza frazionaria destra di ordine
α ∈]0,1[ di v come

divαRWv(x) : =
3∑
p=1

DRα
[xp,bp]vp(x)

=
3∑
p=1
−

`α−1
p

Γ(1− α)

∫ bp

xp

1
(x̃p − xp)α

∂vp
∂x̃p

(xp̃)dx̃p. (3.1.10)

Definizione 3.1.10 (Rotore frazionario sinistro di un campo vettoriale sul parallelepipedo
[32]).
Dato un campo vettoriale v su W tale che la p-esima componente di v, vp, sia continua
sull’intervallo [a, b] e derivabile su ]a, b[ , si definisce il rotore frazionario sinistro di ordine
α ∈]0,1[ di v come

curlαLWv(x) = [curlαLWv(x)]p ep, (3.1.11)

essendo la componente p-esima [curlαLWv(x)]p data da

[curlαLWv(x)]p := εplmDLα[al,xl]vm(x). (3.1.12)

Definizione 3.1.11 (Rotore frazionario destro di un campo vettoriale sul parallelepipedo).
Dato un campo vettoriale v su W tale che la p-esima componente di v, vp, sia continua
sull’intervallo [a, b] e derivabile su ]a, b[ , si definisce il rotore frazionario destro di ordine
α ∈]0,1[ di v come

curlαRWv(x) = [curlαRWv(x)]p ep, (3.1.13)

essendo la p-esima componente [curlαRWv(x)]p data da

[curlαRWv(x)]p := εplmDRα
[al,xl]vm(x). (3.1.14)
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Nelle Definizioni 3.1.10 e 3.1.11, εplm sono i simboli di Levi-Civita.

Definizione 3.1.12 (Integrale frazionario di volume sinistro sul parallelepipedo [32]).
Dato un campo scalare q su W , un parallelepipedo con facce aventi normali parallele ai
versori di base ep, e dato un parametro reale α ∈]0,1[ , si definisce l’integrale frazionario
sinistro di volume di q come

ILαW q : = 1
[Γ(α)]3

∫
W

3∏
p=1

`1−αp

(bp − x̃p)1−α q(x̃)dv(x̃)

= 1
[Γ(α)]3

∫ b1

a1

∫ b2

a2

∫ b3

a3

3∏
p=1

`1−αp

(bp − x̃p)1−α q(x̃1, x̃2, x̃3)dx̃3dx̃2dx̃1. (3.1.15)

Definizione 3.1.13 (Integrale frazionario di volume destro sul parallelepipedo).
Dato un campo scalare q su W , un parallelepipedo con facce aventi normali parallele ai
versori di base ep, e dato un parametro reale α ∈]0,1[ , si definisce l’integrale frazionario
destro di volume di q come

IRα
W q : = 1

[Γ(α)]3
∫
W

3∏
p=1

`1−αp

(x̃p − ap)1−α q(x̃)dv(x̃)

= 1
[Γ(α)]3

∫ b1

a1

∫ b2

a2

∫ b3

a3

3∏
p=1

`1−αp

(x̃p − ap)1−α q(x̃1, x̃2, x̃3)dx̃3dx̃2dx̃1. (3.1.16)

Definizione 3.1.14 (Integrale frazionario di superficie sinistro sul rettangolo [32]).
Sia Σ ⊂ R3 il rettangolo avente i lati paralleli ai versori di base ei ed ei con i, j = 1,2,3, i /= j
e i < j e avente campo di versori normali nk(x) parallelo al versore di base ek con k /= i, j
tale che Σ = [ai, bi]× [aj , bj ]×{ck}. Dato un campo vettoriale φ su Σ , si definisce l’integrale
frazionario di superficie sinistro di ordine α ∈]0,1[ di φ come

ILαΣ φ : = 1
[Γ(α)]2

∫
Σ

∏
p∈{i,j}

`1−αp

(bp − x̃p)1−α [φ(x̃) · nk(x̃)] da(x̃)

= 1
[Γ(α)]2

∫ bi

ai

∫ bj

aj

∏
p={i,j}

`1−αp

(bp − x̃p)1−αφk(x̃i, x̃j)dx̃jdx̃i, (3.1.17)

dove con φk si indica la restrizione della k-esima componente del campo φ al piano indivi-
duato dall’equazione xk = ck.

Definizione 3.1.15 (Integrale frazionario di superficie destro sul rettangolo).
Sia Σ ⊂ R3 il rettangolo avente i lati paralleli ai versori di base ei ed ei con i, j = 1,2,3, i /= j
e i < j e avente campo di versori normali nk(x) parallelo al versore di base ek con k /= i, j
tale che Σ = [ai, bi]× [aj , bj ]×{ck}. Dato un campo vettoriale φ su Σ , si definisce l’integrale
frazionario di superficie desrto di ordine α ∈]0,1[ di φ come

IRα
Σ φ : = 1

[Γ(α)]2
∫

Σ

∏
p∈{i,j}

`1−αp

(x̃p − ap)1−α [φ(x̃) · nk(x̃)] da(x̃)

= 1
[Γ(α)]2

∫ bi

ai

∫ bj

aj

∏
p={i,j}

`1−αp

(x̃p − ap)1−αφk(x̃i, x̃j)dx̃jdx̃i, (3.1.18)

dove con φk si indica la restrizione della k-esima componente del campo φ al piano indivi-
duato dall’equazione xk = ck.
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Le curve che considereremo nel seguito sono curve spezzate, ciascun tratto delle quali
è sempre parallelo a un asse del sistema di riferimento cartesiano ortogonale assegnato.
Pertanto, diamo le seguenti definizioni di integrale di linea su una curva C che si riduce al
segmento identificabile con l’intervallo reale [ap, bp] chiuso e limitato e parallelo al versore
di base ep.

Definizione 3.1.16 (Integrale frazionario di linea sinistro sul segmento [32]).
Dato un campo vettoriale E definito su una linea spezzata C data dall’unione di n segmenti
tutti paralleli ai versori di base ep con p ∈ {1,2,3}, quindi tale che C = ∪ni=1Ci. Definiamo
l’integrale frazionario di linea sinistro di ordine α ∈]0,1[ come

ILαCE =
n∑
i=1

viILα[ai,bi]Ep(x), (3.1.19)

dove si ha che vi = 1 se il verso di percorrenza del segmento i-esimo è concorde al versore
di base ei e vi = −1 in caso contrario.

Definizione 3.1.17 (Integrale frazionario di linea destro sul segmento).
Dato un campo vettoriale E definito su una linea spezzata C data dall’unione di n segmenti
tutti paralleli ai versori di base ep con p ∈ {1,2,3}, quindi tale che C = ∪ni=1Ci. Definiamo
l’integrale frazionario di linea destro di ordine α ∈]0,1[ come

IRα
CE =

n∑
i=1

viIRα
[ai,bi]Ep(x) (3.1.20)

dove si ha che vi = 1 se il verso di percorrenza di Ci è concorde all’i-esimo versore di base
ei e vi = −1 altrimenti.

3.2 Principali risultati sul calcolo frazionario
In base alle Definizioni introdotte nella Sezione 3.1, possiamo riportare i principali risultati
riguardanti i teoremi del calcolo frazionario. Dei risultati che seguiranno, quelli con gli
operatori differenziali frazionari sinistri sono adattati da [32], invece, quelli con gli operatori
frazionari destri sono stati ottenuti prendendo ispirazione dai primi.

Proposizione 3.2.1 (Integrale frazionario sinistro di derivata di Caputo sinistra [1]).
Dato α ∈]0,1[ , se f è una funzione continua sull’intervallo [a, b] e derivabile su ]a, b[ , allora
vale la scrittura

ILα[a,x]DLα[a,x̃] f(x) = f(x)− f(a). (3.2.1)

Dimostrazione. Esplicitando l’espressione in (3.2.1), si ha

ILα[a,x]DLα[a,x̃] f(x) = `1−α

Γ(α)

∫ x

a
(x− x̃)α−1

[
`α−1

Γ(1− α)

∫ x̃

a
(x̃− x̂)−αf ′(x̂)dx̂

]
dx̃

= 1
Γ(α)Γ(1− α)

∫ x

a

[∫ x̃

a
(x− x̃)α−1(x̃− x̂)−αf ′(x̂)dx̂

]
dx̃. (3.2.2)

In virtù del Teorema di Fubini, nella (3.2.2) si può invertire l’ordine di integrazione ottenendo

ILα[a,x]DLα[a,x̃] f(x) = 1
Γ(α)Γ(1− α)

∫ x

a

[∫ b

x̂
(x− x̃)α−1(x̃− x̂)−αdx̃

]
f ′(x̂)dx̂. (3.2.3)
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Operando il cambio di variabili x̃ = x̂+ s(x− x̂) nell’integrale più interno, si ha

ILα[a,x]DLα[a,x̃] f(x) = 1
Γ(α)Γ(1− α)

∫ x

a

[∫ 1

0
(1− s)α−1s−αds

]
f ′(x̂)dx̂. (3.2.4)

Nella (3.2.4) riconosciamo la definizione della funzione Beta di Eulero

β(1− α, α) =
∫ 1

0
(1− s)α−1s−αds. (3.2.5)

Quindi, sfruttando la proprietà della funzione β, secondo la quale

β(1− α, α) = Γ(1− α)Γ(α)
Γ(1− α + α) = Γ(1− α)Γ(α), (3.2.6)

essendo Γ(1) = 1, la (3.2.4) diventa

ILα[a,x]DLα[a,x̃] f(x) =
∫ x

a
f ′(x̂)dx̂ = f(x)− f(a). (3.2.7)

Corollario.
Dato α ∈]0,1[ , se f è una funzione continua sull’intervallo [a, b] e derivabile su ]a, b[ , allora
vale la scrittura

ILα[a,b] DLα[a,x̃] f = f(b)− f(a). (3.2.8)

Dimostrazione. Il risultato segue immediatamente dalla Proposizione 3.2.1 valutando ambo
i membri della (3.2.1) in x = b, infatti, scrivendo per esteso il primo membro della (3.2.8),
si ha

ILα[a,b] DLα[a,x̃] f(x) = `1−α

Γ(α)

∫ b

a
(b− x̃)α−1

[
`α−1

Γ(1− α)

∫ x̃

a
(x̃− x̂)−αf ′(x̂)dx̂

]
dx̃

= 1
Γ(α)Γ(1− α)

∫ b

a

[∫ x̃

a
(b− x̃)α−1(x̃− x̂)−αf ′(x̂)dx̂

]
dx̃. (3.2.9)

In virtù del Teorema di Fubini, nella (3.2.9) si può invertire l’ordine di integrazione, otte-
nendo

ILα[a,b] DLα[a,x̃] f = 1
Γ(α)Γ(1− α)

∫ b

a

[∫ b

x̂
(b− x̃)α−1(x̃− x̂)−αdx̃

]
f ′(x̂)dx̂. (3.2.10)

Operando il cambio di variabili x̃ = x̂+ s(b− x̂), si ottiene la scrittura

ILα[a,b] DLα[a,x̃] f = 1
Γ(α)Γ(1− α)

∫ b

a

[∫ 1

0
(1− s)α−1s−αds

]
f ′(x̂)dx̂, (3.2.11)

in cui si riconosce la funzione Beta di Eulero. Sfruttando la proprietà (3.2.6) si ottiene

ILα[a,b] DLα[a,x̃] f =
∫ b

a
f ′(x̂)dx̂ = f(b)− f(a), (3.2.12)

che è la tesi.
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Proposizione 3.2.2 (Integrale frazionario destro di derivata di Caputo destra [1]).
Data α ∈]0,1[ , se f è una funzione continua sull’intervallo [a, b] e derivabile su ]a, b[ , allora
vale la scrittura

IRα
[x,b] DRα

[x̃,b] f(x) = f(x)− f(b). (3.2.13)

Dimostrazione. Esplicitando l’espressione in (3.2.13), equivalentemente a quanto fatto nella
dimostrazione della Proposizione 3.2.1, si ha

IRα
[x,b] DRα

[x̃,b] f(x) = `1−α

Γ(α)

∫ b

x
(x̃− x)α−1

[
− `α−1

Γ(1− α)

∫ b

x̃
(x̂− x̃)−αf ′(x̂)dx̂

]
dx̃

= − 1
Γ(α)Γ(1− α)

∫ b

x

[∫ b

x̃
(x̃− x)α−1(x̂− x̃)−αf ′(x̂)dx̂

]
dx̃. (3.2.14)

In virtù del Teorema di Fubini, nella (3.2.14) si può invertire l’ordine di integrazione
ottenendo

IRα
[x,b] DRα

[x̃,b] f(x) = − 1
Γ(α)Γ(1− α)

∫ b

x

[∫ x̂

x
(x̃− x)α−1(x̂− x̃)−αdx̃

]
f(x̂)dx̂. (3.2.15)

Operando il cambio di variabili x̃ = x+ s(x̂− x) nell’integrale più interno, si ha

IRα
[x,b] DRα

[x̃,b] f(x) = − 1
Γ(α)Γ(1− α)

∫ b

x

[∫ 1

0
sα−1(1− s)−αds

]
f ′(x̂)dx̂. (3.2.16)

Nella (3.2.16) riconosciamo ancora una volta la definizione della funzione beta di Eulero,
per cui grazie alla (3.2.6) si ha

IRα
[x,b] DRα

[x̃,b] f(x) = −
∫ b

x
f ′(x̂)dx̂ = f(x)− f(b), (3.2.17)

che è la tesi.

Corollario.
Dato α ∈]0,1[ , se f è una funzione continua sull’intervallo [a, b] e derivabile su ]a, b[ , allora
vale la scrittura

IRα
[a,b] DRα

[x̃,b] f = f(a)− f(b). (3.2.18)

Dimostrazione. Il risultato segue immediatamente dalla Proposizione 3.2.2 valutando ambo
i membri della (3.2.13) in x = a, infatti, scrivendo per esteso il primo membro della (3.2.18)
si ha

IRα
[a,b] DRα

[x̃,b] f = `1−α

Γ(α)

∫ b

a
(x̃− a)α−1

[
− `α−1

Γ(1− α)

∫ b

x̃
(x̂− x̃)−αf ′(x̂)dx̂

]
dx̃

= − 1
Γ(α)Γ(1− α)

∫ b

a

[∫ b

x̃
(x̃− a)α−1(x̂− x̃)−αf ′(x̂)dx̂

]
dx̃. (3.2.19)

In virtù del Teorema di Fubini, equivalentemente a quanto fatto nella dimostrazione della
Proposizione 3.2.2, la (3.2.19) diventa

IRα
[a,b] DRα

[x̃,b] f = − 1
Γ(α)Γ(1− α)

∫ b

a

[∫ x̂

a
(x̃− a)α−1(x̂− x̃)−αdx̃

]
f(x̂)dx̂. (3.2.20)
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Operiamo adesso il cambio di variabili x̃ = a+ s(x̂− a) ottenendo

IRα
[a,b] DRα

[x̃,b] f = − 1
Γ(α)Γ(1− α)

∫ b

a

[∫ 1

0
sα−1(1− s)−αds

]
f ′(x̂)dx̂. (3.2.21)

Anche nella (3.2.21) si può riconoscere la definizione della funzione Beta di Eulero, per cui,
grazie alla (3.2.6), la (3.2.21) diventa

IRα
[a,b] DRα

[x̃,b] f = −
∫ b

a
f ′(x̂)dx̂ = f(a)− f(b), (3.2.22)

in cui si legge la tesi.

Teorema 3.2.3 (Teorema di Stokes frazionario sinistro sul rettangolo [32]).
Sia W un parallelepipedo esprimibile come il prodotto cartesiano di tre intervalli chiusi e
limitati, cioè W = [a1, b1]× [a2, b2]× [a3, b3], e sia Σ una sezione ortogonale di W , cioè un
rettangolo con lati orientati parallelamente a ep e eq, con p, q = 1,2,3 e p /= q. Dato un
campo vettoriale E su W e ristretto a Σ, se le componenti di E lungo le direzioni individuate
dai versori di base ep sono assolutamente continue, vale

ILα∂ΣE = ILαΣ curlαLΣE, (3.2.23)

dove ∂Σ indica il bordo della superficie Σ.

Dimostrazione. Scegliamo p = 1 e q = 2 e consideriamo un rettangolo di vertici A, B,
C e D con coordinate rispettivamente (a1, a2, x3), (b1, a2, x3), (b1, b2, x3) e (a1, b2, x3) con
x3 ∈ [a3, b3] fissato. In questo modo la superficie Σ sarà descritta dal prodotto cartesiano
[a1, b1]× [a2, b2] per ogni x3 ∈ [a3, b3] e il suo bordo ∂Σ sarà l’unione dei quattro segmenti,
AB, BC, CD e DA. Il primo membro della (3.2.23), considerando una parametrizzazione
in senso antiorario della curva, può essere scritto come

Iα∂ΣE = 1
Γ(α)

∫ b1

a1

`1−α1
(b1 − x̃1)1−αE1(x̃1, a2, x3)dx̃1

+ 1
Γ(α)

∫ b2

a2

`1−α2
(b2 − x̃2)1−αE2(b1, x̃2, x3)dx̃2

− 1
Γ(α)

∫ b1

a1

`1−α1
(b1 − x̃1)1−αE1(x̃1, b2, x3)dx̃1

− 1
Γ(α)

∫ b2

a2

`1−α2
(b2 − x̃2)1−αE2(a1, x̃2, x3)dx̃2

= 1
Γ(α)

∫ b2

a2

`1−α2
(b2 − x̃2)1−α [E2(b1, x̃2, x3)− E2(a1, x̃2, x3)] dx̃2

− 1
Γ(α)

∫ b1

a1

`1−α1
(b1 − x̃1)1−α [E1(x̃1, b2, x3)− E1(x̃1, a2, x3)] dx̃1. (3.2.24)

Utilizzando il Corollario alla Proposizione 3.2.1 si può scrivere

ILα∂ΣE = 1
[Γ(α)]2

∫ b2

a2

∫ b1

a1

`1−α2 `1−α1
(b2 − x̃2)1−α(b1 − x̃1)1−α

×
[

1
Γ(1− α)

∫ x̃1

a1

`α−1
1

(b1 − x̂1)α
∂E2

∂x̂1
(x̂1, x̃2)dx̂1

]
dx̃1dx̃2

− 1
[Γ(α)]2

∫ b1

a1

∫ b2

a2

`1−α1 `1−α2
(b1 − x̃1)1−α(b2 − x̃2)1−α
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×
[

1
Γ(1− α)

∫ x̃2

a2

`α−1
2

(b2 − x̂2)α
∂E1

∂x̂2
(x̃1, x̂2)dx̂2

]
dx̃2dx̃1. (3.2.25)

Dal momento che gli integrali frazionari sugli intervalli [a1, b1] e [a2, b2] commutano, nella
(3.2.25) si possono riconoscere gli integrali di superficie sinistri su Σ la cui definizione è
riportata in (3.1.17). Scriviamo, dunque,

ILα∂ΣE = ILαΣ

[
1

Γ(1− α)

∫ x̃1

a1

`α−1
1

(b1 − x̂1)α
∂E2

∂x̂1
(x̂1, x̃2)dx̂1

]

− ILαΣ

[
1

Γ(1− α)

∫ x̃2

a2

`α−1
2

(b2 − x̂2)α
∂E1

∂x̂2
(x̃1, x̂2)dx̂2

]
(3.2.26)

che può essere riscritta in forma compatta come

ILα∂ΣE = ILαΣ
[
DLα[a1,x̃1]E2 −DLα[a2,x̃2]E1

]
. (3.2.27)

Nella (3.2.27) si riconosce la terza componente del rotore sinistro di E come riporta la
Definizione 3.1.10. In definitiva scriviamo

ILα∂ΣE = ILαΣ [curlαLΣE]3 , (3.2.28)

che è la tesi.

Teorema 3.2.4 (Teorema di Stokes frazionario destro sul rettangolo).
Sia W un parallelepipedo esprimibile come il prodotto cartesiano di tre intervalli chiusi e
limitati, cioè W = [a1, b1]× [a2, b2]× [a3, b3], e sia Σ una sezione ortogonale di W , cioè un
rettangolo con lati orientati parallelamente a ep e eq, con p, q = 1,2,3 e p /= q. Dato un
campo vettoriale E su W e ristretto a Σ, se le componenti di E lungo le direzioni individuate
dai versori di base ep sono assolutamente continue, vale

IRα
∂ΣE = IRα

Σ curlαRΣE, (3.2.29)

dove ∂Σ indica il bordo della superficie Σ.

Dimostrazione. Scegliamo p = 1 e q = 2 e consideriamo un rettangolo di vertici A, B,
C e D con coordinate rispettivamente (a1, a2, x3), (b1, a2, x3), (b1, b2, x3) e (a1, b2, x3) con
x3 ∈ [a3, b3] fissato. In questo modo la superficie Σ sarà descritta dal prodotto cartesiano
[a1, b1]× [a2, b2] per ogni x3 ∈ [a3, b3] e il suo bordo ∂Σ sarà l’unione dei quattro segmenti,
AB, BC, CD e DA. Il primo membro della (3.2.29), considerando una parametrizzazione
in senso antiorario della curva, può essere scritto come

IRα
∂ΣE = 1

Γ(α)

∫ b1

a1

`1−α1
(x̃1 − a1)1−αE1(x̃1, a2, x3)dx̃1

+ 1
Γ(α)

∫ b2

a2

`1−α2
(x̃2 − a2)1−αE2(b1, x̃2, x3)dx̃2

− 1
Γ(α)

∫ b1

a1

`1−α1
(x̃1 − a1)1−αE1(x̃1, b2, x3)dx̃1

− 1
Γ(α)

∫ b2

a2

`1−α2
(x̃2 − a2)1−αE2(a1, x̃2, x3)dx̃2

=− 1
Γ(α)

∫ b2

a2

`1−α2
(x̃2 − a2)1−α [E2(a1, x̃2, x3)− E2(b1, x̃2, x3)] dx̃2
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+ 1
Γ(α)

∫ b1

a1

`1−α1
(x̃1 − a1)1−α [E1(x̃1, a2, x3)− E1(x̃1, b2, x3)] dx̃1. (3.2.30)

Utilizzando il Corollario alla Proposizione 3.2.2 si può scrivere

IRα
∂ΣE =− 1

[Γ(α)]2

∫ b2

a2

∫ b1

a1

`1−α
2 `1−α

1
(x̃2 − a2)1−α(x̃1 − a1)1−α

×
[
− 1

Γ(1− α)

∫ b1

x̃1

`α−1
1

(x̂1 − a1)α
∂E2

∂x̂1
(x̂1, x̃2)dx̂1

]
dx̃1dx̃2

+ 1
[Γ(α)]2

∫ b1

a1

∫ b2

a2

`1−α
1 `1−α

2
(x̃1 − a1)1−α(x̃2 − a2)1−α

×
[
− 1

Γ(1− α)

∫ b2

x̃2

`α−1
2

(x̂2 − a2)α
∂E1

∂x̂2
(x̃1, x̂2)dx̂2

]
dx̃2dx̃1. (3.2.31)

Dal momento che gli integrali frazionari sugli intervalli [a1, b1] e [a2, b2] commutano, nella (3.2.31)
si possono riconoscere gli integrali di superficie sinistri su Σ la cui definizione è riportata in (3.1.18).
Scriviamo, dunque,

IRα
∂ΣE =− IRα

Σ

[
− 1

Γ(1− α)

∫ b1

x̃1

`α−1
1

(x̂1 − a1)α
∂E2

∂x̂1
(x̂1, x̃2)dx̂1

]

+ IRα
Σ

[
− 1

Γ(1− α)

∫ b2

x̃2

`α−1
2

(x̂2 − a2)α
∂E1

∂x̂2
(x̃1, x̂2)dx̂2

]
(3.2.32)

che può essere riscritta in forma compatta come

IRα
∂ΣE = −IRα

Σ

[
DRα

[x̃1,b1]E2 −DRα
[x̃2,b2]E1

]
. (3.2.33)

Nella (3.2.33) si riconosce la terza componente del rotore destro di E come riporta la Definizione
3.1.11. In definitiva scriviamo

IRα
∂ΣE = −IRα

Σ [curlαRΣE]3 , (3.2.34)

che è la tesi.

Osservazione. Al variare di x3 ∈ [a3, b3] il rotore curlαΣE può essere esteso su tutto W e si
può porre curlαWE.

Teorema 3.2.5 (Teorema di Gauss frazionario sinistro sul parallelepipedo [32]).
Sia W un parallelepipedo avente lati paralleli ai versori di base ep e sia ∂W il bordo di
W , ossia una superficie chiusa e regolare a tratti. Dato un campo vettoriale F su W , se le
componenti di F sono differenziabili su W , allora

ILα∂WF = ILαWdivαLWF. (3.2.35)

Dimostrazione. Dal momento cheW è un parallelepipedo con lati paralleli ai versori di base
ep, con p = 1,2,3, esso può essere scritto come il prodotto cartesiano di tre intervalli reali
chiusi e limitati, cioè, W = [a1, b1] × [a2, b2] × [a3, b3]. Esplicitiamo il primo membro della
(3.2.35)

ILα∂WF = 1
[Γ(α)]2

∫ b2

a2

∫ b3

a3

(`2`3)1−α

[(b2 − x̃2)(b3 − x̃3)]1−α

× [F1(b1, x̃2, x̃3)− F1(a1, x̃2, x̃3)] dx̃2dx̃3
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+ 1
[Γ(α)]2

∫ b1

a1

∫ b3

a3

(`1`3)1−α

[(b1 − x̃1)(b3 − x̃3)]1−α

× [F2(x̃1, b2, x̃3)− F2(x̃1, a2, x̃3)] dx̃1dx̃3

+ 1
[Γ(α)]2

∫ b1

a1

∫ b2

a2

(`1`2)1−α

[(b1 − x̃1)(b2 − x̃2)]1−α

× [F3(x̃1, x̃2, b3)− F3(x̃1, x̃2, a3)] dx̃1dx̃2. (3.2.36)

In virtù del corollario alla Proposizione 3.2.1, la (3.2.36), che può essere scritta in modo
compatto come

ILα∂WF = ILα[a2,b2]ILα[a3,b3] [F1(b1, x̃2, x̃3)− F1(a1, x̃2, x̃3)]
+ ILα[a1,b1]ILα[a3,b3] [F2(x̃1, b2, x̃3)− F2(x̃1, a2, x̃3)]
+ ILα[a1,b1]ILα[a2,b2] [F3(x̃1, x̃2, b3)− F2(x̃1, x̃2, a3)] , (3.2.37)

assume la forma

ILα∂WF = ILα[a2,b2]ILα[a3,b3]ILα[a1,b1]DLα[a1,x̃1]F1

+ ILα[a1,b1]ILα[a3,b3]ILα[a2,b2]DLα[a2,x̃2]F2

+ ILα[a1,b1]ILα[a2,b2]ILα[a3,b3]DLα[a3,x̃3]F3. (3.2.38)

Gli integrali frazionari della (3.2.38) commutano grazie alla validità del Teorema di Fubini,
poiché i loro estremi di integrazione sono fissati. Quindi, è possibile scrivere

ILα∂WF = ILα[a1,b1]ILα[a2,b2]ILα[a3,b3]DLα[a1,x̃1]F1

+ ILα[a1,b1]ILα[a2,b2]ILα[a3,b3]DLα[a2,x̃2]F2

+ ILα[a1,b1]ILα[a2,b2]ILα[a3,b3]DLα[a3,x̃3]F3. (3.2.39)

La (3.2.39) può essere scritta, ricordando la Definizione 3.1.12 di integrale frazionario di
volume sinistro, come

ILα∂WF = ILαW
[
DLα[a1,x̃1]F1 + DLα[a2,x̃2]F2 + DLα[a3,x̃3]F3

]
, (3.2.40)

in cui si riconosce la divergenza frazionaria sinistra di F su W per come è scritta nella
Definizione 3.1.8. Si può, dunque, concludere scrivendo

ILα∂WF = ILαWdivαLWF. (3.2.41)

Teorema 3.2.6 (Teorema di Gauss frazionario destro sul parallelepipedo).
Sia W un parallelepipedo avente lati paralleli ai versori di base ep e sia ∂W il bordo di
W , ossia una superficie chiusa e regolare a tratti. Dato un campo vettoriale F su W , se le
componenti di F sono differenziabili su W , allora

IRα
∂WF = IRα

WdivαRWF. (3.2.42)

Dimostrazione. Dal momento cheW è un parallelepipedo con lati paralleli ai versori di base
ep, con p = 1,2,3, esso può essere scritto come il prodotto cartesiano di tre intervalli reali
chiusi e limitati, cioè, W = [a1, b1] × [a2, b2] × [a3, b3]. Esplicitiamo il primo membro della
(3.2.42)

IRα
∂WF =− 1

[Γ(α)]2
∫ b2

a2

∫ b3

a3

(`2`3)1−α

[(x̃2 − a2)(x̃3 − a3)]1−α
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× [F1(a1, x̃2, x̃3)− F1(b1, x̃2, x̃3)] dx̃2dx̃3

− 1
[Γ(α)]2

∫ b1

a1

∫ b3

a3

(`1`3)1−α

[(x̃1 − a1)(x̃3 − a3)]1−α

× [F2(x̃1, a2, x̃3)− F2(x̃1, b2, x̃3)] dx̃1dx̃3

− 1
[Γ(α)]2

∫ b1

a1

∫ b2

a2

(`1`2)1−α

[(b1 − x̃1)(x̃2 − a2)]1−α

× [F3(x̃1, x̃2, a3)− F3(x̃1, x̃2, b3)] dx̃1dx̃2. (3.2.43)

In virtù del corollario alla Proposizione 3.2.2, la (3.2.43), che può essere scritta in modo
compatto come

IRα
∂WF =− IRα

[a2,b2]IRα
[a3,b3] [F1(a1, x̃2, x̃3)− F1(b1, x̃2, x̃3)]

− IRα
[a1,b1]IRα

[a3,b3] [F2(x̃1, a2, x̃3)− F2(x̃1, b2, x̃3)]
− IRα

[a1,b1]IRα
[a2,b2] [F3(x̃1, x̃2, a3)− F2(x̃1, x̃2, b3)] , (3.2.44)

assume la forma

IRα
∂WF =− IRα

[a2,b2]IRα
[a3,b3]IRα

[a1,b1]DRα
[x̃1,b1]F1

− IRα
[a1,b1]IRα

[a3,b3]IRα
[a2,b2]DRα

[x̃2,b2]F2

− IRα
[a1,b1]IRα

[a2,b2]IRα
[a3,b3]DRα

[x̃3,b3]F3. (3.2.45)

Gli integrali frazionari della (3.2.38) commutano grazie alla validità del Teorema di Fubini,
poiché i loro estremi di integrazione sono fissati. Quindi, è possibile scrivere

IRα
∂WF =− IRα

[a1,b1]IRα
[a2,b2]IRα

[a3,b3]DRα
[x̃1,b1]F1

− IRα
[a1,b1]IRα

[a2,b2]IRα
[a3,b3]DRα

[x̃2,b2]F2

− IRα
[a1,b1]IRα

[a2,b2]IRα
[a3,b3]DRα

[x̃3,b3]F3. (3.2.46)

La (3.2.46) può essere scritta, ricordando la Definizione 3.1.13 di integrale frazionario di
volume sinistro, come

IRα
∂WF = IRα

W

[
−
(
DRα

[x̃1,b1]F1 + DRα
[x̃2,b2]F2 + DRα

[x̃3,b3]F3
)]
, (3.2.47)

in cui si riconosce la divergenza frazionaria destra di F su W per come è scritta nella
Definizione 3.1.9. Si può, dunque, concludere scrivendo

IRα
∂WF = −IRα

WdivαRWF. (3.2.48)

Proposizione 3.2.7 (Rotore frazionario sinistro del gradiente frazionario sinistro [32]).
Sia φ un campo scalare su W e sia α ∈]0,1[ un numero reale. Se φ di classe C2 su W ,
allora

curlαLW gradαLWφ ≡ 0. (3.2.49)

Dimostrazione. Dimostriamo l’identità per la prima componente del rotore, la dimostrazio-
ne è analoga nel caso delle altre componenti. Ricordando le definizioni di gradiente e di
rotore frazionario sinistri riportate in 3.1.6 e 3.1.10 possiamo scrivere per esteso la prima
componente di curlαLW gradαLWφ,

[curlαLW gradαLWφ]1
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= `α−1
2

Γ(1− α)

∫ x2

a2

(x2 − x̃2)−α

× ∂

∂x̃2

[
`α−1
3

Γ(1− α)

∫ x3

a3

(x3 − x̃3)−α ∂φ
∂x̃3

(x1, x̃2, x̃3)dx̃3

]
dx̃2

− `α−1
3

Γ(1− α)

∫ x3

a3

(x3 − x̃3)−α

× ∂

∂x̃3

[
`α−1
2

Γ(1− α)

∫ x2

a2

(x2 − x̃2)−α ∂φ
∂x̃2

(x1, x̃2, x̃3)dx̃2

]
dx̃2. (3.2.50)

Poiché gli estremi di integrazione degli integrali doppi della (3.2.50) sono indipendenti,
utilizzando il Teorema di Fubini per invertire l’ordine di integrazione, si ottiene

[curlαLW gradαLWφ]1

= (`2`3)α−1

[Γ(1− α)]2
∫ x2

a2

∫ x3

a3

(x2 − x̃2)−α(x3 − x̃3)−α

×
[

∂2φ

∂x̃2∂x̃3
− ∂2φ

∂x̃3∂x̃2

]
(x1, x̃2, x̃3)dx̃3dx̃2, (3.2.51)

e quindi, in virtù del Teorema di Schwartz, si ha

[curlαLW gradαLWφ]1 = 0. (3.2.52)

Proposizione 3.2.8 (Rotore frazionario destro del gradiente frazionario destro).
Sia φ un campo scalare su W e sia α ∈]0,1[ un numero reale. Se φ di classe C2 su W , allora

curlαRW gradαRWφ ≡ 0. (3.2.53)

Dimostrazione. Dimostriamo l’identità per la prima componente del rotore, la dimostrazio-
ne è analoga nel caso delle altre componenti. Ricordando le definizioni di gradiente e di
rotore frazionario sinistri riportate in 3.1.7 e 3.1.11 possiamo scrivere per esteso la prima
componente di curlαRW gradαRWφ,

[curlαRW gradαRWφ]1

= `α−1
2

Γ(1− α)

∫ b2

x2

(x̃2 − x2)−α

× ∂

∂x̃2

[
`α−1
3

Γ(1− α)

∫ b3

x3

(x̃3 − x3)−α ∂φ
∂x̃3

(x1, x̃2, x̃3)dx̃3

]
dx̃2

− `α−1
3

Γ(1− α)

∫ b3

x3

(x̃3 − x3)−α

× ∂

∂x̃3

[
`α−1
2

Γ(1− α)

∫ b2

x2

(x̃2 − x2)−α ∂φ
∂x̃2

(x1, x̃2, x̃3)dx̃2

]
dx̃2.

(3.2.54)

Poiché gli estremi di integrazione degli integrali doppi della (3.2.54) sono indipendenti,
utilizzando il Teorema di Fubini per invertire l’ordine di integrazione, si ottiene

[curlαRW gradαRWφ]1
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= (`2`3)α−1

[Γ(1− α)]2
∫ b2

x2

∫ b3

x3

(x̃2 − x2)−α(x̃3 − x3)−α

×
[

∂2φ

∂x̃2∂x̃3
− ∂2φ

∂x̃3∂x̃2

]
(x1, x̃2, x̃3)dx̃3dx̃2, (3.2.55)

e quindi, in virtù del Teorema di Schwartz, si ha

[curlαRW gradαRWφ]1 = 0. (3.2.56)

Osserviamo che le Proposizioni 3.2.7 e 3.2.8 sono valide solo se l’ordine di derivazione α
è il medesimo in entrambi gli operatori.

Proposizione 3.2.9 (Divergenza frazionaria sinistra del rotore frazionario sinistro [32]).
Sia E un campo vettoriale su W e sia α ∈]0,1[ un numero reale. Se E è di classe C2, allora

divαLW curlαLWE(x) ≡ 0. (3.2.57)

Dimostrazione. Ricordando le Definizioni 3.1.8 e 3.1.10, si può scrivere la (3.2.57) per esteso
come

divαLW curlαLWE(x) = DLα[a1,x1]

[
DLα[a2,x̃2]E3 −DLα[a3,x̃3]E2

]
+DLα[a2,x2]

[
DLα[a3,x̃3]E1 −DLα[a1,x̃1]E3

]
+DLα[a3,x3]

[
DLα[a1,x̃1]E2 −DLα[a2,x̃2]E1

]
. (3.2.58)

La tesi segue direttamente dalla commutatività degli operatori di derivata frazionaria di
Caputo sinistra nelle diverse direzioni.

Proposizione 3.2.10 (Divergenza frazionaria destra del rotore frazionario destro).
Sia E un campo vettoriale su W e sia α ∈]0,1[ un numero reale. Se E è di classe C2, allora

divαRW curlαRWE(x) ≡ 0. (3.2.59)

Dimostrazione. Ricordando le Definizioni 3.1.9 e 3.1.11, si può scrivere la (3.2.59) per esteso
come

divαRW curlαRWE(x) = DRα
[x1,b1]

[
DRα

[x̃2,b2]E3 −DRα
[x̃3,b3]E2

]
+DRα

[x2,b2]

[
DRα

[x̃3,b3]E1 −DRα
[x̃1,b1]E3

]
+DRα

[x3,b3]

[
DRα

[x̃1,b3]E2 −DRα
[x̃2,b3]E1

]
. (3.2.60)

La tesi segue direttamente dalla commutatività degli operatori di derivata frazionaria di
Caputo destra nelle diverse direzioni.

3.3 Forma integrale e forma locale delle Equazioni di
Maxwell frazionarie

Fissiamo una regione di spazio interamente contenuta nel materiale considerato. Chiamiamo
la regione dello spazio, Ω, e il suo bordo, ∂Ω, e consideriamo una superficie Σ con bordo
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∂Σ. Con tale notazione le Equazioni di Maxwell in forma integrale, possono essere scritte
seguendo due strade alternative. Utilizzando le Definizioni di integrale frazionario di volume
sinistro 3.1.12, integrale frazionario di superficie sinistro 3.1.14 e integrale frazionario di linea
sinistro 3.1.16, le Equazioni di Maxwell diventano [32]

ILα1
∂ΣEL = − d

dt IL
α1
Σ BL, (3.3.1a)

ILα2
∂ΩBL = 0, (3.3.1b)

ILα3
∂ΣHL = ILα3

Σ JL + d
dt IL

α3
Σ DL, (3.3.1c)

ILα4
∂ΩDL = ILα4

Ω %fL. (3.3.1d)

Utilizzando, invece, le definizioni di integrale frazionario di volume destro 3.1.13, di superficie
destro 3.1.15 e di linea destro 3.1.17 le Equazioni di Maxwell si possono scrivere, prendendo
spunto da [32], come

IRα1
∂ΣER = − d

dt IR
α1
Σ BR, (3.3.2a)

IRα2
∂ΩBR = 0, (3.3.2b)

IRα3
∂ΣHR = IRα3

Σ JR + d
dt IR

α3
Σ DR, (3.3.2c)

IRα4
∂ΩDR = IRα4

Ω %fR. (3.3.2d)

A differenza della Sezione 2.2 in cui figuravano i cambi E, D, B eH e le sorgenti J e %f in
questa sede è necessario sdoppiare i campi che figurano nelle Equazioni di Maxwell in campi
sinistri EL,DL, BL eHL e campi destri ER,DR, BR eHR. In questa sede, utilizziamo lo
stesso approccio anche per le sorgenti, in particolare, avremo le densità di corrente sinista
JL e la densità di corrente destra JL e le densità di cariche libere sinistra %fL e destra %fR.
Nelle nelle Equazioni (3.3.1a)–(3.3.1d) come nelle Equazioni (3.3.2a)–(3.3.2d) figurano gli
esponenti α1, α2, α3 e α4 che sono tutti numeri reali presi nell’intervallo ]0,1[ ed indicano
l’ordine di integrazione frazionario degli integrali cui si riferiscono.

Applicando il Teorema di Stokes sinistro 3.2.3 e il Teorema di Gauss sinistro 3.2.5 alle
(3.3.1a)–(3.3.1d) ed eseguendo la procedura di localizzazione, otteniamo le Equazioni di
Maxwell sinistre scritte in forma locale come

curlα1
LΣEL = −∂tBL, (3.3.3a)

divα2
LΩBL = 0, (3.3.3b)

curlα3
LΣHL = JL + ∂tDL, (3.3.3c)

divα4
LΩDL = %fL. (3.3.3d)

Equivalentemente, applicando alle (3.3.2a)–(3.3.2d) il Teorema di Stokes destro 3.2.4 e
il Teorema di Gauss destro 3.2.6 ed eseguendo la procedura di localizzazione, otteniamo le
Equazioni di Maxwell destre scritte come

− curlα1
RΣER = −∂tBR, (3.3.4a)

− divα2
RΩBR = 0, (3.3.4b)

− curlα3
RΣHR = JR + ∂tDR, (3.3.4c)

− divα4
RΩDR = %fR. (3.3.4d)
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3.3.1 Equazioni di Maxwell frazionarie per il problema studiato
Utilizzando la Proposizione 3.2.9 nell’equazione di vincolo (3.3.3b) e la Proposizione 3.2.10
nell’equazione di vincolo (3.3.4b), rispettivamente, si può dedurre l’esistenza di un potenziale
vettore sinistro, AL, e di un potenziale vettore destro, AR, tali che

divα2
LΩBL = 0,

⇒ BL = curlα2
LΩAL, (3.3.5a)

−divα2
RΩBR = 0,

⇒ BR = −curlα2
RΩAR. (3.3.5b)

Dal momento che stiamo considerando le Equazioni di Maxwell scritte per un volume Ω,
identifichiamo la superficie Σ con il bordo di tale volume, per ciò, poniamo ∂Ω ≡ Σ, inol-
tre, ipotizziamo che gli ordini di frazionarietà nelle Equazioni (3.3.3a)–(3.3.3b) e (3.3.4a)–
(3.3.4b) siano i medesimi, cioè α1 = α2 = α. Sotto tali ipotesi, sostituendo le (3.3.5a)
e (3.3.5b) nelle equazioni di vincolo (3.3.3a) e (3.3.4a), rispettivamente, in virtù delle
Proposizioni 3.2.7 e 3.2.8, si ha

curlαL∂ΩEL = −∂t (curlαL∂ΩAL) ,
⇒ EL = −gradαL∂ΩφL − ∂tAL, (3.3.6a)

−curlαR∂ΩER = −∂t (−curlαR∂ΩAR) ,
⇒ ER = −gradαR∂ΩφR − ∂tAR. (3.3.6b)

Anche per le equazioni dinamiche (3.3.3c)–(3.3.3d) e (3.3.4c)–(3.3.4d), ci mettiamo sotto
l’ipotesi che gli ordini di frazionarietà siano i medesimi, cioè α3 = α4 = β. Applicando
separatamente gli operatori divβLΩ e divβRΩ alle equazioni (3.3.3c) e (3.3.4c), in virtù della
Proposizione 3.2.9 e della Proposizione 3.2.10, otteniamo

0 = divβLΩJL + divβLΩ (∂tDL) , (3.3.7a)
0 = divβRΩJR + divβRΩ (∂tDR) . (3.3.7b)

Le Equazioni (3.3.7a) e (3.3.7b), poiché l’operatore di divergenza frazionaria e quello di deri-
vata temporale commutano, possono essere riscritte mediante l’uso delle Equazioni (3.3.3d)
e (3.3.4d) come

0 = divβLΩJL + ∂t%fL, (3.3.8a)
0 = divβRΩJR − ∂t%fR. (3.3.8b)

Tali sono le equazioni locali di conservazione della carica sinistra e destra rispettivamente.
In base a quanto detto fino ad ora, facendo l’ipotesi che i campi magnetici BL e BR abbiano
derivata temporale trascurabile, da cui segue che le derivate temporali diAL e diAR possono
essere omesse, scriviamo le Equazioni di Maxwell sinistre come

EL = −gradαLΩφL, (3.3.9a)
0 = divβLΩJL + ∂t%fL, (3.3.9b)
divβLΩDL = %Lf , (3.3.9c)

e le Equazioni di Maxwell destre come

ER = −gradαRΩφR, (3.3.10a)
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0 = divβRΩJR − ∂t%fR, (3.3.10b)
− divβRΩDR = %Rf . (3.3.10c)

Sia le Equazioni (3.3.9a)–(3.3.9c) sia le equazioni (3.3.10a)–(3.3.10c) sono state scritte in
modo tale che i vincoli divαL∂ΩBL = 0 e−divαR∂ΩBR = 0 risultino disaccoppiati dalle restanti
leggi.

3.4 Modello di Poisson-Nernst-Planck frazionario
Sfruttando i principali risultati ottenuti nella stesura del modello PNP standard della Se-
zione 2.3, qui ci poniamo l’obiettivo di scrivere un modello atto a studiare l’elettrodinamica
di una cellula nervosa alla luce del Calcolo Frazionario.

Per il problema in esame, il campo elettrico sinistro EL e il campo elettrico destro
ER sono legati costitutivamente ai campi di induzione elettrica sinistro DL e destro DR,
rispettivamente, secondo le relazioni

DL = ε0εrEL = −ε0εrgradαLΩφL, (3.4.1a)
DR = ε0εrER = +ε0εrgradαRΩφR, (3.4.1b)

dove con ε0 e εr ci si riferisce, rispettivamente, alla costante dielettrica nel vuoto e al coeffi-
ciente di permittività relativa del materiale che occupa la regione Ω. Come nella formulazione
del modello standard, qui si dovrà avere cura di riferire tutte le grandezze riportate nelle
Equazioni (3.3.9a)–(3.3.9c) e nelle Equazioni (3.3.10a)–(3.3.10c) alla regione considerata che
può essere lo spazio intra-cellulare oppure lo spazio extra-cellulare. Prendendo ispirazione
da [10], scriviamo le densità di cariche libere sinistra %fL e destra %fR, come

%fL :=
N∑
k=1

FzkcLk, (3.4.2a)

%fR :=
N∑
k=1

FzkcRk, (3.4.2b)

e le densità di corrente frazionaria totale sinistra JL e destra JR, sempre ispirandoci a [10],
come

JL :=
N∑
k=1

FzkJLk, (3.4.3a)

JR :=
N∑
k=1

FzkJRk. (3.4.3b)

Nelle Equazioni (3.4.3a)–(3.4.3b), la notazione è la medesima di quella introdotta nella
Sezione 2.3 con l’unica differenza che i vettori JL e JR indicano delle densità di corrente
frazionaria e non standard. Seguendo l’approccio di [10] forniamo la definizione delle densità
di corrente relativa alla k-esima specie ionica

JLk : = −DkgradαLΩcLk + FzkDk

RT
cLkEL

= −DkgradαLΩcLk −
FzkDk

RT
cLkgradαLΩφL. (3.4.4a)

JRk : = DkgradαRΩcRk + FzkDk

RT
cRkER
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= DkgradαRΩcRk + FzkDk

RT
cRkgradαRΩφR. (3.4.4b)

Si noti che nelle Equazioni (3.4.4a) e (3.4.4b) si è fatto uso degli operatori differenziali
frazionari e non degli operatori differenziali standard come viene fatto nel Capitolo 2.

Seguendo quanto fatto nella Sezione 2.2, utilizziamo le equazione locali di conservazione
della carica elettrica totale (3.3.9b) e (3.3.10b), come delle leggi di bilancio impiegate, anche
in questa sede, come equazioni con cui determinare i campi che le rendono vere. Anche
ciascuna specie ionica deve obbedire ad una propria legge di bilancio destra e sinistra,
dunque, supponendo l’assenza di pozzi e di sorgenti di carica si avrà

∂tcLk + divβLΩJLk = 0, k = 1, . . . , N, (3.4.5a)
∂tcRk − divβRΩJRk = 0, k = 1, . . . , N, (3.4.5b)

dove JLk è specieficata in (3.4.4a) invece JRk è specieficata in (3.4.4b). Anche nel ca-
so del modello frazionario, imponiamo che le N specie ioniche con concentrazioni sinistre
cL1, . . . , cLN e destre cR1, . . . , cRN evolvono garantendo la elettroneutralità della miscela. Ciò
può essere espresso richiedendo che le densità di corrente totale JL e JR, siano solenoidali
in senso frazionario, cioè,

divβLΩJL ≡ divβLΩ

(
N∑
k=1

FzkJLk

)
= 0, (3.4.6a)

− divβRΩJR ≡ −divβRΩ

(
N∑
k=1

FzkJRk

)
= 0. (3.4.6b)

Alla luce delle considerazioni fatte sino adesso, deduciamo che le equazioni del modello
frazionario, in una generica regione dello spazio, Ω, assumono la forma

divβLΩJL = 0,

⇒ divβLΩ

[
N∑
k=1

Fzk

(
−DkgradαLΩ cLk −

FzkDk

RT
cLk gradαLΩ φL

)]
= 0, (3.4.7a)

∂tcLk + divβLΩJLk = 0,

⇒ ∂tcLk + divβLΩ

[
−DkgradαLΩ cLk −

FzkDk

RT
cLk gradαLΩ φL

]
= 0,

k = 1, . . . , N. (3.4.7b)
− divβRΩJR = 0,

⇒ −divβRΩ

[
N∑
k=1

Fzk

(
DkgradαRΩ cRk + FzkDk

RT
cRk gradαRΩ φR

)]
= 0, (3.4.7c)

∂tcRk − divβRΩJRk = 0,

⇒ ∂tcRk − divβRΩ

[
DkgradαRΩ cRk + FzkDk

RT
cRk gradαRΩ φR

]
= 0,

k = 1, . . . , N. (3.4.7d)

Le Equazioni (3.4.7a)–(3.4.7d) devono essere particolarizzate nei domini che caratterizzano
il modello, cioè, la regione extra-cellulare, Ω(e), e la regione intra-cellulare, Ω(i), comunicanti
attraverso la membranaM. Per ciascuna delle grandezze presenti nelle equazioni del modello,
sia essa un campo incognito da determinare oppure un parametro fisico, scriviamo la sua
restrizione al dominio considerato equivalentemente a quanto fatto nel caso standard. Ad
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ogni grandezza si assocerà, dunque, una etichetta che classifica la grandezza come riferita al
dominio intracellulare oppure a quello extracellulare. Ad esempio, per il pontenziale scalare
sinistro si avrà un potenziale esterno φ

(e)
L ed un potenziale interno φ

(i)
L per Ω(e) e Ω(i),

rispettivamente. Si scriverà, dunque,

In Ω(i):

divβLΩ(i)

[
N∑
k=1

(
−FzkD(i)

k gradαLΩ(i) c
(i)
Lk

)
− σ(i)

L gradαLΩ(i) φ
(i)
L

]
= 0, (3.4.8a)

∂tc
(i)
Lk + divβLΩ(i)

[
−D(i)

k gradαLΩ(i) c
(i)
Lk −

FzkD
(i)
k

RT
c

(i)
Lk gradαLΩ(i) φ

(i)
L

]
= 0,

k = 1, . . . , N, (3.4.8b)

− divβRΩ(i)

[
N∑
k=1

(
FzkD

(i)
k gradαRΩ(i) c

(i)
Rk

)
+ σ

(i)
R gradαRΩ(i) φ

(i)
R

]
= 0, (3.4.8c)

∂tc
(i)
Rk − divβRΩ(i)

[
D

(i)
k gradαRΩ(i) c

(i)
Rk + FzkD

(i)
k

RT
c

(i)
Rk gradαRΩ(i) φ

(i)
R

]
= 0,

k = 1, . . . , N, (3.4.8d)

dove σ(i)
L e σ(i)

R sono le conducibilità interne sinistra e destra e sono definite come

σ
(i)
L :=

N∑
k=1

(Fzk)2D
(i)
k

RT
c

(i)
Lk, (3.4.9a)

σ
(i)
R :=

N∑
k=1

(Fzk)2D
(i)
k

RT
c

(i)
Rk. (3.4.9b)

Equivalentemente, per il dominio extracellulare si scriverà

In Ω(e):

divβLΩ(e)

[
N∑
k=1

(
−FzkD(e)

k gradαLΩ(e) c
(e)
Lk

)
− σ(i)

L gradαLΩ(e) φ
(e)
L

]
= 0, (3.4.10a)

∂tc
(e)
Lk + divβLΩ(e)

[
−D(i)

k gradαLΩ(e) c
(e)
Lk −

FzkD
(e)
k

RT
c

(e)
Lk gradαLΩ(e) φ

(e)
L

]
= 0,

k = 1, . . . , N, (3.4.10b)

− divβRΩ(e)

[
N∑
k=1

(
FzkD

(e)
k gradαRΩ(e) c

(e)
Rk

)
+ σ

(e)
R gradαRΩ(e) φ

(e)
R

]
= 0, (3.4.10c)

∂tc
(e)
Rk − divβRΩ(e)

[
D

(e)
k gradαRΩ(e) c

(e)
Rk + FzkD

(e)
k

RT
c

(e)
Rk gradαRΩ(e) φ

(e)
R

]
= 0,

k = 1, . . . , N, (3.4.10d)

dove σ(e)
L e σ(e)

R sono le conducibilità esterne sinistra e destra e sono definite come

σ
(e)
L :=

N∑
k=1

(Fzk)2D
(e)
k

RT
c

(e)
Lk , (3.4.11a)

σ
(e)
R :=

N∑
k=1

(Fzk)2D
(e)
k

RT
c

(e)
Rk. (3.4.11b)
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3.4.1 Modello PNP frazionario semplificato
In questa sede, ci restringiamo al caso di domini bidimensionali, per ciò, definiamo il dominio
intra-cellulare come un rettangolo avente lati paralleli ai versori di base e1 ed e2. Scegliamo
di definire Ω(i) ≡ [a1, b1] × [a2, b2], per cui la membrana cellulare, M ≡ ∂Ω(i), sarà data
dall’unione dei segmenti

s1 = {(x1, x2) ∈ R2 |x1 ∈ [a1, b1] ex2 = a2}, (3.4.12a)
s2 = {(x1, x2) ∈ R2 |x1 = b1 ex2 ∈ [a2, b2]}, (3.4.12b)
s3 = {(x1, x2) ∈ R2 |x1 ∈ [a1, b1] ex2 = b2}, (3.4.12c)
s4 = {(x1, x2) ∈ R2 |x1 = a1 ex2 ∈ [a2, b2]}. (3.4.12d)

Nel caso del dominio extra-cellulare, operiamo con un insieme dato dalla differenza tra un
rettangolo R ≡ [c1, d1] × [c2, d2] e Ω(i). In questo caso Ω(e) avrà un bordo esterno, ∂Ω(e,e),
dato dall’unione dei segmenti

s5 = {(x1, x2) ∈ R2 |x1 ∈ [c1, d1] ex2 = c2}, (3.4.13a)
s6 = {(x1, x2) ∈ R2 |x1 = d1 ex2 ∈ [c2, d2]}, (3.4.13b)
s7 = {(x1, x2) ∈ R2 |x1 ∈ [c1, d1] ex2 = d2}, (3.4.13c)
s8 = {(x1, x2) ∈ R2 |x1 = c1 ex2 ∈ [c2, d2]}. (3.4.13d)

invece il bordo interno ∂Ω(e,i) sarà la linea spezzata che descrive la membrana. Definendo i
vertici del bordo dei domini come

A ≡ (a1, a2), (3.4.14a)
B ≡ (b1, a2), (3.4.14b)
C ≡ (b1, b2), (3.4.14c)
D ≡ (a1, b2), (3.4.14d)

nel caso di ∂Ω(i) e come

E ≡ (c1, c2), (3.4.15a)
F ≡ (d1, c2), (3.4.15b)
G ≡ (d1, d2), (3.4.15c)
H ≡ (c1, d2), (3.4.15d)

nel caso di ∂Ω(e,e), il dominio assume la forma presentata nella Figura 3.1.
Ipotizziamo che i campi di concentrazione sinistri e destri, sia interni sia esterni, siano

assegnati e costanti. Sotto tale ipotesi, il modello scritto fino ad ora si semplificherà in virtù
del fatto che il gradiente di Caputo, sinistro o destro, di un campo costante risulta essere
identicamente nullo. Essendo valide

gradαLΩ(i)c
(i)
Lk = 0, k = 1, . . . , N, (3.4.16a)

gradαRΩ(i)c
(i)
Rk = 0, k = 1, . . . , N, (3.4.16b)

gradαLΩ(e)c
(e)
Lk = 0, k = 1, . . . , N, (3.4.16c)

gradαRΩ(e)c
(e)
Rk = 0, k = 1, . . . , N, (3.4.16d)

le densità di corrente totale possono essere scritte in Ω(i) come

J
(i)
L = −σ(i)

L gradαLΩ(i)φ
(i)
L , (3.4.17a)
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Figura 3.1: Dominio di calcolo del model-
lo semplificato.

J
(i)
R = +σ(i)

R gradαRΩ(i)φ
(i)
R , (3.4.17b)

invece, in Ω(e) come

J
(e)
L = −σ(e)

L gradαLΩ(e)φ
(e)
L , (3.4.18a)

J
(e)
R = +σ(e)

R gradαRΩ(e)φ
(e)
R . (3.4.18b)

Alla luce delle Equazioni (3.4.17a)–(3.4.17b) e delle Equazioni (3.4.18a)–(3.4.18b), le equa-
zioni di elettroneutralità diventano

divβLΩ(i)

[
−σ(i)

L gradαLΩ(i) φ
(i)
L

]
= 0, in Ω(i), (3.4.19a)

− divβRΩ(i)

[
σ

(i)
R gradαRΩ(i) φ

(i)
R

]
= 0, in Ω(i), (3.4.19b)

divβLΩ(e)

[
−σ(e)

L gradαLΩ(e) φ
(e)
L

]
= 0, in Ω(e), (3.4.19c)

− divβRΩ(e)

[
σ

(e)
R gradαRΩ(e) φ

(e)
R

]
= 0, in Ω(e). (3.4.19d)

Le Equazioni (3.4.8b) e (3.4.8d) e le Equazioni (3.4.10b) e (3.4.10d), invece, diventano delle
identità banalmente verificate. Sommando membro a membro le equazioni di elettroneutra-
lita relative al dominio intra-cellulare ed extra-cellulare, rispettivamente, e dividendo per 2
si ottengono le equazioni del modello di Poisson-Nernst-Planck frazionario

1
2
[
divβLΩJ

(i)
L − divβRΩJ

(i)
R

]
= 0, (3.4.20a)

1
2
[
divβLΩJ

(e)
L − divβRΩJ

(e)
R

]
= 0. (3.4.20b)

Ipotizzando che le conducibilità σL e σR siano le medesime e considerando i potenziali scalari
tali che φL ≡ φR ≡ φ, le Equazioni (3.4.20a) e (3.4.20b) diventano

1
2

{
divα4

LΩ(i)

[
−σ(i)gradα1

LΩ(i)φ
(i)
]
− divα4

RΩ(i)

[
σ(i)gradα1

RΩ(i)φ
(i)
]}

= 0, (3.4.21a)
1
2

{
divα4

LΩ(e)

[
−σ(e)gradα1

LΩ(e)φ
(e)
]
− divα4

RΩ(e)

[
σ(e)gradα1

RΩ(e)φ
(e)
]}

= 0, (3.4.21b)

dove si è posto σ(e)
L = σ

(e)
R = σ(e) e σ(i)

L = σ
(i)
R = σ(i). Tali equazioni, come nel caso del

modello standard devono essere dotate di condizioni al bordo. Dal momento che i due domini
Ω(i) e Ω(e) sono comunicanti attraverso la membrana cellulare M, su tale bordo dovranno
essere prescritte delle condizioni che tengano conto dei complessi fenomeni elettrochimici
che investono la membrana.
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Relazioni sull’interfaccia M tra φ(i) e φ(e) Come nel caso del modello PNP standard
anche nella scrittura del modello frazionario è necessario osservare che la membrana cellu-
lare M, a causa dei complessi fenomeni elettro-chimici che vi hanno sede, costituisce una
superficie di discontinuità per i campi φ(i) e φ(e). Tali fenomeni sono dovuti all’accumulo di
cariche sulle due facce della membrana che generano una differenza di potenziale scalare

V := φ
(i)
|M − φ

(e)
|M. (3.4.22)

Ancora una volta, seguendo [10], la (3.4.22) può essere impiegata come condizione di
Dirichlet per φ(i) su M nella forma

φ
(i)
|M(x, t) = φ

(e)
|M(x, t) + V (x, t). (3.4.23)

A differenza del modello standard, imponiamo sulla membrana una condizione di continuità
frazionaria per le densità di corrente sinistra e destra. Imponiamo, dunque, che le componenti
delle densità di corrente interna soddisfino

− `β−1
2

Γ(1− β)

∫ b2

a2

(x̃2 − a2)−βJ (i)
R2(x1, x̃2, t)dx̃2 = Is1(x1, t), su s1, (3.4.24a)

`β−1
1

Γ(1− β)

∫ b1

a1

(b1 − x̃1)−βJ (i)
L1(x̃1, x2, t)dx̃1 = Is2(x2, t), su s2, (3.4.24b)

`β−1
2

Γ(1− β)

∫ b2

a2

(b2 − x̃2)−βJ (i)
L2(x1, x̃2, t)dx̃2 = Is3(x1, t), su s3, (3.4.24c)

− `β−1
1

Γ(1− β)

∫ b1

a1

(x̃1 − a1)−βJ (i)
R1(x̃1, x2, t)dx̃1 = Is4(x2, t), su s4, (3.4.24d)

invece, per le densità di corrente esterna imponiamo

`β−1
2

Γ(1− β)

∫ a2

c2

(a2 − x̃2)−βJ (e)
L2 (x1, x̃2, t)dx̃2 = −Is1(x1, t) su s1, (3.4.25a)

− `β−1
1

Γ(1− β)

∫ d1

b1

(x̃1 − b1)−βJ (e)
R1 (x̃1, x2, t)dx̃1 = −Is2(x2, t), su s2, (3.4.25b)

− `β−1
2

Γ(1− β)

∫ d2

b2

(x̃2 − b2)−βJ (e)
R2 (x1, x̃2, t)dx̃2 = −Is3(x1, t), su s3, (3.4.25c)

`β−1
1

Γ(1− β)

∫ a1

c1

(a1 − x̃1)−βJ (e)
L1 (x̃1, x2, t)dx̃1 = −Is4(x2, t), su s4. (3.4.25d)

Dal momento che la non-località del problema è da attribuirsi principalmente alla geometria
della cellula e dello spazio extra-cellulare, oltre che alla struttura del materiale che riempie
Ω(e) [7, 8], i fenomeni elettrochimici che avvengono sulla membrana sono da ritenersi locali.
Grazie a ciò, come nel caso standard, è possibile trattare la densità di corrente I come
sovrapposizione di un termine capacitivo e di diversi termini conduttivi definiti localmente.
In questa sede non tratteremo nel dettaglio tutti i fenomeni che determinano la corrente di
membrana, I, ma ci limitiamo a riportare soltanto l’equazione che ne deriva:

I = C ∂tV +
N∑
k=1

I
(ionic)
k . (3.4.26)

Per una trattazione più accurata e per comprendere la notazione della (3.4.26), si rimanda
alla Sezione 2.3.2.
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3.4 – Modello di Poisson-Nernst-Planck frazionario

Ulteriori condizioni su φ(e) Come fatto nel caso della membrana, anche sul bordo
esterno, imponiamo delle condizioni di flusso nullo frazionarie scritte come

− `β−1
2

Γ(1− β)

∫ a2

c2

(x̃2 − c2)−βJ (e)
R2 (x1, x̃2)dx̃2 = 0, per x1 ∈ [c1, d1], (3.4.27a)

`β−1
1

Γ(1− β)

∫ d1

c1

(d1 − x̃1)−βJ (e)
L1 (x̃1, x2)dx̃1 = 0, per x2 ∈ [c2, a2], (3.4.27b)

`β−1
1

Γ(1− β)

∫ d1

b1

(d1 − x̃1)−βJ (e)
L1 (x̃1, x2)dx̃1 = 0, per x2 ∈ [a2, b2], (3.4.27c)

`β−1
1

Γ(1− β)

∫ d1

c1

(d1 − x̃1)−βJ (e)
L1 (x̃1, x2)dx̃1 = 0, per x2 ∈ [b2, d2], (3.4.27d)

`β−1
2

Γ(1− β)

∫ d2

b2

(d2 − x̃2)−βJ (e)
L2 (x1, x̃2)dx̃2 = 0, per x1 ∈ [c1, d1], (3.4.27e)

− `β−1
1

Γ(1− β)

∫ d1

c1

(x̃1 − c1)−βJ (e)
R1 (x̃1, x2)dx̃1 = 0, per x2 ∈ [b2, d2], (3.4.27f)

− `β−1
1

Γ(1− β)

∫ a1

c1

(x̃1 − c1)−βJ (e)
R1 (x̃1, x2)dx̃1 = 0, per x2 ∈ [a2, b2], (3.4.27g)

− `β−1
1

Γ(1− β)

∫ d1

c1

(x̃1 − c1)−βJ (e)
R1 (x̃1, x2)dx̃1 = 0, per x2 ∈ [c2, a2]. (3.4.27h)

Inoltre, imponiamo una condizione di risolubilità su φ(e) con lo sopo di eliminare l’indeter-
minazione sulla soluzione del problema al contorno. In questa sede, scegliamo di imporre
una condizione di Dirichlet per φ(e) su un insieme finito di punti isolati di ∂Ω(ee), cioè su
∂Ω(ee)

D ≡ {xl}ND
l=1

φ
(e)
|∂Ω(e,e) = φb, su ∂Ω(ee)

D . (3.4.28)

3.4.2 Sommario delle equazioni del modello frazionario
A differenza del modello standard, che è oggetto del Capitolo 2, le equazioni del modello
sono date dalle sole condizioni di elettroneutralità coadiuvate dalle condizioni al bordo
sulla membrana cellulare, M, e sul bordo più esterno del dominio, ∂Ω(e,e), appena descritte.
Considerando, dunque: (i) le condizioni di elettroneutalità (3.4.20a) e (3.4.20b) per Ω(i) e per
Ω(e); (ii) la relazione (3.4.23) che lega il potenziale di membrana V con i potenziali scalari
φ

(i)
|M e φ(e)

|M; (iii) le condizioni (3.4.24a)–(3.4.24d) e (3.4.25a)–(3.4.25d) che forniscono la
continuità non-locale della componente normale della densità di corrente totale attraverso la
membrana; (iv) le condizione sul bordo più esterno del dominio, ∂Ω(e,e), (3.4.27a)–(3.4.27h);
(v) la condizione di risolubilità (3.4.28); (vi) la Equazione (3.4.26) che lega I a V , il modello
PNP frazionario può essere scritto per completezza come segue:

1
2

[
divβLΩ(i)J

(i)
L − divβRΩ(i)J

(i)
R

]
= 0, in Ω(i), (3.4.29a)

1
2

[
divβLΩ(e)J

(e)
L − divβRΩ(e)J

(e)
R

]
= 0, in Ω(e), (3.4.29b)

φ(i)(x, t) := φ(e)(x, t) + V (x, t), su M, (3.4.29c)

I = C ∂tV +
N∑
k=1

I
(ionic)
k , su M. (3.4.29d)

Nelle Eqruazioni (3.4.29a)–(3.4.29d) sono state omesse le condizioni al bordo per semplicità
di lettura.
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3.5 Forma debole delle equazioni del modello frazio-
nario

La presente Sezione si pone l’obiettivo di ricavare e presentare la forma debole delle Equa-
zioni (3.4.29a)–(3.4.29d). Introduciamo, a tale scopo, le funzioni di prova:

• u(i) associata a φ(i);

• u(e), associata a φ(e);

• Θ, associata a V ;

• Y , associata a I.

Anche in questo caso, ogni funzione di prova appartiene ad un opportuno spazio funzionale
che verrà studiato quando si tratteranno le questioni tecniche relative alla procedura agli
Elementi Finiti.

Equazione per il potenziale scalare φ(i) Moltiplichiamo la Equazione (3.4.20a) per
una funzione di prova u(i) ed integriamo sul dominio Ω(i). Otteniamo

0 =
∫

Ω(i)
u(i)(x)1

2

[
divβLΩ(i)J

(i)
L − divβRΩ(i)J

(i)
R

]
(x, t)dv(x)

=
∫

Ω(i)
u(i)(x)1

2

 2∑
p=1

DLβ[ap,xp]J
(i)
Lp −

2∑
p=1

DRβ
[xp,bp]J

(i)
Rp

 (x, t)dv(x). (3.5.1)

Richiamiamo le relazioni tra la derivate di Caputo sinistra e destra e le derivate di Riemann-
Liouville sinistra e destra scritte di seguito [1, 27, 23]

DLβ[ap,xp]f(x) =
`β−1
p

Γ(1− β)

[
∂

∂xp

∫ xp

ap

f(xp̃)
(xp − x̃p)β

dx̃p −
f(a)

(xp − ap)β

]
, (3.5.2a)

DRβ
[xp,bp]f(x) = −

`β−1
p

Γ(1− β)

[
∂

∂xp

∫ bp

xp

f(xp̃)
(x̃p − xp)β

dx̃p + f(b)
(bp − xp)β

]
. (3.5.2b)

In virtù delle (3.5.2a) e (3.5.2b), le derivate di Caputo presenti in (3.5.1) coincidono con le
derivate di Riemann-Liouville poiché, ricordando la (3.4.17a) e la (3.4.17b), si ha

J
(i)
Lp(ap̃, t) = −σ

[
`β−1
p

Γ(1− β)

∫ ap

ap

(ap − x̃p)−β
∂φ(i)

∂x̃p
(xp̃, t)dx̃p

]
= 0 (3.5.3a)

J
(i)
Rp(bp̃, t) = +σ

[
−

`β−1
p

Γ(1− β)

∫ bp

bp

(x̃p − bp)−β
∂φ(i)

∂x̃p
(xp̃, t)dx̃p

]
= 0. (3.5.3b)

Nelle (3.5.3a) e (3.5.3b), con le scritture ap̃ e bp̃ si intende la valutazione della estrusione xp̃
in ap e bp, rispettivamente. Quindi, ad esempio, per p = 1 si ha a1̃ = (a1, x2, x3). Alla luce
delle (3.5.3a) e (3.5.3b), la (3.5.1) diventa

∫
Ω(i)

u(i)(x)1
2

 2∑
p=1

`β−1
p

Γ(1− β)
∂

∂xp

∫ xp

ap

(xp − x̃p)−βJ (i)
Lp(xp̃, t)dx̃p

 dv(x)

−
∫

Ω(i)
u(i)(x)1

2

 2∑
p=1
−

`β−1
p

Γ(1− β)
∂

∂xp

∫ bp

xp

(x̃p − xp)−βJ (i)
Rp(xp̃, t)dx̃p

 dv(x) = 0. (3.5.4)
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In entrambi gli integrali della (3.5.4) è possibile applicare la regola di Leibniz che porta
a scrivere∫

M
u(i)(x)1

2

 2∑
p=1

n(ie)
p (x)

`β−1
p

Γ(1− β)

∫ xp

ap

(xp − x̃p)−βJ (i)
Lp(xp̃, t)dx̃p

 da(x)

−
∫
M
u(i)(x)1

2

 2∑
p=1
−n(ie)

p (x)
`β−1
p

Γ(1− β)

∫ bp

xp

(x̃p − xp)−βJ (i)
Rp(xp̃, t)dx̃p

 da(x)

−
∫

Ω(i)

2∑
p=1

∂u(i)

∂xp
(x)1

2

[
`β−1
p

Γ(1− β)

∫ xp

ap

(xp − x̃p)−βJ (i)
Lp(xp̃, t)dx̃p

]
dv(x)

+
∫

Ω(i)

2∑
p=1

∂u(i)

∂xp
(x)1

2

[
−

`β−1
p

Γ(1− β)

∫ bp

xp

(x̃p − xp)−βJ (i)
Rp(xp̃, t)dx̃p

]
dv(x) = 0. (3.5.5)

Consideriamo i termini di bordo separatamente. Nel caso del primo addendo della (3.5.5),
si ha l’integrale di linea

1
2

∫
M
u(i)(x)

2∑
p=1

n(ie)
p (x)

[
`β−1
p

Γ(1− β)

∫ xp

ap

(xp − x̃p)−βJ (i)
Lp(xp̃, t)dx̃p

]
da(x)

=− 1
2

∫ b1

a1

u(i)(x1, a2)
[

`β−1
2

Γ(1− β)

∫ a2

a2

(a2 − x̃2)−βJ (i)
L2(x1, x̃2, t)dx̃2

]
dx1

+ 1
2

∫ b2

a2

u(i)(b1, x2)
[

`β−1
1

Γ(1− β)

∫ b1

a1

(b1 − x̃1)−βJ (i)
L1(x̃1, x2, t)dx̃1

]
dx2

− 1
2

∫ b1

a1

u(i)(x1, b2)
[

`β−1
2

Γ(1− β)

∫ b2

a2

(b2 − x̃2)−βJ (i)
L2(x1, x̃2, t)dx̃2

]
dx1

+ 1
2

∫ b2

a2

u(i)(a1, x2)
[

`β−1
1

Γ(1− β)

∫ a1

a1

(a1 − x̃1)−βJ (i)
L1(x̃1, x2, t)dx̃1

]
dx2

=− 1
2

∫ b1

a1

u(i)(x1, b2)
[

`β−1
2

Γ(1− β)

∫ b2

a2

(b2 − x̃2)−βJ (i)
L2(x1, x̃2, t)dx̃2

]
︸ ︷︷ ︸

Is3 (x1,t)

dx1

+ 1
2

∫ b2

a2

u(i)(b1, x2)
[

`β−1
1

Γ(1− β)

∫ b1

a1

(b1 − x̃1)−βJ (i)
L1(x̃1, x2, t)dx̃1

]
︸ ︷︷ ︸

Is2 (x2,t)

dx2. (3.5.6)

Equivalentemente, consideriamo il secondo addendo della (3.5.5)

− 1
2

∫
M
u(i)(x)

2∑
p=1

n(ie)
p (x)

[
−

`β−1
p

Γ(1− β)

∫ bp

xp

(x̃p − xp)−βJ (i)
Rp(xp̃, t)dx̃p

]
da(x)

= 1
2

∫ b1

a1

u(i)(x1, a2)
[
− `β−1

2
Γ(1− β)

∫ b2

a2

(x̃2 − a2)−βJ (i)
R2(x1, x̃2, t)dx̃2

]
dx1

− 1
2

∫ b2

a2

u(i)(b1, x2)
[
− `β−1

1
Γ(1− β)

∫ b1

b1

(x̃1 − b1)−βJ (i)
R1(x̃1, x2, t)dx̃1

]
dx2

+ 1
2

∫ b1

a1

u(i)(x1, b2)
[
− `β−1

2
Γ(1− β)

∫ b2

b2

(x̃2 − b2)−βJ (i)
R2(x1, x̃2, t)dx̃2

]
dx1
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− 1
2

∫ b2

a2

u(i)(a1, x2)
[
− `β−1

1
Γ(1− β)

∫ b1

a1

(x̃1 − a1)−βJ (i)
R1(x̃1, x2, t)dx̃1

]
dx2

= 1
2

∫ b1

a1

u(i)(x1, a2)
[
− `β−1

2
Γ(1− β)

∫ b2

a2

(x̃2 − a2)−βJ (i)
R2(x1, x̃2, t)dx̃2

]
︸ ︷︷ ︸

Is1 (x1,t)

dx1

− 1
2

∫ b2

a2

u(i)(a1, x2)
[
− `β−1

1
Γ(1− β)

∫ b1

a1

(x̃1 − a1)−βJ (i)
R1(x̃1, x2, t)dx̃1

]
︸ ︷︷ ︸

Is4 (x2,t)

dx2. (3.5.7)

Sostituendo i risultati di (3.5.6) e (3.5.7) nella (3.5.5), si ha

0 = 1
2

∫ b2

a2

[
u(i)(b1, x2)Is2(x2, t)− u(i)(a1, x2)Is4(x2, t)

]
dx2

− 1
2

∫ b1

a1

[
u(i)(x1, b2)Is3(x1, t)− u(i)(x1, a2)Is1(x1, t)

]
dx1

− 1
2

∫
Ω(i)

2∑
p=1

∂u(i)

∂xp
(x)

[
`β−1
p

Γ(1− β)

∫ xp

ap

(xp − x̃p)−βJ (i)
Lp(xp̃, t)dx̃p

]
dv(x)

+ 1
2

∫
Ω(i)

2∑
p=1

∂u(i)

∂xp
(x)

[
−

`β−1
p

Γ(1− β)

∫ bp

xp

(x̃p − xp)−βJ (i)
Rp(xp̃, t)dx̃p

]
dv(x). (3.5.8)

Consideriamo separatamente i due integrali di volume della (3.5.8). Il primo integrale di
volume diventa

− 1
2

∫
Ω(i)

2∑
p=1

∂u(i)

∂xp
(x)

[
`β−1
p

Γ(1− β)

∫ xp

ap

(xp − x̃p)−βJ (i)
Lp(xp̃, t)dx̃p

]
dv(x)

= −1
2

∫ b1

a1

∫ b2

a2

∂u(i)

∂x1
(x)

[
`β−1
1

Γ(1− β)

∫ x1

a1

(x1 − x̃1)−βJ (i)
L1(x̃1, x2, t)dx̃1

]
dx2dx1

− 1
2

∫ b1

a1

∫ b2

a2

∂u(i)

∂x2
(x)

[
`β−1
2

Γ(1− β)

∫ x2

a2

(x2 − x̃2)−βJ (i)
L2(x1, x̃2, t)dx̃2

]
dx2dx1, (3.5.9)

invece, l’integrale di volume di J (i)
Rp riportato nella (3.5.8) diventa

1
2

∫
Ω(i)

2∑
p=1

∂u(i)

∂xp
(x)

[
−

`β−1
p

Γ(1− β)

∫ bp

xp

(x̃p − xp)−βJ (i)
Rp(xp̃, t)dx̃p

]
dv(x)

= 1
2

∫ b1

a1

∫ b2

a2

∂u(i)

∂x1
(x)

[
− `β−1

1
Γ(1− β)

∫ b1

x1

(x̃1 − x1)−βJ (i)
R1(x̃1, x2, t)dx̃1

]
dv(x)

+ 1
2

∫ b1

a1

∫ b2

a2

∂u(i)

∂x2
(x)

[
− `β−1

2
Γ(1− β)

∫ b2

x2

(x̃2 − x2)−βJ (i)
R2(x1, x̃2, t)dx̃2

]
dv(x). (3.5.10)

In definitiva, scriviamo l’espressione semplificata della forma debole della Equazione (3.4.20a)
come

0 = 1
2

∫ b2

a2

[
u(i)(b1, x2)Is2(x2, t)− u(i)(a1, x2)Is4(x2, t)

]
dx2

− 1
2

∫ b1

a1

[
u(i)(x1, b2)Is3(x1, t)− u(i)(x1, a2)Is1(x1, t)

]
dx1
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− 1
2

∫ b1

a1

∫ b2

a2

∂u(i)

∂x1
(x)

[
`β−1
1

Γ(1− β)

∫ x1

a1

(x1 − x̃1)−βJ (i)
L1(x̃1, x2, t)dx̃1

]
dx2dx1

− 1
2

∫ b1

a1

∫ b2

a2

∂u(i)

∂x2
(x)

[
`β−1
2

Γ(1− β)

∫ x2

a2

(x2 − x̃2)−βJ (i)
L2(x1, x̃2, t)dx̃2

]
dx2dx1

+ 1
2

∫ b1

a1

∫ b2

a2

∂u(i)

∂x1
(x)

[
− `β−1

1
Γ(1− β)

∫ b1

x1

(x̃1 − x1)−βJ (i)
R1(x̃1, x2, t)dx̃1

]
dx2dx1

+ 1
2

∫ b1

a1

∫ b2

a2

∂u(i)

∂x2
(x)

[
− `β−1

2
Γ(1− β)

∫ b2

x2

(x̃2 − x2)−βJ (i)
R2(x1, x̃2, t)dx̃2

]
dx2dx1. (3.5.11)

Nella (3.5.11) le densità di corrente sono assegnate costitutivamente.
Osservazione. Si noti che, imponendo α = 1− β e assegnando costitutivamente J (i)

L e J (i)
R

come in (3.4.17a) e (3.4.17b), la (3.5.11) diventa

0 = 1
2

∫ b2

a2

[
u(i)(b1, x2)Is2(x2, t)− u(i)(a1, x2)Is4(x2, t)

]
dx2

− 1
2

∫ b1

a1

[
u(i)(x1, b2)Is3(x1, t)− u(i)(x1, a2)Is1(x1, t)

]
dx1

+ σ(i)

2

∫
Ω(i)

∂u(i)

∂x1
(x) `β−1

1 `−β1
Γ(1− β)Γ(β)

∫ x1

a1

(x1 − x̃1)−β(∫ x̃1

a1

(x̃1 − x̂1)β−1∂φ
(i)

∂x̂1
(x̂1, x2, t)dx̂1

)
dx̃1dv(x)

+ σ(i)

2

∫
Ω(i)

∂u(i)

∂x2
(x) `β−1

2 `−β2
Γ(1− β)Γ(β)

∫ x2

a2

(x2 − x̃2)−β(∫ x̃2

a2

(x̃2 − x̂2)β−1∂φ
(i)

∂x̂2
(x1, x̂2, t)dx̂2

)
dx̃2dv(x)

+ σ(i)

2

∫
Ω(i)

∂u(i)

∂x1
(x) −`

β−1
1 `−β1

Γ(1− β)Γ(β)

∫ b1

x1

(x̃1 − x1)−β(
−
∫ b1

x̃1

(x̂1 − x̃1)β−1∂φ
(i)

∂x̂1
(x̂1, x2, t)dx̂1

)
dx̃1dv(x)

+ σ(i)

2

∫
Ω(i)

∂u(i)

∂x2
(x) −`

β−1
2 `−β2

Γ(1− β)Γ(β)

∫ b2

x2

(x̃2 − x2)−β(
−
∫ b2

x̃2

(x̂2 − x̃2)β−1∂φ
(i)

∂x̂2
(x1, x̂2, t)dx̂2

)
dx̃2dv(x). (3.5.12)

Dalla validità delle Proposizioni 3.2.1 e 3.2.2 ricaviamo

`β−1
1 `−β1

Γ(1− β)Γ(β)

∫ x1

a1

(x1 − x̃1)−β
(∫ x̃1

a1

(x̃1 − x̂1)β−1∂φ
(i)

∂x̂1
(x̂1, x2, t)dx̂1

)
dx̃1 =

φ(i)(x1, x2, t)− φ(i)(a1, x2, t)
`1

, (3.5.13a)

`β−1
2 `−β2

Γ(1− β)Γ(β)

∫ x2

a2

(x2 − x̃2)−β
(∫ x̃2

a2

(x̃2 − x̂2)1−β ∂φ
(i)

∂x̂2
(x1, x̂2, t)dx̂2

)
dx̃2

= φ(i)(x1, x2, t)− φ(i)(x1, a2, t)
`2

, (3.5.13b)
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`β−1
1 `−β1

Γ(1− β)Γ(β)

∫ b1

x1

(x̃1 − x1)−β
(
−
∫ b1

x̃1

(x̂1 − x̃1)β−1∂φ
(i)

∂x̂1
(x̂1, x2, t)dx̂1

)
dx̃1

= φ(i)(x1, x2, t)− φ(i)(b1, x2, t)
`1

, (3.5.13c)

`β−1
2 `−β2

Γ(1− β)Γ(β)

∫ b2

x2

(x̃2 − x2)−β
(
−
∫ b2

x̃2

(x̂2 − x̃2)β−1∂φ
(i)

∂x̂2
(x1, x̂2, t)dx̂2

)
dx̃2

= φ(i)(x1, x2, t)− φ(i)(x1, b2, t)
`2

, (3.5.13d)

che ci portano a scrivere la (3.5.12) come

0 = 1
2

∫ b2

a2

[
u(i)(b1, x2)Is2(x2, t)− u(i)(a1, x2)Is4(x2, t)

]
dx2

− 1
2

∫ b1

a1

[
u(i)(x1, b2)Is3(x1, t)− u(i)(x1, a2)Is1(x1, t)

]
dx1

+ σ(i)

2`1

∫
Ω(i)

∂u(i)

∂x1
(x)[φ(i)(x1, x2, t)− φ(i)(a1, x2, t)]dv(x)

+ σ(i)

2`2

∫
Ω(i)

∂u(i)

∂x2
(x)[φ(i)(x1, x2, t)− φ(i)(x1, a2, t)]dv(x)

− σ(i)

2`1

∫
Ω(i)

∂u(i)

∂x1
(x)[φ(i)(x1, x2, t)− φ(i)(b1, x2, t)]dv(x)

− σ(i)

2`2

∫
Ω(i)

∂u(i)

∂x2
(x)[φ(i)(x1, x2, t)− φ(i)(x1, b2, t)]dv(x). (3.5.14)

Scriviamo la (3.5.14) in forma compatta come

0 = 1
2

∫ b2

a2

[
u(i)(b1, x2)Is2(x2, t)− u(i)(a1, x2)Is4(x2, t)

]
dx2

− 1
2

∫ b1

a1

[
u(i)(x1, b2)Is3(x1, t)− u(i)(x1, a2)Is1(x1, t)

]
dx1

+ σ(i)

2

∫
Ω(i)

∂u(i)

∂x1
(x)

[
φ(i)(b1, x2, t)− φ(i)(a1, x2, t)

`1

]
dv(x)

+ σ(i)

2

∫
Ω(i)

∂u(i)

∂x2
(x)

[
φ(i)(x1, b2, t)− φ(i)(x1, a2, t)

`2

]
dv(x). (3.5.15)

Equazione per il potenziale scalare φ(e) Per semplicità di trattazione, forniamo una
partizione di Ω(e) in modo tale da poter definire univocamente gli operatori differenziali
frazionari sul dominio. Diciamo che Ω(e) = Ω(e)

L ∪ Ω(e)
R ∪ Ω(e)

U ∪ Ω(e)
B e ognuno degli elementi

della partizione è di seguito definito:

Ω(e)
B = [c1, d1]× [c2, a2], (3.5.16a)

Ω(e)
U = [c1, d1]× [b2, d2], (3.5.16b)

Ω(e)
L = [c1, a1]× [a2, b2], (3.5.16c)

Ω(e)
R = [b1, d1]× [a2, b2]. (3.5.16d)

Saranno utili nel seguito i seguenti quattro segmenti

p1 = {(x1, x2) ∈ R2 |x1 ∈ [c1, a1] ex2 = a2}, (3.5.17a)
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p2 = {(x1, x2) ∈ R2 |x1 ∈ [b1, d1] ex2 = a2}, (3.5.17b)
p3 = {(x1, x2) ∈ R2 |x1 ∈ [c1, a1] ex2 = b2}, (3.5.17c)
p4 = {(x1, x2) ∈ R2 |x1 ∈ [b1, d1] ex2 = b2}, (3.5.17d)

che costituiscono i bordi interni di Ω(e) come nella Figura 3.2.

Figura 3.2: Partizione del dominio di cal-
colo.

In base alla partizione appena introdotta, gli integrali di volume su Ω(e) si potranno
scrivere come la somma degli integrali di volume sui singoli insiemi definiti in (3.5.16a)–
(3.5.16d), inoltre, i diversi domini comunicanti tra loro, presenteranno delle condizioni di
continuità ai bordi interni ad Ω(e).

Per ricavare la forma debole dell’equazione per J (e)
L e J (e)

R , è necessario moltiplicare la
(3.4.20b) per una funzione di prova u(e) e farne l’integrale su tutto il dominio extra-cellulare
ottenendo

0 =
∫

Ω(e)
u(e)(x)1

2

[
divβLΩ(e)J

(e)
L − divβRΩ(e)J

(e)
R

]
(x, t)dv(x). (3.5.18)

Forniamo adesso le definizioni di J (e)
L nel caso di dominio bidimensionale, sfruttando il

legame costitutivo introdotto in (3.4.18a) e in (3.4.18b), per cui, ponendo p ∈ {1,2} e
q ∈ {1,2}, si ha

J
(e)
Lp (x1, x2, t) = −σ(e)

[
`α−1
p

Γ(1− α)

∫ xp

cp

(xp − x̃p)−α
∂φ(e)

∂x̃p
(xp̃, t)dx̃p

]
,

con (x1, x2) ∈ Ω(e)
B , (3.5.19a)

J
(e)
Lp (x1, x2, t) = −σ(e)

[
`α−1
p

Γ(1− α)

∫ xp

hp

(xp − x̃p)−α
∂φ(e)

∂x̃p
(xp̃, t)dx̃p

]
,

con h1 = c1 e h2 = b2, (x1, x2) ∈ Ω(e)
U , (3.5.19b)

J
(e)
Lp (x1, x2, t) = −σ(e)

[
`α−1
p

Γ(1− α)

∫ xp

hp

(xp − x̃p)−α
∂φ(e)

∂x̃p
(xp̃, t)dx̃p

]
,

con h1 = c1 e h2 = a2, (x1, x2) ∈ Ω(e)
L ,

(3.5.19c)

J
(e)
Lp (x1, x2, t) = −σ(e)

[
`α−1
p

Γ(1− α)

∫ xp

hp

(xp − x̃p)−α
∂φ(e)

∂x̃p
(xp̃, t)dx̃p

]
,

con h1 = b1 e h2 = a2, (x1, x2) ∈ Ω(e)
R .
(3.5.19d)
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Equivalentemente, per J (e)
R scriviamo

J
(e)
Rp(x1, x2, t) = σ(e)

[
−

`α−1
p

Γ(1− α)

∫ hp

xp

(x̃p − xp)−α
∂φ(e)

∂x̃p
(xp̃, t)dx̃p

]
,

con h1 = d1 e h2 = a2, (x1, x2) ∈ Ω(e)
B , (3.5.20a)

J
(e)
Rp(x1, x2, t) = σ(e)

[
−

`α−1
p

Γ(1− α)

∫ dp

xp

(x̃p − xp)−α
∂φ(e)

∂x̃p
(xp̃, t)dx̃p

]
,

con (x1, x2) ∈ Ω(e)
U , (3.5.20b)

J
(e)
Rp(x1, x2, t) = σ(e)

[
−

`α−1
p

Γ(1− α)

∫ hp

xp

(x̃p − xp)−α
∂φ(e)

∂x̃p
(xp̃, t)dx̃p

]
,

con h1 = a1 e h2 = b2 e (x1, x2) ∈ Ω(e)
L , (3.5.20c)

J
(e)
Rp(x1, x2, t) = σ(e)

[
−

`α−1
p

Γ(1− α)

∫ hp

xp

(x̃p − xp)−α
∂φ(e)

∂x̃p
(xp̃, t)dx̃p

]
,

con h1 = d1 e h2 = b2 e (x1, x2) ∈ Ω(e)
R . (3.5.20d)

In base alla partizione introdotta in (3.5.16a)–(3.5.16d), scriviamo la (3.5.18) come

0 = 1
2

∫
Ω(e)

B

u(e)(x)
[
DLβ[c1,x1]J

(e)
L1 + DLβ[c2,x2]J

(e)
L2

]
(x, t)

− u(e)(x)
[
DRβ

[x1,d1]J
(e)
R1 + DRβ

[x2,a2]J
(e)
R2

]
(x, t)dv(x)

+ 1
2

∫
Ω(e)

U

u(e)(x)
[
DLβ[c1,x1]J

(e)
L1 + DLβ[b2,x2]J

(e)
L2

]
(x, t)

− u(e)(x)
[
DRβ

[x1,d1]J
(e)
R1 + DRβ

[x2,d2]J
(e)
R2

]
(x, t)dv(x)

+ 1
2

∫
Ω(e)

L

u(e)(x)
[
DLβ[c1,x1]J

(e)
L1 + DLβ[a2,x2]J

(e)
L2

]
(x, t)

− u(e)(x)
[
DRβ

[x1,a1]J
(e)
R1 + DRβ

[x2,b2]J
(e)
R2

]
(x, t)dv(x)

+ 1
2

∫
Ω(e)

R

u(e)(x)
[
DLβ[b1,x1]J

(e)
L1 + DLβ[a2,x2]J

(e)
L2

]
(x, t)

− u(e)(x)
[
DRβ

[x1,d1]J
(e)
R1 + DRβ

[x2,b2]J
(e)
R2

]
(x, t)dv(x). (3.5.21)

Nella (3.5.21) è possibile utilizzare le relazioni tra la derivata frazionaria di Caputo e la
derivata frazionaria di Riemann-Liouville riportate in (3.5.2a) e (3.5.2b) [1, 27, 23]. Può
essere comodo considerare i vari addendi della (3.5.21) separatamente. Nel caso dell’integrale
su Ω(e)

B , si ha

1
2

∫
Ω(e)

B

u(e)(x)
[
DLβ[c1,x1]J

(e)
L1 + DLβ[c2,x2]J

(e)
L2

]
(x, t)dv(x)

− 1
2

∫
Ω(e)

B

u(e)(x)
[
DRβ

[x1,d1]J
(e)
R1 + DRβ

[x2,a2]J
(e)
R2

]
(x, t)dv(x)

= 1
2

∫
Ω(e)

B

u(e)(x)
[

`β−1
1

Γ(1− β)
∂

∂x1

∫ x1

c1

(x1 − x̃1)−βJ (e)
L1 (x̃1, x2, t)dx̃1

+ `β−1
2

Γ(1− β)
∂

∂x2

∫ x2

c2

(x2 − x̃2)−βJ (e)
L2 (x1, x̃2, t)dx̃2

]
dv(x)
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− 1
2

∫
Ω(e)

B

u(e)(x)
[
− `β−1

1
Γ(1− β)

∂

∂x1

∫ d1

x1

(x̃1 − x1)−βJ (e)
R1 (x̃1, x2, t)dx̃1

− `β−1
2

Γ(1− β)
∂

∂x2

∫ a2

x2

(x̃2 − x2)−βJ (e)
R2 (x1, x̃2, t)dx̃2

]
dv(x), (3.5.22)

Applicando la Regola di Leibniz nella (3.5.22), si ottiene

1
2

∫
∂Ω(e)

B

u(e)(x)
[
`β−1
1 n

(eB)
1 (x)

Γ(1− β)

∫ x1

c1

(x1 − x̃1)−βJ (e)
L1 (x̃1, x2, t)dx̃1

+ `β−1
2 n

(eB)
2 (x)

Γ(1− β)

∫ x2

c2

(x2 − x̃2)−βJ (e)
L2 (x1, x̃2, t)dx̃2

]
da(x)

− 1
2

∫
∂Ω(e)

B

u(e)(x)
[
−`

β−1
1 n

(eB)
1 (x)

Γ(1− β)

∫ d1

x1

(x̃1 − x1)−βJ (e)
R1 (x̃1, x2, t)dx̃1

− `β−1
2 n

(eB)
2 (x)

Γ(1− β)

∫ a2

x2

(x̃2 − x2)−βJ (e)
R2 (x1, x̃2, t)dx̃2

]
da(x)

− 1
2

∫
Ω(e)

B

∂u(e)

∂x1
(x)

[
`β−1
1

Γ(1− β)

∫ x1

c1

(x1 − x̃1)−βJ (e)
L1 (x̃1, x2, t)dx̃1

]
dv(x)

− 1
2

∫
Ω(e)

B

∂u(e)

∂x2
(x)

[
`β−1
2

Γ(1− β)

∫ x2

c2

(x2 − x̃2)−βJ (e)
L2 (x1, x̃2, t)dx̃2

]
dv(x)

+ 1
2

∫
Ω(e)

B

∂u(e)

∂x1
(x)

[
− `β−1

1
Γ(1− β)

∫ d1

x1

(x̃1 − x1)−βJ (e)
R1 (x̃1, x2, t)dx̃1

]
dv(x)

+ 1
2

∫
Ω(e)

B

∂u(e)

∂x2
(x)

[
− `β−1

2
Γ(1− β)

∫ a2

x2

(x̃2 − x2)−βJ (e)
R2 (x1, x̃2, t)dx̃2

]
dv(x). (3.5.23)

Nella (3.5.23), con n(eB)
1 e con n(eB)

2 si indicano la prima e la seconda componente del campo
di versori normali uscente dal dominio Ω(e)

B . Lavoriamo separatamente sugli integrali di
superficie. Il primo addendo della (3.5.23) si può scrivere come

1
2

∫
∂Ω(e)

B

u(e)(x)
[
`β−1
1 n

(eD)
1 (x)

Γ(1− β)

∫ x1

c1

(x1 − x̃1)−βJ (e)
L1 (x̃1, x2, t)dx̃1

+ `β−1
2 n

(eD)
2 (x)

Γ(1− β)

∫ x2

c2

(x2 − x̃2)−βJ (e)
L2 (x1, x̃2, t)dx̃2

]
da(x)

=− 1
2

∫ d1

c1

u(e)(x1, c2)
[

`β−1
2

Γ(1− β)

∫ c2

c2

(c2 − x̃2)−βJ (e)
L2 (x1, x̃2, t)dx̃2

]
dx1

+ 1
2

∫ a2

c2

u(e)(d1, x2)
[

`β−1
1

Γ(1− β)

∫ d1

c1

(d1 − x̃1)−βJ (e)
L1 (x̃1, x2, t)dx̃1

]
dx2

− 1
2

∫ d1

c1

u(e)(x1, a2)
[

`β−1
2

Γ(1− β)

∫ a2

c2

(a2 − x̃2)−βJ (e)
L2 (x1, x̃2, t)dx̃2

]
dx1

+ 1
2

∫ a2

c2

u(e)(c1, x2)
[

`β−1
1

Γ(1− β)

∫ c1

c1

(c1 − x̃1)−βJ (e)
L1 (x̃1, x2, t)dx̃1

]
dx2

= 1
2

∫ a2

c2

u(e)(d1, x2)
[

`β−1
1

Γ(1− β)

∫ d1

c1

(d1 − x̃1)−βJ (e)
L1 (x̃1, x2, t)dx̃1

]
︸ ︷︷ ︸

=0

dx2
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− 1
2

∫ d1

c1

u(e)(x1, a2)
[

`β−1
2

Γ(1− β)

∫ a2

c2

(a2 − x̃2)−βJ (e)
L2 (x1, x̃2, t)dx̃2

]
dx1, (3.5.24)

Nella (3.5.24) è stata utilizzata la condizione di flusso nullo (3.4.27b). Possiamo riscrivere il
risultato della (3.5.24) come la somma di tre contributi, rispettivamente, su p1, su s1 e su
p2, ottenendo

− 1
2

∫ a1

c1

u(e)(x1, a2)
[

`β−1
2

Γ(1− β)

∫ a2

c2

(a2 − x̃2)−βJ (e)
L2 (x1, x̃2, t)dx̃2

]
dx1

− 1
2

∫ b1

a1

u(e)(x1, a2)
[

`β−1
2

Γ(1− β)

∫ a2

c2

(a2 − x̃2)−βJ (e)
L2 (x1, x̃2, t)dx̃2

]
︸ ︷︷ ︸

−Is1 (x1,t)

dx1

− 1
2

∫ d1

b1

u(e)(x1, a2)
[

`β−1
2

Γ(1− β)

∫ a2

c2

(a2 − x̃2)−βJ (e)
L2 (x1, x̃2, t)dx̃2

]
dx1, (3.5.25)

in cui si riconosce la corrente di membrana sul segmento s1 come riporta la condizione
al bordo (3.4.25a). Le condizioni al bordo utilizzate nelle (3.5.24) e (3.5.25) devono essere
associate alle condizioni di continuità sui bordi interni del dominio. Il secondo addendo della
(3.5.23) può essere riscritto come

− 1
2

∫
∂Ω(e)

B

u(e)(x)
[
−`

β−1
1 n

(eD)
1 (x)

Γ(1− β)

∫ d1

x1

(x̃1 − x1)−βJ (e)
R1 (x̃1, x2, t)dx̃1

− `β−1
2 n

(eD)
2 (x)

Γ(1− β)

∫ a2

x2

(x̃2 − x2)−βJ (e)
R2 (x1, x̃2, t)dx̃2

]
da(x)

= 1
2

∫ d1

c1

u(e)(x1, c2)
[
− `β−1

2
Γ(1− β)

∫ a2

c2

(x̃2 − c2)−βJ (e)
R2 (x1, x̃2, t)dx̃2

]
dx1

− 1
2

∫ a2

c2

u(e)(d1, x2)
[
− `β−1

1
Γ(1− β)

∫ d1

d1

(x̃1 − d1)−βJ (e)
R1 (x̃1, x2, t)dx̃1

]
dx2

+ 1
2

∫ d1

c1

u(e)(x1, a2)
[
− `β−1

2
Γ(1− β)

∫ a2

a2

(x̃2 − a2)−βJ (e)
R2 (x1, x̃2, t)dx̃2

]
dx1

− 1
2

∫ a2

c2

u(e)(c1, x2)
[
− `β−1

1
Γ(1− β)

∫ d1

c1

(x̃1 − c1)−βJ (e)
R1 (x̃1, x2, t)dx̃1

]
dx2

=1
2

∫ d1

c1

u(e)(x1, c2)
[
− `β−1

2
Γ(1− β)

∫ a2

c2

(x̃2 − c2)−βJ (e)
R2 (x1, x̃2, t)dx̃2

]
︸ ︷︷ ︸

=0

dx1

− 1
2

∫ a2

c2

u(e)(c1, x2)
[
− `β−1

1
Γ(1− β)

∫ d1

c1

(x̃1 − c1)−βJ (e)
R1 (x̃1, x2, t)dx̃1

]
︸ ︷︷ ︸

=0

dx2 (3.5.26)

La (3.5.26) si annulla in virtù delle condizioni al bordo (3.4.27a) e (3.4.27h). In definitiva,
l’integrale su Ω(e)

B , può essere scritto come

− 1
2

∫ a1

c1

u(e)(x1, a2)
[

`β−1
2

Γ(1− β)

∫ a2

c2

(a2 − x̃2)−βJ (e)
L2 (x1, x̃2, t)dx̃2

]
dx1

+ 1
2

∫ b1

a1

u(e)(x1, a2)Is1(x1, t)dx1
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− 1
2

∫ d1

b1

u(e)(x1, a2)
[

`β−1
2

Γ(1− β)

∫ a2

c2

(a2 − x̃2)−βJ (e)
L2 (x1, x̃2, t)dx̃2

]
dx1

− 1
2

∫ d1

c1

∫ a2

c2

∂u(e)

∂x1
(x)

[
`β−1
1

Γ(1− β)

∫ x1

c1

(x1 − x̃1)−βJ (e)
L1 (x̃1, x2, t)dx̃1

]
dx2dx1

− 1
2

∫ d1

c1

∫ a2

c2

∂u(e)

∂x2
(x)

[
`β−1
2

Γ(1− β)

∫ x2

c2

(x2 − x̃2)−βJ (e)
L2 (x1, x̃2, t)dx̃2

]
dx2dx1

+ 1
2

∫ d1

c1

∫ a2

c2

∂u(e)

∂x1
(x)

[
− `β−1

1
Γ(1− β)

∫ d1

x1

(x̃1 − x1)−βJ (e)
R1 (x̃1, x2, t)dx̃1

]
dx2dx1

+ 1
2

∫ d1

c1

∫ a2

c2

∂u(e)

∂x2
(x)

[
− `β−1

2
Γ(1− β)

∫ a2

x2

(x̃2 − x2)−βJ (e)
R2 (x1, x̃2, t)dx̃2

]
dx2dx1. (3.5.27)

Consideriamo, adesso, nella (3.5.21), l’integrale su Ω(e)
U . Si ha

1
2

∫
Ω(e)

U

u(e)(x)
[
DLβ[c1,x1]J

(e)
L1 + DLβ[b2,x2]J

(e)
L2

]
(x, t)dv(x)

− 1
2

∫
Ω(e)

U

u(e)(x)
[
DRβ

[x1,d1]J
(e)
R1 + DRβ

[x2,d2]J
(e)
R2

]
(x, t)dv(x)

= 1
2

∫
Ω(e)

U

u(e)(x)
[

`β−1
1

Γ(1− β)
∂

∂x1

∫ x1

c1

(x1 − x̃1)−βJ (e)
L1 (x̃1, x2.t)dx̃1

+ `β−1
2

Γ(1− β)
∂

∂x2

∫ x2

b2

(x2 − x̃2)−βJ (e)
L2 (x1, x̃2, t)dx̃2

]
dv(x)

− 1
2

∫
Ω(e)

U

u(e)(x)
[
− `β−1

1
Γ(1− β)

∂

∂x1

∫ d1

x1

(x̃1 − x1)−βJ (e)
R1 (x̃1, x2, t)dx̃1

− `β−1
2

Γ(1− β)
∂

∂x2

∫ d2

x2

(x̃2 − x2)−βJ (e)
R2 (x1, x̃2, t)dx̃2

]
dv(x), (3.5.28)

in cui sono state utilizzate le relazioni (3.5.2a) e (3.5.2b). Applicando la regola di Leibniz
nella (3.5.28), si ottiene

1
2

∫
∂Ω(e)

U

u(e)(x)
[
`β−1
1 n

(eU)
1 (x)

Γ(1− β)

∫ x1

c1

(x1 − x̃1)−βJ (e)
L1 (x̃1, x2, t)dx̃1

+ `β−1
2 n

(eU)
2 (x)

Γ(1− β)

∫ x2

b2

(x2 − x̃2)−βJ (e)
L2 (x1, x̃2, t)dx̃2

]
da(x)

− 1
2

∫
∂Ω(e)

U

u(e)(x)
[
−`

β−1
1 n

(eU)
1 (x)

Γ(1− β)

∫ d1

x1

(x̃1 − x1)−βJ (e)
R1 (x̃1, x2, t)dx̃1

− `β−1
2 n

(eD)
2 (x)

Γ(1− β)

∫ d2

x2

(x̃2 − x2)−βJ (e)
R2 (x1, x̃2, t)dx̃2

]
da(x)

− 1
2

∫
Ω(e)

U

∂u(e)

∂x1
(x)

[
`β−1
1

Γ(1− β)

∫ x1

c1

(x1 − x̃1)−βJ (e)
L1 (x̃1, x2, t)dx̃1

]
dv(x)

− 1
2

∫
Ω(e)

U

∂u(e)

∂x2
(x)

[
`β−1
2

Γ(1− β)

∫ x2

b2

(x2 − x̃2)−βJ (e)
L2 (x1, x̃2, t)dx̃2

]
dv(x)

+ 1
2

∫
Ω(e)

U

∂u(e)

∂x1
(x)

[
− `β−1

1
Γ(1− β)

∫ d1

x1

(x̃1 − x1)−βJ (e)
R1 (x̃1, x2, t)dx̃1

]
dv(x)
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+ 1
2

∫
Ω(e)

U

∂u(e)

∂x2
(x)

[
− `β−1

2
Γ(1− β)

∫ d2

x2

(x̃2 − x2)−βJ (e)
R2 (x1, x̃2, t)dx̃2

]
dv(x), (3.5.29)

in cui con n(eU)
1 e con n(eU)

2 si indicano la prima e la seconda componente del campo di versori
normali uscente dal dominio Ω(e)

U . Consideriamo separatamente gli integrali di superficie
della (3.5.29), nel primo caso si ha

1
2

∫
∂Ω(e)

U

u(e)(x)
[
`β−1
1 n

(eU)
1 (x)

Γ(1− β)

∫ x1

c1

(x1 − x̃1)−βJ (e)
L1 (x̃1, x2, t)dx̃1

+ `β−1
2 n

(eU)
2 (x)

Γ(1− β)

∫ x2

b2

(x2 − x̃2)−βJ (e)
L2 (x1, x̃2, t)dx̃2

]
da(x)

=− 1
2

∫ d1

c1

u(e)(x1, b2)
[

`β−1
2

Γ(1− β)

∫ b2

b2

(b2 − x̃2)−βJ (e)
L2 (x1, x̃2, t)dx̃2

]
dx1

+ 1
2

∫ d2

b2

u(e)(d1, x2)
[

`β−1
1

Γ(1− β)

∫ d1

c1

(d1 − x̃1)−βJ (e)
L1 (x̃1, x2, t)dx̃1

]
dx2

− 1
2

∫ d1

c1

u(e)(x1, d2)
[

`β−1
2

Γ(1− β)

∫ d2

b2

(d2 − x̃2)−βJ (e)
L2 (x1, x̃2, t)dx̃2

]
dx1

+ 1
2

∫ d2

b2

u(e)(c1, x2)
[

`β−1
1

Γ(1− β)

∫ c1

c1

(c1 − x̃1)−βJ (e)
L1 (x̃1, x2, t)dx̃1

]
dx2

= 1
2

∫ d2

b2

u(e)(d1, x2)
[

`β−1
1

Γ(1− β)

∫ d1

c1

(d1 − x̃1)−βJ (e)
L1 (x̃1, x2, t)dx̃1

]
︸ ︷︷ ︸

≡0

dx2

− 1
2

∫ d1

c1

u(e)(x1, d2)
[

`β−1
2

Γ(1− β)

∫ d2

b2

(d2 − x̃2)−βJ (e)
L2 (x1, x̃2, t)dx̃2

]
︸ ︷︷ ︸

≡0

dx1. (3.5.30)

Nella (3.5.30) sono state utilizzate le condizioni al bordo (3.4.27d) e (3.4.27e). Il secondo
integrale di superficie della (3.5.29), equivalentemente, si può scrivere come

− 1
2

∫
∂Ω(e)

U

u(e)(x)
[
−`

β−1
1 n

(eU)
1 (x)

Γ(1− β)

∫ d1

x1

(x̃1 − x1)−βJ (e)
R1 (x̃1, x2, t)

− `β−1
2 n

(eU)
2 (x)

Γ(1− β)

∫ d2

x2

(x̃2 − x2)−βJ (e)
R2 (x1, x̃2, t)

]
da(x)

= 1
2

∫ d1

c1

u(e)(x1, b2)
[
− `β−1

2
Γ(1− β)

∫ d2

b2

(x̃2 − b2)−βJ (e)
R2 (x1, x̃2, t)dx̃2

]
dx1

− 1
2

∫ d2

b2

u(e)(d1, x2)
[
− `β−1

1
Γ(1− β)

∫ d1

d1

(x̃1 − d1)−βJ (e)
R1 (x̃1, x2, t)dx̃1

]
dx2

+ 1
2

∫ d1

c1

u(e)(x1, d2)
[
− `β−1

2
Γ(1− β)

∫ d2

d2

(x̃2 − d2)−βJ (e)
R2 (x1, x̃2, t)dx̃2

]
dx1

− 1
2

∫ d2

b2

u(e)(c1, x2)
[
− `β−1

1
Γ(1− β)

∫ d1

c1

(x̃1 − c1)−βJ (e)
L1 (x̃1, x2, t)dx̃1

]
dx2

= 1
2

∫ d1

c1

u(e)(x1, b2)
[
− `β−1

2
Γ(1− β)

∫ d2

b2

(x̃2 − b2)−βJ (e)
R2 (x1, x̃2, t)dx̃2

]
dx1
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− 1
2

∫ d2

b2

u(e)(c1, x2)
[
− `β−1

1
Γ(1− β)

∫ d1

c1

(x̃1 − c1)−βJ (e)
L1 (x̃1, x2, t)dx̃1

]
︸ ︷︷ ︸

≡0

dx2. (3.5.31)

Nella (3.5.31) è stata utilizzata la condizione al bordo (3.4.27f). Anche in questo caso,
scriviamo l’unico integrale non nullo come la somma di tre integrali sui segmenti p3, s3 e
p4, per cui

1
2

∫ d1

c1

u(e)(x1, b2)
[
− `β−1

2
Γ(1− β)

∫ d2

b2

(x̃2 − b2)−βJ (e)
R2 (x1, x̃2, t)dx̃2

]
dx1

= 1
2

∫ a1

c1

u(e)(x1, b2)
[
− `β−1

2
Γ(1− β)

∫ d2

b2

(x̃2 − b2)−βJ (e)
R2 (x1, x̃2, t)dx̃2

]
dx1

+ 1
2

∫ b1

a1

u(e)(x1, b2)
[
− `β−1

2
Γ(1− β)

∫ d2

b2

(x̃2 − b2)−βJ (e)
R2 (x1, x̃2, t)dx̃2

]
︸ ︷︷ ︸

≡−Is3 (x1,t)

dx1

+ 1
2

∫ d1

b1

u(e)(x1, b2)
[
− `β−1

2
Γ(1− β)

∫ d2

b2

(x̃2 − b2)−βJ (e)
R2 (x1, x̃2, t)dx̃2

]
dx1, (3.5.32)

in cui si riconosce la corrente di membrana sul segmento s3 in virtù della (3.4.25c). In
definitiva l’integrale su Ω(e)

U , può essere scritto come

1
2

∫ a1

c1

u(e)(x1, b2)
[
− `β−1

2
Γ(1− β)

∫ d2

b2

(x̃2 − b2)−βJ (e)
R2 (x1, x̃2, t)dx̃2

]
dx1

− 1
2

∫ b1

a1

u(e)(x1, b2)Is3(x1, t)dx1

+ 1
2

∫ d1

b1

u(e)(x1, b2)
[
− `β−1

2
Γ(1− β)

∫ d2

b2

(x̃2 − b2)−βJ (e)
R2 (x1, x̃2, t)dx̃2

]
dx1

− 1
2

∫ d1

c1

∫ d2

b2

∂u(e)

∂x1
(x)

[
`β−1
1

Γ(1− β)

∫ x1

c1

(x1 − x̃1)−βJ (e)
L1 (x̃1, x2, t)dx̃1

]
dx2dx1

− 1
2

∫ d1

c1

∫ d2

b2

∂u(e)

∂x2
(x)

[
`β−1
2

Γ(1− β)

∫ x2

b2

(x2 − x̃2)−βJ (e)
L2 (x1, x̃2, t)dx̃2

]
dx2dx1

+ 1
2

∫ d1

c1

∫ d2

b2

∂u(e)

∂x1
(x)

[
− `β−1

1
Γ(1− β)

∫ d1

x1

(x̃1 − x1)−βJ (e)
R1 (x̃1, x2, t)dx̃1

]
dx2dx1

+ 1
2

∫ d1

c1

∫ d2

b2

∂u(e)

∂x2
(x)

[
− `β−1

2
Γ(1− β)

∫ d2

x2

(x̃2 − x2)−βJ (e)
R2 (x1, x̃2, t)dx̃2

]
dx2dx1. (3.5.33)

Passiamo al dominio Ω(e)
L . Il terzo addendo della (3.5.21) si scrive come

1
2

∫
Ω(e)

L

u(e)(x)
[
DLβ[c1,x1]J

(e)
L1 + DLβ[a2,x2]J

(e)
L2

]
(x, t)dv(x)

− 1
2

∫
Ω(e)

L

u(e)(x)
[
DRβ

[x1,a1]J
(e)
R1 + DRβ

[x2,b2]J
(e)
R2

]
(x, t)dv(x)

= 1
2

∫
Ω(e)

L

u(e)(x)
[

`β−1
1

Γ(1− β)
∂

∂x1

∫ x1

c1

(x1 − x̃1)−βJ (e)
L1 (x̃1, x2, t)dx̃1
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+ `β−1
2

Γ(1− β)
∂

∂x2

∫ x2

a2

(x2 − x̃2)−βJ (e)
L2 (x1, x̃2, t)dx̃2

]
dv(x)

− 1
2

∫
Ω(e)

L

u(e)(x)
[
− `β−1

1
Γ(1− β)

∂

∂x1

∫ a1

x1

(x̃1 − x1)−βJ (e)
R1 (x̃1, x2, t)dx̃1

− `β−1
2

Γ(1− β)
∂

∂x2

∫ b2

x2

(x̃2 − x2)−βJ (e)
R2 (x1, x̃2, t)dx̃2

]
dv(x).

(3.5.34)

Applicando la Regola di Leibniz alla (3.5.34) si ottiene

1
2

∫
∂Ω(e)

L

u(e)(x)
[
`β−1
1 n

(eL)
1 (x)

Γ(1− β)

∫ x1

c1

(x1 − x̃1)−βJ (e)
L1 (x̃1, x2, t)

+ `β−1
2 n

(eL)
2 (x)

Γ(1− β)

∫ x2

a2

(x2 − x̃2)−βJ (e)
L2 (x1, x̃2, t)

]
da(x)

− 1
2

∫
∂Ω(e)

L

u(e)(x)
[
−`

β−1
1 n

(eL)
1 (x)

Γ(1− β)

∫ a1

x1

(x̃1 − x1)−βJ (e)
R1 (x̃1, x2, t)

− `β−1
2 n

(eL)
2 (x)

Γ(1− β)

∫ b2

x2

(x̃2 − x2)−βJ (e)
R2 (x1, x̃2, t)

]
da(x)

− 1
2

∫
Ω(e)

L

∂u(e)

∂x1
(x)

[
`β−1
1

Γ(1− β)

∫ x1

c1

(x1 − x̃1)−βJ (e)
L1 (x̃1, x2, t)

]
dv(x)

− 1
2

∫
Ω(e)

L

∂u(e)

∂x2
(x)

[
`β−1
2

Γ(1− β)

∫ x2

a2

(x2 − x̃2)−βJ (e)
L2 (x1, x̃2, t)

]
dv(x)

+ 1
2

∫
Ω(e)

L

∂u(e)

∂x1
(x)

[
− `β−1

1
Γ(1− β)

∫ a1

x1

(x̃1 − x1)−βJ (e)
R1 (x̃1, x2, t)

]
dv(x)

+ 1
2

∫
Ω(e)

L

∂u(e)

∂x2
(x)

[
− `β−1

2
Γ(1− β)

∫ b2

x2

(x̃2 − x2)−βJ (e)
R2 (x1, x̃2, t)

]
dv(x). (3.5.35)

Nella (3.5.35), consideriamo separatamente gli integrali di superficie. Nel primo caso abbia-
mo

1
2

∫
∂Ω(e)

L

u(e)(x)
[
`β−1
1 n

(eL)
1 (x)

Γ(1− β)

∫ x1

c1

(x1 − x̃1)−βJ (e)
L1 (x̃1, x2, t)

+ `β−1
2 n

(eL)
2 (x)

Γ(1− β)

∫ x2

a2

(x2 − x̃2)−βJ (e)
L2 (x1, x̃2, t)

]
da(x)

=− 1
2

∫ a1

c1

u(e)(x1, a2)
[

`β−1
1

Γ(1− β)

∫ a2

a2

(a2 − x̃2)J (e)
L2 (x1, x̃2, t)dx̃2

]
dx1

+ 1
2

∫ b2

a2

u(e)(a1, x2)
[

`β−1
1

Γ(1− β)

∫ a1

c1

(a1 − x̃1)−βJ (e)
L1 (x̃1, x2, t)dx̃1

]
dx2

− 1
2

∫ a1

c1

u(e)(x1, b2)
[

`β−1
2

Γ(1− β)

∫ b2

a2

(b2 − x̃2)−βJ (e)
L2 (x1, x̃2, t)dx̃2

]
dx1

+ 1
2

∫ b2

a2

u(e)(c1, x2)
[

`β−1
1

Γ(1− β)

∫ c1

c1

(c1 − x̃1)−βJ (e)
L1 (x̃1, x2, t)dx̃1

]
dx2
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=1
2

∫ b2

a2

u(e)(a1, x2)
[

`β−1
1

Γ(1− β)

∫ a1

c1

(a1 − x̃1)−βJ (e)
L1 (x̃1, x2, t)dx̃1

]
︸ ︷︷ ︸

≡−Is4 (x2,t)

dx2

− 1
2

∫ a1

c1

u(e)(x1, b2)
[

`β−1
2

Γ(1− β)

∫ b2

a2

(b2 − x̃2)−βJ (e)
L2 (x1, x̃2, t)dx̃2

]
dx1, (3.5.36)

in cui si riconosce l’espressione della condizione al bordo non-locale su s4 (3.4.25d). Invece,
per il secondo integrale di superficie abbiamo

− 1
2

∫
∂Ω(e)

L

u(e)(x)
[
−`

β−1
1 n

(eL)
1 (x)

Γ(1− β)

∫ a1

x1

(x̃1 − x1)−βJ (e)
R1 (x̃1, x2, t)

−`
β−1
2 n

(eL)
2 (x)

Γ(1− β)

∫ b2

x2

(x̃2 − x2)−βJ (e)
R2 (x1, x̃2, t)

]
da(x)

= 1
2

∫ a1

c1

u(e)(x1, a2)
[
− `β−1

1
Γ(1− β)

∫ b2

a2

(x̃2 − a2)J (e)
R2 (x1, x̃2, t)dx̃2

]
dx1

− 1
2

∫ b2

a2

u(e)(a1, x2)
[
− `β−1

1
Γ(1− β)

∫ a1

a1

(x̃1 − a1)−βJ (e)
R1 (x̃1, x2, t)dx̃1

]
dx2

+ 1
2

∫ a1

c1

u(e)(x1, b2)
[
− `β−1

2
Γ(1− β)

∫ b2

b2

(x̃2 − b2)−βJ (e)
R2 (x1, x̃2, t)dx̃2

]
dx1

− 1
2

∫ b2

a2

u(e)(c1, x2)
[
− `β−1

1
Γ(1− β)

∫ a1

c1

(x̃1 − c1)−βJ (e)
R1 (x̃1, x2, t)dx̃1

]
dx2

= 1
2

∫ a1

c1

u(e)(x1, a2)
[
− `β−1

1
Γ(1− β)

∫ b2

a2

(x̃2 − a2)J (e)
R2 (x1, x̃2, t)dx̃2

]
dx1

− 1
2

∫ b2

a2

u(e)(c1, x2)
[
− `β−1

1
Γ(1− β)

∫ a1

c1

(x̃1 − c1)−βJ (e)
R1 (x̃1, x2, t)dx̃1

]
︸ ︷︷ ︸

≡0

dx2. (3.5.37)

Nella (3.5.37) è stata utilizzata la condizione di flusso nullo (3.4.27g). In definitival’integrale
su Ω(e)

L risulta essere

− 1
2

∫ a1

c1

u(e)(x1, b2)
[

`β−1
2

Γ(1− β)

∫ b2

a2

(b2 − x̃2)−βJ (e)
L2 (x1, x̃2, t)dx̃2

]
dx1

+ 1
2

∫ a1

c1

u(e)(x1, a2)
[
− `β−1

1
Γ(1− β)

∫ b2

a2

(x̃2 − a2)−βJ (e)
R2 (x1, x̃2, t)dx̃2

]
dx1

− 1
2

∫ b2

a2

u(e)(a1, x2)Is4(x2, t)dx2

− 1
2

∫ a1

c1

∫ b2

a2

∂u(e)

∂x1
(x)

[
`β−1
1

Γ(1− β)

∫ x1

c1

(x1 − x̃1)−βJ (e)
L1 (x̃1, x2, t)dx̃1

]
dx2dx1

− 1
2

∫ a1

c1

∫ b2

a2

∂u(e)

∂x2
(x)

[
`β−1
2

Γ(1− β)

∫ x2

a2

(x2 − x̃2)−βJ (e)
L2 (x1, x̃2, t)dx̃2

]
dx2dx1

+ 1
2

∫ a1

c1

∫ b2

a2

∂u(e)

∂x1
(x)

[
− `β−1

1
Γ(1− β)

∫ a1

x1

(x̃1 − x1)−βJ (e)
R1 (x̃1, x2, t)dx̃1

]
dx2dx1
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+ 1
2

∫ a1

c1

∫ b2

a2

∂u(e)

∂x2
(x)

[
− `β−1

2
Γ(1− β)

∫ b2

x2

(x̃2 − x2)−βJ (e)
R2 (x1, x̃2, t)dx̃2

]
dx2dx1. (3.5.38)

Da ultimo, consideriamo l’integrale su Ω(e)
R , per cui

1
2

∫
Ω(e)

R

u(e)(x)
[
DLβ[b1,x1]J

(e)
L1 + DLβ[a2,x2]J

(e)
L2

]
(x, t)dv(x)

− 1
2

∫
Ω(e)

R

u(e)(x)
[
DRβ

[x1,d1]J
(e)
R1 + DRβ

[x2,b2]J
(e)
R2

]
(x, t)dv(x)

= 1
2

∫
Ω(e)

R

u(e)(x)
[

`β−1
1

Γ(1− β)
∂

∂x1

∫ x1

b1

(x1 − x̃1)−βJ (e)
L1 (x̃1, x2, t)

+ `β−1
2

Γ(1− β)
∂

∂x2

∫ x2

a2

(x2 − x̃2)−βJ (e)
L2 (x1, x̃2, t)

]
dv(x)

− 1
2

∫
Ω(e)

R

u(e)(x)
[
− `β−1

1
Γ(1− β)

∂

∂x1

∫ d1

x1

(x̃1 − x1)−βJ (e)
R1 (x̃1, x2, t)

− `β−1
2

Γ(1− β)
∂

∂x2

∫ b2

x2

(x̃2 − x2)−βJ (e)
R2 (x1, x̃2, t)

]
dv(x). (3.5.39)

Applicando la Regola di Leibniz, si ottiene

1
2

∫
∂Ω(e)

R

u(e)(x)
[
`β−1
1 n

(eR)
1 (x)

Γ(1− β)

∫ x1

b1

(x1 − x̃1)−βJ (e)
L1 (x̃1, x2, t)

+ `β−1
2 n

(eR)
2 (x)

Γ(1− β)

∫ x2

a2

(x2 − x̃2)−βJ (e)
L2 (x1, x̃2, t)

]
da(x)

− 1
2

∫
∂Ω(e)

R

u(e)(x)
[
−`

β−1
1 n

(eR)
1 (x)

Γ(1− β)

∫ d1

x1

(x̃1 − x1)−βJ (e)
R1 (x̃1, x2, t)

− `β−1
2 n

(eR)
2 (x)

Γ(1− β)

∫ b2

x2

(x̃2 − x2)−βJ (e)
R2 (x1, x̃2, t)

]
da(x)

− 1
2

∫
Ω(e)

R

∂u(e)

∂x1
(x)

[
`β−1
1

Γ(1− β)

∫ x1

b1

(x1 − x̃1)−βJ (e)
L1 (x̃1, x2, t)

]
dv(x)

− 1
2

∫
Ω(e)

R

∂u(e)

∂x2
(x)

[
`β−1
2

Γ(1− β)

∫ x2

a2

(x2 − x̃2)−βJ (e)
L2 (x1, x̃2, t)

]
dv(x)

+ 1
2

∫
Ω(e)

R

∂u(e)

∂x1
(x)

[
− `β−1

1
Γ(1− β)

∫ d1

x1

(x̃1 − x1)−βJ (e)
R1 (x̃1, x2, t)

]
dv(x)

+ 1
2

∫
Ω(e)

R

∂u(e)

∂x2
(x)

[
− `β−1

2
Γ(1− β)

∫ b2

x2

(x̃2 − x2)−βJ (e)
R2 (x1, x̃2, t)

]
dv(x). (3.5.40)

in cui con n
(eR)
1 e con n

(eR)
2 si indicano la prima e la seconda componente del campo di

versori normali uscente dal dominio Ω(e)
R . Anche in questo caso, nella (3.5.40) consideriamo

i termini di bordo separatamente. Il primo integrale su ∂Ω(e)
R si scrive come

1
2

∫
∂Ω(e)

R

u(e)(x)
[
`β−1
1 n

(eR)
1 (x)

Γ(1− β)

∫ x1

b1

(x1 − x̃1)−βJ (e)
L1 (x̃1, x2, t)
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+ `β−1
2 n

(eR)
2 (x)

Γ(1− β)

∫ x2

a2

(x2 − x̃2)−βJ (e)
L2 (x1, x̃2, t)

]
da(x)

=− 1
2

∫ d1

b1

u(e)(x1, a2)
[

`β−1
2

Γ(1− β)

∫ a2

a2

(a2 − x̃2)−βJ (e)
L2

(x1, x̃2, t)dx̃2

]
dx1

+ 1
2

∫ b2

a2

u(e)(d1, x2)
[

`β−1
1

Γ(1− β)

∫ d1

b1

(d1 − x̃1)−βJ (e)
L1 (x̃1, x2, t)dx̃1

]
dx2

− 1
2

∫ d1

b1

u(e)(x1, b2)
[

`β−1
2

Γ(1− β)

∫ b2

a2

(b2 − x̃2)−βJ (e)
L2

(x1, x̃2, t)dx̃2

]
dx1

+ 1
2

∫ b2

a2

u(e)(b1, x2)
[

`β−1
1

Γ(1− β)

∫ b1

b1

(b1 − x̃1)−βJ (e)
L1 (x̃1, x2, t)dx̃1

]
dx2

= 1
2

∫ b2

a2

u(e)(d1, x2)
[

`β−1
1

Γ(1− β)

∫ d1

b1

(d1 − x̃1)−βJ (e)
L1 (x̃1, x2, t)dx̃1

]
︸ ︷︷ ︸

≡0

dx2

− 1
2

∫ d1

b1

u(e)(x1, b2)
[

`β−1
2

Γ(1− β)

∫ b2

a2

(b2 − x̃2)−βJ (e)
L2

(x1, x̃2, t)dx̃2

]
dx1, (3.5.41)

dove è stata utilizzata la condizione al bordo non-locale (3.4.27c). Equivalentemente, per il
secondo integrale di superficie della (3.5.40), scriviamo

− 1
2

∫
∂Ω(e)

R

u(e)(x)
[
−`

β−1
1 n

(eR)
1 (x)

Γ(1− β)

∫ d1

x1

(x̃1 − x1)−βJ (e)
R1 (x̃1, x2, t)

− `β−1
2 n

(eR)
2 (x)

Γ(1− β)

∫ b2

x2

(x̃2 − x2)−βJ (e)
R2 (x1, x̃2, t)

]
da(x)

= 1
2

∫ d1

b1

u(e)(x1, a2)
[
− `β−1

2
Γ(1− β)

∫ b2

a2

(x̃2 − a2)−βJ (e)
R2 (x1, x̃2, t)dx̃2

]
dx1

− 1
2

∫ b2

a2

u(e)(d1, x2)
[
− `β−1

1
Γ(1− β)

∫ d1

d1

(x̃1 − d1)−βJ (e)
R1 (x̃1, x2, t)dx̃1

]
dx2

+ 1
2

∫ d1

b1

u(e)(x1, b2)
[
− `β−1

1
Γ(1− β)

∫ b2

b2

(x̃2 − b2)−βJ (e)
R2 (x1, x̃2, t)dx̃2

]
dx1

− 1
2

∫ b2

a2

u(e)(b1, x2)
[
− `β−1

1
Γ(1− β)

∫ d1

b1

(x̃1 − b1)−βJ (e)
R1 (x̃1, x2, t)dx̃1

]
dx2

= 1
2

∫ d1

b1

u(e)(x1, a2)
[
− `β−1

2
Γ(1− β)

∫ b2

a2

(x̃2 − a2)−βJ (e)
R2 (x1, x̃2, t)dx̃2

]
dx1

− 1
2

∫ b2

a2

u(e)(b1, x2)
[
− `β−1

1
Γ(1− β)

∫ d1

b1

(x̃1 − b1)−βJ (e)
R1 (x̃1, x2, t)dx̃1

]
︸ ︷︷ ︸

≡−Is2 (x2,t)

dx2, (3.5.42)

in cui riconosciamo l’espressione della condizione al bordo su s2 (3.4.25b). Arriviamo,
dunque, all’espressione finale dell’integrale su Ω(e)

R che è

+ 1
2

∫ b2

a2

u(e)(b1, x2)Is2(x2, t)dx2
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− 1
2

∫ d1

b1

u(e)(x1, b2)
[

`β−1
2

Γ(1− β)

∫ b2

a2

(b2 − x̃2)−βJ (e)
L2

(x1, x̃2, t)dx̃2

]
dx1

+ 1
2

∫ d1

b1

u(e)(x1, a2)
[
− `β−1

2
Γ(1− β)

∫ b2

a2

(x̃2 − a2)−βJ (e)
R2 (x1, x̃2, t)dx̃2

]
dx1

− 1
2

∫ d1

b1

∫ b2

a2

∂u(e)

∂x1
(x)

[
`β−1
1

Γ(1− β)

∫ x1

b1

(x1 − x̃1)−βJ (e)
L1 (x̃1, x2, t)dx̃1

]
dx2dx1

− 1
2

∫ d1

b1

∫ b2

a2

∂u(e)

∂x2
(x)

[
`β−1
2

Γ(1− β)

∫ x2

a2

(x2 − x̃2)−βJ (e)
L2 (x1, x̃2, t)x̃1

]
dx1dx1

+ 1
2

∫ d1

b1

∫ b2

a2

∂u(e)

∂x1
(x)

[
− `β−1

1
Γ(1− β)

∫ d1

x1

(x̃1 − x1)−βJ (e)
R1 (x̃1, x2, t)x̃1

]
dx2dx1

+ 1
2

∫ d1

b1

∫ b2

a2

∂u(e)

∂x2
(x)

[
− `β−1

2
Γ(1− β)

∫ b2

x2

(x̃2 − x2)−βJ (e)
R2 (x1, x̃2, t)x̃2

]
dx2dx1. (3.5.43)

Sommando le (3.5.27), (3.5.33), (3.5.38) e (3.5.43), si può scrivere la forma debole della
equazione (3.4.20b) come

0 =− 1
2

∫ a1

c1

u(e)(x1, a2)
[

`β−1
2

Γ(1− β)

∫ a2

c2

(a2 − x̃2)−βJ (e)
L2 (x1, x̃2, t)dx̃2

]
dx1

+ 1
2

∫ b1

a1

u(e)(x1, a2)Is1(x1, t)dx1

− 1
2

∫ d1

b1

u(e)(x1, a2)
[

`β−1
2

Γ(1− β)

∫ a2

c2

(a2 − x̃2)−βJ (e)
L2 (x1, x̃2, t)dx̃2

]
dx1

− 1
2

∫ d1

c1

∫ a2

c2

∂u(e)

∂x1
(x)

[
`β−1
1

Γ(1− β)

∫ x1

c1

(x1 − x̃1)−βJ (e)
L1 (x̃1, x2, t)dx̃1

]
dx2dx1

− 1
2

∫ d1

c1

∫ a2

c2

∂u(e)

∂x2
(x)

[
`β−1
2

Γ(1− β)

∫ x2

c2

(x2 − x̃2)−βJ (e)
L2 (x1, x̃2, t)dx̃2

]
dx2dx1

+ 1
2

∫ d1

c1

∫ a2

c2

∂u(e)

∂x1
(x)

[
− `β−1

1
Γ(1− β)

∫ d1

x1

(x̃1 − x1)−βJ (e)
R1 (x̃1, x2, t)dx̃1

]
dx2dx1

+ 1
2

∫ d1

c1

∫ a2

c2

∂u(e)

∂x2
(x)

[
− `β−1

2
Γ(1− β)

∫ a2

x2

(x̃2 − x2)−βJ (e)
R2 (x1, x̃2, t)dx̃2

]
dx2dx1

+ 1
2

∫ a1

c1

u(e)(x1, b2)
[
− `β−1

2
Γ(1− β)

∫ d2

b2

(x̃2 − b2)−βJ (e)
R2 (x1, x̃2, t)dx̃2

]
dx1

− 1
2

∫ b1

a1

u(e)(x1, b2)Is3(x1, t)dx1

+ 1
2

∫ d1

b1

u(e)(x1, b2)
[
− `β−1

2
Γ(1− β)

∫ d2

b2

(x̃2 − b2)−βJ (e)
R2 (x1, x̃2, t)dx̃2

]
dx1

− 1
2

∫ d1

c1

∫ d2

b2

∂u(e)

∂x1
(x)

[
`β−1
1

Γ(1− β)

∫ x1

c1

(x1 − x̃1)−βJ (e)
L1 (x̃1, x2, t)dx̃1

]
dx2dx1

− 1
2

∫ d1

c1

∫ d2

b2

∂u(e)

∂x2
(x)

[
`β−1
2

Γ(1− β)

∫ x2

b2

(x2 − x̃2)−βJ (e)
L2 (x1, x̃2, t)dx̃2

]
dx2dx1

+ 1
2

∫ d1

c1

∫ d2

b2

∂u(e)

∂x1
(x)

[
− `β−1

1
Γ(1− β)

∫ d1

x1

(x̃1 − x1)−βJ (e)
R1 (x̃1, x2, t)dx̃1

]
dx2dx1
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+ 1
2

∫ d1

c1

∫ d2

b2

∂u(e)

∂x2
(x)

[
− `β−1

2
Γ(1− β)

∫ d2

x2

(x̃2 − x2)−βJ (e)
R2 (x1, x̃2, t)dx̃2

]
dx2dx1

− 1
2

∫ a1

c1

u(e)(x1, b2)
[

`β−1
2

Γ(1− β)

∫ b2

a2

(b2 − x̃2)−βJ (e)
L2 (x1, x̃2, t)dx̃2

]
dx1

+ 1
2

∫ a1

c1

u(e)(x1, a2)
[
− `β−1

1
Γ(1− β)

∫ b2

a2

(x̃2 − a2)−βJ (e)
R2 (x1, x̃2, t)dx̃2

]
dx1

− 1
2

∫ b2

a2

u(e)(a1, x2)Is4(x2, t)dx2

− 1
2

∫ a1

c1

∫ b2

a2

∂u(e)

∂x1
(x)

[
`β−1
1

Γ(1− β)

∫ x1

c1

(x1 − x̃1)−βJ (e)
L1 (x̃1, x2, t)dx̃1

]
dx2dx1

− 1
2

∫ a1

c1

∫ b2

a2

∂u(e)

∂x2
(x)

[
`β−1
2

Γ(1− β)

∫ x2

a2

(x2 − x̃2)−βJ (e)
L2 (x1, x̃2, t)dx̃2

]
dx2dx1

+ 1
2

∫ a1

c1

∫ b2

a2

∂u(e)

∂x1
(x)

[
− `β−1

1
Γ(1− β)

∫ a1

x1

(x̃1 − x1)−βJ (e)
R1 (x̃1, x2, t)dx̃1

]
dx2dx1

+ 1
2

∫ a1

c1

∫ b2

a2

∂u(e)

∂x2
(x)

[
− `β−1

2
Γ(1− β)

∫ b2

x2

(x̃2 − x2)−βJ (e)
R2 (x1, x̃2, t)dx̃2

]
dx2dx1

+ 1
2

∫ b2

a2

u(e)(b1, x2)Is2(x2, t)dx2

− 1
2

∫ d1

b1

u(e)(x1, b2)
[

`β−1
2

Γ(1− β)

∫ b2

a2

(b2 − x̃2)−βJ (e)
L2

(x1, x̃2, t)dx̃2

]
dx1

+ 1
2

∫ d1

b1

u(e)(x1, a2)
[
− `β−1

2
Γ(1− β)

∫ b2

a2

(x̃2 − a2)−βJ (e)
R2 (x1, x̃2, t)dx̃2

]
dx1

− 1
2

∫ d1

b1

∫ b2

a2

∂u(e)

∂x1
(x)

[
`β−1
1

Γ(1− β)

∫ x1

b1

(x1 − x̃1)−βJ (e)
L1 (x̃1, x2, t)dx̃1

]
dx2dx1

− 1
2

∫ d1

b1

∫ b2

a2

∂u(e)

∂x2
(x)

[
`β−1
2

Γ(1− β)

∫ x2

a2

(x2 − x̃2)−βJ (e)
L2 (x1, x̃2, t)x̃1

]
dx1dx1

+ 1
2

∫ d1

b1

∫ b2

a2

∂u(e)

∂x1
(x)

[
− `β−1

1
Γ(1− β)

∫ d1

x1

(x̃1 − x1)−βJ (e)
R1 (x̃1, x2, t)x̃1

]
dx2dx1

+ 1
2

∫ d1

b1

∫ b2

a2

∂u(e)

∂x2
(x)

[
− `β−1

2
Γ(1− β)

∫ b2

x2

(x̃2 − x2)−βJ (e)
R2 (x1, x̃2, t)x̃2

]
dx2dx1. (3.5.44)

Imponendo nella (3.5.44) le condizioni di continuità frazionarie delle componenti normali
delle densità di corrente su p1, p2, p3 e p4, che sono i bordi interni ad Ω(e), si ottiene

0 =1
2

[∫ b1

a1

u(e)(x1, a2)Is1(x1, t)dx1 −
∫ b1

a1

u(e)(x1, b2)Is3(x1, t)dx1

+
∫ b2

a2

u(e)(b1, x2)Is2(x2, t)dx2 −
∫ b2

a2

u(e)(a1, x2)Is4(x2, t)dx2

]

− 1
2

∫ d1

c1

∫ a2

c2

∂u(e)

∂x1
(x)

[
`β−1
1

Γ(1− β)

∫ x1

c1

(x1 − x̃1)−βJ (e)
L1 (x̃1, x2, t)dx̃1

]
dx2dx1

− 1
2

∫ d1

c1

∫ a2

c2

∂u(e)

∂x2
(x)

[
`β−1
2

Γ(1− β)

∫ x2

c2

(x2 − x̃2)−βJ (e)
L2 (x1, x̃2, t)dx̃2

]
dx2dx1
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+ 1
2

∫ d1

c1

∫ a2

c2

∂u(e)

∂x1
(x)

[
− `β−1

1
Γ(1− β)

∫ d1

x1
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Equazione per il potenziale di membrana. Il potenziale di membrana, V , è legato
ai prolungamenti di φ(i) e φ(e), come prescritto dalla Equazione (3.4.29c) sulla membrana e
quest’ultima è una equazione algebrica che non necessita in linea di principio di essere posta
in forma debole. Per uniformità, è tuttavia comodo eseguire tale passaggio. Moltiplichiamo,
quindi, la Equazione (3.4.29c) per la funzione di prova Y , che rappresenta una variazione
virtuale di corrente, e integriamo il risultato sulla membrana, ottenendo∫

M
[φ(i) − φ(e)]Y −

∫
M
V Y = 0. (3.5.46)

Equazione per la densità di corrente di membrana. Infine, giungiamo alla forma
debole della Equazione (3.4.29d), moltiplicando la (3.4.29d) per la funzione di prova Θ,
che rappresenta una variazione virtuale di potenziale di membrana su M, e integrando il
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risultato su M. Si ottiene∫
M

ΘI =
∫
M

ΘC ∂tV +
∫
M

N∑
k=1

ΘI(ionic)
k . (3.5.47)
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Capitolo 4

Modello di
Poisson-Nernst-Planck frattale

4.1 Introduzione
In questo Capitolo, riformuliamo la nostra versione del modello di Ellingsrud et al. [10] in
chiave frattale, cioè ipotizzando che le densità di correnti J (i)

k e J (e)
k , con k = 1, . . . , N , sia-

no espresse mediante leggi costitutive di tipo frattale. A tal proposito, piuttosto che seguire
l’approccio delineato in [26, 25], prendiamo spunto da [31], in cui, le Equazioni di Maxwell
sono presentate nel caso di un mezzo con geometria frattale. In tale contesto, si introducono
densità di corrente frattali [31] attraverso la definizione di opportune funzioni di transizione
dalla misura frattale a quella “classica”. In virtù della presenza di tali funzioni, Tarasov [31]
parla di “correnti frazionarie”.

Il materiale contenuto in questo Capitolo è adattato da [24].

4.2 Richiami sull’integrazione frattale [31]
Per effettuare la formulazione frattale delle Equazioni di Maxwell, iniziamo col rivedere
l’introduzione della misura frattale per integrali di volume, di superficie e di linea, secondo
la trattazione di Tarasov [31].

Definizione 4.2.1 (Misura frattale per integrali di volume [31]).
Consideriamo la regione di spazio Ω ⊂ S , dove S è lo spazio Euclideo tridimensionale,
e indichiamo con µ3(Ω) ≥ 0 la misura di Lebesgue di Ω, che può essere identificata con
l’integrale µ3(Ω) =

∫
Ω dv ≡ Vol(Ω), essendo dv la misura di volume di Lebesgue “classica”.

Introdotto il numero reale P3 ∈ ]2,3[, detto dimensione frattale, chiamiamo misura frattale
di Ω il numero reale positivo definito da

µD(Ω) :=
∫

Ω
fP3(x)dv(x) ≥ 0, (4.2.1)

dove fP3 : Ω → R è una funzione di transizione che collega la misura di Lebesgue classica
alla misura frattale. In [31], fP3 è data da

fP3(x) := 23−P3
Γ(3/2)

Γ(P3/2)
1

‖x− x0‖3−P3
, (4.2.2)
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dove x0 è un punto fissato (coincidente, ad esempio, con l’origine del sistema di riferimento
considerato), e Γ è la funzione Gamma di Eulero. Inoltre, definendo la misura

dvP3(x) := fP3(x)dv(x), (4.2.3)

possiamo riscrivere la Equazione (4.2.1) nella forma compatta [31]

µP3(Ω) =
∫

Ω
dvP3(x). (4.2.4)

Si noti che, nella definizione (4.2.2), P3 gioca il ruolo di parametro e, al variare di P3 in
]2,3[, è possibile variare con continuità la misura frattale di Ω, µP3(Ω).

Osservazione (Misura di volume frattale negli integrali di volume).
Il secondo membro della Equazione (2.2.1d) determina la carica elettrica libera totale in Ω,
ossia

Qf,3(%f ,Ω; t) =
∫

Ω
%f(x, t) dv(x), (4.2.5)

calcolata rispetto alla misura classica di Lebesgue su Ω. Il pedice “3” in “Qf,3(%f ,Ω; t)”
indica che l’integrale nella Equazione (4.2.5) è eseguito sulla regione tridimensionale Ω.
Tale carica è essa stessa una misura (con segno), generalmente variabile nel tempo, e il
cui valore numerico, ad un dato istante di tempo t e per Ω fissato, dipende dalla misura
rispetto alla quale si integra su Ω. È anche possibile, però, definire la carica totale frattale,
sostituendo la misura dv(x) con la misura frattale dvP3(x), ossia ponendo

Qf,P3(%f ,Ω; t) :=
∫

Ω
%f(x, t) dvP3(x)

=
∫

Ω
%f(x, t)fP3(x)dv(x)

=
∫

Ω
[fP3(x)%f(x, t)]dv(x)

= Qf,3(%f,P3 ,Ω; t), (4.2.6)

dove abbiamo introdotto la densità di carica libera totale frattale

%f,P3(x, t) := fP3(x)%f(x, t). (4.2.7)

Il significato del risultato (4.2.6) è che la carica totale frattale calcolata rispetto alla densità
%f è uguale alla alla carica totale classica calcolata rispetto alla densità frattale %f,P3 .

Definizione 4.2.2 (Misura frattale per integrali di superficie [31]).
Consideriamo una superficie fissa, indicata con A, che può essere sia aperta sia chiusa,
e chiamiamo con µ2(A) ≥ 0 la misura di A, ossia µ2(A) =

∫
A da. Seguendo, con lievi

modifiche, la notazione di Tarasov [31], consideriamo la dimensione frattale P2 ∈ ]P3− 1,2[ ,
e definiamo la misura frattale di A mediante l’espressione

µP2(A) :=
∫
A
fP2(x)da(x) ≥ 0, (4.2.8)

dove, analogamente a quanto visto nella Definizione 4.2.1, fP2 : A → R è la funzione di
transizione dalla misura classica di superficie alla misura superficiale frattale. Come in [31],
poniamo

fP2(x) := 22−P2
1

Γ(P2/2)
1

‖x− x0‖2−P2
, (4.2.9)
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e, introducendo la misura

daP2(x) := fP2(x)da(x), (4.2.10)

riscriviamo la Equazione (4.2.8) nella forma compatta

µP2(A) =
∫
A

daP2(x). (4.2.11)

Osservazione (Misura di superficie frattale negli integrali di flusso).
Nell’impiego delle Equazioni di Maxwell “classiche” (si vedano le Equazioni (2.2.1a)–(2.2.1d)),
si incontrano sovente integrali del tipo

Φ2(Y ,A; t) =
∫
A
Y (x, t) · n(x) da(x), (4.2.12)

dove la superficie A può rappresentare sia la superficie aperta Σ sia la superficie chiusa
∂Ω, Y ( · , t) è qui, per ogni tempo t, un generico campo di pseudo-vettori su A, che può
rappresentareB( · , t), ∂tB( · , t), J( · , t),D( · , t) o ∂tD( · , t), e, infine, Φ2(Y ,A; t) è il flusso
di Y ( · , t) attraverso A al tempo t. Si noti che il pedice “2” in Φ2(Y ,A; t) ricorda che il flusso
è riferito ad una superficie di dimensione 2. Se, invece, si vuole generalizzare l’espressione
(4.2.12) alla misura frattale esposta nella Definizione 4.2.2, si pone, come in [31],

ΦP2(Y ,A; t) =
∫
A
Y (x, t) · n(x) daP2(x)

=
∫
A

[Y (x, t) · n(x)] fP2(x)da(x)

=
∫
A

[fP2(x)Y (x, t)] · n(x)da(x)

= Φ2(YP2 ,A; t), (4.2.13)

dove abbiamo introdotto il campo frattale di pseudo-vettori

YP2(x, t) := fP2(x)Y (x, t) ≡ ŶP2(x, t; fP2), (4.2.14)

la cui definizione dipende dalla funzione di transizione fP2 . Si noti che vige l’identità

ΦP2(Y ,A; t) = Φ2(YP2 ,A; t), (4.2.15)

per la quale è possibile ridefinire il flusso frattale del campo “classico” Y come flusso
“classico” del flusso frattale YP2 .

Definizione 4.2.3 (Misura frattale per integrali di linea [31]).
Consideriamo una curva regolare, C , che può essere sia chiusa sia aperta, e chiamiamo
con µ1(C ) ≥ 0 la misura di C , ossia la sua lunghezza µ1(C ) =

∫
C ds, dove s rappresenta

l’ascissa curvilinea della curva stessa. Introducendo, come nelle Definizioni 4.2.1 e 4.2.2, la
dimensione frattale P1 ∈ ]P2 − 1,1[, è possibile definire la misura frattale di C come

µP1(C ) =
∫

C
fP1(x)ds(x) ≥ 0, (4.2.16)

dove fP1 : C → R è la funzione di transizione che collega la misura di linea classica alla
misura frattale. In [31], fP1 è data da

fP1(x) := 21−P1
Γ(1/2)

Γ(P1/2)
1

‖x− x0‖1−P1
. (4.2.17)
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Come nel caso tridimensionale e bidimensionale, possiamo definire la nuova misura frattale

dsP1(x) := fP1(x)ds(x), (4.2.18)

cosicché la Equazione (4.2.16) assume la forma compatta [31]

µP1(C ) =
∫

C
dsP1(x). (4.2.19)

Osservazione (Misura di linea frattale per integrali di linea).
La misura frattale per gli integrali di linea può essere impiegata per rifomulare le circuita-
zioni del tipo

U(T ,C ; t) :=
∫

C
T (x, t) · τ (x)ds(x), (4.2.20)

che figurano nelle Equazioni di Maxwell, in cui C rappresenta un percorso chiuso, τ il campo
di versori tangenti a C e T ( · , t) è un generico campo di co-vettori su C , che può essere
interpretato o con E( · , t) o conH( · , t). Per generalizzare l’espressione (4.2.20) alla misura
frattale data nella Definizione 4.2.3, si pone, come in [31],

UP1(T ,C ; t) =
∫

C
T (x, t) · τ (x) dsP1(x)

=
∫
A

[T (x, t) · τ (x)] fP1(x)ds(x)

=
∫
A

[fP1(x)T (x, t)] · τ (x)ds(x)

= U(T P1 ,C ; t), (4.2.21)

dove abbiamo introdotto il campo frattale di co-vettori

T P1(x, t) := fP1(x)T (x, t) ≡ T̂ P1(x, t; fP1), (4.2.22)

la cui definizione dipende dalla funzione di transizione fP1 .

4.3 Equazioni di Maxwell frattali [31]
La formulazione delle Equazioni di Maxwell frattali presentata nel seguito ricalca fortemente
quella di Tarasov [31]. Al fine di far emergere la misura frattale nelle Equazioni di Maxwell,
si parte dalla loro scrittura nella forma integrale. Quest’ultima, quando non si considerano
fenomeni legati alla deformabilità della materia cui sono associate, conduce alle seguenti
espressioni [31]:∫

∂Σ
[fP1(x)E(x, t)] · τ (x)ds(x) = − d

dt

∫
Σ

[fP2(x)B(x, t)] · n(x)da(x), (4.3.1a)∫
∂Ω

[fP2(x)B(x, t)] · n(x)da(x) = 0, (4.3.1b)∫
∂Σ

[fP1(x)H(x, t)] · τ (x)]ds(x) =
∫

Σ
[fP2(x)J(x, t)] · n(x)da(x)

+ d
dt

∫
Σ

[fP2(x)D(x, t)] · n(x)da(x), (4.3.1c)∫
∂Ω

[fP2(x)D(x, t)] · n(x)da(x) =
∫

Ω
[fP3(x)%f(x, t)]dv(x), (4.3.1d)
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in cui la regione di spazio Ω, le superfici ∂Ω e Σ (ricordiamo che quest’ultima è aperta),
e il circuito ∂Σ sono i medesimi di quelli introdotti nelle Equazioni di Maxwell “classiche”
(2.2.1a)–(2.2.1d)1.

Localizzando le (4.3.1a)–(4.3.1d), si ottengono le Equazioni di Maxwell frattali in forma
locale, ossia:

curl[fP1E] = −fP2∂tB, (4.3.2a)
div[fP2B] = 0, (4.3.2b)
curl[fP1H ] = fP2J + fP2∂tD, (4.3.2c)
div[fP2D] = fP3%f . (4.3.2d)

Osserviamo che, da questo momento in poi, trascuriamo il termine ∂tB, esattamente come
abbiamo fatto in Sezione 2.3.1. Pertanto, la Equazione (4.3.2a) diviene

curl[fP1E] = 0, (4.3.3)

da cui segue l’esistenza di un potenziale generalizzato, che indichiamo ancora con φ, tale
che

fP1E = −gradφ ⇒ E = − 1
fP1

gradφ. (4.3.4)

Prendendo la divergenza della Equazione (4.3.2c), otteniamo

0 = div[fP2J ] + div[fP2∂tD], (4.3.5)

e, sfruttando il fatto che fP2 non dipende esplicitamente dal tempo, possiamo ancora scrivere

0 = div[fP2J ] + ∂tdiv[fP2D]. (4.3.6)

Infine, sostituendo la Equazione (4.3.2d) nel secondo termine a secondo membro della (4.3.6)
perveniamo al risultato

0 = div[fP2J ] + ∂t[fP3%f ]. (4.3.7)

Anche nel caso in esame, imponiamo la condizione di elettroneutralità [10], che, però, questa
volta, è rappresentata da

div[fP2J ] = 0, (4.3.8)

e richiede che ad essere solenoidale sia la corrente frattale fP2J , piuttosto che la semplice
J , come accadeva nel modello “classico”.

4.4 Modello di Ellingsrud et al. [10] in forma frattale
In questa Sezione, specializziamo i risultati ottenuti al caso della geometria di una singola
cellula nervosa. A tal proposito, poniamo Ω ≡ Ω(i) per la regione di spazio interna alla
cellula e Ω ≡ Ω(e) per quella esterna ad essa, ed indichiamo conM la superficie, descrivente la

1Si noti che, data una generica funzione g : Σ × T → R, tale che (x, t) → g(x, t), stiamo impiegando
il lieve abuso di notazione d

dt

∫
Σ g(x, t)da(x) ≡

[ d
dt

∫
Σ g(x, · )da(x)

]
(t).
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membrana cellulare, che separa Ω(i) e Ω(e). Di conseguenza, la condizione di elettroneutralità
(4.3.8) deve essere scritta una volta per Ω(i) e una volta per Ω(e), ossia

div[f(i)P2
J (i)] = 0, in Ω(i), (4.4.1a)

div[f(e)
P2
J (e)] = 0, in Ω(e). (4.4.1b)

Unitamente alle correnti J (i) e J (e), è necessario introdurre i potenziali φ(i) e φ(e), definiti
rispettivamente in Ω(i) e Ω(e), e tali che, in generale, si abbia φ(e)

|M /= φ
(i)
|M. Pertanto, anche

nel caso frattale, definiamo la differenza di potenziale alla membrana come

V (x, t) := φ(i)(x, t)− φ(e)(x, t), per ogni x ∈M e t ∈ T, (4.4.2)

e chiamiamo V potenziale di membrana, come nel modello standard.
Per studiare il trasporto delle specie ioniche nell’ambito del modello frattale considerato

è necessario mettere in forma frattale le leggi di bilancio di massa delle specie ioniche stesse.
In particolare, occorre determinare le espressioni frattali delle correnti elettriche J (i)

k e J (e)
k ,

con k = 1, . . . , N , dovute al moto di ciascuna specie ionica. Ciò implica la scrittura della
legge di Fick in forma frattale per ciascuna specie, il che, a propria volta, passa attraverso
lo studio della dissipazione del sistema in esame. Tale studio sarà oggetto della prossima
Sezione. Qui, ci limitiamo a dire che, per il momento, supponiamo che l’equazione per la
corrente di membrana (2.3.45m) resti invariante in forma anche nel caso frattale e, per
completezza, la riscriviamo:

I = C ∂tV +
N∑
k=1

I
(ionic)
k , (4.4.3)

in cui i vari termini sono definiti come discusso nel Capitolo 2.
Infine, per chiudere il modello, bisogna introdurre tutte le necessarie condizioni al bordo,

una condizione iniziale per il potenziale di membrana, e le leggi costitutive per esprimere le
correnti ioniche (ad esempio, mediante il modello di Hodgkin& Huxley [15]).

4.5 Equazioni di bilancio in forma frattale

Con lo scopo di determinare le espressioni frattali per le correnti ioniche J (i)
k e J (e)

k e per le
correnti totali J (i) e J (e), la presente Sezione si pone l’obiettivo di studiare le equazioni di
bilancio e la dissipazione del sistema in esame, seguendo i lavori [14, 3, 12, 24]. I principali
risultati di [14, 3, 12] verranno riadattati alla luce dell’approccio frattale appena introdotto
nel caso di una miscela monofasica a N +1 componenti. I primi N costituenti sono le specie
ioniche precedentemente considerate, mentre il costituente (N + 1)-esimo è il fluido acquoso
in cui si trovano le specie ioniche.

Osserviamo che un approccio più sistematico al problema in esame dovrebbe considerare
le equazioni di bilancio “meccaniche” congiuntamente alle Equazioni di Maxwell. Infatti,
il campo elettrico, oltre ad influenzare il moto delle cariche attraverso la legge di Fick,
interviene nella meccanica del sistema ridefinendone il tensore degli sforzi per mezzo del
tensore di Maxwell. Tuttavia, poiché in questa fase ci concentriamo solo sugli aspetti di
trasporto, e quindi sulla determinazione della corrente di Fick, in questa sede consideriamo
tensori degli sforzi puramente meccanici.

Prima di iniziare lo studio delle leggi di bilancio e della dissipazione, forniamo una lista
dei simboli più ricorrenti:
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• ρi, con i = 1, . . . , N +1, è la densità volumetrica di massa del costituente i-esimo della
miscela e ρ :=

∑N+1
i=1 ρi la densità volumetrica di massa della miscela.

• qi := ρi

ρ , per i = 1, . . . , N + 1, è la frazione di massa del costituente i-esimo, cosicché
ρi risulti calcolabile come ρi = ρqi. Le frazioni di massa non sono tutte linearmente
indipendenti, poiché, per definizione, sono tali che

∑N+1
i=1 qi = 1.

• Mmi, con i = 1, . . . , N + 1, è la massa molare del costituente i-esimo. Sussiste la rela-
zione ρi = ρqi = Mmici, essendo ci la concentrazione molare previamente introdotta,
e avente unità di misura [ci] = mol ·m−3.

• vi, con i = 1, . . . , N + 1, è la velocità del costituente i-esimo.

• v :=
∑N+1
i=1 qivi è la velocità del centro di massa della miscela.

• wi := vi − v, con i = 1, . . . , N + 1, è la velocità relativa del costituente i-esimo
rispetto alla velocità del centro di massa della miscela. Per costruzione, le velocità
relative w1, . . . ,wN+1 devono essere compatibili con il vincolo

∑N+1
i=1 qiwi = 0.

• mi, con i = 1, . . . , N + 1, è la densità volumetrica di forza interna dovuta agli scambi
di impulso tra il costituente i-esimo e tutti gli altri costituenti della miscela. Poiché
la miscela è chiusa rispetto all’impulso [14, 3, 24], le densità di forza m1, . . . ,mN+1
devono soddisfare la condizione

N+1∑
i=1

mi = 0. (4.5.1)

• ti, con i = 1, . . . , N+1, è il tensore degli sforzi di Cauchy relativo al costituente i-esimo
della miscela.

• fi, con i = 1, . . . , N+1, è la densità volumetrica di forza esterna agente sul costituente
i-esimo della miscela. Tale densità di forza (nel seguito detta semplicemente “forza”)
è identificata con forza di Lorentz.

4.5.1 Considerazioni preliminari sulle correnti ioniche
Con riferimento alla k-esima specie ionica, senza specificare se ci si riferisce a Ω(i) o a Ω(e), ri-
cordiamo che, nel caso non frattale, la densità di corrente, che qui indichiamo semplicemente
con Jk, è data dall’espressione

Jk = −Dkgrad ck −
FzkDk

RT
ckgradφ, [Jk] = mol

m2 · s (4.5.2)

A tale risultato si perviene attraverso le considerazioni dimensionali di seguito riportate:

[ck] = mol
m3 , (4.5.3a)

[vk] = m
s , (4.5.3b)

[F ] = C
mol , (4.5.3c)

[Dk] = m2

s , (4.5.3d)

[R ] = J
mol ·K , (4.5.3e)
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[Dkgrad ck] = m2

s ·
mol
m4 = mol

m2 · s , (4.5.3f)

[Fzkck] = C
mol ·

mol
m3 = C

m3 , (4.5.3g)

[gradφ] = V
m = J

C ·m = N ·m
C ·m = N

C , (4.5.3h)

[−Fzkckgradφ] = V
m = N

m3 , (4.5.3i)[
Dk

RT

]
= mol ·m

s · N . (4.5.3j)

4.5.2 Equazioni di bilancio di massa e di impulso
Consideriamo una miscela ad N + 1 costituenti che occupa una regione R dello spazio
Euclideo tridimensionale, S , avente bordo ∂R. Tale regione può indicare, in questa sede,
sia lo spazio interno sia lo spazio interno alla cellula.

Bilancio di massa Scriviamo l’equazione di bilancio di massa della miscela in forma
globale come

d
dt

∫
P
ρ dv = 0, (4.5.4)

dove P è un elemento dell’insieme delle parti di R e dove è stato trascurato il contributo
dei termini di pozzo e di sorgente. Tale equazione, che è scritta per una regione dotata di
misura standard di Riemann o di Lebesgue, può essere riscritta in virtù del Teorema del
trasporto di Reynolds come ∫

P
∂tρ dv +

∫
∂P

ρv · n da = 0. (4.5.5)

Se consideriamo la regione P dotata di misura frattale, invece, la (4.5.5) può essere scritta
utilizzando le funzioni di transizione “fP3” e “fP2” come∫

P
∂t(fP3ρ) dv +

∫
∂P

[fP2ρv · n] da = 0, (4.5.6)

che a seguito delle usuali procedure di localizzazione assume la forma

∂t(fP3ρ) + div(fP2ρv) = 0. (4.5.7)

Il bilancio di massa in forma integrale del costituente i-esimo della miscela può essere
scritto, invece, nel caso di misura standard di Riemann o di Lebesgue, come

d
dt

∫
P
ρqi dv +

∫
∂P

ρqiwi · n da = 0, i = 1, . . . , N + 1, (4.5.8)

dove, ancora una volta, è stato trascurato il contributo dei termini di pozzo e di sorgente
per l’i-esimo costituente. Se la regione P è dotata della misura di volume frattale “dvP3” e
il suo bordo della misura di superficie frattale “dvP2”, la Equazione (4.5.8) assume la forma

d
dt

∫
P
ρqi dvP3 +

∫
∂P

ρqiwi · n daP2 = 0, i = 1, . . . , N + 1, (4.5.9)
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che può essere riscritta in virtù delle Definizioni 4.2.1 e 4.2.2 come

d
dt

∫
P
ρqifP3 dv +

∫
∂P

ρqiwi · nfP2 da = 0, i = 1, . . . , N + 1. (4.5.10)

A seguito delle usuali procedure di localizzazione, in virtù del Teorema di Gauss, si giunge
alla forma locale dell’equazione di bilancio di massa dell’i-esimo costituente nella forma

∂t(fP3ρqi) + div(ρqifP2wi) = 0, i = 1, . . . , N + 1. (4.5.11)

Bilancio di impulso Scriviamo la legge di bilancio di impulso per una miscela ad N + 1
componenti come ∫

∂P
tn da +

∫
P
f dv = 0, (4.5.12)

dove con t indichiamo il tensore degli sforzo di Cauchy dell’intera miscela e con f indichia-
mo la densità volumetrica di forza esterna che, in questa sede, può rappresentare la Forza
di Lorentz. Notiamo che nella (4.5.12) sono stati trascurati i termini inerziali. Equivalente-
mente a quanto fatto per l’equazione di bilancio di massa, se la regione P è dotata di una
misura volumetrica frattale “dvP3” e il suo bordo, ∂P, è dotato di una misura di superficie
frattale “daP2”, scriviamo la (4.5.12) come∫

∂P
tn daP2 +

∫
P
f dvP3 = 0, (4.5.13)

che, in virtù delle espressioni delle funzioni di transizione alla misura frattale (4.2.2) e
(4.2.9), diventa ∫

∂P
[fP2t]n da +

∫
P

fP3f dv = 0. (4.5.14)

Eseguendo le usuali procedure di localizzazione, scriviamo la (4.5.14) in forma locale come

div[fP2t] + fP3f dv = 0. (4.5.15)

Scriviamo, adesso, l’equazione di bilancio di impulso in forma integrale per il costituente
i-esimo della miscela, trascurando le inerzie e considerando la regione P dotata di misure
di volume e di superficie frattali, cioè∫

∂P
[fP2ti]n da +

∫
P

fP3 [mi + f i] dv = 0, i = 1, . . . , N + 1. (4.5.16)

Notiamo che, in questo caso, il bilancio dell’impulso relativo all’i-esimo componete prevede
una densità volumetrica di forza interna,mi, dovuta agli scambi di impulso tra il costituente
i-esimo e tutti gli altri costituenti della miscela. Localizzando la (4.5.16), otteniamo

div(fP2ti) + fP3 [mi + f i] = 0, i = 1, . . . , N + 1. (4.5.17)

Osservazione. Si noti che, sommando le (4.5.17) al variare di i ∈ {1, . . . , N + 1}, in virtù
della proprietà (4.5.1), si ottiene la Equazione (4.5.15) nella forma

N+1∑
i=1

fP3 [f i +mi] +
N+1∑
i=1

div (fP2ti) = 0. (4.5.18)

99



Modello di Poisson-Nernst-Planck frattale

Inoltre, ricordando il vincolo sulle frazioni di volume
N+1∑
i=1

qi = 1⇒ −
N∑
i=1

qi

qN+1
= 1, (4.5.19)

la (4.5.18) può essere riscritta riorganizzando i termini come
N∑
i=1

fP3

[
f i − qi

qN+1
fN+1

]
+

N∑
i=1

[
div (fP2ti)− qi

qN+1
div (fP2tN+1)

]

+
N∑
i=1

fP3

(
mi − qi

qN+1
mN+1

)
= 0. (4.5.20)

La (4.5.20) è l’equazione di bilancio di impulso scritta in termini relativi.

4.6 Studio della dissipazione frattale
Tutto il materiale della presente Sezione è basato su [24].

Studiamo di seguito la dissipazione alla luce della Teoria Frattale presentata in [31] con lo
scopo di fornire una espressione termodinamicamente ammissibile della densità di corrente
frattale che figura nel Modello di PNP frattale (oggetto della Sezione 4.4).

A tale scopo, scriviamo la dissipazione del sistema sulla porzione P di R dotata di
misure di volume e di superficie frattali (4.2.3) e (4.2.10) [3]∫

P
fP3 D dv =− d

dt

∫
P

fP3 ρψ dv +
∫

P

N+1∑
i=1

fP3 f i ·wi dv

+
∫
∂P

N+1∑
i=1

fP2 (tin) ·wi da

−
∫
∂P

N+1∑
i=1

fP2 ρqiψiwi · n da ≥ 0, (4.6.1)

dove ψ :=
∑N+1
k=1 qkψk e la notazione utilizzata è quella introdotta nella Sezione 4.5. Appli-

cando il Teorema di Gauss ai termini di bordo, la (4.6.1) diventa∫
P

fP3 D dv =−
∫

P
fP3ρ ∂tψ dv +

∫
P

N+1∑
i=1

fP3f i ·wi dv

+
∫

P

N+1∑
i=1

[div (fP2ti) ·wi + fP2ti : gradwi] dv

−
∫

P

N+1∑
i=1

[grad(fP2ρqiψi) ·wi + fP2ρqiψiI : gradwi] dv ≥ 0, (4.6.2)

in cui si è usata l’identità tensoriale div(fP2tiwi) = div(fP2ti)·wi+fP2ti : gradwi. Riordinando
i termini, in virtù della equazione locale di bilancio di impulso della miscela riportata in
(4.5.18), la (4.6.2) può essere riscritta come∫

P
fP3 D dv =−

∫
P

fP3ρ ∂tψ dv

+
∫

P

N+1∑
i=1

[fP2ti − fP2ρqiψiI] : gradwidv
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−
∫

P

N+1∑
i=1

[grad(fP2ρqiψi) + fP3mi] ·wi dv ≥ 0. (4.6.3)

Poiché vale il vincolo sulle velocità relative, possiamo scrivere

wN+1 = −
N∑
i=1

qi

qN+1
wi. (4.6.4)

Operiamo sul secondo addendo della (4.6.3) definendo la quantità Qi := [fP2ti − fP2ρqiψiI].
In virtù della (4.6.4), esso può essere riscritto come

∫
P

N+1∑
i=1

Qi : gradwidv =
∫

P

N∑
i=1

Qi : gradwidv +
∫

P
QN+1 :

(
−

N∑
i=1

qi

qN+1
gradwi

)
dv

−
∫

P
QN+1 grad

(
qi

qN+1

)
·widv

=
∫

P

N∑
i=1

(
Qi − qi

qN+1
QN+1

)
: gradwidv

−
∫

P
QN+1 grad

(
qi

qN+1

)
·widv. (4.6.5)

Allo stesso modo, definendo pi := [grad(fP2ρqiψi) + fP3mi], si può operare sul terzo addendo
della (4.6.3) come segue:

−
∫

P

N+1∑
i=1

pi ·wi dv =−
∫

P

N∑
i=1
pi ·wi dv + pN+1 ·

(
−

N∑
i=1

qi

qN+1
wi

)

=−
∫

P

N∑
i=1

(
pi − qi

qN+1
pN+1

)
·wi dv. (4.6.6)

Alla luce dei risultati ottenuti in (4.6.5) e (4.6.6), scriviamo la (4.6.3) come∫
P

fP3 D dv =−
∫

P
fP3ρ ∂tψ dv

+
∫

P

N∑
i=1

[
fP2

(
ti − qi

qN+1
tN+1

)
− fP2ρ

(
qiψi − qi

qN+1
qN+1ψN+1

)
I
]

: gradwidv

−
∫

P

N∑
i=1

[fP2tN+1 − fP2ρqN+1ψN+1] grad
(

qi

qN+1

)
·widv

−
∫

P

N∑
i=1

{
grad (fP2ρqiψi)− qi

qN+1
grad (fP2ρqN+1ψN+1)

}
·wi

−
∫

P

N∑
i=1

{
fP3

(
mi − qi

qN+1
mN+1

)}
·wi dv ≥ 0. (4.6.7)

Riorganizzando i termini nella (4.6.7), si ottiene∫
P

fP3 D dv =−
∫

P
fP3ρ ∂tψ dv

+
∫

P

N∑
i=1

[
fP2

(
ti − qi

qN+1
tN+1

)
− fP2ρqi (ψi − ψN+1) I

]
: gradwidv
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−
∫

P

N∑
i=1

fP2tN+1grad
(

qi

qN+1

)
·widv

−
∫

P

N∑
i=1

grad (fP2ρqi [ψi − ψN+1]) ·widv

−
∫

P

N∑
i=1

fP3

[
mi − qi

qN+1
mN+1

]
·wi dv ≥ 0. (4.6.8)

Assegnando per ψ una dipendenza costitutiva del tipo

ψ = ψ̂ ◦ (q1, . . . , qN ), (4.6.9)

si ha

gradψ =
N∑
i=1

(
∂ψ̂
∂qi
◦ (q1, . . . , qN )

)
grad qi. (4.6.10)

In virtù delle (4.6.9) e (4.6.10), e supponendo nulla la velocità di miscela v (ponendo, quindi,
v = 0), è possibile riscrivere il primo addendo della (4.6.3) come

−
∫

P
fP3ρ ∂tψ dv =−

∫
P

N∑
i=1

fP3ρ
(
∂ψ̂
∂qk
◦ (q1, . . . , qN )

)
∂tqidv

=
∫

P

N∑
i=1

(
∂ψ̂
∂qi
◦ (q1, . . . , qN )

)
fP2ρqiI : gradwidv

+
∫

P

N∑
i=1

(
∂ψ̂
∂qi
◦ (q1, . . . , qN )

)
grad (fP2ρqi) ·widv, (4.6.11)

dove sono state usate le equazioni locali di bilancio di massa dei primi N costituenti.
Sostituendo la (4.6.11) nella (4.6.8), si ha∫

P
fP3 D dv =

∫
P

N∑
i=1

[
fP2ρqi

(
∂ψ̂
∂qi
◦ (q1, . . . , qN )

)]
I : gradwidv

+
∫

P

N∑
i=1

[
fP2

(
ti − qi

qN+1
tN+1

)
− fP2ρqi (ψi − ψN+1) I

]
: gradwidv

+
∫

P

N∑
i=1

(
∂ψ̂
∂qi
◦ (q1, . . . , qN )

)
grad (fP2ρqi) ·widv

−
∫

P

N∑
i=1

fP2tN+1grad
(

qi

qN+1

)
·widv

−
∫

P

N∑
i=1

grad (fP2ρqi [ψi − ψN+1]) ·widv

−
∫

P

N∑
i=1

fP3

[
mi − qi

qN+1
mN+1

]
·wi dv ≥ 0. (4.6.12)

Accorpando sotto lo stesso segno di integrale i primi due termini della (4.6.12), la nuova
funzione integranda del termine risultante ha la forma

fP2ρqi
[
−
(
ψiI− ti

ρqi

)
+
(
ψN+1I− tN+1

ρqN+1

)
+
(
∂ψ̂
∂qi
◦ (. . . )

)
I
]

: gradwi, (4.6.13)
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dove si è scelto, per non appesantire la notazione, di utilizzare (. . . ) per indicare la lista
delle frazioni di volume (q1, . . . , qN ).

Seguendo l’approccio discusso in [3, 24], il tensore degli sforzi di Cauchy, ti, può essere
scritto come ti := −piI, dove pi indica la pressione parziale dell’i-esimo costituente, per cui
la (4.6.13) può essere riscritta come

fP2ρqi
[
−
(
ψi + pi

ρqi

)
+
(
ψN+1 + pN+1

ρqN+1

)
+
(
∂ψ̂
∂qi
◦ (. . . )

)]
I : gradwi, (4.6.14)

in cui riconosciamo l’espressione del potenziale chimico µi := ψi + pi

ρqi
relativo all’i-esimo

costituente. Definendo il potenziale chimico relativo come µ̃i = µi − µN+1, otteniamo la
scrittura più compatta

fP2ρqi
[
−µ̃i +

(
∂ψ̂
∂qi
◦ (. . . )

)]
divwi, (4.6.15)

che, se sostituita nella (4.6.12), restituisce

∫
P

fP3 D dv =
∫

P

N∑
i=1

fP2ρqi
[
−µ̃i +

(
∂ψ̂
∂qi
◦ (. . . )

)]
divwidv

+
∫

P

N∑
i=1

(
∂ψ̂
∂qi
◦ (. . . )

)
grad (fP2ρqi) ·widv

−
∫

P

N∑
i=1

fP2tN+1grad
(

qi

qN+1

)
·widv

−
∫

P

N∑
i=1

grad (fP2ρqi [ψi − ψN+1]) ·widv

−
∫

P

N∑
i=1

fP3

[
mi − qi

qN+1
mN+1

]
·wi dv ≥ 0. (4.6.16)

Equivalentemente, operando sui restanti termini della (4.6.16), otteniamo la funzione inte-
granda

N∑
i=1

[(
∂ψ̂
∂qi
◦ (. . . )

)
grad (fP2ρqi)− fP2tN+1grad

(
qi

qN+1

)
− grad (fP2ρqi [ψi − ψN+1])

− fP3

(
mi − qi

qN+1
mN+1

)]
·wi, (4.6.17)

che, applicando la Regola di Leibniz, riscriviamo come

N∑
i=1

[
−fP2ρqigrad

(
∂ψ̂
∂qi
◦ (. . . )

)
− fP2tN+1grad

(
qi

qN+1

)
− fP3

(
mi − qi

qN+1
mN+1

)
−grad

(
fP2ρqi [ψi − ψN+1]− fP2ρqi

(
∂ψ̂
∂qi
◦ (. . . )

))]
·wi. (4.6.18)

Dalla (4.6.18) otteniamo una nuova forma della dissipazione frattale

∫
P

fP3 D dv =
∫

P

N∑
i=1

fP2ρqi
[
−µ̃i +

(
∂ψ̂
∂qi
◦ (. . . )

)]
divwidv

−
∫

P

N∑
i=1

[
fP2ρqigrad

(
∂ψ̂
∂qi
◦ (. . . )

)
+ fP2tN+1grad

(
qi

qN+1

)
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+ fP3

(
mi − qi

qN+1
mN+1

)
+ grad (fP2ρqi [ψi − ψN+1])

− grad
(
fP2ρqi

(
∂ψ̂
∂qi
◦ (. . . )

))]
·widv ≥ 0. (4.6.19)

Procediamo, a questo punto, considerando l’equazione di bilancio di massa della misce-
la in forma globale come vincolo, e studiamo la dissipazione vincolata introducendo il
moltiplicatore di Lagrange ζ [3]. Perciò, scriviamo∫

P
fP3 D dv =

∫
P

N∑
i=1

fP2ρqi
[
−µ̃i +

(
∂ψ̂
∂qi
◦ (. . . )

)
− ζ

ρ

(
∂ρ̂
∂qi
◦ (. . . )

)]
divwidv

−
∫

P

N∑
i=1

{
fP2ρqigrad

(
∂ψ̂
∂qi
◦ (. . . )

)
+ fP2tN+1grad

(
qi

qN+1

)
+ fP3

[
mi − qi

qN+1
mN+1

]
+ grad

[
fP2ρqi

(
[ψi − ψN+1]−

(
∂ψ̂
∂qi
◦ (. . . )

))]
+ ζ
ρ

(
∂ρ̂
∂qi
◦ (. . . )

)
grad(fP2ρqi)

}
·widv ≥ 0, (4.6.20)

in cui è stata introdotta la dipendenza costitutiva ρ = ρ̂ ◦ (q1, . . . , qN ).
Seguendo [3], scriviamo il Moltiplicatore di Lagrange nella forma ζ := p

ρ e, quindi,
tornando alla dissipazione, con un lieve abuso di notazione otteniamo∫

P
fP3 D dv =

∫
P

N∑
i=1

fP2ρqi
[
−µ̃i + ∂

∂qi

(
ψ̂ + p

ρ̂

)]
divwidv

−
∫

P

N∑
i=1

{
fP2ρqigrad

[
∂
∂qi

(
ψ̂ + p

ρ̂

)]
+ fP2tN+1grad

(
qi

qN+1

)
+ grad

[
fP2ρqi

(
[ψi − ψN+1]− ∂

∂qi

(
ψ̂ + p

ρ̂

))]
+ fP3

[
mi − qi

qN+1
mN+1

]}
·widv ≥ 0. (4.6.21)

Come viene fatto in [3], forniamo l’espressione della energia libera di Gibbs

Ĝ = ψ̂ + p

ρ̂
, (4.6.22)

che permette di scrivere il potenziale chimico relativo i-esimo come

µ̃i = ∂Ĝ

∂qi
= ∂

∂qi

[
ψ̂ + p

ρ̂

]
. (4.6.23)

Adoperando la (4.6.23) nella espressione della dissipazione vincolata, (4.6.21) otteniamo∫
P

fP3 D dv =−
∫

P

N∑
i=1

{
fP2ρqigrad µ̃i + fP2tN+1grad

(
qi

qN+1

)
+ grad [fP2ρqi ([ψi − ψN+1]− µ̃i)]

+ fP3

[
mi − qi

qN+1
mN+1

]}
·widv ≥ 0. (4.6.24)

Introduciamo, a questo punto, una densità volumetrica di forza dissipativa mdi relativa
all’i-esimo costituente. Tale forza permette di scrivere la dissipazione nella forma∫

P
fP3 D dv = −

∫
P

N∑
i=1

fP3mdi ·widv, (4.6.25)

104



4.7 – Studio del flusso frattale

dove si è posto

fP3mdi := fP2ρqigrad µ̃i + fP2tN+1grad
(

qi

qN+1

)
+ grad [fP2ρqi ([ψi − ψN+1]− µ̃i)]

+ fP3

[
mi − qi

qN+1
mN+1

]
. (4.6.26)

In virtù della (4.6.26), è possibile scrivere la i-esima equazione di bilancio di impuso relativo
come

fP3

(
f i − qi

qN+1
fN+1

)
+ div

(
fP2ti − qi

qN+1
fP2tN+1

)
+ fP3mdi + grad [fP2ρqi (µ̃i − (ψi − ψN+1))]− fP2ρqi gradµ̃i = 0, (4.6.27)

che alla luce della definizione di potenziale chimico relativo µ̃i e del tensore degli sforzi di
Cauchy ti date da [3] diventa

fP3

(
f i − qi

qN+1
fN+1

)
+ fP3mdi − fP2ρqi gradµ̃i = 0. (4.6.28)

Scrivendo, infine, la densità volumetrica di forza dissipativa come

mdi = −M−1
i wi, (4.6.29)

è possibile fornire l’espressione della velocità relativa i-esima, cioè

wi = −Mi

[
fP2

fP3

ρqi gradµ̃i −
(
f i − qi

qN+1
fN+1

)]
, (4.6.30)

in cui, con Mi indichiamo la motilità dell’i-esimo costituente. Per mezzo della (4.6.30),
definiamo il flusso i-esimo come

J i = ρqi
Mmi

wi, [J i] = mol
m2 · s . (4.6.31)

Dalla (4.6.31) si ottiene una espressione esplicita della densità di corrente frattale che, a
seguito di considerazioni sulla forza di Lorentz, porta alla densità di corrente frattale del
modello PNP-frattale. In particolare,

J i : = − 1
Mmi

[
ρqiMi

fP2

fP3

ρqi gradµ̃i − ρqiMi

(
f i − qi

qN+1
fN+1

)]
. (4.6.32)

4.7 Studio del flusso frattale
Nella presente Sezione scriviamo una espressione della densità di corrente esplicitando le
varie componenti in funzione delle variabili del Modello PNP frattale. Con tale scopo, asse-
gniamo una espressione per la densità di forza volumetrica f i relativa all’i-esimo costituente.
Dal momento che l’unica forza di volume non trascurabile nel problema studiato è di tipo
elettrico, identifichiamo con f i l’espressione costitutiva della forza di Lorentz, cioè

f i := FziciE = −Fzicigradφ. (4.7.1)

Notiamo che il costituente (N + 1)-esimo, ossia l’acqua, ha valenza zN+1 nulla, per cui è
possibile scrivere la (4.6.32) come

J i = −
[
ρqi

Mmi

fP2

fP3

Miρqi gradµ̃i −
ρqi

Mmi
Mif i

]
. (4.7.2)
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Definendo la mobilità volumica come Mi := ρqiMi e notando che

Mmici = ρqi, (4.7.3)

scriviamo la (4.7.2) come

J i = −
[
fP2

fP3

Mici gradµ̃i −
Mi

Mmi
f i

]
. (4.7.4)

Data la dipendenza costitutiva del potenziale chimico relativo dalle frazioni di volume
(q1, . . . , qN ), è possibile scrivere

grad µ̃i =
(
∂ ˇ̃µi
∂qi
◦ (q1, . . . , qN )

)
grad qi, (4.7.5)

che porta a

J i = −
[
fP2

fP3

Mici

(
∂ ˇ̃µi
∂qi
◦ (q1, . . . , qN )

)
grad qi −

Mi

Mmi
f i

]
. (4.7.6)

Utilizzando la relazione (4.7.3) nella (4.7.6), e prescrivendo una opportuna relazione funzio-
nale per ˇ̃µi, otteniamo

J i = −
[
fP2

fP3

Digrad ci +Di
Fzi
RT

gradφ
]
. (4.7.7)

Facendo l’ipotesi che i campi di concentrazione siano assegnati e costanti, scriviamo, me-
diante la (4.7.7), la densità di corrente totale come

J =
N∑
i=1

FziJ i = −σgradφ, (4.7.8)

in cui è stata definita la conduttività [30]

σ =
N∑
i=1

Di
F 2z2

i

RT
ci. (4.7.9)

Si noti che anche la conduttività in (4.7.9) dipende dalla frattalità della geometria tramite
la definizione del tensore di diffusività Di relativo all’i-esimo costituente. La Equazione
(4.7.8), se caratterizzata per i domini Ω(i) e Ω(e), fornisce la densità di corrente che figura
nelle equazioni del Modello PNP frattale.

4.8 Riassunto delle equazioni del modello frattale
Utilizzando l’espressione di (4.7.8) scriviamo il riassunto delle equazioni del Modello PNP
frattale come

div
[
−fP2σ

(i)gradφ(i)
]

= 0, in Ω(i), (4.8.1a)

div
[
−fP2σ

(e)gradφ(e)
]

= 0, in Ω(e), (4.8.1b)

φ(i)(x, t) = φ(e)(x, t) + V (x, t), su M, (4.8.1c)

− σ(i) ∂φ
(i)

∂n(ie) = I, su M, (4.8.1d)
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− σ(e) ∂φ
(e)

∂n(ei) = −I su M, (4.8.1e)

− σ(e) ∂φ
(e)

∂n(ee) = 0, su ∂Ω(e,e), (4.8.1f)∫
Ω(e)

φ(e)fP3dv = 0, in Ω(e), (4.8.1g)

I = C ∂tV +
N∑
k=1

I
(ionic)
k , su M. (4.8.1h)
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Capitolo 5

Conclusioni

La presente Tesi fa parte di un progetto di ricerca più ampio che riguarda la neurobiologia
computazionale e fornisce le basi per la scrittura del lavoro [24].

La Tesi presenta inizialmente il problema biologico di cui è oggetto in modo riassun-
tivo e descrive sommariamente le caratteristiche locali e globali di una cellula nervosa. In
questa sede si fornisce la giustificazione dell’approccio matematico utilizzato nella stesura
dei modelli frazionario e frattale in virtù di osservazioni di natura sperimentale [29]. Si
pone particolare attenzione alla geometria degli “alberi” dendritici e assonici che mostrano
dimensione frattale e che, dunque, danno luogo a fenomeni di natura non-locale.

Il primo modello riportato in questo lavoro è il modello di Poisson-Nernst-Planck nella
chiave di Ellingsrud et al. [10]. Questo viene presentato con delle piccole modifiche al fine
di essere più adatto alle nostre esigenze. Il Modello PNP fornisce un termine di confronto
per i modelli da noi sviluppati, inoltre, la sua implementazione al calcolatore è di grande
aiuto per comprendere il ruolo che i diversi termini del modello hanno nella conduzione del
potenziale di membrana. A tal proposito, si è scelto di studiare un caso monodimensionale
semplificato ottenuto imponendo le concentrazioni delle specie ioniche in gioco costanti.
Si è fatto ciò per avere un modello da risolvere tramite un software sviluppato da noi
che implementa la discretizzazione del sistema e, dunque, la sua risoluzione. Di particolare
rilievo, in questa trattazione, è la possibilità di ricavare le equazioni del modello semplificato
“variazionalmente” definendo la Lagrangiana della cellula nervosa.

Il secondo modello che presentiamo in questo lavoro consiste in una riscrittura del Model-
lo PNP in chiave frazionaria. Il punto di partenza, per far ciò, è la ri-scrittura dalle Equazioni
di Maxwell frazionarie come in [32] scritte mediante l’uso di operatori integro-differenziali
frazionari che introducono la non-località nel problema studiato. É stato possibile scrivere
tale modello, da noi chiamato Modello PNP frazionario, in virtù di alcuni risultati presentati
da Tarasov in [32] e di altri la cui dimostrazione è stata motivata dal modus operandi dello
stesso lavoro. Le simulazioni numeriche relative a tale modello sono, attualmente, uno dei
nostri principali argomenti di ricerca. Esse hanno l’obiettivo di comprendere se, al variare
dell’ordine di frazionarietà del modello, è possibile descrivere un eventuale danneggiamento
degli assoni.

Infine, l’ultimo modello presentato nella Tesi è il Modello PNP frattale che consiste in
una riscrittura del modello di Ellingsrud et al. [10] alla luce della Teoria Frattale. Anche in
questo caso, si è scelto di scrivere il modello a partire dalle Equazioni di Maxwell frattali che
sono frutto dell’introduzione nella trattazione matematica della misura frattale. La riscrit-
tura delle Equazioni di Maxwell in forma frattale è stata possibile mediante l’introduzione
di funzioni di transizione dalla misura standard alla misura frattale come suggerito in [31].
Un aspetto particolarmente delicato in questo contesto è stata la definizione della densità di
corrente frattale ottenuta tramite uno studio dettagliato della dissipazione seguendo quanto
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suggerito in [3]. A seguito dello studio condotto sulle equazioni di bilancio e sulla dissipazio-
ne, scritte considerando il dominio dotato di misura frattale, si è ricavato il Modello PNP
frattale. Come nel caso frazionario, non sono state presentate le simulazioni numeriche del
modello poiché, attualmente, costituiscono argomento di ricerca. Sia la stesura del modello
frazionario sia la stesura del modello frattale sono basate su [24] che è in preparazione.
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