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Sommario

Il lavoro di tesi svolto ha lo scopo di confrontare due possibili scelte per la base
polinomiale sui poligoni utilizzata nella costruzione dei Virtual Element Method
(VEM), introdotte al fine di migliorare la stabilita numerica del metodo rispetto
alla classica scelta della base dei monomi scalati. Quest’ultima risulta essere effi-
ciente da un punto di vista computazionale, ma influisce negativamente sul numero
di condizionamento della matrice di stiffness in presenza di elementi caratterizzati
da una forte anisotropia e per valori del grado polinomiale sufficientemente alti.

Entrambe le basi polinomiali analizzate sono ottenute a partire da quella mo-
nomiale. In particolare, la prima base analizzata dello spazio Py(E) dei polinomi
di ordine < k sul generico elemento poliedrale E e definita come 'unione di

e una base L?*(E)-ortonormale dello spazio P;_;(F) costruita a partire dalla
diagonalizzazione della matrice di massa relativa alla base dei monomi dello
stesso spazio;

e un insieme L?(E)-ortonormale di opportune funzioni ottenute rimuovendo dai
monomi di ordine esattamente k le loro componenti nello spazio Py_1(E).

Tramite questa procedura, si ottiene inizialmente una base per lo spazio Py_;(E),
la quale, nel seguito, viene estesa in modo da costruire una base per l'intero spazio
P,(E). Sinoti che & necessaria I'introduzione di una base per entrambi gli spazi
polinomiali (Py_1(F) e Px(E)) per la costruzione dei proiettori locali coinvolti nella
definizione della matrice di stiffness associata al problema di reazione-convezione-
diffusione di cui si propone 'analisi.

La seconda base ¢ ottenuta applicando 1’algoritmo di ortogonalizzazione di
Gram-Schmidt modificato alla matrice di Vandermonde dei monomi. Tale me-
todo consente di ottenere una sequenza di basi ortonormali {p*};>; al variare del
grado polinomiale k£ la quale risulta essere gerarchica, ovvero

pFtcpt VE>1.

Entrambe le procedure sono state implementate all’interno di un codice VEM pree-
sistente, ridefinendo i metodi che si occupano della costruzione dei proiettori locali
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sia nel caso 2D che nel caso 3D. Poiché i metodi agli elementi virtuali richiedono
un costo superiore rispetto quelli agli elementi finiti (FEM), a causa dell’assem-
blaggio di tali proiettori locali, il codice utilizzato usa un approccio totalmente
basato sulle matrici al fine di migliorare 'efficienza computazionale.

Gli esperimenti numerici hanno dimostrato che I'introduzione di una base or-
tonormale rispetto al prodotto scalare in L?(E) e, in particolare, la ridefinizione
dei gradi di liberta in funzione di quest’ultima, permette di limitare il numero di
condizionamento della matrice di stiffness, migliorando la stabilita numerica del
metodo.
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Capitolo 1
Introduzione

I Virtual Element Method (VEM) sono dei metodi numerici che si propongono
come generalizzazione dei metodi agli elementi finiti (FEM). Infatti, lo spazio
degli elementi virtuali ¢ dato dallo spazio degli elementi finiti con 'aggiunta di
opportune funzioni non polinomiali. Poiché e difficile trattare con tali funzioni, la
costruzione dei VEM e stata effettuata in modo che, al fine di calcolare le entrate
della matrice di stiffness associata al problema, sia necessario conoscere soltanto il
valore di queste funzioni non polinomiali rispetto a un insieme di gradi di liberta
opportunamente scelto. Tale insieme, difatti, consente di calcolare in modo esatto
(nei limiti della precisione di macchina) le entrate della matrice di stiffness, qualora
almeno un’entrata della rispettiva forma bilineare sia un polinomio di ordine < k
e di ottenere risultati stabili con il giusto ordine di grandezza nel caso in cui
entrambe le entrate risultino essere funzioni non polinomiali. Si noti che, con tale
costruzioni, i metodi agli elementi virtuali hanno grado di accuratezza k, ovvero
restituiscono la soluzione esatta ogni qual volta essa risulta essere un polinomio di
grado < k ([1]).

Come si evince da [2], l'errore derivante dal processo di discretizzazione uti-
lizzato nei VEM comincia a crescere quando il grado di accuratezza k diventa
sufficientemente elevato o in presenza di poligoni che non soddisfano opportune
ipotesi di regolarita (quali perdita della proprieta di star-shaped, forte anisotro-
pia,...). Tale crescita ¢ dovuta, in parte, al mal condizionamento della matrice di
stiffness associata al problema. In particolare, la scelta della base VEM ha un ruo-
lo importante nella determinazione del numero di condizionamento della matrice
di rigidita.

Lo scopo di tale lavoro ¢ quello di analizzare due basi polinomiali alternative,
introdotte in 3] e [4] al fine di migliorare la stabilita numerica del metodo rispetto
I'usuale scelta dei monomi scalati.

Nel Capitolo [2| verra presentato il framework all’interno del quale si svolge la
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Introduzione

trattazione. In particolare, verra analizzato il problema di reazione-convezione-
diffusione. Nel Capitolo |3 verra mostrata la procedura di discretizzazione VEM
di tale problema, con la relativa analisi delle stime di errore (Capitolo {] [5]). Nel
Capitolo [5], verra mostrato come effettuare una semplice implementazione nel caso
2-dimensionale dei metodi agli elementi virtuali relativamente alla base monomia-
le, seguendo una procedura illustrata in [6]. Poiché i metodi agli elementi virtuali
richiedono un costo superiore rispetto quelli agli elementi finiti a causa dell’assem-
blaggio dei proiettori locali sullo spazio dei polinomi coinvolti nella definizione della
forma bilineare discreta associata al problema, tale procedura sfrutta un approccio
totalmente basato sulle matrici al fine di migliorare I'efficienza computazionale del
metodo.

Nel Capitolo [6] verranno presentate le basi polinomiali alternative e verra mo-
strato come introdurle all’interno del codice VEM presentato nel Capitolo [5], ri-
definendo i metodi che si occupano della costruzione dei proiettori locali ([3]).
Inoltre, verra mostrato come la scelta di una base polinomiale influisca sul numero
di condizionamento della matrice di stiffness e sull’errore numerico, attraverso un
semplice esperimento che consiste nella discretizzazione di un problema di Poisson
con condizioni di Dirichlet al bordo omogenee.

Infine, nel Capitolo[7| viene effettuata ’analisi e I'’esperimento, precedentemente
condotti nel caso bidimensionale, nel caso 3D.



Capitolo 2

Il problema di
reazione-convezione-diffusione
Sia © C RY un dominio poligonale convesso limitato in d dimensioni. Date le

funzioni 6,y € L>*(Q) con f(x) > 0y > 0vx € Qeb: Q — R? un vettore di
funzioni in L>=(Q), con V - b € L?(Q).

Nel seguito, | - |10 indichera la seminorma in H'(Q), la quale & una norma in
Hg () sotto le assunzioni fatte per Q, e (-,-)y, indicherd il prodotto scalare in
L*(9).

Consideriamo il problema

(P)

-~V (0(x)Vu) +b(x) - Vu+y(x)u=f inQ
u=>0 su 00’

dove 0f2 indica il bordo del dominio 2.
Supponiamo f € L*(Q) ¢ H(Q), dove H}(Q) ¢ il duale di H}(Q), e che
valgano i seguenti risultati di regolarita ellittica

[ulle < Cllfll-1e,  llullae < Cllfllog,

con C costante indipendente da f. La sua formulazione variazionale ¢ data da

{trovare u eV = H}Q) tale che | (PV)
B (u,v) = F(v) YveV
dove
e B:V xV — >R e una forma bilineare, continua, ovvero
IM >0 t.c B(u,v) < Mlu|olvha, Yu,ve Hy(Q) (2.1)

3



11 problema di reazione-convezione-diffusione

e debolmente coercitiva, i.e. 3Cp > 0 indipendente da u tale che

B (u,v)
sup
veHL(Q) [v]l10

> Collully Vu € HYQ)

definita come
B (u,v) = a(u,v) + b (u,v) + c(u,v),

con

a(u,v):/HVu-Vvdx, b(u,v):/u(b~Vv)dx,
Q Q

¢ (u,v) :/yuvdx.
Q

e F': V — R operatore lineare continuo definito come F(v) = (f,v), -

Allora per il Teorema di Babuska-Lax-Milgram esiste unica soluzione del pro-

blema (PV)) ed essa dipende con continuita dai dati iniziali.



Capitolo 3

Discretizzazione del problema in
2D

Si supponga d = 2. Sia {7}, }n>0 una successione di decomposizioni del dominio {2
in poligoni £ non sovrapposti e non necessariamente convessi, tale che 2 = Uger, B
e sia &, l'insieme dei lati e di 7,. Generalmente h rappresenta il massimo tra i
diametri degli elementi £ di Ty, i.e.

h = maxhg,
E€T,,

con hy = diam(F), dove il diametro di un elemento si definisce come diam(E) =
maxyyes |r — o

Si suppongano valide le seguenti ipotesi:
AO0.1. Per ogni h, la partizione Ty, € costituita da un numero finito di poligoni
semplici, i.e. insiemi aperti, semplicemente connessi, il cui bordo e costituito
da una linea continua, priva di intersezioni, costituita da un numero finito di
segmenti.
AO0.2. Per ogni h, 3p > 0 tale che ogni elemento E € Ty, € un dominio star-shaped
rispetto a una palla di raggio > phg.

3.1 Spazio degli elementi virtuali V},

Si consideri un poligono semplice E € T, con NV'F vertici e NEF lati e (n =
NVE — NE’E) e siano xp le coordinate del suo baricentro, hg il suo diametro e
|E| la sua misura.

Si definisca, per ogni k > 1, I'insieme

By, = (0E) = {v € C°(JE) : v). € Py, (e) Ye COE}.
5



Discretizzazione del problema in 2D

Si verifica che By, (OF) ¢ uno spazio lineare di dimensione n + n (k — 1) = nk.
Infatti, una funzione continua su OF, la quale ¢ un polinomio di grado < k su
ogni lato, ¢ unicamente determinata assegnati i suoi valori ai vertici (n condizioni)
piu, per k£ > 1, i suoi valori in ulteriori £ — 1 punti su ogni lato, per un totale di
n (k — 1) condizioni aggiuntive.

Definiamo, inoltre, per ogni k > 1 lo spazio finito-dimensionale Vj, (F) come

Vi(E) ={ve H'(E) : vpp € BL(IE), Avjp € Prs(E)}, (3.1)

dove P_; (E) = {0}.

Notiamo che un polinomio di grado < k soddisfa tutte le proprieta che carat-
terizzano gli elementi di Vj (E), pertanto Pg (E) C Vi (E).

Osserviamo che, dato un polinomio gx_o € Px_5 (F) e data una funzione g €
By, (E), esiste un’unica funzione u € H' (E) tale che Au =gz 5 in E e u= g su
OFE. Quindi, la dimensione dello spazio Vj, (E) & data da

k(k — 1)

Nt = dim Vi (E) = nk + dimPy,_(E) = nk + 5

(3.2)

3.1.1 Gradi di liberta locali

Una funzione v € Vi (E) puo essere identificata in modo univoco da un insieme
di funzioni dof; : V; (E) — R indipendenti tra di loro. La scelta pit naturale ¢
quella di considerare dof; (v) lineari rispetto a v.

Definiamo dof : V; (E) — RVE” tale che v — dof (v) = <dof1 (v), ..., dof yao (v))

la quale ¢ un’applicazione lineare tra spazi di uguale dimensione. Quindi un siste-
ma del tipo dof (v) = b ammette un’unica soluzione se e solo se l'operatore dof &
invertibile o, equivalentemente, iniettivo, ovvero dof (v) =0 = v = 0.

o . . . . Ngof ,
Se cio si verifica, l'insieme delle forme lineari (dof;); 5 ¢ detto unisolvente per

Vi (E) . Ciascuna forma dof; ¢ detta grado di liberta per Vi, (E).
In Vi (E) possiamo scegliere i seguenti gradi di liberta:

e VEE: i valori di vy, nei vertici del poligono (n valori);

o £FF: per k > 1i valori di vy, in k — 1 nodi interni di Gauss-Lobatto su ogni
lato e (n (k — 1) valori);

e PEX: per k > 1, i momenti ﬁfEma (x) v, (x) dx Vm, € My_2 (E), dove
Mo (E) ¢ l'insieme dei k (k — 1) /2 scaled monomial

Mo (E) = {ma (x) = (X ; XE) , con o multi-indice € N®: |a| < k — 2} :
E

Notiamo che l'insieme My_s (F) rappresenta una base per Py_, (E).
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Discretizzazione del problema in 2D

Nota 3.1 ([7]). Consideriamo un dominio D, dato un multi-indice o € N, de-

~ (0%

. . A X—X A . . . . .

finiamo la funzione 1) (X) = (—hAD) . Consideriamo adesso il cambiamento di
D

variabili x = hx con h #+ 1 da D a D, mappando la funzione 1& in v definita come
P(x) = h(x) = ¥ (x/h). Allora hp = hhp e (x) = <%)a e cio spiega lutiliz-
zo del termine scaled monomial per definire gli elementi di My, (D). Assumiamo
adesso che data 1) e dato o si ha

1 / . F—%5\"
— ¢f<( D) dx = 1.
|D| Jp &) hp

Allora si verifica facilmente, adoperando il cambiamento di variabili definito in

precedenza, che
1 X—XD>a
— X dx =1.
o v (5

Noi ci riferiremo a tale proprieta dicendo che il grado di liberta

1 x—xp\”
¢'—>W/D¢(X)( ho ) dx

scala come 1. In realta tutti i gradi di liberta definiti scalano come 1.

Notiamo che i gradi di liberta di VE* e £F* i quali vengono definiti boundary
degree of freedom , sono sufficienti per determinare unicamente un polinomio di
grado < k su ogni lato di E, ovvero per determinare vy, su OF. Definire i gradi di
liberta PF* denominati internal degree of freedom, risulta essere invece equiva-
lente a descrivere I, _,(vs) in E, dove IIf,_, & I'operatore di proiezione rispetto
al prodotto scalare in L? (F) sullo spazio Pj,_, (E).

Osserviamo che l'insieme delle funzioni trial e delle funzioni test e costituito,
su ogni elemento, da polinomi di grado < k, piu eventualmente altre funzioni non
polinomiali. Come vedremo i gradi di liberta sono stati scelti in modo tale da
garantire che la matrice locale di stiffness possa essere calcolata in modo esatto (a
meno della precisione di macchina), qualora almeno una delle entrate della relativa
forma bilineare sia rappresentata da un polinomio di grado < k, e produrre soltanto
un’approssimazione con il giusto ordine di grandezza e stabile, qualora entrambe
le entrate non risultano essere dei polinomi.

Tali proprieta garantiscono che l'ordine di accuratezza del metodo sia k, in
quanto esse implicano che il metodo permette di ottenere la soluzione esatta (sup-
ponendo di lavorare in aritmetica infinita) ogni qual volta essa & un polinomio di
grado < k.
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Proposizione 3.1 ([1]). Sia E un poligono semplice con n lati e sia Vi (E) lo
spazio definito in . L’insieme costituito dai gradi di liberta VEFE, EE* ¢ PEFL
¢ unisolvente per Vi, (E).

Dimostrazione. Per dimostrare che I'insieme dei gradi di liberta locali costituito
da VEF EEE ¢ PEE & unisolvente bisogna dimostrare che dof (v,) = 0 = v, = 0.
Ponendo dof (vy) = 0, si ottiene

v, =0 suodl

Hgk_zvh =0 ink

Quindi per provare che v, = 0, basta dimostrare che essa e nulla in tutto E. Per
farlo, si consideri il problema ausiliario: dato q € Py_5 (E)

trovare w € H} (E) tale che (P1)
oF (10,0) = (q,0) V0 € HE (E)
0, equivalentemente,
—Aw=q ink
, altrimenti, = —A;} P2
{w:O 1 O o, altrimenti, w o.r (@) (P2)

poiché la soluzione di tale problema, per il Lemma di Lax-Milgram, esiste ed ¢
unica.

Si consideri, ora, R : Pr_o(E) — Pr_o(E), la quale mappa ¢ — R(q) =
I, (_A(;,}E (9)) = 1§, _5 (w). Innanzitutto, R ¢ ben definita poiché dato ¢
il problema ammetta un’unica soluzione, e, quindi, esiste un’unica proiezione.
Inoltre, R & un isomorfismo, i.e. una mappa biunivoca. Infatti,

P

(R (Q) 7Q>0,E = (Hgk—2w7 Q)07E = (’LU, q)O,E‘ =a U), w) )

dove la seconda uguaglianza segue dal fatto che ¢ € Py_o (E) e per la definizione
di H(;E,k—? Allora

R(q) =0 <= d” (w,w) =0 <= w =0,
ma a”(-,-) forma bilineare e coerciva, allora
R(q)=0<=q¢=0

L’ultima doppia implicazione segue per il fatto che w = 0 & soluzione di (P2)) per
g = 0 e la soluzione ¢ unica («<). L’altro verso dell’implicazione & ovvia poiché il
laplaciano della funzione nulla e nullo.
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Cio dimostra che R iniettiva e, quindi, ¢ un isomorfismo. Allora, poiché v, =0
su OF = vy, € H (E). Inoltre, —Auvy, € P_o (E), allora

H0E’k721)h = H0E’k72 (_A(IlE (—Avh)) == R (—Avh)

Quindi 11§, _,vp, = 0 = R(=Awv,) = 0 = —Av, = 0 = v, = 0. Cio dimostra
che l'insieme ¢ unisolvente.

]

of
Dati tali gradi di liberta, si definisce la base lagrangiana {gpz}lN:% C Vi (E) tale
che

N%Of

dof; (p;) = 0i; Vi, j=1,..., Nl e v, = Y dof; (vs) ¢; Vo € Vi (E).  (3.3)
i=1

Per ogni poligono E € Tp, si denoti con V;, per i = 1,...,n l'insieme dei suoi

vertici ordinati in senso antiorario e con e; il lato che connette il vertice V; a V;

come mostrato in Figura|3.1(a)l

Si noti che & consentito avere 2 lati consecutivi che formano un angolo di 180°.
Il nodo in comune prende il nome di hanging node. Un esempio ¢ mostrato in

Figura 3.1(b)}

V2

(a) (b)

Figura 3.1: Figura mostra la denominazione dei vertici e dei
lati del poligono E € Tp,. La Figura mostra un poligono FE € T,
caratterizzato dalla presenza di hanging node. Tali immagini sono state
reperite in [7].

Per ogni decomposizione T;, di € e per ogni k& > 1, si introduce lo spazio VEM

Vi ={veVnC’Q):vor € B, (IE) e Avjp € Py (E)VE € Ty}
9



Discretizzazione del problema in 2D

Poiché il problema e definito da condizioni al bordo di Dirichlet omogenee,
la dimensione dello spazio V}, e data da:

k(k—1)

2 Y
dove NV, N¥ e NP sono rispettivamente il numero totale di vertici interni, lati
interni e dei poligoni in 7.

Coerentemente con la scelta locale dei gradi di liberta, in V}, si definiscono i
seguenti gradi di liberta:

N = dimV}, = NV + N¥ (k — 1) + NP

e V¥: i valori di v, nei vertici dei lati interni al dominio €;

o £ per k > 1, i valori di v, in k — 1 nodi interni di Gauss-Lobatto su ciascun
lato interno a €;

e P* per k > 1, i momenti |—;J|fEm(x) v (x)dx Ym € Mj_o (E) in ogni
elemento E.

Come fatto in precedenza, anche in questo caso, e possibile verificare che la
dimensione N9 di V}, & uguale alla somma dei gradi di liberta costituiti da V¥,
EF e P* e che 'insieme dei gradi di liberta risulta essere unisolvente per Vj,.

3.2 Operatore di proiezione Hg)k

Si consideri 'operatore di proiezione rispetto al prodotto scalare in H} (E)
Y, : Vi (E) = P (E)
il quale e definito tramite la seguente condizione di ortogonalita

(Vpr, V (I pon — vh))O’E =0 Vpr €Py(E),v, € Vi(E). (3.4)

Si verifica facilmente che la condizione 1) definisce Hgvkvh a meno di una costan-
te. Per fissare tale costante, e possibile utilizzare ’operatore di proiezione rispetto
al prodotto scalare in L*(E) Py : Vi (E) — Py (E), richiedendo che

Py (I jup, — o) =0 Yoy, € Vi(E). (3.5)

Per motivi che saranno chiari in seguito, come fatto in [8], 'operatore P, viene
defintio come

Py(vp) = /8E vp(x)dx se k=1 (3.6a)

10
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Py(vp) = /Evh(x)dx per k > 2 (3.6b)

Quindi, se 'equazione (3.4) stabilisce che Iy, (v4) e v, hanno lo stesso gradiente,
I'equazione ([3.5)) si occupa della parte costante.

Si consideri la seguente corrispondenza biunivoca tra i numeri naturali e i multi-
indici in N2
a o= (aga)
tale che
(o + o) (0 + ay + 1)
2 7

a=14+a,+ (3.7)

Quindi, ad esempio,
1+ (0,0), 2+ (1,0), 3+ (0,1), 4+ (2,0), 5« (1,1), 6+ (0,2)...

Si osservi che e possibile calcolare Hgkvh, dato v, € Vi (F) usando soltanto
i gradi di liberta locali. Infatti, poiché My (E) ¢ una base dello spazio Py (E),
I’equazione ([3.4)) ¢ verificata se e solo se
(Vma, \Y% (Hgkvh — vh))OE =0 Va=1,...,ny,
dove ny = dimP(E), con la convenzione che n_y = 0. Inoltre, ITy, yu, € Py (E),

pertanto ¢ possibile scriverlo come combinazione lineare di elementi di My (F),
OVVero come

ng
ITY, yon = Z SEMg (3.8)
B=1
ng
= Z g (Vma, Vmg)y p = (Vma, Vo) pVar=1,... ng. (3.9)
B=1

Nota 3.2. Se nell’equazione l'uso degli scaled monomial é essenziale per
poter sfruttare i gradi di liberta interni P nel calcolo dei coefficienti sg dell’o-
peratore Hgvk, nell’equazione st sarebbe potuto utilizzare una generica base
dello spazio Py(E).

L’indeterminatezza si riflette in questo caso per il fatto che per a« = 1, cui
corrisponde m; = 1, 'equazione (3.9)) diventa 0 = 0. La condizione (3.4) aggiunge

un’equazione lineare, i.e.

> 5Py (mg) = Py (vn) (3.10)
B=1

11
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che elimina tale indeterminatezza.
Dalle equazioni (3.9) e (3.10]) otteniamo il seguente sistema lineare

Gs* = b,
dove
Py (mq) Py (m2) Py (my,,)
a=| ¢ VmeVmhe o VRV | g (3
0 (Vi Vimlyp -+ (Vi Vit )
5] Fo (vn)
st = Sz ER™, b= (Vms, ,vvh)O’E € R™.
S;;lk (ank,‘Vvh)OvE

Gli elementi della matrice G si possono calcolare facilmente in quanto si assume di
saper calcolare gli integrali dei polinomi su E. Il termine Py (vp,) si puo calcolare
grazie alla scelta dei gradi di liberta. Inoltre, per le formule di integrazione di
Green, i termini (Vmy,, Vvh)OE , Vao=1,...,ny si possono riscrivere come

(Vma, Vup) g = / Vmg (x) - Vo (x)dx
E

Omeg,

= —/EAma(x)vh(x)dx—i— (x)vp(x)dx.

SE 8n

Poiché Am, € P,_5(FE), il primo termine si puo calcolare grazie ai gradi di
liberta interni. Infatti, riscritto Am, come

ng—2

Amg = Z dzmg,
B=1

si ottiene

ng—2

_/EAma(X)Uh(x)dx: - ; dg/Emﬁ(x)vh(x)dx

ng—2

R (i [ matmtxix).

12
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Per quanto riguarda, invece, il secondo integrale, I'integranda ¢ un polinomio di
grado (k — 1) + k = 2k — 1 e con la scelta dei nodi di Gauss-Lobatto su ogni lato
e possibile integrare perfettamente anche il secondo membro. Ricordiamo che la
formule chiuse di quadratura di Gauss-Lobatto permettono di integrare in modo
esatto polinomi di grado < 2k — 1 con k — 1 nodi interni piu i due vertici del lato.

Si noti come la proprieta Avjp € Py_y (E) delle funzioni in Vj (£) non ¢ stata
mai utilizzata. Infatti, una delle ragioni principali per I'introduzione di tale ipotesi
¢ quella di fissare la dimensione dello spazio Vj, (E).

In particolare, usando la definizione di base lagrangiana data in , vp, sl

. Ndof N . . . .
scrive come v, = > .5 dof; (vy) ;. Allora, ¢ sufficiente ricavare la matrice dei
. . dof . . .
coefficienti S* € R™* 5" | le cui colonne sono soluzione del sistema

GS*(;,i) =B(;,i) Vi=1,..., Nt (3.12)
dove, in particolare, la i-esima colonna della matrice B e data da

P (¢4)
Vm ,V i
B(.,i) = (Vs | #or | o (3.13)

(vm'ﬂk ) V()Oi)o,E

Poiché Py, (E) C Vi (E),

n NgOf
I3 () Z Shima =) (G™'B),, > dof;(ma) e,
a=1 j=1
Pertanto, definita la matrice D € RV %" tale che
Dja = dij (ma) s (314)
Ndof N%Of
CHEED 9] 3L P ol L
=1 \a=1 =1

Quindi, i coefficienti dell’operatore di proiezione rispetto la base dei monomi di
P, (F) sono dati da S* = G™'B, invece, quelli rispetto la base dello spazio VEM
sono dati da S = DG™!B e vale S = DS*.

Proposizione 3.2 ([7]). La matrice G si puo scrivere come G = BD.

13
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Dimostrazione. Per o = 1 si verifica che

dof
NE

(BD),; = > By;Djg
j=1

dof
NE

= Z Py (¢;) dof; (mg) < linearita di P
j=1

Ngof
= Py Y dof; (mgs) g,
j=1
:Po(mg):Gl/g Vﬁzl,,nk

Per a > 2, invece,

NgOf
(BD),; = > _ BuDjs
j=1
Ng()f
=Y (Vma, Vi)),  dof; (mg) < bilinearita di (-,-), 5
j=1
NgOf
= | Vmy, Z dof; (mg) Vi,
j=1

0,E

= (Vma, vm[g)&E = Gag \V/B = 1, ey N
E cio conclude la tesi. O

Nota 3.3. Nella pratica, la matrice G viene calcolata come da definizione. La sua
caratterizzazione come G = BD wiene utilizzata per lo piu allo scopo di effettuare
controlli.

3.3 Spazio VEM modificato W) e operatore di
proiezione II) .

Nei paragrafi precedenti si € mostrato come calcolare in modo “esatto” I'operatore
di proiezione II}, , rispetto al prodotto scalare in Hy (E) tramite la conoscenza dei
soli gradi di liberta definiti sullo spazio V (E).

14
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Si consideri lo spazio

X —X

M; (E) = {ma (x) = ( I E) , con a multi-indice € N%: |a| = k} :

la cui dimensione ¢ pari a k + 1.

In alcuni casi, come accade nella risoluzione del problema di Poisson con con-
dizioni omogenee presentato in [1], la conoscenza del solo operatore di proiezione
Hgk e sufficiente per costruire 'intera discretizzazione del problema. Tuttavia, ci
sono dei casi in cui (come avviene nel caso qui presentato) & necessaria la conoscen-
za anche dell’operatore di proiezione I1% : Vi (E) — Py, (E) rispetto al prodotto
scalare in L? (E), il quale Vv, € Vi (F) ¢ definito tramite la seguente condizione di
ortogonalita

(> (1% pon — vh))w =0 Vpp €Pr(E) (3.15)
& (Mo, Uy on —v)  Vma € My, (E). (3.16)

Si noti che, per k > 2, i momenti (g, vp), z possono essere calcolati in modo
esatto (a meno della precisione di macchina) grazie ai gradi di libertd interni
quando ¢ ¢ un polinomio di grado < k — 2 e, quindi, puo essere calcolato in modo
“esatto” anche l'operatore H0E7k_2. Tuttavia, non ¢ possibile calcolare i momenti
di ordine > k — 1 sfruttando i soli gradi di liberta.

Per ovviare a tale problema, si introduce lo spazio VEM modificato W}, ([§])
al posto dello spazio V},, relativamente al quale sara possibile calcolare in modo
“esatto” anche l'operatore HQE,k_1 e HQEVk, grazie alla conoscenza dei soli gradi di
liberta e dell'operatore IIY .

3.3.1 Costruzione dello spazio W,
Definito lo spazio
Vi (E) = {vn € H (E) : vjor € By, (0E) e Av, € Py (E)}

tale che Vi (E) C Vi (E), lo spazio Wy, (E) viene costruito come il sottospazio di
Vi (E) tale che

W, (E) = {wh € Vi (B) : (wy — I jwn, ma) = 0 ¥ima € Mj_ (E)UM; (E)} .

Proposizione 3.3 ([8]). La dimensione dello spazio Vi (E) ¢ data da
k+1)(k+2)

2 )
e linsieme dei gradi di liberta costituito dalla traccia delle funzioni su OE (funzioni
definite a tratti in Py (E)) e dai momenti fino all’ordine k, é unisolvente per V, (E).

15
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Dimostrazione. La dimostrazione ricalca quella gia fatta per dimostrare 1'uni-
solvenza dellinsieme dei gradi di liberta definiti per Vj (E) nella Proposizione

3.1l O

Proposizione 3.4 ([8]). La dimensione dello spazio Wy, (E) é uguale a quella di
Vi (F) , ovvero é data da

k(k_ 1) _ Nngf

2
e linsieme dei gradi di liberta definiti per Vi, (E) é unisolvente anche per Wy, (E).

Wk (E) :nk'+

Dimostrazione. La dimensione dello spazio Mj;_; (E) U M;j (E) ¢ pari a 2k + 1.
Quindi, senza provare l'indipendendenza delle condizioni addizionali di W (E)
rispetto Vi (F), si puo semplicmente concludere che

N —1
dim Wy, (E) > dim V;, (E) — (2k + 1) = nk + %

Inoltre, ponendo dof (wy,) = 0, si verifica che
wp =0 sudFE,
Hgk_Qwh =0 sulf.
Quindi la funzione wy, € nulla al bordo e ha tutti i momenti di ordine < k — 2
nulli. Pertanto, per come ¢ definito 'operatore di proiezione Hg,k, si ottiene che
IT}; ,wn = 0 e allora sono nulli tutti i momenti fino all’ordine & della funzione wy,.
Quindi, si verifica che tutti i gradi di liberta definiti per Vj (E) e valutati in wy,
sono nulli, ma questo insieme ¢ unisolvente = wy, = 0 . Quanto provato non solo

dimostra che U'insieme dei gradi di liberta definiti per Vj (F) ¢ unisolvente anche
per Wy (E), ma anche che la dimensione dello spazio W;,(W) & pari a Nt O

Si noti, pertanto, che lo spazio Wi (FE) e stato definito in modo tale che

e sia possibile utilizzare su Wy, (E) lo stesso insieme di gradi liberta gia descritto
per Vi (E) e, quindi, l'operatore di proiezione Hg’k ¢ ancora calcolabile in
modo “esatto” usando i soli gradi di liberta.

o P, (E) C Wi (F), come gia accadeva per Vj (E).
Inoltre, come si evince in [8],

e Ogni insieme di N3°* numeri reali definisce in modo univoco una funzione v, €
Vi (F) e/o una funzione w, € Wy (E). Queste due funzioni non coincidono in
generale, ma condividono gli stessi gradi di liberta. Se, ad ogni modo, i valori
corrispondenti ai gradi di liberta vengono ottenuti a partire da un polinomio
p € Py (E) = p=uv, = wp.

16
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e Poiché il calcolo dell’operatore Hgk coinvolge solo i gradi di liberta, si verifica
che ITY] v, = IIY jwp.

e Per £ > 2, i momenti di v, € Vi(E) fino all’ordine k£ — 2 vengono utilizzati
per calcolare Hgkvh, ma, in generale, Ym, € M!(E) con 0 < r < k — 2 si
verifica che

[ onoma(xiax £ [ T gon(x)ma i

e Se wy, € Wy, (F) allora essa ha in comune con HE xWp, 1 momenti di ordine k—1
e k. Pertanto, con sola conoscenza dei gradi di liberta e di I}, , ¢ possibile
calcolare anche 1%, ; e 1% ,.

3.3.2 Definizione dell’operatore di proiezione IIj,

Vediamo come calcolare I'operatore di proiezione I1% , rispetto al prodotto scalare
in L? (E) definito dalla condizione di ortogonalita (3.15]).
Posto I1y, yu, = D58 timp, si ottiene

ng
th (ma,mﬁ)&E = (Ma,Vn)gp Ya=1,... n
B=1

In forma compatta, si scrive
Ht*=c & t=H"'c
dove
H € R™" "™ tale che Hy g = (ma,mg)yp Vo, B=1,...,m (3.17)

e la matrice di massa relativa alla base dei monomi scalati e ¢ € R™ tale che
Co = (ma,vh)oyE Va=1,...,n.

Si noti che, non ¢ possibile calcolare ¢ per funzioni v, € Vi (FE) utilizzando
soltanto i gradi di liberta. Infatti,

e se k =1 non & definito alcun grado di liberta interno;
e se k =2 ¢ noto soltanto (my,vs), p = (1,0n) g
e se k > 2 sono noti soltanto 1 momenti relativi ai monomi m, € Py_o (E).

Tuttavia, se si considerano funzioni wy, € Wy (E), le ulteriori condizioni

/ Wi (X)Me (X)dx = / ITY, ywn(x)mq(x)dx, con o € N |a| =k —1,k, (3.18)
E

E

17
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consentono di calcolare tutte le entrate del vettore c.

Come gia accennato in precedenza, si assume, invece, di esser sempre in grado
di calcolare l'integrale di un polinomio su ogni elemento E e, quindi, di saper
calcolare le entrate della matrice di massa H.

Nota 3.4 ([7]). Per k = 1,2 si verifica che
H?E,kwh = Hgkwh Ywy, € Wk(E)
Infatti

o k=1, loperatore 113, ¢ definito come
(P, Mg wn), > = (P wn)o s Vo1 € Py (E),
ma la condizione in questo caso e equivalente a
(Pl, Hg,kwh)oﬂ = (pl,wh)o,E Vp € Py (F),

e da cio conseque la tesi per k = 1.

e k=2, la condizione € unitamente all’equazione fa si che
(p27 Hg,kvh)QE - (p27 wh)o’E VP2 S PQ (E) )
e da cio consegue che HOE’kwh = Hg’kwh Ywy, € Wi(E).
Come fatto nella Sezione [3.2] si calolcano dapprima i coefficienti T* delle com-
binazioni H°E7kg07; = S Trm, Vi =1,..., N&t per poi ottenere i coefficienti
di 119, vy, con v, € Wi (E) sia rispetto la base dello spazio Px(E) che rispetto la

base VEM. In particolare, i coefficienti di tali combinazione rispetto la base dei
monomi scalati risultano essere la soluzione del sistema

HT*(:,i) = C(:,i) Vi=1,..., Nt
dove C € R*Ng™ i = 1,..., N9f& ha entrate definite da

(M, gpi)O’E sea=1,...,np

v _
(mmHE,kSOi)OE sea=ni_o+1,...,n

18
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Rispetto la base VEM, invece,

Nk

H%,k%‘ = Z (Hflc)gi mgs
B=1
Ndof

Nk E
= Z (H’lC)ﬁi Z dof; (mg) ¢;
A=1 =1

N%of N,
=) ( Djgs (ch)gi) r
j=1 \p=1

Ngof

=) (DH™'C) ¢,
j=1

Allora, T = DH!C e vale T = DT*.
Si noti, in particolare, che

e Pera=1,...,n,_9

|E| sei=nk+«

Cai = ayr i =|E d fn @ i) =
(m SO)O,E | E| dotpyta (1) {() altrimenti

e Per o =ny_o+1,...,ng, ricordando la definizione delle matrici G (3.11)), B
(3.13)), si verifica

Cui = (mm Hg,k%‘)oﬂ
nk
= <ma, Z (G_IB)BZ‘ mg>
0,E

p=1

Nk

(G_lB)m (Ma, mp)o

(12 (V]

H,; (G™'B),,

1

HG 'B) = Vi=1,...,Ni"

I
—~ @

at

3.3.3 Forma bilineare discreta By,(-, ")

Indicate con a® (-,-), bE(-,-), ¢ (-,-) e BF (-,-) le restrizioni su ogni elemento
E delle forme bilineari definite in (2.4]), si noti che esse e la seminorma | - | q,

Yu,v € V possono essere riscritte in funzione della partizione 7, come
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a(u,v) = Z a? (u,v)  b(u,v) = Z bE (u,v),

E€Ty, EeTy,

1

2

)= 3 F ), o 1,9:(210@,,2) |
EeTy, EeT,,

L’ultima relazione definisce una vera e propria seminorma sullo spazio

H (Q,T) ={veL*(Q): vy € H (E)VE € Ty},
che costituisce un esempio di broken-regularity. Pertanto
B(u,v) = Z BE(u,v) = Z (a”(u,v) + 0" (u,v) + ¥ (u,v))  Vu,v e V.
Ee€Ty, E€Th

Definito 'ordine di accuratezza k > 1 del metodo, la discretizzazione, come
specificato in [1], deve soddisfare alcune ipotesi. Piu precisamente

A1. Per ogni h, si suppone esista
— per ogni E € Ty, uno spazio Wi(E) C H'(E);
— uno spazio W, CV N (Uger, Wi(E));

— una forma bilineare By, : W, x Wy, — R, la quale puo essere decomposta
come

Bu(un,v) = Y Bf (un,vn) Y, v € W;
E€T

— un elemento fr, € W, dove lo spazio W] rappresenta il duale dello spazio
Wh,.

A2. Per ogni h e per ogni E € Ty, si verifica P (E) C Wi(E) e sono
soddisfatte:

— k-consistency, ovvero Vp € Py (E) eVuy, € Ve st verifica

ay, (p,vn) = a” (p, vp) - (3.19)

— stability, ovvero da,,a* > 0 costanti che non dipendono da h e da E
tali che

Yo, € Wi(E), o, BF (vp,vp) < B,]f (vp,vp) < a*BF (vp, vp) -
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3.3.4 Termine di stabilita SE(-, )

Sia S (-,-) una forma bilineare, simmetrica su Wy (E) x Wy (E) che scala come
a” (-, -) sul kernel di ITy . Piti precisamente, si assuma che 3ov,, o costanti positive
indipendenti da h tali che

a.a® (wp, wp) < S (wp, wy) < a*a® (wp, wh)

3.20
Ywy, € Wi (E) con Hgkwh = 0. ( )

Per ogni up, v, € Wi, (E) con IIy jup = I v, = 0, poiché (-, -) simmetrica,
vale

s¥ (up,vp) < (SE (uh,uh))% (SE (vn, Uh))%
<a* (aE (un, uh))i (aE (Uh,vh))§ ' (3.21)

Nota 3.5 ([1],[7]). Notiamo che in un poligono “isotropo” bidimensionale E,
Vi ~ % Di conseguenza, (V;, Vi), 5 = 1 e cio vale per ogni i =1,..., N
St noti che la base dei monomsi scalati My, soddisfa la medesima proprieta.
Quanto detto non vale piu in poligoni fortemente anisotropi, motivo per cui €
opportuno introdurre l’ulteriore ipotesi:
AQ0.3. Per ogni h, 3p > 0 tale che per ogni elemento E € Ty, la misura di ciascun
suo lato e verifica |e| > phg.
Sotto tale ipotesi, (Vpi, Voi)g p = 1Vi =1,..., Nt

La scelta usuale ([1]), consiste nello scegliere come S¥(-, ) il termine

Ngof
S (up,vp) = hi> > dof, (uy) dof, (vy) | (3.22)
r=1
il quale soddisfa, per d = 2,
S* (@i i) = 1.

L’introduzione di tale termine fa si che la proprieta di stabilita risulti essere
soddisfatta.

Definite su ogni elemento E € T, e per ogni uy, v, € Wy (F)

aF (up, vy) = [E 0%, \Vus] - [Ty, Von]
+SE (1 =T0Y) wn, (1 =TI} ) vn)

(3.23)

bE (un, vn) — / 119, un] 1%, Von] | (3.24)
E
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cf () = [ 5[y yn] [, o] (3:25
E
BF (up,vp) = a (up, vn) + bF (up, vp) + cb (un, vn), (3.26)
o = [ o, (3.27)
E

il problema discretizzato e definito come

trovare uy, € W), tale che
) (th)
By, (un,vn) = (fn,vn) Yo, € Wy
dove, Yuy, v, € Wy,
an (up,vn) = Y ap (w,0), by (up,vn) = Y by (un, 0n)
EeTy, EeTy,
e (un,vn) = ) (un, vn),
EeTy
Bh (U, U) = ap (uh, ’Uh) + bh (uh, Uh) + ¢y (Uh, ?)h) s (328)
(fnr0) = Y (fnr0) e (3.29)
EeTy,

Nota 3.6 ([5]). Se le forme bilineari bZ(-,-), cZ(-,-) locali risultano ben definite
per ogni u,v € H' (E), cosi come le forme globali by (-, ), cn(+,+) sono ben definite
per le funzioni in Hg (), lo stesso non vale per la forma locale af(-,-), la quale,
a causa della presenza del termine di stabilita SE(-,-), risulta ben definita soltanto

su Wy (E).
Nota 3.7 ([5]). Si osservi, inoltre, che
SP((I =g )pe, I =Y, )v)) =0 Vpi € Py(E), Vv € Wi(E),

e, poiché SE(-,-) ¢ simmetrica, tale termine risulta essere nullo qualora almeno
una delle entrate di af(-,-) risulta essere un polinomio in Py(F).

Inoltre, & importante osservare che Yw, € Wy (E), la proiezione HDE,CAth
puo essere esplicitamente calcolata utilizzando solo i gradi di liberta. Infatti, tale
operatore ¢ definito, Vwy, € Wy(FE) tramite la condizione di ortogonalita

(Vwp, — Mg Vun,p)y , =0 ¥p € (Proy (E))* =Py_1 (E)xPs_1 (E), (3.30)
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Discretizzazione del problema in 2D

dove, per le formule di integrazione di Green,

/th-p:—/whv-p—l—/ wy P - N.
E E OF

Il primo termine del membro destro dell’equazione si puo calcolare tramite i gradi
di liberta interni. L’integranda del secondo termine ¢ un polinomio di grado 2k —
1 che puo essere calcolato in modo esatto tramite le formule di quadratura di
Gauss-Lobatto, sfruttando, quindi, i gradi di liberta di bordo.
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Capitolo 4
Stima dell’errore

Si noti preliminarmente che l'operatore Hgk, come conseguenza della Disugua-
glianza di Cauchy-Schwarz, Yw;, € W), soddisfa

ang,kwh”a}; = (vng,kwhu VHg,kwh)OE
< |[Vwnlfo, E||VH kwhHOE

= VI ywilloe < IVwhllo,z- (4.1)
(§]
HV (wh — Hgykwh) H(%,E = (V (wh — Hg kwh) V (wh — HEJth))O,E
= (V (wh — HE kwh) th)
— (V (wp — TI§ gwy,) ,VHE,kwh)OE
= (V (wh — Hg’kwh) ,th)OE
<V (wn — 10y gw) [lo.l|Vwnllo,s
= |V (wn, — T jwn) log < [Vwnllon (4.2)
Pertanto
HV( Ekwh) HOE_ (wh— Ekzwh)>v )

w
’V( kwh))OE
H0E||V( — 0% wa) llo,s

(
(
I
= |V (wn, — 15 jwn) llog < IV (wn — T, jwn) Jlo,e (4.3)
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Stima dell’errore

Inoltre, si osservi che 'insieme dei gradi di liberta definiti sullo spazio Wy, (E)
definiscono un operatore di interpolazione che associa ad ogni funzione ¢ sufficien-
temente regolare una funzione p; € Wy, (E) che condivide con ¢ gli stessi gradi di
liberta.

Nel seguito, i simboli Oax, Pmax € Ymax indicheranno [|0]/sc.q, [|b|lc.a € [|7]/co.0
rispettivamente.

Sotto le ipotesi di regolarita della mesh (A0) valgono i seguenti lemmi.

Lemma 4.1 ([5]). Esiste una costante positiva C = C(p, k) tale che, per ogni
E €Ty, e ogni funzione ¢ sufficientemente regolare definita su E |, vale

lo — % 4ol < O "l mos €N m<s<k+l,

I = 1Y 1 pllme < Chyy ™else mseN m<s<k+1, s>1,

le —@rllme < Ch, ™@lse m,seN m<s<k+1, s>2.

Lemma 4.2 ([5]). La forma bilineare By, (+,-) € continua in Wy, x Wy, , ovvero
By, (u,v) < Copyllulliallvlhie  Yu,v € Wy,

dove Cyp, € una costante positiva che dipende dalle funzioni 0, b e v ma non da
h.

Dimostrazione. La continuita delle forme b, (-, ), ¢(+,-) € ovvia e risulta valida
sull’intero spazio Hg (). Si verifica

bh (U, 'U) S bmavaHO,Q|u|1,Q; Ch (ua U) S meaXHu 0,02 |UH0,Q V'LL,’U € Hé (Q) .

Per dimostrare la continuita di a(-,-) osserviamo prima che da (3.21) e (4.2)
discende che Yu,v € W),

of (wv) = [ 0[N, 9]« (Mg 9] + 5 (7 = TME,) w. (1~ T1E,)v)

< bmax|t|1,6|01,E + Omaxa™| (I =105 ) uly ] (I =115 ,) v|1e
< (14 ) Omax|ul1,6|v]1,6
Allora
ap (u,v) < (1 + a") Onaxltf10lvhia Yu,v e W
Da cui segue banalmente la continuita di By(-, -). O
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Lemma 4.3 (|5]). Per ogni E € Ty, sia p una funzione sufficientemente regolare
su E e siano p,q funzioni scalari o vettoriali sufficientemente regolari su E. Per
una generica funzione ¢ € L* (E) (o in (L*(E))?), definita la funzione

Ep (¢) = |l — Y 10ll0.5-

si verifica che

(19, @)o,5 = (WL 10, M 0) o < € (10) € (@) + € (0a) €5 (p) + Cul; (0) €5 (a).

dove C, ¢ una costante dipendente da 1.

Dimostrazione. Si osservi che

(19, @), — (WIp P, Mg 40) o = (0, q = M) + (0 — M, nllp44) o
(up g o0, 4 — M) + (Wi, ¢ — Mg a) 4
+ (p = b, 1My 1 q — T o) oy + (0 = T gop, Mg 1)
= (up = Wy ip 0 — U544) o+ (0 — W up, pll o0 — T 00) o
= (wp = Wy ppp.q — Mppa), , + (0 — HE #P I g — 03 g + pg — pg)
= (wp — Wy ppp,q — Upya), p + (0 — U gp ng — M ppq)
— (p = Mg yp, g — 105 40) o -
La tesi segue dalla disuguaglianza di Cauchy-Schwarz con C), = ||t/ - O
Il seguente Lemma ¢ una diretta applicazione del Lemma precedente.
Lemma 4.4 ([5]). Per ogni E € T}, vale
af (u,v) — a” (u,v) < EXH(OVU) EET (Vo) + £ (OV) EE71 (V)

+CpEE (V) EE7L (Vo)
+SE (I =Y ) u, (I =TY,)v) Vu,o € Wi (E),  (4.4)

b,]f (u,v) — bE (u,v) < 5};—1 (b - Vu) 5};—1 (v) + 5};‘1 (Vu) 5};—1 (bv)
+OLEEH (V) EET (v)  Yu,v € HY (E), (4.5)

cr; (u,v) = ¢ (u,0) < E7t (yu) € () + E7H (y0) € (u)
+CE (u) EE (v)  Yu,v € HY(E). (4.6)

Il prossimo Lemma definisce 1’errore di consistenza.
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Lemma 4.5 ([5]). Per ogni u sufficientemente regolare e per ogni vy, € Wy, vale
B (H%ku,vh) - B,f (HOEvku,vh) < C’97bﬁh%||u||k+1,E||vh 1,EVE € Th. (4.7)
Dimostrazione. Dalla definizione di BE(-,-) e BE(-,-) segue
BF (HQE,W,U}Z) — BhE (H%ku,vh)
= a” (Y ju, vn) — ay, (I ju, vn) + b7 (I ju, vn) — by (T ,u, vn) +
+cP (HOEvku,vh) —cy (H%ku,vh) .

Osserviamo dapprima che se u € P (E), allora 113, ,u = u e 113, ,Vu = Vu el
termine relativo ad SE(-,-) ¢ nullo. Quindi, per (4.4)

ay (% pu, vy) — a” (G pu, v) < EH (VI pu) E7 (V) Vo, € Wi (E).
Il primo termine a destra di tale relazione e tale che
52_1 (QVH%,kU) = ||9VH0E,kU - HOE,k—19VHOE,kU||O,E = ||9VH93,1€U - H%,k—1evu||0,E
< OV yu — 1Y, 6Vu + 0Vu — 6V ullo g
< H@VH%}ku — 0Vullog + ||0Vu — H%JCAGVUHO,E
< Ol (Omax|ulirr,e + 10V ulk, k)

< Coliglullis.p-

Per quanto riguarda il secondo termine, essendo v, € W}, (E) C H' (E)
Ex H(Von) = Vo = g, Vrllo.s < llonllre
= ay, (1 u, o) — a® (0G0, 0n) < Cohlp|lullera ellonll1 e
Con un ragionamento simile si dimostra che
by, (T3 g, vp) — 0F (T g, vp) < Coblpllullisn 2llonlh, e,
¢ (M g, o) — ¢ (I g, o) < Cohlplluller gllonll,e-
Da cio si conclude facilmente la tesi VE € T,. O

Nota 4.1 ([5]). Si noti che il Lemma precedente risulta valido per ogni vy, €
Wy, C H' (Q). Se, per esempio, v, = vy , ovvero coincide con l'interpolata di una
funzione piu regolare, il risultato precedente puo essere sostituito da una stima piu
accurata. Infatti, notando che

Ex " (Vor) = [|Vor = Mg Vorllos
< ||V — HOE,k—1VU||O,E
< IV (vr =) llog + [IVo = g, Vol < Chjvlp,
st guadagna una potenza in pit di h rispetto quella ottenuta nel risultato , 1€,
B (Mg yu,vr) — By (Mg u,vr) < Copyhiy ullerisllvillee VE € T
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Lemma 4.6 ([5]). Per ogni v* € Hy () esiste v; € W), tale che
ap (vr,v) = a (v*,vy) Yo, € Wi
Inoltre, esiste una costante C' indipendente da h tale che
Bl = villue + [0 = villoe < Chllo* . (4.8)
Dimostrazione. Dalla definizione di operatore di proiezione segue che
Vv =115, Vollo.s < [|[Vo = VT vllos,

poiché Vﬂgvkv e un vettore di polinomi di grado < k—1. Quindi, per ogni v € W},
e per ogni intero k > 1, dalla relazione (3.20)), si ottiene

ap (v,v) = Z af (v,v)

EcT;,
> 3 (010 Vo, 115 Vo) 4+ % (=TI v, (1 - TT,) v))
EcT;,
> Y 00| Vollf g + awa” (I -0 ,) v, (I = TI},) v)
Ee€T,
>C Z (||HOE,k—1VU||(2),E + [V (] - Hg,k) U||(2)E)
EeT,
= Ek—1VUloE V—=Upr 1VUloEe) = Vllo,E
>C Y (I Vol2 g + Vo =T, Vol2 ) > C > (V]2 )
EeTy EcTy,
>C Z (HHOE,k—lvag,E + || (I - HgE,k—l) VUH%,E) > C|U|%,Q'
EE<Ty,

Quindi, aZ(-,-) ¢ una forma bilineare continua e coerciva. Consegue immediata-
mente che il problema

ap, (vy,, vp) = a (v, vp) Vo, € W),
ammette un’unica soluzione v; € Wj,. Inoltre,
Cullvlly o < an (v, v3) = a (v*, ;) < Callv”[Lallvplle

= [lvalle < Cllv*he-

Da cui banalmente
[v* = vhlle < Cllv*[|a.
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Al fine di dimostrare (4.8), bisogna provare ancora che [[v* — v} |lo.o < Ch|v*||1q-
A tale scopo supponiamo che ¢ € H? (Q) N H} () sia soluzione di

ap (v, ) = (v* = vy, v), o Vv € Hy (Q)
e sia vy la sua interpolata, per la quale vale

¥ —rllia < Chlpla < Chlv* — vy loq-
Si verifica facilmente che Vk > 0

EF(Vr) < EX(Vipr) < EX(V (1 — ) + E° (V)
=Y (IV (r =) = 0%, (V (o1 — ) llo.p + [V — T,V lo,5)

EeTy

< Chll¢llz0 < Chllv™ = vplloe

EF (OVYr) < E° (OVYr) < Coh||v* — vilo.-
Inoltre, dalla relazione (3.21]),

SP((I =15 ,) vh, (I =115 ,) ¥1)
<" (o ((T=T07,) of, (T = T15,) i) (o (T —T0%,.) o, (T~ TTE,) vr))
< 0 Onax |V (I = T ) O llo.llV (I = 105 4) ¥rllo.z
< Cloph,el|Vr — VITE oz
< Cloplie (IV (Wr =) llog + IV (¥ — 5 0) llo,5)
< Chg|v' 1 g[Y|2E

N|—=

= Y SP((I-10y,) vp, (I —T03,) vr) < Chlo*]ialtlae < Chlv*|1allv*=vilo-

EcTy
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D’altro canto, sia E¥ (Vv}) che EF (Vv}) sono limitate da Cy|v*||1.o. Quindi

*

[v* = villg.0 = (0" = vk 0" =)o

=a (v’ — vy, 1)

=a (V" — vy, —¢r) +a(v" — vy, ¥r)

=a " — vy =) +a @ ¢r) —a(vy,r)

=a (V" — vy, — 1) + ap (vy, Y1) — a vy, Y1)

< Collv* = vpllally = dillig + E (OV;) EF1 (Vi)
+ EFL(OVYr) EFL (V) + Chlv*|1allv™ — villoa

< Cohllo* = villuallv” = villos + Chllo* = v; oo™ (09v7)
+ Cohllv™ — v llooBY (Voy) + Chlo*[1allv™ — villog

< Cohl[v*]lrallv® — villog + Chbmax|vyllLallv” — vhllog
+ Cohllv” = vy llogllvpllie + Chllvplliellv” = villos

< Cohllv*|lallv” = villog-

Da cui si ottiene la tesi. O

Lemma 4.7 ([3]). La forma bilineare By (+,-) soddisfa la seguente condizione:
esiste hg > 0 e una costante Cg tale che Vh < hg

B
sup h (Uh7 Uh)

> Cpllupie  Yun € Wy
v €EWh ”Uh“l,ﬂ
Dimostrazione. La forma bilineare B(-,-) soddisfa

B(u,v)

1,0

> Cyllullio Vu e HY(Q)

sup
veHL(Q) v

Pertanto, data u;, € W, Jv* € Hj () tale che

B (up, v*)

||’U* Z CBHuhl

1,0-

1,0

Inoltre, per il Lemma [4.6] il problema

trovare vy € W), tale che
ap (vy,vp) = a (v*,vp) Yo, € W,

ha un’unica soluzione che soddisfa

loplle < Cllv'lia e [lv* = villoa < Chljo™|l10.
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Allora
By, (un, vy) = ap, (up, vy) + by (un, vy) + cp (up, v})
= a (up,v") + by (un, v;) + cp (up, vy)
+ b (up, v*) — b (up, v*) + ¢ (up, v*) — ¢ (up, v*)
= B(up,v*) + by (up, v3) — b (up, v*) + cp, (up, vy) — ¢ (up, v*)
= B (up, v*) + by, (un, vy) — b (up, v*) + cp (up, vy) — ¢ (up, v*)
+ b (up, vy,) — b (up, v;) + cp (up, v*) — cp (up, V")
= B (up, v™) + b (up, vy, — v*) + ¢, (up, vy, — v")
+ bp (n; vy) = b (un, vy) + cn (U, v") — ¢ (up, v").
Per la continuita di ¢(,-),
ch (Un, v — V") < Ymaxl[tnlloellvy — v*{lo0 < Cymaxhl[unllo.ellv*(10-

Inoltre,
b (un, v, — v°) = / (b Vuy) (o], — vn) dx < G5 hllunllvllo* 1.
Q

Dal Lemma |4.4] segue che
b, (up, v;) — b (up,vf) < EFH(b - Vauy) EF (v)) + X (Vauy,) EF7 (bu})
+ Obgk_l (Vuh) gkt (U;‘;)
S ||b : Vuh||0,QC’h|v}i|17Q + |uh|17QCh|b’U;|17Q
+ CbthlLQCh’UZ’LQ
< Cphlvg|1alunlie
< Gphllvlhallunllve-
In modo analogo si prova che
cn (un, v*) — ¢ (up,v*) < CIh[v L allunllon < CoR[|v*]|Lallualliq-

Cp
2(Cy+C3+Cy +Cmax )

Scegliendo hg = , per ogni h < hg si ha

(Cy +C5 4+ Cf + Cymax) b < %

Di conseguenza, per ogni h < hyg
By, (up,v;) = B (up,v*) + b (up, vy — v*) + ¢, (up, vy — v*)
+ by (un, vy) = b (un, vy) + cn (up, v") — ¢ (up, v*)
< B (up, v") + G hllunl10llv" (10 + Crmaxhllunlogllv™[10
+ Cphllv*liallunllie + Chlv i ellunllg

0L Oy
< B (unv") + 20" sl
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Quindi, per ogni h < hg

By, (up,vy,) >
]
Nota 4.2 ([5]). Seb=0 e~y =0, la relazione (@) e valida per ogni h.

Nota 4.3. Per quanto riguarda il termine forzante fy, si noti che Vv, € Wi(E),
si osservi che

(fr,on) = (, HEk 1Uh)0E (H(I)ﬂ,kflf’vh)o,E'

Dall’ortogonalita rispetto al prodotto scalare in L*(E) segue che

<fhavh> fvh 0,2 = Z/ H Ek— 1f—f)vhdx

BeTs
Z/ HOEk Wf = f)( Eovh)d
BeT,

< > Bilflkghslonle
EeT,

< B flralvnl e

dove la penultima minorazione seque dalla Disuguaglianza di Cauchy-Schwarz e

dal Lemmal4. 1|, richiedendo che f € H*(S).

Teorema 4.8 (Errore in H'(Q) [5]). Per h sufficientemente piccolo, il problema
discreto ammette un’unica soluzione u, € Wy, e vale la sequente stima di
errore

lu = unllro < CH* (Jullesra + [ flro)
dove C' € una costante che dipende da 6, b e v ma non da h.

Dimostrazione. Come conseguenza del Lemma 4.7} il problema discreto am-
mette unica soluzione u;, € Wj,. Inoltre, per ogni h < hy Jv; € W), che verifica

J— * -~
By, (uh m,%) > CBHUh — U[Hl,Q'

ICAIERS
Si osservi che
(un — ur, vp)
= By, (un, vy,) — By (ur,vy,)
= (fn.v;) + By (Iu — uy,vy) — By (ju, vy)
+ B (IYu, v;;) + B (u — Mu, v;) — B (u,v};)

= (fn — f.vp) + By (Iu — uy, vp)

(B (W 17) = B (D7) + B (= ).
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Dalla continuita degli operatori By(+,-) e B(,-) e dal Lemma {4.1| segue che

Cpllun — urllollvpllue < (fa— foor)
+C (IMMu = urllie + [lu — Mullie) v;llie
+ (B (M. v7) ~ By (W, v7)
< (fu = foop) + ChM [l gllvi e
+ (B (IYu, vy;) — By (1w, vy)) -
Inoltre, VE € T}, come conseguenza del Lemma [4.5
Cpllun—urllrollvillie < (fa=f, vi) FCRE ullir ollvg 1o +Cop Ak [ull ks allvgll0-
Per concludere, come conseguenza della Nota [£.3] si ottiene la tesi:
Cpllun = urlliollville < CR* (Iflka + Copsllullerio) llopll o
O

Teorema 4.9 (Errore in L*(Q) [5]). Per h sufficientemente piccolo, vale la se-
guente stima d’errore:

lu = unllon < O (ullpsro + | Fleo)
dove C' ¢ una costante che dipende da 6, b e v, ma non da h.
Dimostrazione. Sia ¢ € H*(Q) U H}(Q) la soluzione del problema autoaggiunto
£*w = U — Up,
dove £* e 'operatore autoaggiunto di
Lu = -V -(0Vu) +b - Vu+ yu.
Sia 1y € W), la sua interpolata, per la quale vale
[ = Yill1e < ChlYlan < Chllu — upllo. (4.10)
Allora
lu = wnll3g = (£, u— un)y g = (£l = un), )0 = Blu— un, )
= B(u7¢ - wl) + B(“ﬂb[) - B(“hﬂb)
= B(u, ¥ — 1) + (f,%1)o.e + Br(un, Y1) — (fn, Y1) — B(un, ¥)
= B(u — up, ¥ — 1) + (f — fn, V1) + Bn(un, ¥1) — B(un, ¥r)
= B(u—un, ¥ — 1) + (f = fo,r — T_19r)
+ B (up — I, o) — Blun — I, r)
+ Bh(H2u7 2/}I) - B(ngv wl)
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Inoltre,

(f = frobr = I_yor) < M| flegllvor — T_ ¥ loe
< W\ fliellvr — I_ ¥ log
< WM flea ([0 = Yillog + 1 — 11 ¥]log)
< B flralvl2n

e, come conseguenza del Lemma [4.4]
Bi(up, — M, r) — Bluy, — I, ¥r) < Copyh*Mjul|is1,0llu — unllog-
Allora, per la continuita di B(-,-), per il Teorema [£.9] e la Nota

lu — unll§ o = B(u —wn, ¥ — 1) + (f = fn, b1 — 1) ¢r)
+ By (up — M, bp) — B(up, — Mo, ¥r)
+ Bp,(u, ¢r) — B(Iu, ¥r)
< CW* (ullpsrre + 1 flr) 1 = il + 2 flraldln
+ Cop k1 0llu — unllog
+ Cop k1,0l ]20

< Coprh™ M (JJullkrro + [ fleg) lu — wnllog

Cio conclude la dimostrazione.
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Capitolo 5
Implementazione in 2D

I metodi agli elementi virtuali risultano essere piu costosi dei metodi agli elementi
finiti, in quanto la costruzione dei sistemi lineari richiede 1’assemblaggio di opera-
tori di proiezione locali. Poiché le operazioni tra matrice-vettore e matrice-matrice
risultano essere piu efficienti rispetto alle operazioni element-wise che richiedono
I'utilizzo di cicli for, nel seguito verra utilizzato un approccio totalmente basato
sulle matrici sia per I'assemblaggio degli operatori di proiezione locali che per la
costruzione delle matrici di stiffness locali, il quale segue quanto fatto in [6].

L’assemblaggio degli operatori di proiezione locali richiede il calcolo di integrali
che coinvolgono monomi. Per poter effettuare tali calcoli in modo efficiente, si puo
procedere utilizzando la matrice di Vandermonde. In particolare,

1. per il calcolo degli integrali sul dominio E € 7T}, si consideri un insieme di Ng
E

punti di quadraturax® coni = 1,..., N5, larelativa matrice di Vandermonde

E . .
VE € RNe*™ le cui entrate sono definite come

(Vf)m:ma(xE) Wzl,...,Ng, a=1,...,ng,

1

e il relativo vettore dei pesi di quadratura w¥ e R @. Si definisca la matrice
E E

WZE e RMa*No avente sulla diagonale i pesi della formula di quadratura,

collezionati nel vettore w’.

2. In modo analogo a quanto fatto su F, consideriamo l'insieme degli NgE nodi
di quadratura di Gauss-Lobatto x%% Vi =1, ... ,NgE = (k—1)N"F 4 NVE

: o : A o
dove NV & il numero di vertici del poligono E. Si indichi con V¥ € RNG" X

la relativa matrice di Vandermonde, le cui entrate sono definite come
(VgE)m = Mg (X?E) Vi=1,...,N9E, a=1,... n.

e con WP € RNG"*NG" 1 matrice avente sulla diagonale i pesi di quadratura

w?F_ In particolare, i punti di quadratura su ciascun lato sono stati ottenuti
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mappando i k£ + 1 nodi di Gauss-Lobatto definiti su un lato di riferimento é,
cui nel seguito si fara riferimento con %77, con pesi w. I pesi di quadratura

w2 sono definiti come
< OF
W
wil=—t ) el
€]
e€&yp:
X; €€

dove ¢ e l'indice locale corrispondente all’indice globale i. Indicato con n, =
(M, Ney) 1l versore normale ortogonale a e € &, p avente direzione uscente

. . . . o . - .
da E, si definiscono i vettori wo%, ng € RYa" come i vettori di componenti

woFE WwoF
(W)= Tr 2 lenew (W) =5 D lelne,

e€E giTi€e ec&y, gixice

rispettivamente.

Ricordando la convezione utilizzata per 'indicizzazione dei monomi nel caso 2D
definita in (3.7)), le derivate dei monomi possono essere calcolate come

om, Qg (=a— o0, —a
= —my, se
or  hg ap >0 ’
ome l=a—a, —ao,—1
= — My, Se
Jy hg ay >0

e 0 negli altri casi. Definite le matrici Dy, DkEy € R™*"™ come

Oy —
( k:E) _ s sel=oa—qa, —q o;>0
ot 0 altrimenti
o
( E) _ e sel=a—a;, —a,—1, o >0,
Y o 0 altrimenti
si ottiene
Omg (xF

i ) E E
U5 _ (vp),, (DE),..
con { = a— oy — ay, oy > 0. Poiché per altri valori di 4, il prodotto risulta nullo,

Ome (xF

ox Z ) - <V’]§DkE@)m
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Si procede in modo analogo per la coordinata y. Si definiscono, allora, le matrici
di Vandermonde delle derivate dei monomi come

Definita la matrice Lf € R™*"™ come
Ly = (DF,)" + (DF,)".
la matrice di Vandermonde associata al laplaciano dei monomi si scrive come
Viy=V/L].
In particolare

(DE)Q {% se l=a—2a, —2a,+1, a,>1
k‘,.’ﬂ = E

0 altrimenti

ay(ay—1) {=a— 20, —2a, — 1 1

R R B
0

= Amg (XZE) - (Vf)z’l (DkEar)lza + (Vf)ij (Dgy)ja ’

con l = a—2a, =20y +1,0, >1ej=a—20, 20, —1,a, > 1, oppure
considerando che le altre entrate sono nulle,

Amg (xF) = (V£ (DE,)") +(VE(DE)") = (VFLP),.

™

altrimenti

5.1 Calcolo di Hg’kgoi

Nella Sezione si e definito 'operatore di proiezione Hg}k rispetto al prodotto
scalare in Hj (E) e valutati i coefficienti S?, delle combinazioni ¢; € Vj, (E) =

Hgk%‘ = > SEmaVi=1,..., N&' come soluzione del sistema
GS*=B

Ricordando la definizione della matrice G:

Py (m1) Py (m2) Py (mn,)
G _ 0 (Vmg, VmZ)O,E ce (Vmg, Vm"k)O,E
0 (Vmp,, Vma)o - (Vmg,, Vg, ), o
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per Vo, 5 =2,...,ny,

Omg, Omg n Oomg, Omg
g Or Ox g Oy Oy’

(G)a,ﬁ = (Vma, Vmﬁ)o,E =

si puo calcolare osservando che

E
NG

dmg, Om
e = (PR, | D (VE), WE(VE), | (D),

=1

= ((ViDE) " W* (VEDE)) = ((VE) W* (VL)
conl =a—a, —q sea, >0ej=p-08,—08,, B >0. Procedendo in modo
analogo per la coordinata y si ottiene

G = (VL) WP (VE) + (VE,) WP (VE,). (5.1)

dove G ¢ la matrice G la cui prima riga ¢ stata sostituita dal vettore nullo.

Per quanto riguarda la prima riga di G, ovvero per quanto concerne il calcolo
di

arl ) k=1
PO (ma) - (m >0’6E > ) Va = 17...,Nk,
(May1)gp, sek>2

essi possono essere calcolati usando la definizione della matrice di Vandermonde
e del vettore dei pesi sul bordo di £ per k = 1, sul dominio di E altrimenti.
Pertanto,

~ W@E TvaE
G=G+ {O(E R()nk—l)kmk , se k=1,
5.2
G=G (wh) Vi k> 2 )
-G+ O & Rim—1em | se k> 2.

Per quanto riguarda la costruzione della matrice B, la quale corrisponde alla
matrice B la cui prima riga e stata sostituita dal vettore nullo, si ricordi che

I'entrata (o, ) di tale matrice Voo = 2,...,ng,i = 1,..., N3 & definita come

- omy,
By = (Vmq, VSDZ‘)(),E - _/ Amap; +/ 5_%'
E oE O

Poiché Am, € Py_5 (E), il primo termine si puo calcolare sfruttando la defini-
zione della matrice LY e i gradi di liberta interni. Pertanto, Vi =1,..., N&f o =
2, e, Ny

38



Implementazione in 2D

_/Amagoi: Lk B, /mﬁ’@l
E

:_'E'nkzz ), (137 [,

Nk—2

= —|E]| Z (LkE)/@a dof ot 46 (1)

Nk—2

= — B> (L) 4 Ongor o (5.3)
B=1

In forma compatta, tale membro ¢ pari a
O € R™N" —|E| (L (1: njs,:))’ € Rmxme

Si osservi che tale termine e nullo per le funzioni di base relative ai gradi di liberta
di bordo.

Per quanto riguarda il secondo integrale, si osservi che I'integranda ¢ un polino-
mio di grado (k — 1)+ % = 2k —1 e con la scelta dei nodi di Gauss-Lobatto su ogni
lato & possibile integrare in modo esatto (nei limiti della precisione di macchina)
anche il secondo membro. Tale termine risulta essere non nullo soltanto per la
funzioni di base relative ai gradi di liberta di bordo. Pertanto, Vi =1, ... ,NSE

Img
ﬂ9012/ vma ne;
oe On

= Z /ama nez@z—i— Z / ney‘pz

eGSh E eGEh E ¢
nk 1 Nk—1
= /m[g Nez i + Z D @/mﬁ Ne.yPi
e
NEk—1 NSE
- (Dk x)/@g Z (WgE)j mga (XJBE) 03
B=1 Jj=1
ng—1 NGF
+ 2 (DEy) 0 D (WyF) ymes (x77) b5
=1 j=1

In forma compatta tale termine si scrive come

dof

(VEE) W22 4 (V)" Wi e e (M
39
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Allora, la matrice B ¢ data da
= T T T
B = (V%) W+ (VI5) WP (B[ (LE(Limes) ] (54)
Si noti che la prima riga di tale matrice e nulla.
Inoltre, Vi = 1,..., Ngof
e Per k=1
Pre) = [ o= (W), Wil NG
E
ovvero tale integrale ¢ non nullo soltanto per le funzione di base relative ai

gradi di liberta di bordo. Si ricordi che per & = 1, non sono definiti i gradi di
liberta interni. Da cio consegue che per k =1

o\ T

—B (wi)

B — B + O E R(nkl)XNgOf] .

e Per k > 2
PO(%):/SOz‘:|E|<:>i—NdOf—nk2+1,
E

ovvero tale integrale € non nullo soltanto per la prima funzione di base relativa
ai gradi di liberta interni. Da cio consegue che per k > 2

0O ¢ R (V&) |E| Oc¢ R“("k—z—l)]

B - B + O c R(nk_l)XNl%Of

5.2 Calcolo di HEk 1Pi

Come visto nella Sezione i coefficienti T**~1(:, ) delle combinazioni I1%, ;,_, ¢

1 :
=Y T m, Vi = 1, ..., N#f sono soluzione del sistema

k—1mx,k—1/. -\ _ k=17, :
H*'T (:,7) = C"2(:,4).
La matrice di massa H*~! € R™-1*"-1 in funzione della matrice di Vandermonde
si puo scivere come

/mm Vk 1) WEVE |

. _ dof .
Per quanto riguarda, invece, la matrice C*~! € R™-1*N&" le cui entrate sono
definite come

Ck ! (ma7901) = {

se k> 2,

(ma,%)O’E sea=1,...,np o
v _
(mmHE,k(pi)o,E sea=ng o+1,...,n 1
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epera=1,...,ng o

Ch = 0 sei=1,...,N&t —ny , (5.5)
|B| sei= Nt —ngp_o+1,... Not’
epera=ni o+1,...,n1_1
Cl;;l - (mOHHE k901 ZSBz mwmﬁ

- Z Sﬁlexﬁl - Hkils*)ai'

Allora
0 e R—2*(V&-m—2) |1

Ckfl —
(H*'S*) (ng—o 4+ 1 : ny_1,:)

Nel caso particolare k = 1 , la matrice si riduce a

Cht = (Lpiyr = (LTE i), , = (H'SY), Vi=1,... N

5.3 Calcolo di HEk Vi

L’operatore H%,kflv e stato definito tramite la condizione di ortogonalita (3.30)),

la quale componente a componente Vi = 1,..., N3 si puo riscrivere come
dpi 890

e ip;
(a_y — H%’k_la_y,p) Vp c Pk_l(E)

0 i _ ket (k-1 k=1 ot THRR—1( A\ dof
Posto 119, , ;%2 = > 04t (Tpkt)  mi~! i coefficienti TpF~1(: i) Vi = 1,..., Nj

si ottengono come soluzione del sistema
k—lrpik—17.  _ k—1(. .
H T (50) = E7(5,4),

dove la matrice EF-1 € R™-1*Ni™ ha entrate definite da

— _1 O
| D <m§ Y > . 5.6
( )0” or ) o g (5.6)
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Applicando le formule di integrazione di Green, Voo = 1,...,n_1eVi=1,..., Nt
_1 0o 3mk !
<m§ L2 > / o .S /% (5.7)
L/ oE
) e€én B

Il primo termine del membro destro si valuta come

Omy”! ™ e k—2
A LS /

ng—2

— _|E| E D ZNdOf_nk 2+6 (58)
il secondo, invece,
OF
N§ .
Z k—1 _ Z OB\ . k—1( 0E _ (OE OF
/Spima Neax = (W:t )jma (Xj )613 - (Vk’—l)oﬂ' (WI )m
eeg}L,E ¢ .]:1
ed & non nullo soltanto per i = 1,..., N#f —n; 5. Da cio consegue che

BE 1 = [(V25)T W2 —[B (DE,(1 et )] € RVNEL (5.9)

In modo analogo

)

Bl _ [(ng_zl)ngE —|E| (DE, (1 : ng_s,1 : n,H))T] e RN (5.10)

k=1mpek—10. o\ _ @k—1(. ;
= H"T," (1) = B, (5,9).

Notiamo che per k = 1, il secondo blocco presente nelle matrici precedentemente
definite va considerato come vuoto.

5.4 Matrice di rigidezza locale

Il problema discretizzato richiede la costruzione della matrice di stiffness
locale KF € RVE"*Ni™ associata alla forma bilineare discreta locale BE(-,-) defi-
nita in e del termine forzante (fy,)p definito in . In particolare, la
matrice locale di stiffness puo essere decomposta come

K" =Kj +K{ +K”, (5.11)

dove K§, KI e K” sono le matrici associate alle forme bilineari locali discrete

definite in (3.23), (3.24) e (3.25) rispettivamente. Inoltre, si definisca b e RN&"
il vettore associato al termine forzante.
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5.4.1 Matrice di diffusione

Calcoliamo la matrice locale relativa al termine di diffusione
af, (i, ) = /E 0 (% Vi - [y 1 Vei] + 5% (I —10g,) @i, (I = gy) @)

in funzione della matrice di Vandermonde. Si verifica che

0p; 0p;
<9HOE7]€_1V901‘, H%vk—lij)o’]; = <0H%,k—1 (%) 7H0E',k‘—1 (a_:lj))
0,E

dpi dp;
(o (55) 1 (57)
< Ek—1 ay Ek—1 8'!/ 0.5

Indicata con
k-1 _ k—1 E-1\T _ E \T xx7Ex/E
HE! = /E fm*! (m )" = (VE )T WEVE

dove

()

si ottiene

(011 Ve 1, V), = (T ) ) () By

ij ij

Inoltre, utilizzando la scelta classica per il termine di stabilita S(-,-) definita

in [3.22] si verifica che
N%Of

S (i = T wpi 5 — ;) = hi > > dof, (i — I 1) dof, (95 — 13 4p5)

r=1

— 152 | (' -DG'B)" (I'-DG'B)|

)

dove la matrice D era stata definita in (3.14) come D;, = dof; (mg) V) =
L., N&t Vo =1,... n.

Quindi, la matrice locale di stiffness in funzione degli operatori di proiezione
locali si scrive come
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Kg? _ (T:,k—1)T ng_lT;‘;k_l + (Tz,k—l)T HI;—IT;,k:—l
+0]loo.£h% % (" = DG'B)" (I" = DG'B).
Si noti che, il prodotto del termine di stabilita per ||6]|« g ¢ stato effettuato
affinché tale termine si annulli quando # = 0 in €.
Calcolo di D con la matrice di Vandermonde
e Per quanto riguarda i gradi di liberta di bordo
d d
(D)ij = dof;(m;) = m; (X E) = (VkE>ij
Vi=1,...,N® —np seVj=1,...,n.
e Per quanto riguarda, invece, i gradi interni

1
a7 (7 mevpena)

Vi= NIt~y o+ 1,... Nt eVj=1,... n.

(D), = dof;(m;) =

ij

Allora, la matrice D si valuta come

D= [élH,ﬂg?iH,:)} . (5.12)

5.4.2 Matrice di convezione

Calcoliamo la matrice locale relativa al termine di convezione
by (i, ;) = /E [b- 1%, 1 V| M%)

Allora, relativamente alla base di scaled monomial, ponendo b = (b,, by)T

(Kf) (b- H%k 1V, 11 Ek 19017)0E

(b HEk 1 ( ) ’H%,k—ﬁpj) + (b H(])Ek: 1 (8_) »H%,k—ﬁOj)
0,E Y 0,E

Z (T 1) Ty (B m™),
o

1Mk—1

N —
EYY (), T k),

p=1 a=1
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Indicate con

= [t () = (V) WEVE,
E

HY = [t () = (V)T WEVE,
) E
dove

(WE), = balF) (wF) b (WE) = b,(xF) (wF) b Viij = 1., N,

ij 7 j 4

si ottiene

KE = (T35 1) HE et 4 (T J e

5.4.3 Matrice di reazione

Calcoliamo la matrice locale relativa al termine di reazione
(o) = [ 7 [Mss0] M)

Allora, relativamente alla base di scaled monomial

Ng—1Nkg—1

(KY),, = (Mg M9 = D > Th Ty~ (ymloml ™)
=1 a=1

Indicata con

5
dove
(Wf)w = y(xF) (WE)Z 8, Vi,j=1,...,N§,
si ottiene
Np—1 N1
(60), = X YT ), = () )

N Kf _ (T*,kq)T H571T*,k71_
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5.4.4 Termine forzante

Il termine forzante, Vi = 1,..., N3 & dato da

<fh790i>E:/fHEk 1¥i

Nk—1

anl

=D > TLEWE( (Vi) o F(x7)

7j=1 a=1

= ((VE T WEEE)

7

dove il vettore £Z € R™@ ¢ tale che fF = f(xP)Vj=1,...

J

b? = (VI T WFfF,
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Capitolo 6
La scelta della base polinomiale

La base dei monomi scalati My (FE) ampiamente discussa nei capitoli preceden-
ti risulta essere vantaggiosa da un punto di vista computazionale, ma influenza
negativamente il numero di condizionamento della matrice di stiffness per valori
(moderatamente) alti del grado polinomiale k e in presenza di badly-shaped polygon,
come si evince in [3].

Come evidenziato nella Nota[3.2] la scelta della base polinomiale influisce sia sul-
la definizione che sul calcolo degli operatori di proiezione coinvolti nella costruzione
della forma bilineare che descrive il problema discretizzato .

In particolare, la scelta della base polinomiale & determinante nella definizione
dei gradi di liberta interni.

Nel seguito, pertanto, verra dapprima modificata la base polinomiale utilizzata
nelle condizioni di ortogonalita che definiscono i proiettori locali e, successivamen-
te, verranno ridefiniti i gradi di liberta interni in funzione della nuova base. Si veda
la Tabella per maggiori chiarimenti. Tutto cio ha lo scopo di evidenziare come
la base polinomiale abbia influenza sul numero di condizionamento e sul tasso di
convergenza del metodo.

Si noti che una variazione della base polinomiale e, in particolare, la ridefinizione
dei gradi di liberta interni in funzione di quest’ultima, come si potra notare dagli
esperimenti condotti nella Sezione [6.5] ha principalmente due effetti ([2]):

e influire direttamente sul numero di condizionamento della matrice di rigidez-
zZa;

e influirvi indirettamente, tramite il termine di stabilita.

Quindi, nel seguito verranno analizzate due diverse basi polinomiale che si
propongono come alternative all’usale base dei polinomi My (FE), ovvero
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Operatore di proiezione II
definito tramite la Gradi di liberta interni
condizione di ortogonalita ﬁ(qu)o,E
(40, T0)0, 2 = (4o Y5ty c548)0.E

Approccio . .
. monomi monomi
classico
Approccio base polinomiale alternativa monomi
ibrido (Eig, EigReortho o MGSReortho)
ngsiﬁn;fl?ine base polinomiale alternativa base polinomiale alternativa
di lilg)er a (Eig, EigReortho o MGSReortho) | (Eig, EigReortho o MGSReortho)

Tabella 6.1: Diversi approcci utilizzati nella costruzione VEM in 2D, a
seconda della base polinomiale q utilizzata.

e una base polinomiale ortonormale ottenuta tramite 1’algoritmo di ortogona-
lizzazione modificato di Gram-Schmidt presentata in [4], a cui, nel seguito, si
fara riferimento con il nome MGSReortho;

e una base di polinomi definita tramite la procedura di ortogonalizzazione
mostrata in [3], a cui si fara riferimento con l'appellativo Eig.

6.1 Base Fig

La base polinomiale proposta in [3] ¢ un’alternativa alla scelta classica dei monomi
scalati, cui consegue un piccolo aumento del costo computazionale, ma che con-
sente un notevole incremento nella reliability del metodo, limitando il numero di
condizionamento delle matrici locali proprie degli elementi badly shaped.

In particolare, la base polinomiale dello spazio Py(F) dei polinomi di ordine
< k sul generico elemento E € T, € definita come 1'unione di

e una base L?(FE)-ortonormale dello spazio P,_1(E), costruita a partire dalla
diagonalizzazione della matrice di massa relativa alla base monomiale dello
stesso spazio;

e un insieme ortonormale rispetto al prodotto scalare in L?(E) di polinomi rica-
vati ortonormalizzando un set di funzioni ottenute rimuovendo dai monomi di
ordine esattamente k, le loro componenti nello spazio dei polinomi di ordine
<k-1.

Seguendo questa procedura, il primo step consistera nella costruzione di una
base polinomiale L?(E)-ortonormale per lo spazio Py_1(FE). Successivamente essa
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La scelta della base polinomiale

verra estesa in modo da ottenere una base quasi-ortonormale per l'intero spazio
Pr(E). Risulta, infatti, necessario definire entrambe le basi per la costruzione degli
operatori di proiezione locali coinvolti nella forma bilineare discreta che definisce
il problema discretizzato [PV}]

6.1.1 Costruzione della matrice di cambio base relativa alla

base Eig
Nel seguito m* indichera il vettore colonna [my, ... ,mnk]T costituito dagli ny
monomi scalati e p* il vettore colonna [p, ... ,pnk]T contenente i polinomi che

costituiscono la base polinomiale definita in [3].

Nel seguito, I’apice sinistro * € {m, p} indichera la base di riferimento e, quindi,
con m si fara riferimento alla base dei monomi, invece, con p si fara riferimento a
una base polinomiale alternativa.

Si osservi che la matrice di massa ™HF definita in (3.17)), il cui apice destro k
e apice sinistro m indicano che essa ¢ relativa alla base monomiale My(E), puo
essere decomposta come

mHk _ mmT _ mkal € R —1Xnk—1 mkal,k c Rnk,lx(nkfnk,l)
5 myykk—1 o R(p—ng-1)xnk-1 mEgk/k=1 o R(nk—ng—1)x(nk—nk-1)

Base ortonormale per P;_;(F)

Essendo la matrice di massa ™H*~! simmetrica, essa ¢ diagonalizzabile, i.e. IRF! €
R"-1*-1 ortonormale (ie. (RF)TRFT = REL(RF1)T = TF) e AK€
R"™-1*"-1 diagonale tale che

mpph—1 _ (Rk—1>T AFIRAL (6.1)

dove la matrice A*~! ha sulla diagonale gli autovalori di ™H*~! e la matrice

(Rk_l)T ha come colonne gli autovettori destri della matrice di massa ™HF!.
Inoltre, la matrice di massa ™H*~! ¢ simmetrica definita positiva. Ne consegue
che i suoi autovalori sono reali e strettamente positivi. Allora, 3 (Ak_l)_1 ed e

ben definita la y/(AF=1)""

Introduciamo la matrice
Qk*l — (Ak_l)—lefli

e poniamo
pkfl — Qk*lmkfl (62)
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il quale risulta essere una base ortonormale rispetto al prodotto scalare in L? (E)
per lo spazio Pj_; (E). Infatti, la relativa matrice PH*"! & data dalla matrice
identita. Infatti,

PHF! — / pk:—l (pk—1>T
E
:/lemkl (Qkflmkfl)T
E

— QF-Impgk-l (Qk—l)T
_ (Ak_l)—le;—l (Rk—l)T AF-1RE1 (Rk—l)T (Ak_l)—l

Z\/(Akfl)*lAk_l\/(Ak—l)*l _ 71

Base per P.(F)

Costruita una base ortonormale per lo spazio Py_; (E) C Py (E), ¢ possibile rica-
vare un insieme di n; —ng_1 polinomi generici pk/ k=1 linearmente indipendenti dai

polinomi p*~! rispetto al prodotto scalare in L? (E), i quali, insieme ai polinomi

p*~1, costituiscono una base per l'intero spazio P, (E).

Tale insieme si ottiene rimuovendo dai monomi m** =1 in M;(E) le loro com-
ponenti rispetto la base p*~!, ovvero

_ _ _ _I\T _
pk/k 1 bk 1_(/mk/k l(pk; 1) >pk 1
E

0, in modo analogo,

ph/F=l = mF/k=1 (/ mF/k-1 (mkl)T) mF-!
E

— /R mppkk—1 k-1
= |:_ (msz,k—l)T Ik/kz—l} mk _ Rk/k—lmk
a I
dove si ¢ posto

RFE/F-1 — [_ (mHk,k—l)T Ik/k—l] € Rw—nk—1)Xng—1

Si consideri la matrice di massa relativa ai polinomi p*/*~1:

PR/t pyk/k—1 _ / pk/k—l (pk/kfl)T — Rl;/kflmHk (R’;/kfl)T
E

pk/quk/k_l _ (Rlbc/k—1)TAk/k—1Rl;/k—1
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La scelta della base polinomiale

T
_ k/k—1 1m k/k—1 _
= AN REAIRES I (RYSRYSY)

Definito I'insieme dei polinomi collezionati nel vettore

pk/k—l _ /(Ak/k_l)—lR’;/k—lRl;/k—lmk _ Qk/k—1mk7

I'insieme rappresentato da

k=1 Qk-1k
Pk = kak dove Qk = {Q Qk/kq } )

costituisce una base di vettori “quasi-ortonormali” rispetto al prodotto scalare in

L? (E) per lo spazio P, (E), ovvero una base la cui matrice di massa assume la
forma

= [ pt (el =0 [t ) (@) = @it (@)
[ e [T e

- Qk/k—l Ok:k—1
| i [qu qu,k] m gk (Qk/k—l)T
- Qk/k—lmHk [(Q:;l)l :| Ik/k—l
Ok~

Nota 6.1 ([3]). Per gli elementi badly shaped, il calcolo degli autovalori-autovettori
puo risultare essere effetto da errori numerici non trascurabili. Quando cio acca-
de, i blocchi diagonali della matrice di massa PH* non risultano essere pit, matrici
wdentita. Per questo motivo, nell’implementazione verranno utilizzate le sequen-
ti definizioni per il calcolo della matrice di massa relativa alla base polinomiale
definita in |5]:

PEHF! — Qk—lmHk—l (Qk—1)T7 (6.3)

PH* — Q" H* (Q*)". (6.4)

6.2 Base MGSReortho

La seconda alternativa, proposta in [4] e denominata nel seguito MGSReortho, con-
siste nell’applicare ’algoritmo di ortogonalizzazione di Gram-Schmidt modificato
(MGS), corrispondente all’Algoritmo (1| definito nel seguito.

Questa procedura consente di ottenere una sequenza di basi ortonormali {p*} 5>,
gerarchica, ovvero tale che

pFtcpt VE>1.
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Algorithm 1: Algoritmo di Gram-Schimdt modificato.
Data: A
Result: [Q, R] tali che A = QR
n < A.rows();
m <+ A.cols();
Q <~ Zero(m,n);
R < Zero(n,n);
fori=1,...,ndo
Q(:,1) < A(:,1) ; /* Ortogonalizza */
for j=1,...,m do
R, Q(,i)7Q(, )
Q(i) — Qi) — Ry Q)

end
R,; < [|Q(, )2 ; /* Normalizza */
end

L’autore di [4] suggerisce di applicare la procedura di ortgonalizzazione due
volte, in quanto, come si evince in [9], in generale, ripetere la procedura due volte
e sufficiente per ottenere una base che sia ortonormale a meno della precisione di
macchina.

6.2.1 Costruzione della matrice di cambio base relativa alla
base MGSReortho

Per trovare la matrice di cambio base Q* applicando due volte ’algoritmo MGS,
e possibile procedere come segue:

e Per ragioni di stabilita, si costruisce dapprima la matrice di cambio base
relativa alla base ortonormale rispetto al prodotto scalare euclideo:

"V = QiR,.

e Successivamente, si ortogonalizza la matrice Q; rispetto al prodotto scalare
in L*(E)
1/2
(W5)'”* Qi = QuRo.
La matrice di Vandermonde associata alla base dei polinomi ortogonali definita
in [4] & data da
PV ="ViR{'R; = WTEQ,,
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invece, la matrice di massa associata ¢

PH" = Q2TQ2 ="

La matrice di cambio base risulta essere

Q" = (R:Ry) )"

Poiché tale procedura permette di ottenere una sequenza di basi gerarchica, si
verifica facilmente che

Q' = QF(1:np_1,1 i)

PHM ! = PH*(1 : nj_q,1 : ny_y).

6.3 L’importanza di ri-ortogonalizzare

Nella sezione precedente si e effettuata una seconda ri-ortogonalizzazione tramite
l'algoritmo di Gram-Schmidt modificato della matrice di massa PH*"! relativa
alla base polinomiale alternativa. In particolare, come si evince dall’articolo [9),
I’errore di ortogonalizzazione

HIk—l o ka—IH

risulta essere proporzionale al numero di condizionamento della matrice di Van-
dermonde, il quale aumenta notevolmente all’aumentare del grado polinomiale k.
Effettuare una seconda ortogonalizzazione permette di eliminare tale dipendenza.

Tale risultato si pud osservare anche dalla Figura [6.1} la quale mostra come
all’aumentare del grado polinomiale, ’errore di ortogonalizzazione relativo alla
base MGS, ovvero la base costruita secondo la procedura mostrata nella sezione
precedente ma senza ripetere la procedura di ortogonalizzazione due volte, aumenta
all’aumentare del grado polinomiale.
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15 k=2 15 k=3 -1 k=4
1 %10 2 »10 i »10 £
+ MGS
- 3
|
I 2
1
0
aspect ratio aspect ratio
%10 k=5 4101 k=6
1 + 3

+ MGS
+ © _ MGSReortho
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Figura 6.1: Errore di ortogonalizzazione della matrice PH*~! relativa
alla base MGS e alla base MGSReortho in funzione dell’aspect ratio
degli elementi che costituiscono la mesh mostrata in Figura [6.3(a)| per
diversi valori del grado polinomiale k.

6.3.1 Costruzione della matrice di cambio base relativa alla
base FigReortho

Nella Sezione si e visto che la matrice di massa relativa alla base polinomiale,
ottenuta seguendo la procedura mostrata in e quasi-ortonormale in quanto
assume la forma

| [qu qu,k} myk (Qk/k—l)T

PEF1 — (Qk—l)T

Qk/k:—lmHk Ok,k—l Ik/k—l ’

ovvero e caratterizzata dal fatto che i blocchi diagonali sono delle matrici identita.
Ad ogni modo come rimarcato nella Nota (6.1, a causa dell’errore numerico, tali
blocchi non risultano piu essere vicini alla matrice identita. Quindi, si potrebbe
pensare di procedere come fatto per la base MGSReortho e ri-ortogonalizzare i due
blocchi in questione. Pertanto, partendo dall’equazione e osservando che

\/WR’f—““Hk—1 (R1)" \/W = \/WA’H\/W ~ T
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si procede ortogonalizzando la matrice A¥~! definita come

Allc—l — (Akfl)*le_lmHk_l (Rk—l)T (Akfl)*l

ovvero

Allc—l _ (R§—1)T Ag_le_l

_ (Ag—l)—le—l (Ak_l)—le—lmHk:—l (Rk—l)T (Ak_l)—l (R§_1)T /(Ag—1)—1‘

La matrice di cambiamento di base risulta pertanto essere

Q" =/ (AS) TR (A ) TR

Anche il secondo blocco diagonale nella costruzione in |3] risulta essere approssi-
mativamente pari alla matrice identita, i.e.

T
PEpE/E—1 — /(Ak/k—l)*1ng/k_1R];/k—1mHk (Rs/k—l)T (R'g/k—1> (Ak/k—l)*l —
= \/ (AR/E=1) T AR J(AR/=1) T o TR/

Quindi si (ri)-diagonalizza la matrice

T
Allg/k—l _ /(Ak/k_l)—1Rl;/k—1R];/k—1mHk (Rlz/k—l)T (Ri;/k—l) (Ak/-1)71

come fatto in precedenza, ovvero

Pertanto

AR = (R,g/k,1>T ALIRE/E

Pertanto

—1 -1
/A1 _ /(A;c/k—l) Al;/k—l /(Ag/k—l) _ QK/k-1mpgk (qk/kfl)T
Qk/k—l _ /<A§/1~c—1>lRicc/lf—l1 /(Ak/kfl)*lng/k_lR];/k—l.

Nel seguito si fara riferimento a tale base con il nome FigReortho.

55

con



La scelta della base polinomiale

Come si evince dalla Figura [6.2] anche in questo caso effettuare una doppia
ri-ortogonalizzazione permette di mantenere stabile ’errore di ortogonalizzazione.
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Figura 6.2: Errore di ortogonalizzazione della matrice PH*~! relativo
alle basi Fig e FigReortho, in funzione dell’aspect ratio degli elementi
che costituiscono la mesh mostrata in Figura per diversi valori
del grado polinomiale k.

6.4 Implementazione VEM relativa alle nuove ba-
si polinomiali introdotte

Le modifiche dovute al cambiamento della base polinomiale nella costruzione dei
proiettori locali, si introducono con semplicita all’interno di codici VEM preesi-
stenti che seguono I'implementazione mostrata nel Capitolo |5, con alcuni piccoli
accorgimenti.

Calcolo di Iy ,¢; Ricordando le costruzioni delle matrici mG e di ™B in funzio-
ne della matrice di Vandermonde date in (5.1)) e (5.4)) rispettivamente e, osservato
che,

p* = Qfm* = PV = ™V? (Q;)T con x € {E,9E},
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si ottiene che

(VPl, Vpl)(),E (Vpla VpZ)o’E e (Vph Vpnk)O,E
pé - (vp% vpl)(),E (VP2> Vp?)ofj e (Vp27 Vpnk)(),E
(anka vpl)uE (Vpnku vp2)0,E T (VPTLM vpnk)o’E

= Q"G (QY)', (6.5)

(Vp1, Vi) g

(Vp2,Vi)o

(Vpnka vﬁpi)o,E

Si noti che la prima riga e la prima colonna della matrice MG sono nulle, in
quanto coinvolgono il gradiente di una costante, e quindi tale matrice risulta essere
singolare. Allo stesso modo, anche la matrice PG lo sara. Pertanto, per calcolare
la matrice PG, calcolata la fattorizzazione QR-rank-revealing della matrice PG,
la matrice PG si ottiene dalla matrice PG sostituendo la riga della matrice PG
corrispondente al valore singolare piu piccolo con il vettore

T T T
Ry (") = P (m")" (QF)
e l'elemento corrispondente del vettore PB(:,4) con Py(y;). La matrice dei coef-

ficienti PS* relativa alle combinazioni PITY p; = > 0% PS*qips Vi = 1,..., N
relativi alla nuova base ¢ data da

PS* — (PG)”'PB.

Calcolo di I}, _,¢; I calcolo dei coefficienti ™T*#~! delle combinazioni

Nk—1
0 — p*.k—1/. k=1, __ dof
g k1 = E T, i)m'Vi=1,...,Ng
a=1

richiede la costruzione della matrice PC*~1 definita come

pk—1 _ ( k—1 _ s dof
C., —(p ’Spi)O,E Vao=1,...,np1, t=1,...,Ng”,

[0}
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in funzione della base polinomiale alternativa p. Quindi, Vi = 1,..., Nif e a =
1, ey N
k=1 _ ( k-1
PC, = (poc 790@)0,]5
Nk—1
(Faims)
p=1 0,E
Ng—1
. k—1m—~k—1 k—1m k-1
- Qaﬁ C (Q C ) ai
B=1
= PCH! = QM ImCr (6.6)
Allora

kaflpT*,kfl _ ka,1 — Qkflmckfl

Sebbene in aritmetica infinita PH¥~! = I¥~! = PT*k=1 = PCk-1 come gia detto
nella Nota , ¢ preferibile valutare PT*¥~! come

prpHk—1 _ (ka—1)—1 Qk—lmck—l' (6.7)

Calcolo di II%, Vg, Osservando che la matrice delle derivate PDy’, dei po-
linomi che costituiscono la base alternativa, con * € {x,y}, si puo calcolare

come
p; 0 [
or  ox (Z (Qk) )

Ime
_Z (@) JO‘ Or

- Z Z ka’va)ia m;

=1

-3 (Z @), <mD£w>m) "

a=1
ng
=2 <mDE,x (Qk)T> M
i=1 "

pDﬁx = mDﬁm (Qk)T e, in modo analogo, pDﬁy = ngy (Qk)T
Dall’equazione ([5.9)) segue pertanto che
pEk 1 Qk lmE
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= pT;,k—l — (ka‘—l)_l Qk;—l mEx (68)
Si noti che PH*~! = I*~!, pertanto
PTHF=1 — PR,

Tuttavia a livello computazionale, come osservato nella Nota [6.1] e preferibile

utilizzare I'espressione ([6.8).
Procedendo in modo analogo per la componente vy, si ottiene

pTz,k—l — (ka—l)_l Qk_lmEy.

In funzione della nuova base polinomiale, la matrice di stiffness locale si riscrive
come

PK” = PKJ + PK{ + PKY,
dove

e riscritta la matrice D, definita in in funzione della nuova base polino-
miale, i.e.
PD =™D (Qk)T,
il termine di diffusione PKY ¢ dato da
K = (M) PHLIPTLA 4 (PTy) T
+0]|oo £h% % (TF — PDPG'PB)" (I* — PDPG~'PB)..

pIcE _ (prk—1\T pryk—1pms,k—1 pxk—1\T prrh—1pm*,k—1
o PKE = (PTub1) PH Pkl 4 (PTpk ) TRk,

T
° pKE _ (pT*,k—l) pH,’j_lpT*’k_l.

6.4.1 Ridefinizione dei gradi di liberta interni

Come accennato in precedenza, per k > 1, la ridefinizione dei gradi di liberta
interni in funzione di una nuova base polinomiale, modifica le entrate della matrice
di Stifness e, di conseguenza, il suo numero di condizionamento, influendo cosi sulla
stabilita del metodo.

In particolare, i gradi di liberta interni intervengono nel calcolo della matrice
B, C, E,, E, e, banalmente, della matrice D, per valori di k& > 1.

Nel seguito il pedice sinistro * € {m, p} fara riferimento al fatto che la matrice
in questione ¢ stata calcolata utilizzando i gradi di liberta interni definiti in fun-
zione della base dei monomi o della base polinomiale alternativa rispettivamente.

Si noti il fatto che, per £ = 1 i gradi di liberta interni non risultano ridefiniti.
Si consideri, dunque, il caso in cui k£ > 1.
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Calcolo della matrice ,B Il calcolo della matrice ;B richiede I'utilizzo dei
gradi di liberta interni. Infatti, nell’equazione ([5.3)), si ¢ sfruttato il fatto che

1
_/ ma@; = 5ai Vma c Mk72(E) Vi = 1, Ce ,NgOf.
1E| JE

Ridefinendo i gradi di liberta interni in funzione della nuova base, il termine

Nk—2

- [ = = 1, [
E 1 E
Nk—2 Ng—2 .
- _ Z; ("Lf). , ; (@), /E 2o,
j: =
Nk—2 Nk—2

- Z (ng)j,ﬁ (Qkiz); |E’6i,Ng°ffnk72+£
Jj=1 l

=1
= —‘E| <(mLkE)T (Qk2)1>5z 52.7N%0f7nk72+g.

Quindi, la matrice ;'B relativa alla base dei monomi ottenuta ridefinendo i
gradi di liberta interni rispetto la nuova base si scrive come

my m T m T m T . . —o\—1
B = [(mVEE) W2 4 (mVEE) WO B[ ("LE) (L) (QF2) ]
S i
=B =Q")'B.
Nota 6.2. Notiamo che la ridefinizione dei gradi di liberta interni in funzione della
nuova base, richiede la conoscenza della matrice di cambio base Q¥2 e, quindi,
Uintroduzione della base per lo spazio Py_o( E).

In particolare, al fine di introdurre tale base, utilizzando 'approccio presentato
in [5], bisognerd

1. costruire una base L*(E)-ortonormale per lo spazio Py_o(E);

2. estendere tale base, in modo da ottenere una base quasi-ortonormale rispetto
al prodotto scalare in L*(E) per lo spazio Py_1(E);

3. completare la base, aggiungendo ulterior: funzioni linearmente indipendenti da
quelle gia introdotte che permettano di ottenere una base per ['intero spazio

Py(E).
La procedura sequita ricalca quella utilizzata nella Sezione[0.1.1. La matrice di
massa ottenuta in tal modo assume la forma
Ik—2 ka—Q,k—l ka—l,k:
P — kaHk (Qk)T — |P|k-1k-2  [h-1/k=2  pRgk—1k—2
ka,k—l ka—Q,k—l Ik/k—l
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Inoltre, la prima riga della matrice ;'B ¢ stata ridefinita come segue

e per k=1, ?B(1,:) = 1B(1,:), in quanto essa dipende soltanto dai gradi di
liberta di bordo, rimasti invariati;

e per k > 2, invece,

p B(1,7) = Fy(pi) = / ©;
E
ng—2 L
=S @), [k
a=1 E
Nk _2

_oy—1
- |E| Z (Qk 2)1704 6i,N]%°f—nk_2+a'
a=1

La matrice DB sostituendo la riga relativa al valore singolare piu piccolo della
matrice II;B il vettore riga 3'B(1,:).

Calcolo della matrice ,C Nell’equazione (5.5)) ¢ stata utilizzata la definizione
di gradi di liberta interni rispetto la base dei monomi scalati. Ridefinendo i gradi
di liberta rispetto la nuova base sia ha che per a =1,...,ng_»

PCL = (Do %) g = | BlOnger

—nk,g—i-a,i

Pertanto,

0 ¢ Rr—2*(Ni-miz) | piph-2

6.9
(plikflps*)(nk_g—Fl :nk_lg) ( )

pk—1 _
:>pC =

Calcolo di ,EF 1, pE’;_l Al fine di ridefinire i gradi di liberta interni in funzione
della nuova base polinomiale, bisogna osservare che

8mk71 Ng—2
— B = rn k=2
/E or 7 Z Di'2) 5 / pir,

Ng—2 Nk—2

_ k—2 k—2
—- Y)Y k), (@), [ el
j=1 ¢=1 E
Ng—2 NE—2
k—2
:_|E|Z ]5 Q )] ZNgjOffnk,2+€
=1 (=1
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Di conseguenza, la matrice me’;_l relativa alla base dei monomi valutata ri-
definendo i gradi di liberta interni rispetto la nuova base polinomiale si scrive
come

glElxgil = [(ngﬂ)TWQE —|E’ (mDE’z)T (1 . nk,1,1 . nk,g) (Qk_2)71:|

PRk—1 __ k—1myk—1
=E, =Q" JE; .

In modo analogo
Pk—1 __ k—1mrk—1
pEy =Q p Ey :

Calcolo della matrice ,D In particolare, riscrivendo i gradi di liberta in fun-

zione della nuova base polinomiale, cambiano le entrate (a,i) Yoo = 1,...,ny
Vi = Nt —ny_o +1,..., N della matrice PD. Si verifica che, Vi = Nt —
npo+1,... Nt eVa=1,... ,n

1 1
— ky __ k k _ k
gDm - dOfi(pa) - |E| <pi—N%°f+nk—2’p0‘>0E o |E’pHi—Ng°f+nk—zaa

)

In conclusione,

|E]

b my/OE (Qk)T
oD = [LPH’iC(l Mg, )] '

6.5 Esperimento numerico
Al fine di valutare I'impatto della scelta della base sul numero di condizionamento

della matrice di stiffness, si consideri il seguente problema di Poisson con condizioni
omogenee al bordo

—0Au = Q=(0,1 0,1
u =0 su 0f)
con 0 costante, la cui soluzione esatta e
uw(x,y) = 1.6zy(l —z)(1 —y) + 1.1. (6.11)

Le mesh utilizzate per la discretizzazione del dominio sono mostrate in Figura
0. ol

Dalle Figure e si puo osservare che la matrice di stiffness globale resta
pressoché invariata se si provvede soltanto a ridefinire gli operatori di proiezione
locali in funzione della nuova base polinomiale. Ridefinendo anche i gradi di liberta
interni in funzione della nuova base, invece, cambiano le entrate della matrice di
stiffness globale e, di conseguenza, il suo condizionamento. In particolare, si osserva
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(c)

Figura 6.3: Tre mesh utilizzate per la discretizzazione del dominio Q:

6.3(a)| costituita da esagoni distorti, [6.3(b)| caratterizzata dalla presenza
di hanging node e costituita da rettangoli.
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La scelta della base polinomiale

che 'ordine di grandezza del numero di condizionamento della matrice di stiffness
globale, ottenuta ridefinendo i dof in funzione della nuova base polinomiale, tende a
rimanere costante anche all’aumentare del grado polinomiale. Si osservi, tuttavia,
che il metodo Eig, perde questa proprieta per gradi polinomiali molto elevati.
Inoltre, si noti, che in corrispondenza degli stessi gradi polinomiali, si ottenevano
anche gli errori di ortgonalizzazione massimi, come si evince dalla Figura (6.2}

Figura 6.4: Matrice di stiffness globale K se i proiettori sono definiti in
funzione della base dei monomi scalati , in funzione della base
Eig e se vengono ridefiniti i gradi di liberta interni in funzio-
ne della base FEig , relativamente alla mesh esagonale (Figura

6.3(a)|) e al grado polinomiale k = 2.

Si osservi che la soluzione esatta, definita in , ¢ un polinomio di grado 4.
Pertanto, un metodo VEM con ordine > 4 dovrebbe restituire la soluzione esatta (a
meno della precisione di macchina). Tuttavia, a causa del cattivo condizionamento
della matrice di stiffness, in aritmetica finita, l'errore ||[Vu —II)_, Vuy||o.o anziché
tendere a 0, cresce all’aumentare del numero di condizionamento.

In particolare, quello che si osserva e che, ridefiniti i gradi di liberta in funzione
della base polinomiale alternativa, la base MGSReortho produce risultati sempre
migliori rispetto I'usuale base dei monomi. Per quanto riguarda la base Eig, invece,
essa performa meglio della base dei monomi qualora ’aspect ratio della mesh
utilizzata risulta essere sufficientemente basso. La Tabella mostra i valori
massimi dell’aspect ratio (inteso come rapporto tra il raggio della circonferenza
che circoscrive 1’elemento e il raggio della circonferenza inscritta nello stesso) per
ciascuna mesh analizzata. In generale, effettuare una seconda ortogonalizzazione
permette di migliorare le perfomance globali della base Eig.

Ad ogni modo, si osservi che per gradi polinomiali moderatamente elevati, ri-
sulta comunque preferibile 1'utilizzo della base dei monomi, in quanto essa garan-
tisce risultati confrontabili con le altre basi, ma richiede un costo computazionale
inferiore.
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Nume

izione dei gradi di liberta
T T T

Eig
= EigRearthe

Figura 6.5: Numero di condizionamento della matrice di stiffness glo-
bale relativa alla mesh mostrata in Figura [6.3(a)| al variare del grado
polinomiale k, per le diverse basi presentate, prima (Approccio ibrido

6.5(a)) e dopo (6.5(b))) la ridefinizione dei gradi di liberta interni.

k | Monomi Eig EigReortho | MGSReortho
1 | 8.5786e+01 | 8.5786e+01 | 8.2684e+01 8.2775e+01
2 | 1.5886e+03 | 1.6636e+03 | 1.6636e+03 1.5886e+03
3 | 5.2592e+07 | 5.2827e+07 | 5.0646e+07 5.2592e+07
4 | 1.3663e+12 | 1.3899e+12 | 1.3899e+12 1.3119e+12
5 | 2.6719e+16 | 2.5890e+16 | 2.6035e+16 2.6035e+16
6 | 4.3430e+20 | 4.2931e+20 | 4.3736e+20 4.5494e+-20
7 |1 6.9018e+24 | 7.0030e+24 | 6.6637e+24 6.7407e+24
8 | 1.0007e+29 | 1.0344e+29 | 1.0030e+29 1.0344e+29
9 | 1.4655e+33 | 1.3974e+33 | 1.4087e+33 1.3974e+33
10 | 1.9140e+4-37 | 1.9309e+37 | 2.0067e+37 1.9140e+37
11 | 2.6739e+41 | 2.6739e+41 | 2.6739e+41 2.6739e+41
12 | 3.3282e+445 | 3.4856e+45 | 3.4289e+45 3.4289e+-45

Tabella 6.2: Numero di condizionamento della matrice di stiffness glo-
bale al variare del grado polinomiale k per le diverse basi costruite, se-
guendo un approccio ibrido, relativamente alla mesh mostrata in Figura
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k | Monomi Eig EigReortho | MGSReortho
1 | 8.5786e+01 | 8.5786e+01 | 8.5786e+01 8.1246e+-01
2 | 1.5886e+03 | 5.1477e405 | 5.1477e+405 5.1477e+405
3 | 5.2592e+407 | 4.8101e+05 | 4.8091e+05 4.7924e+-05
4 | 1.3663e+12 | 2.5383e+05 | 4.8231e+05 2.4528e+-05
5 | 2.6719e+16 | 3.3024e+05 | 5.5758e+05 2.8207e+4-05
6 | 4.3430e+20 | 3.4198e+05 | 3.5948e+-05 3.1799e+-05
7 |1 6.9018e+24 | 3.9286e+4-05 | 4.0000e+4-05 3.7482e+05
8 | 1.0007e+29 | 3.2531e+05 | 2.8209e+05 3.1710e+-05
9 | 1.4655e+33 | 3.7209e+4-05 | 2.5932e+4-05 3.3566e+-05
10 | 1.9140e+-37 | 5.4626e+05 | 1.8511e+4-05 2.9534e+05
11 | 2.6739e+41 | 7.3798e+08 | 2.9297e+4-05 3.4538e+-05
12 | 3.3282e+45 | 3.3495e+11 | 2.2278e+4-05 3.0633e+-05

Tabella 6.3: Numero di condizionamento della matrice di stiffness glo-
bale al variare del grado polinomiale k£ per le diverse basi costruite, dopo
la ridefinizione dei gradi di liberta, relativamente alla mesh mostrata in

Figura
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3(b)|| 6-3(c)

26.6214

2.2361

10.0499

Tabella 6.4: Aspect ratio massimo delle mesh mostrate in Figura

k | Monomi Eig EigReortho | MGSReortho
1 ] 1.7310e-02 | 1.7310e-02 1.7310e-02 1.7310e-02
2 | 6.2939¢-04 | 6.2939¢-04 | 6.2939e-04 6.2939¢-04
3 | 1.6192e-05 | 1.6192e-05 1.6192e-05 1.6192e-05
4 | 2.3540e-11 | 7.1366e-08 | 3.0240e-11 2.3041e-11
5 | 3.0069e-11 | 9.5740e-07 | 3.4966e-11 3.0813e-11
6 | 2.3852e-09 | 2.7119e-05 2.6007e-09 2.2167e-09
7 | 2.6112e-09 | 3.1127e-05 5.0114e-09 4.6612e-09
8 | 2.5368e-07 | 1.8493e-03 | 3.4447e-07 3.5795e-07
9 | 4.5180e-07 | 5.5439e-03 | 4.4508e-07 5.0314e-07
10 | 3.4988e-05 | 7.5760e-01 4.8035e-05 7.1506e-05
11 | 1.0412e-04 | 1.9062e+00 | 9.7078e-05 1.0876e-04
12 | 5.7580e-03 | 3.3932e+00 | 6.6384e-03 9.9457e-03

Tabella 6.5: Andamento dell’errore ||[Vu — I19 Voo al variare del
grado polinomiale k per le diverse basi costruite, seguendo un approccio
ibrido, relativamente alla mesh mostrata in Figura [6.3(a)
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Figura 6.6: Andamento dell’errore |[Vu — IIY Vuploo in funzione
del grado polinomiale k per le diverse basi create prima (approccio
ibrido) e dopo la ridefinizione dei gradi di liberta, relativamente alla

mesh mostrata in Figura

k | Monomi Eig EigReortho | MGSReortho
1 ] 1.7310e-02 | 1.7310e-02 1.7310e-02 1.7310e-02
2 | 6.2939¢-04 | 6.2939e-04 | 6.2939e-04 6.2939¢-04
3 | 1.6192e-05 | 1.6137e-05 1.6137e-05 1.6133e-05
4 | 2.3540e-11 | 7.8278e-09 | 4.6212e-09 8.4982e-12
5 | 3.0069e-11 | 9.4174e-08 7.9184e-10 1.1417e-11
6 | 2.3852e-09 | 6.0686e-07 1.3632¢-10 2.4757e-11
7 | 2.6112e-09 | 1.0117e-06 | 6.3454e-09 5.9316e-11
8 | 2.5368e-07 | 1.0609e-05 1.1771e-07 3.5444e-10
9 | 4.5180e-07 | 1.6314e-05 8.3456e-07 2.0499e-09
10 | 3.4988e-05 | 4.8152e-04 | 9.4459e-06 1.5187e-08
11 | 1.0412e-04 | 1.3432e+00 | 1.3296e-05 5.7406e-08
12 | 5.7580e-03 | 3.7178e+00 | 4.7130e-05 6.4327e-07

Tabella 6.6: Andamento dell’errore ||[Vu — I19_ Vuyo.q al variare del
grado polinomiale k per le diverse basi costruite, dopo la ridefinizione
dei gradi di liberta, relativamente alla mesh mostrata in Figura
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Figura 6.7: Andamento dell’errore |[Vu — IIY Vuplloo in funzione
del grado polinomiale k per le diverse basi create prima (approccio
ibrido) e dopo la ridefinizione dei gradi di liberta, relativamente alla

mesh mostrata in Figura

k | Monomi Eig EigReortho | MGSReortho
1 | 4.8364e-02 | 4.8364e-02 | 4.8364e-02 4.8364e-02
2 | 5.7778e-03 | 5.7778e-03 | 5.7778e-03 5.7778e-03
3 | 3.6811e-04 | 3.6811e-04 | 3.6811e-04 3.6811e-04
4 | 1.0246e-12 | 3.2846e-12 | 5.7595e-13 5.2375e-13
5 | 7.7059e-13 | 1.9906e-12 | 9.7908e-13 7.0087e-13
6 | 1.7082e-11 | 1.0056e-10 | 3.8305e-11 3.2403e-11
7 | 2.7832e-11 | 4.5933e-11 | 4.4688e-11 3.9062e-11
8 | 9.2783e-10 | 2.4646e-09 | 8.4707e-10 9.2020e-10
9 | 1.0813e-09 | 8.9819e-10 | 7.3691e-10 1.2477e-09
10 | 3.5869e-08 | 6.4784e-08 | 2.6958¢e-08 3.2585e-08
11 | 3.9770e-08 | 4.6205e-08 | 3.5811e-08 3.4212e-08
12 | 1.0773e-06 | 2.2367e-06 | 2.0038e-06 9.7161e-07

Tabella 6.7: Andamento dell’errore [|[Vu — I19_ Vuyo.q al variare del
grado polinomiale k per le diverse basi costruite, seguendo un approccio
ibrido, relativamente alla mesh mostrata in Figura [6.3(b)
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Figura 6.8: Andamento dell’errore |[Vu — IIY | Vuploo in funzione
del grado polinomiale k per le diverse basi create prima (approccio
ibrido) e dopo la ridefinizione dei gradi di liberta, relativamente alla

mesh mostrata in Figura

k | Monomi Eig EigReortho | MGSReortho
1 | 4.8364e-02 | 4.8364e-02 | 4.8364e-02 4.8364e-02
2 | 5.7778e-03 | 5.7778e-03 | 5.7778e-03 5.7778e-03
3 | 3.6811e-04 | 3.6811e-04 | 3.6811e-04 3.6811e-04
4 | 1.0246e-12 | 8.0438e-13 | 3.6647e-13 2.4643e-13
5 | 7.7059e-13 | 7.4565e-13 | 2.2984e-13 4.3948e-13
6 | 1.7082e-11 | 5.3850e-12 | 3.4439¢-13 3.6586e-13
7 | 2.7832e-11 | 5.4197e-12 | 7.5078e-12 3.2546e-13
8 | 9.2783e-10 | 4.2921e-11 | 1.5301e-11 1.4183e-12
9 | 1.0813e-09 | 4.5644e-11 | 8.1422¢-11 7.1451e-13
10 | 3.5869e-08 | 2.4421e-10 | 2.7349e-11 1.7687e-12
11 | 3.9770e-08 | 2.4403e-10 | 3.4550e-10 3.5479e-12
12 | 1.0773e-06 | 1.3471e-09 | 4.2980e-10 3.5505e-12

Tabella 6.8: Andamento dell’errore ||[Vu — I19 Voo al variare del
grado polinomiale k& per le diverse basi costruite dopo la ridefinizione
dei gradi di liberta interni, relativamente alla mesh mostrata in Figura
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k | Monomi Eig EigReortho | MGSReortho
1 | 2.2935e-02 | 2.2935e-02 | 2.2935e-02 2.2935e-02
2 | 7.2232e-04 | 7.2232e-04 | 7.2232e-04 7.2232e-04
3 | 1.1011e-05 | 1.1011e-05 | 1.1011e-05 1.1011e-05
4 | 7.7625e-11 | 3.0045e-09 | 5.7033e-11 8.1309e-11
5 | 1.3022e-10 | 3.5213e-09 | 1.1148e-10 8.3453e-11
6 | 1.4090e-09 | 1.2374e-07 | 1.5112e-09 1.6214e-09
7 1 1.9738e-09 | 3.2513e-08 | 2.4874e-09 2.4903e-09
8 | 5.4113e-08 | 3.5526e-06 | 3.8898e-08 5.1167e-08
9 | 7.4561e-08 | 3.5816e-07 | 7.0754e-08 6.3978e-08
10 | 2.0379e-06 | 9.8927e-05 | 1.9601e-06 1.3786e-06
11 | 1.7677e-06 | 4.1165e-06 | 1.7472e-06 1.4968e-06
12 | 7.0269e-05 | 2.0302e-03 | 9.7868e-05 5.8904e-05

Tabella 6.9: Andamento dell’errore ||[Vu — II9_ Voo al variare del

grado polinomiale k per le diverse basi costruite, seguendo un approccio

ibrido, relativamente alla mesh mostrata in Figura

k | Monomi Eig EigReortho | MGSReortho
1 | 2.2935e-02 | 2.2935e-02 | 2.2935e-02 2.2935e-02
2 | 7.2232e-04 | 7.2232e-04 | 7.2232e-04 7.2232e-04
3 | 1.1011e-05 | 1.1011e-05 | 1.1011e-05 1.1011e-05
4 | 7.7625e-11 | 1.0991e-09 | 1.8423e-10 1.4045e-11
5 | 1.3022e-10 | 1.0301e-09 | 3.2761e-11 1.8557e-11
6 | 1.4090e-09 | 1.0002e-08 | 1.3069e-09 5.0483e-11
7 | 1.9738e-09 | 1.0011e-08 | 1.9467e-10 1.0008e-10
8 | 5.4113e-08 | 6.1264e-08 | 1.5481e-10 8.1257e-11
9 | 7.4561e-08 | 8.3125e-08 | 3.0971e-09 5.6705e-11
10 | 2.0379e-06 | 3.9980e-07 | 3.2068e-08 7.4860e-11
11 | 1.7677e-06 | 3.6863e-07 | 8.2430e-08 3.9216e-10
12 | 7.0269e-05 | 1.7735e-06 | 9.3786e-10 1.2503e-10

Tabella 6.10: Andamento dell’errore |[Vu—1II_, Vup|o.q al variare del
grado polinomiale k per le diverse basi costruite, dopo la ridefinizione
dei gradi di liberta interni, relativamente alla mesh mostrata in Figura

)
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Capitolo 7
Discretizzazione in 3D

Sia d = 3 e si consideri una successione (73), di decomposizioni del dominio €2 in
elementi poliedrali F. In particolare, si assuma che ([8])
BO. Per ogni h, esista una costante p > 0 tale che per ogni E € Ty,

BO0.1. ¢ un dominio star-shaped rispetto ad una palla di raggio > phg.

BO0.2. ogni faccia F € OF ¢ un dominio star-shaped rispetto ad un disco di
raggio > php t.c. hp > phg.

BO0.3. per ogni faccia F € OF e per ogni lato e € OF wale |e| > php > p?hg.

Nota 7.1 ([8]). Si puo dimostrare che la condizione B(| implica Uesistenza di un

numero intero N tale che ogni poliedro ha meno di N facce e ogni faccia ha meno
di N lati.

Nel seguito, &, g e F, g indicheranno l'insieme dei lati e delle facce del poliedro
E € Ty. Inoltre, il simbolo “*” indichera la controparte bidimensionale dell’insieme
a cui si fa riferimento.

Per ogni decomposizione 7, in poliedri E e per ogni k£ > 1, lo spazio VEM
modificato in 3-dimensioni si definisce come

Wi(E) = {U € HY(E): Av e By(E), v e Wi(F) VF € Fip,

v e CYOE), (v—F,w.p), , Yp € Mj_,(E)U M;;(E)} .

In 3D, la dimensione dello spazio Px(E) ¢ data da

R (. g 2)(k +3)
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L’indicizzazione scelta per indicare i monomi in questo caso & una naturale esten-
sione di quella utilizzata nel caso bidimensionale ed ¢ definita come segue

a & a=(ag,aya;),

con
o=lta — (ap + oy + 1) (o + ay + 2)
’ 2 (7.1)
+(ax+ay+az+1)(%+ay+az+2)(ax+ay+az+3)

Quindi, ad esempio, ’
14+ (0,0,0), 2+ (1,0,0), 3+ (0,1,0), 4+ (0,0,1),
5+ (2,0,0), 6+ (1,1,0), 7+ (0,2,0),
8+ (1,0,1), 9+« (0,1,1), 10+ (0,0,2),
Lo stesso vale per la scelta dei gradi di liberta locali (e, conseguentemente,

globali) che definiscono in modo univoco le funzioni v, € W (E), il cui insieme &
costituito da

e i gradi di liberta di bordo T%*:

— NV valori che la funzione assume ai vertici del poliedro E:

—se k > 1, k — 1 valori che la funzione assume nei nodi di quadratura

interni di Gauss-Lobatto su ciascun lato del poliedro;

1

—se k > 1, per ogni ' € Fj g gli fy_» momenti T

Mk—2(F);

(?Jh, m)QE Vi €

e sek > 1,1 gradi di liberta interni PE* costituiti dagli nj,_» momenti @1' (v, M) 2

Vm € My_o(F).
Il numero di gradi di liberta locale e dato da
Nt = NBEV (kK = 1)NBE 4y o NPF 4ny_y,
dove NEE = 48, g e NEE = #F, &

7.1 Implementazione VEM in 3D

La costruzione dei proiettori locali in 3D segue un approccio molto simile a quello
presentato nel caso 2D, con l'ulteriore complicazione che in questo caso risulta
necessario costruire anche i relativi proiettori locali su ciascuna faccia F' € F, g al
fine di poter calcolare gli integrali sul bordo di E sfruttando i gradi di liberta.

In particolare, si analizzeranno tre diverse procedure per effettuare la costru-
zione VEM, riassunte in Tabella [7.1],
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1. utilizzare la base classica dei monomi scalati.

2. utilizzare la base polinomiale alternativa per la costruzione dei proiettori locali
sia in 3D, che sulle facce e ridefinire i gradi di liberta relativi ai momenti in
funzione di quest’ultima.

3. seguire un approccio tbrido che consiste nell’adottare la base polinomiale alter-
nativa per ri-definire i proiettori in 3D e quella dei monomi per la costruzione
dei proiettori sulle facce. Si noti che in questo caso, i gradi di liberta relativi
al momenti sono funzione della base dei monomi.

Per ogni poliedro E € T, & necessario definire sia le matrici di Vandermonde
relative ai monomi in My(E) che a quelli in My (F) VF € Fp, g.
In particolare,

1. Per il calcolo degli integrali sul dominio F € Ty, si procede in modo analogo
a quanto fatto nel caso 2D nella Sezione

2. Per quanto riguarda, invece, il calcolo degli integrali sul bordo di F, si con-
siderano dapprima l'insieme F(F) degli N} nodi di quadratura X/ € R* Vi
su ciascuna faccia F' € Fj, g, le cui coordinate sono definite in funzione di un
sistema di riferimento tangente alla faccia stessa. La matrice di Vandermonde
relativa & VF € RNG 7

(VE),, = malD).

mentre i pesi di quadratura, il cui insieme verra indicato con W(F'), sono
collezionati nel vettore w!'. Si denoti, inoltre, con V& € RNSEX”’“, dove
NGF = #Q(9E), con Q(IE) = Uper, ,(F), la matrice di Vandermonde
avente come entrate i valori che i monomi in My (E) assumono nei punti di
quadratura x?% € Q(9F) definiti su ciascuna faccia in modo ordinato e con
w% il vettore dei pesi di quadratura relativo. Per il calcolo degli integrali
di superficie su ciascuna faccia I’ € Fj, g che coinvolgono il versore normale
Np = [Ny, Nry, nF,Z]T uscente da F', si definisce la matrice dei pesi
(WfE)ZJ :w?EnF,*(Sija ]: 17"'7N6E7 * € {x,y,z}.
Ricordando la convezione utilizzata per I'indicizzazione dei monomi nel caso 3D
definita in , le derivate dei monomi sono date da:
O, oy {E =ata,+oy+ 1— (az+ay+az+1)2(am+ay+az+2)
—my, se
ox hg a; >0
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1 2
ome oy {€ =a+ o, +ay — (astoytas+ gaﬁaﬁaﬁ )
< se

= m’
8y hE ¢ Oéy>0

ama az g = — (az+ay+az+1)(az+ay+az+2)
Me, Se

- 2
0z hE o, > 0

Definite le matrici Dy, Dy

ks Dy, € R™*™ come

(az +aytaz +1) (a:z: +ay+az +2)
2

prosel=a+a, +ay+1—

oL, - {f

altrimenti

Oy _ _ (aztayta+l)(aztaytaz42)
(DE) I R se l = o+ oy + oy 5 ,
Lo

Y

0 altrimenti

= chv_z se = q— (Oéa:+ay+0¢z+1)2(aac+ay+oéz+2)
(D) =4 7
k,z)pe 0 )

altrimenti

le matrici di Vandermonde delle derivate dei monomi sono date da
V’Ew = VEDIEW Vigy = VkEDkE,zﬁ Vlgy = VEDkE,y‘
Invece, per il calcolo del laplaciano A dei monomi, definita la matrice
LY = (D) + (DF,)" + (DL.)"
la relativa matrice di Vandermonde si scrive come

Via=V/L{.

7.2 Calcolo di H%k%

Nel seguito, 'apice destro *, con * € {E,0F}, indichera il dominio sui cui si
valutano le entrate della relativa matrice.

La costruzione della matrice ™G¥ & una naturale estensione di quanto fatto
nella Sezione [5.1] nel caso bidimensionale. Infatti,

"GE = ("VE) WP ("VE,) + ("VE) WE ("VE,) + ("VE) W ("VE)
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Discretizzazione in 3D

e
meE  meF woE TmVaE B
G"="G + [(() c ]:R)(”k_l)fnk , sek=1,
T
m E m ~ B WE mvE
GF—mG" 4 {O(e Rzm—nfnk}  sek>2.

Quindi definita Q¥¥ la matrice di cambio base che consente di passare dalla
base m*£ dei monomi scalati alla base polinomiale alternativa dello spazio Py (E),
come avviene nel caso 2D (vedi equazione (6.5))),

E _ Qk,E m & E (Qk,E)T

e la matrice PGE, propria dell’approccio ibrido, si ottiene dalla matrice PGE
sostituendo la riga corrispondente al valore singolare pit piccolo con

Po(pk,E)T _ Po(pk,E)T (Qk,E)T

Per quanto riguarda la costruzione della matrice mBE e cui entrate sono
definite da

~ 0
mBE — (Vgoj,Vm(’i) (gpz, g:l ) — (gpi,Am’;)OE
0,0E

si osservi che

o Vmk e My(E)eVi=1,...,N&t —n; 5 il termine

. ansoz > / 8n%

FerFy, FG]—'

Fk 1%¥i (7-2)

poiche 85;]3‘ € My_1(F) VF € Fpp. Pertanto, introdotta la matrice di

Vandermonde

mvgg 1 - mH@Ek 1 (SOJ ) (X?E) VX?E € Q(ag)a vj = 17 s 7Nd0fE — g2,
la matrice mBF ¢ R (NE—nk2) ta]6 che
mNPIE _ | (my/0E\T w70 my70E\ T xx70 my70E\ T xx70E | my\/0E
B = [ (mVE) " WIE 4 (V) WP 4 (mVEE) W mVEE

ha come entrata (o, 1) il termine definito in ([7.2)). Tale termine risulta essere
nullo per le funzioni di base relative ai gradi di liberta interni.
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Discretizzazione in 3D

o Vmk € My(E) e Vi= N —np 5 +1,..., N il secondo termine risulta
essere non nullo solo per le funzioni di base relative ai gradi di liberta interni
e si calcola come nel caso 2D (vedi equazione ((5.3))).

Definita la matrice . .
"B = —|E| [Ly(1: ni—s,1)]

nel caso 3D la matrice ™B¥ si costruisce come
mBE — [m]éaE mBEO}

In conclusione

m E_m~E
B ="B + OeR(nkfl)xN}%Of

oe\T
(WE) ], se k=1,

O € RUNE—m2 |E| O € RIXm—2-1

m E_m~E
B*="B +|: OER(nkfl)xNgOf

], se k> 2.

Adottando un approccio ibrido, invece, il termine (7.2)) si riscrive come Vp£ e
Vi=1,...,N®f —n,_, il termine

/aE 8@% > /8pa > ZQ /amﬁ“‘ O (7.3)

FeFy, FeF, g B=1

pertanto
PBYE = QF [(mVE) WP+ (mVE) WO o (mviE) T WE| v

(7.4)
Oppure

opk P,
OE an QDZ - Z /}; an (201

pertanto
BT = QU [(mVIE) WEE (V) W (Vi) W] Vi
(7.5)
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Discretizzazione in 3D

Per ottenere la matrice PB si procede sostituendo la riga evidenziata dalla fatto-
rizzazione QR-rank-revealing con il vettore dato dagli Fy(y;).

Utilizzando la base polinomiale alternativa anche sulle facce e ridefinendo i
gradi di liberta in funzione della stessa, ovvero ridefinendo sia i gradi di liberta
interni, sia i gradi di liberta di bordo inerenti ai momenti rispetto alla base dei
monomi su ciascuna faccia, la matrice PG coincide con la matrice PG definita
precedentemente, in quanto non dipende da tali gradi di liberta. Invece, la matrice
PB, in modo analogo al caso 2D, si ottiene sostituendo la riga corrispondente al
valore singolare piu piccolo della matrice

pB” = [FB? PB*,

dove PP E° E T k—2,E\—1
pB = _’El [Lk (1 CNg—2, )} (Q ' ) ;

BT = QU [(mViE) WOE + (mV{E) WOE 4 (mviE) W] BViE

con .
(waE) , sek=1,

|:O c RlXNgOf—nk_Q |E| (Qk’—Q,E)_l (]_’ )i| R se k Z 2

7.3 Calcolo di H%)qugoi

Il calcolo dei coefficienti delle combinazioni 11y, _; Vip; per ogni i = 1,..., Ngf
richiede la costruzione delle matrici dei coefficienti By, ,, Ef ;e Ef ;.. Que-
st’ultima coinvolge i gradi di liberta sul bordo nel calcolo del secondo membro del
termine destro della relazione . In particolare, rispetto la componente x,

k—1 _ 70 k—1
(@iama naE@)oﬁE - § : <HF,k—190i7ma nFJ)OF'

FeFnr
Pertanto, la matrice E}7_, , per ogni * € {x,y, z}, definita in (5.6)),

e rispetto la base dei monomi

mEE—L* = [(mvggl)TW?Eng€71 —‘E| (kaE:*(l : nk,g,l : nk,l))T} ;

e utilizzando ’approccio ibrido
jo} ni o Ek—1mpFE .
B, =Q Ey 1
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Discretizzazione in 3D

e in funzione della nuova base polinomiale, ridefinendo i gradi di liberta relativi
al momenti,

m T
PE . — (VIR WorgveE

k-1

~IB] ("DE (1 il )T (QF42)7]

jo} ¥ Ek—1p
:>pEk—1>k Q Ek 1,%°

7.4 Matrice di stiffness

Il calcolo della matrice di stiffness richiede una procedura completamente analoga
a quella seguita nella Sezione nel caso 2D.

Nota 7.2. Si osservi che il calcolo di 113, p; non coinvolge integrali sul bordo
di E. Pertanto, la sua costruzione risulta essere completamente analoga a quella
relativa al caso 2D, mostrata nella sezioni[5.4 e[6.4)

Calcolo della matrice D Indicata con ™V:"* ¢ RNVZZ+HE=DN" ) xni 10 magri-
ce di Vandermonde avente come entrate i valori che i monomi di My (FE) assumono
nei punti che definiscono i gradi di liberta su ciascun lato del poliedro e la ma-
N OF , 5 A~
trice "VOE, € RYe ™ data dalla concatenazione verticale delle matrici ﬁV,f_Q,
VE € Fi g, allora
En,
m}/k E
mp) _ \/OF OF OF
D= (mv ) WoEmY/0

é‘mHk E(1:ng_s,:)

Seguendo ’approccio ibrido, per ogni a = 1,..., ng,
e Perognii=1,..., NEV + (k- 1)NPE

PD;, = dof(ph) = (%) ZQ b (x2) = (mvie (Q4)")

e Perognii = NEV 4+ (k—1)NEE+1,... NEV 4 (k—1)NEE +7,_,, indicato
con j =1i— (NEV + (k- 1)NEF)
1 .
PD,, = \F] (pw k72)07F _ <ng€2W6EngE (Qk,E)T>ja
e Per ogni i = NEV + (K — 1)NPE 47y o +1,..., N indicato con j =
i— (NPYV 4 (k= 1)NFE 4 i)
Lo ko
E (paa m; )OE

)

e (B mea (@)
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Discretizzazione in 3D

In conclusione,
T
PD ="D (QkE) )
Riscrivendola in funzione della nuova base polinomiale, invece, si ottiene

e Perognii=NEV 4+ (k—1)NEE+1 ... NEV 4+ (k—1)NFE + 7y o, indicato
con j =1i— (NEV + (k- 1)NEF)
PD. — 1 k Ak—2 _ py\/OE TWaEmVaE k,E\T
pHia = m (Pmpj )07F = k—2 k (Q ) o
e Per ogni i = NEV + (K — 1)NEPE 47y 5 +1,..., N indicato con j =
i— (NEV + (k= 1)NEE 4+ 7y _y)

gDia = ﬁ (p27p§72)0£ = ﬁkaja.
In conclusione,
PP = PVIE m;/—ith OE (QkE)T
0= || (v wosmv
|—}E‘F’Hk’E(1 S Mg_o,:)

7.5 Esperimento numerico

L’esperimento proposto ¢ una naturale estensione di quello presentato nella Se-
zione [6.5| nel caso 2D. Si consideri pertanto il seguente problema di Poisson con
condizione omogenee al bordo

—0Au = Q=(0,1)3
u =0 su 0f2
con 0 costante, la cui soluzione esatta e
u(z,y) = 6.4zyz(1 —2)(1 —y)(1 — 2) + 1.7. (7.7)

La mesh utilizzata per la discretizzazione del dominio ¢ mostrata in Figura [7.1]

I risultati mostrano, che nel caso 3D, come gia avveniva nel caso bidimensionale,
la ridefinizione dei dof in funzione della nuova base polinomiale garantisce che
I'ordine di grandezza del numero di condizionamento rimanga pressoché costante
all’aumentare del grado polinomiale, come si evince dalla Figura

Per quanto riguarda ’andamento dell’errore ||[Vu — I19_, Vuy||o.q, come si pud
osservare dal grafico [7.4] 1'utilizzo di una base alternativa permette di ottenere
buoni risultati anche per gradi polinomiali piu elevati.
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Discretizzazione in 3D

Figura 7.1: Mesh tetraedrica utilizzata per la decomposizione del
dominio Q = (0,1)3.

Figura 7.2: Matrice di stiffness globale K relativa al grado polinomiale
k = 2 nel caso in cui i proiettori sono definiti in funzione della base dei
monomi scalati , in funzione della base Fig, sia nel caso si segua
un approccio ibrido , sia se si provvede a ridefinire il tutto in

funzione della nuova base ([7.2(c))).
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Discretizzazione in 3D

- Approccio ibrido

X

N

Numero di condizionamento
\

1020 /

1070

100

Numero di condizionamento

Figura 7.3: Numero di condizionamento della matrice di stiffness glo-
bale al variare del grado polinomiale k, per I'approccio ibrido (7.3(a))
e in funzione della nuova base polinomiale ((7.3(b)).

Approccio ibrido

—#—Eig
—-2— EigReortho
—&— MGSReartho

——Eig
—4— EigReortho
—&— MGSReortho

19 T, Vully

1010 I I I I I I
1

Figura 7.4: Andamento dell’errore ||[Vu —II9_ Vuy oo in funzione del
grado polinomiale k, per I’approccio ibrido e in funzione della nuova

base polinomiale.
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Discretizzazione in 3D

k | Monomi Eig EigReortho | MGSReortho
1| 4.7695e+00 | 4.7695e+00 | 4.7695e+00 4.7695e+00
2 | 2.0008e+02 | 2.0008e+02 | 2.0008e+02 2.0008e+-02
3 | 2.9830e+06 | 2.9830e+06 | 2.9830e+06 2.9830e+-06
4 | 4.0941e+10 | 4.0941e+10 | 4.0941e+10 4.0941e+10
5 | 5.4111e+14 | 5.4111e+14 | 5.4111e+14 5.4111e+14
6 | 6.9102e+18 | 6.9102e+18 | 6.9102e+18 6.9102e+18
7 | 4.7657e+22 | 4.3651e+22 | 4.7468e+22 3.9829e+22

Tabella 7.2: Numero di condizionamento della matrice di stiffness glo-
bale al variare del grado polinomiale k, relativamente all’approccio

ibrido.
k | Monomi Eig EigReortho | MGSReortho
1 | 4.7695e+00 | 4.7695e+00 | 4.7695e+00 4.7695e+-00
2 | 2.0008e+02 | 3.9499e+03 | 3.9499e+03 3.9499e+-03
3 | 2.9830e+06 | 5.6640e+03 | 5.5565e+03 5.5765e4-03
4 | 4.0941e+10 | 5.5951e+03 | 6.0051e+03 4.7603e+03
5| 5.4111e+14 | 5.6712e4+03 | 7.0691e+03 7.5008e+-03
6 | 6.9102e+18 | 5.3210e4-03 | 7.3901e+-03 6.6187e+4-03
7 | 4.7657e+22 | 1.7009e+04 | 1.2297e+04 1.1227e4-04

Tabella 7.3: Numero di condizionamento della matrice di stiffness glo-
bale al variare del grado polinomiale k, per le diverse basi costruite,
dopo la ridefinizione dei gradi di liberta relativi ai momenti.

k | Monomi Eig EigReortho | MGSReortho
1 | 8.5331e-02 | 8.5331e-02 | 8.5331e-02 8.5331e-02
2 | 4.5528e-03 | 7.0938e-03 | 7.0938e-03 7.0938e-03
3 | 1.2815e-04 | 5.0282e-04 | 5.0282e-04 5.0282e-04
4 | 2.6896e-05 | 2.6896e-05 | 2.6896e-05 2.6896e-05
5 | 1.0959e-06 | 1.1295e-06 | 1.0959e-06 1.0959e-06
6 | 1.6242e-04 | 1.4353e-04 | 1.9979e-05 8.3719e-06
7 | 1.6156e-01 | 2.2883e-03 | 2.6948e-04 2.7523e-03

Tabella 7.4: Andamento dell’errore ||[Vu —II9 V|0 al variare del

grado polinomiale k per le diverse basi costruite, seguendo 1’approccio
ibrido.
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Discretizzazione in 3D

k | Monomi Eig EigReortho | MGSReortho
1 | 8.5331e-02 | 8.5331e-02 | 8.5331e-02 8.5331e-02
2 | 4.5528e-03 | 7.0938e-03 | 7.0938e-03 7.0938e-03
3 | 1.2815e-04 | 5.0433e-04 | 5.0433e-04 5.0281e-04
4 | 2.6896e-05 | 2.7025e-05 | 2.7025e-05 2.6698e-05
5 | 1.0959e-06 | 1.0943e-06 | 1.0943e-06 1.0723e-06
6 | 1.6242e-04 | 3.9260e-08 | 1.3481e-09 1.8869e-10
7 | 1.6156e-01 | 2.4418e-07 | 3.2614e-08 1.0531e-08

Tabella 7.5: Andamento dell’errore ||[Vu — IIY Voo al variare del
grado polinomiale k£ per le diverse basi costruite, dopo la ridefinizione
dei gradi di liberta relativi ai momenti.
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Capitolo 8
Conclusioni

I metodi agli elementi virtuali rappresentano un potente strumento per la discre-
tizzazione di equazioni alle derivate parziali. Tuttavia, in presenza di elementi
caratterizzati da una forte anisotropia o per gradi polinomiali elevati, tale metodo
puo restituire soluzioni poco accurate.

Tra le motivazioni vi e I'uso della classica base monomiale, coinvolta nella co-
struzione degli operatori di proiezione locali e nella definizione dei gradi di liberta,
la quale influisce negativamente sul numero di condizionamento della matrice di
stiffness.

In questo lavoro di tesi, sono state pertanto presentate due basi polinomiali
alternative, la cui implementazione si inserisce facilmente all’interno di un codice
VEM preesistente, tramite la sola ridefinizione dei metodi che si occupano della
costruzione dei proiettori locali, entrambe pensate con 'obiettivo di migliorare la
stabilita numerica del metodo.

I risultati hanno mostrato che la ridefinizione dei gradi di liberta in funzione
di una base ortonormale, come quella presentata in [4], permette di limitare, in
modo significativo, il numero di condizionamento della matrice di stiffness. Inoltre,
il suo utilizzo permette anche un notevole miglioramento rispetto ’errore in norma
H'(Q), il quale, anche nel caso in cui la soluzione esatta risulti essere un polinomio
di grado < k, in aritmetica finita, anziché tendere a 0, cresce all’aumentare del
grado polinomiale, a causa del cattivo condizionamento della matrice di stiffness e
cio si evidenzia soprattutto nel caso 3-dimensionale.

Ad ogni modo, le simulazioni presentate sono state ottenute fissando il grado
polinomiale volta per volta. Una buona scelta della base polinomiale, che garan-
tisca la stabilita del metodo anche in corrispondenza di gradi polinomiali elevati,
risulta ancora piu importante quando si utilizza un metodo hp, il quale prevede un
raffinamento di tipo iterativo sia rispetto al parametro della mesh h sia rispetto al
grado polinomiale & (p).
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