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Sommario

Un aspetto cruciale nell’ambito del progetto aeronautico è rappresentato dallo stu-
dio dei fenomeni aeroelastici, di natura statica o dinamica, i quali derivano dall’in-
terazione combinata di forze aerodinamiche e effetti inerziali ed elastici. Di pari
importanza è inoltre la corretta analisi dei carichi agenti sulla struttura, siano essi
di manovra o raffica. Poiché la loro corretta determinazione prescinde da analoghe
considerazioni in merito all’aerodinamica e ad effetti elastici, risulta evidente come
l’aeroelasticità e i carichi agenti risultino fortemente legati fra loro.

Tra i fenomeni aeroelastici di natura dinamica, il flutter rappresenta la condi-
zione critica la cui corretta previsione è un punto chiave per la buona riuscita del
progetto stesso. Infatti, tale fenomeno è caratterizzato da vibrazioni autosostenu-
te dal continuo estrarre energia da parte della struttura dal flusso d’aria in cui è
immersa, le quali possono potenzialmente comprometterne l’integrità. Tra le varie
tipologie di carichi invece, la raffica rappresenta sicuramente un input caratteristico
mediante il quale poter valutare la risposta dinamica della struttura.

Definite fenomenologia e tipologia di carico di interesse, lo scopo del presente la-
voro di tesi è quello di implementare all’interno del sistema aeroelastico un controllo
in retroazione che consenta, per il sistema ad anello chiuso derivante, di ritardare
l’insorgere della condizione di flutter e alleviare l’effetto della raffica sulla struttu-
ra. L’interazione tra il sistema di controllo e quello aeroelastico prende il nome di
aeroservoelasticità.

Come punto di partenza per la definizione del modello aeroservoelastico è stato
utilizzato un sistema semplificato a parametri concentrati. I carichi aerodinamici
agenti sono stati ottenuti dal modello aerodinamico quasi stazionario di Theodorsen.
L’azione del controllo viene espletata per mezzo di una superficie mobile, la cui
deflessione viene regolata da una semplice controllore proporzionale-integrativo (PI),
sulla base delle misurazioni in corrispondenza dei punti caratteristici del sistema. In
questo modo, le forze aerodinamiche complessivamente agenti vengono modificate,
consentendo di ottenere gli effetti desiderati.

Il passo successivo consiste nel passaggio al modello aeroservoelastico tridimen-
sionale. In virtù del gran numero di variabili coinvolte, la struttura portante è stata
modellata mediante elementi beam 1D di ordine elevato, ottenuti ricorrendo alla
Carrera Unified Formulation (CUF), il cui vantaggio risiede in una formulazione
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formalmente indipendente dall’ordine scelto per il modello cinematico da considera-
re, il quale diventa quindi un input dell’analisi. Mediante la CUF, inoltre, è stato
possibile ottenere una formulazione compatta sia per le matrici aerodinamiche che
per quelle di controllo.

Nel corso della tesi, l’efficacia di tale formulazione viene dimostrata conducendo
differenti tipologie di analisi strutturali, statiche, di vibrazioni libere e dinamiche, su
strutture solide, in parete sottile, in composito e multicomponenti tipiche dell’indu-
stria aerospaziale, come ad esempio longheroni e cassoni alari. Infine, estendo la CUF
all’analisi del sistema aeroservoelastico è stato possibile mettere in luce come essa
possa prestarsi all’implementazione del sistema di controllo all’interno della formula-
zione aeroelastica, riuscendo ad ottenere un’analisi accurata e computazionalmente
non dispendiosa.
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Capitolo 1

Introduzione

L’instabilità di flutter così come l’azione di carichi da raffica rappresentano parti-
colari condizioni dinamiche e di carico che influiscono fortemente sul progetto della
configurazione strutturale considerata. All’interno di un modello aeroelastico, nel
quale si manifesta l’azione combinata di forze elastiche, inerziali e aerodinamiche,
l’opportuna introduzione di un sistema di controllo può dunque rappresentare uno
strumento efficace da sfruttare per arginare l’effetto di tali fenomeni. Scopo di questa
tesi è dunque la definizione di un opportuno modello aeroservoelastico con il quale
mostrare come l’azione di un controllo in retroazione consenta, nel primo caso, di
ritardare l’insorgere della condizione di flutter e, nel secondo, di attenuare l’azione
della raffica.

1.1 Definizioni
Come precedentemente anticipato, l’aeroelasticità è un campo di studi interdisci-
plinare che, in particolare, studia l’interazione tra la deformazione di una struttura
elastica all’interno di una corrente e le risultanti forze aerodinamiche agenti sulla
struttura stessa e come tale interazione influenza il progetto strutturale.

Una maggiore comprensione dell’aspetto interdisciplinare dell’aeroelasticità è
mostrata nella figura 1.1, dovuta al Professor A.R. Collar [1]. Dalla figura si evince
chiaramente come, in generale, i fenomeni aeroelastici siano il frutto dell’interazione
tra forze elastiche, inerziali e aerodinamiche.

L’aeroelasticità risulta dunque essere un problema di accoppiamento: i carichi
aerodinamici sono infatti dipendenti dalla forma del corpo, la quale risulta però esse-
re a sua volta dipendente dai carichi su essa agenti. Tale accoppiamento è un aspetto
centrale da analizzare, in una prima fase per poter avere una migliore comprensio-
ne del fenomeno e, successivamente, per poter condurre un’analisi che permetta di
tenere in conto delle teorie strutturali come di quelle aerodinamiche. Infatti, con-
durre un’analisi multidisciplinare di questo tipo risulta essere cruciale all’interno
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Figura 1.1: Schematizzazione dei campi di studio dell’ Aeroelasticità

dello sviluppo del progetto aeronautico, in virtù della necessità di determinare accu-
ratamente la risposta della struttura quando soggetta a carichi aerodinamici. Ecco
perché sono molti i contributi presenti in letteratura nei quali diversi autori si sono
cimentati nell’indagine di tecniche e metodologie il cui scopo è l’analisi dei fenomeni
aeroelastici. A tal proposito vale la pena citare, ad esempio, i testi di Scanlan e
Rosenbaum [2], Fung [3], Hancock et alii. [4], Bisplinghoff et alii. [5] e testi più
recenti come quelli di Hodges e Pierce [6], Dowell et alii. [7] e Wright e Cooper [8].

1.2 Fenomeni Aeroelastici
Nel progetto di un velivolo, i fenomeni aeroelastici possono coinvolgere effetti diffe-
renti sulla struttura, la qui gravità e pericolosità può essere minima come estrema-
mente elevata. Se, nella migliore delle ipotesi, il comfort dei passeggeri o dei piloti
può venir disturbato dall’insorgere di vibrazioni che producono del rumore, quan-
do tali vibrazioni incominciano a verificarsi su cicli di durata sempre maggiore, la
struttura può cominciare a subire del danneggiamento a fatica a livello microscopi-
co. Nella peggiore delle ipotesi, al contrario, l’insorgere di un’instabilità aeroelastica
può portare alla distruzione dell’intero velivolo. Risulta quindi necessario studiare
appieno questo tipo di fenomeni in modo da poter meglio prevenirne l’insorgere e
fare in modo che essi non intacchino le prestazioni del velivolo stesso.

Il primo passo consiste nel definire le due principali categorie all’interno delle
quali è possibile collocare tutti i fenomeni di natura aeroelastica. La prima di
esse è la cosiddetta Aeroelasticità Statica, i cui problemi tipici sono quelli della
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divergenza torsionale o dell’inversione dei comandi, accennati in precedenza. Questi
problemi sono tutti caratterizzati dall’assenza di qualsiasi effetto legato alle forze
di inerzia. Se, al contrario, tali effetti risultano essere importante, si entra nel
campo dell’Aeroelasticità Dinamica, nella quale il flutter risulta essere il fenomeno
caratteristico.

1.2.1 L’Aeroelasticità Statica
Il campo di interesse dell’aeroelasticità statica è lo studio di quei fenomeni che, in
fase di volo, sono associati all’interazione tra i carichi aerodinamici indotti da una
corrente stazionaria e le risultanti deformazioni elastiche delle superfici portanti. Tali
fenomeni, come anticipato in precedenza, sono indipendente dalle forze di inerzia,
quindi dalle variazioni nel tempo delle deformazioni strutturali.

All’interno del campo di studio dell’aeroelastica statica, sono essenzialmente due
gli aspetti che influiscono, in maniera diversa, sul progetto del velivolo. Il primo è
l’effetto delle deformazioni elastiche sulla distribuzione dei carichi aerodinamici o,
allo stesso modo, come la distribuzione dei carichi aerodinamici influenzi le defor-
mazioni della struttura, durante quelle che sono le normali condizioni operative del
velivolo. Tali effetti ne influenzano profondamente le prestazioni, la manovrabilità,
la stabilità, la distribuzione dei carichi strutturali e il controllo.

La seconda classe di problemi, da tenere in conto in fase di progettazione, è invece
legata a veri e propri fenomeni di instabilità statica delle superfici portanti, i quali
possono avere conseguenze catastrofiche. In particolare, l’instabilità statica a cui si
sta facendo riferimento, prende il nome di divergenza ed essa risulta tanto pericolosa
da imporre serie limitazioni sull’inviluppo di volo. Questo tipo di instabilità si
verifica quando la deformazione delle superfici portanti, sotto l’azione dei carichi
aerodinamici, risulta essere tale da comportare un aumento del carico applicato e,
tale aumento, può deformare ulteriormente la struttura, portandola infine a rottura.
Un aspetto molto importante da sottolineare è che la failure che si verifica non è
semplicemente il risultato dell’applicazione di un carico superiore a quello massimo
sopportabile dalla struttura. In realtà, ciò che si verifica è una diminuzione della
rigidezza effettiva della struttura, proprio a seguito dell’interazione che essa ha con
le forze aerodinamiche.

1.2.2 L’Aeroelasticità Dinamica
Si ha un fenomeno aeroelastico di natura dinamica quando, all’interno di un sistema
meccanico dinamico, nel quale cioè interagiscono le forze di inerzia e quelle elastiche,
si includono i carichi aerodinamici. Diversi possono essere i fenomeni aeroelastici di
natura dinamica. Ad esempio il vortex shedding, cioè il distacco periodico di vor-
tici che si osserva nella scia di strutture generalmente tozze, oppure le oscillazioni
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di galloping che si possono verificare in strutture molto allungate tipiche dell’inge-
gneria civile, come torri o ponti. Come già preannunciato, in ambito aeronautico
il fenomeno aeroelastico di natura dinamica sul quale si vuole porre maggiormente
l’attenzione è l’instabilità di flutter, i cui effetti sul velivolo possono essere estrema-
mente pericolosi. Infatti, in presenza di questo tipo di instabilità, può verificarsi la
failure dell’intera struttura del velivolo.

Come detto, il flutter è un’instabilità di tipo dinamico, dove quindi interagi-
scono contemporaneamente forze elastiche, dinamiche e aerodinamiche. Entrando
maggiormente nel dettaglio, il flutter può essere considerato come un’ oscillazione
instabile e autosostenuta, che si manifesta su una struttura flessibile quando si ve-
rifica un accoppiamento tra le forze aerodinamiche, agenti sulla struttura, e i suoi
modi propri di vibrare. Il risultato di questo mutua interazione, nella quale i cari-
chi aerodinamici acquisiscono maggior energia dal moto vibrazionale potendo così
intensificare maggiormente le oscillazioni della struttura, è quindi l’insorgere di un
moto oscillatorio fortemente amplificato. Nel momento in cui l’ampiezza delle oscil-
lazioni diventa eccessivamente elevata, si può quindi verificare la failure dell’intera
struttura. Appare perciò evidente che, in presenza di strutture sulle quali agiscono
forze aerodinamiche, questo tipo di instabilità risulti potenzialmente pericolosa ed è
quindi necessario curare attentamente il progetto in modo che essa non si manifesti.
Risulta perciò chiaro come, in ambito aeronautico, le superfici portanti siano gli
elementi strutturali che più di ogni altro possano andare incontro ad instabilità di
flutter. Opportune test e analisi preliminari saranno dunque necessarie per garan-
tire che, all’interno dell’intero inviluppo di volo del velivolo, non si giunga mai in
prossimità delle condizioni di flutter.

1.3 Modelli aerodinamici e metodologie per l’a-
nalisi di Flutter

La trattazione generale fatta nella sezioni precedenti ha permesso di mettere in
evidenza come, nell’ambito del progetto di un velivolo aeronautico, l’analisi dei
fenomeni aeroelastici assuma un ruolo cruciale.

Volendo entrare maggiormente nel merito delle fenomenologie descritte e della
loro analisi numerica, questa sezione viene dedicata alla descrizione delle teorie che
sono state sviluppate allo scopo di determinare la condizione di flutter, la quale
deve essere accuratamente predetta in virtù dei rischi, precedentemente descritti,
associati all’insorgere di tale instabilità. In quest’ambito, sono moltissimi i lavori
consultabili in letteratura dal momento che la predizione di tale condizione coinvolge
lo studio dell’interazione tra le deformazioni elastiche della struttura e il moto fluido
in cui essa è immersa. Dal momento che, tuttavia, la conoscenza completa del campo
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fluidodinamico (effetti viscosi, di compressibilità o l’effetto della turbolenza) neces-
sitano di metodi numerici dedicati e computazionalmente molto esosi, è necessario
ricorrere a modelli aerodinamici semplificati e basati su opportune assunzioni.

I primi modelli aerodinamici per la predizione della condizione di flutter si de-
vono a Theodorshen [9], che intorno agli anni 40 definì una completa metodologia
mediante la quale calcolare le caratteristiche di flutter per un profilo a due e tre
gradi di libertà sfruttando come modello aerodinamico la ben nota strip theory.
Combinando opportunamente tale modello aerodinamico insieme a modelli struttu-
rali semplificati fu quindi possibile gettare le basi delle prime metodologie necessarie
alla predizione della condizione di flutter. Ad esempio, verso la fine degli anni ses-
santa, E. Carson Yates Jr [10] derivò una metodologia di analisi delle condizioni di
flutter basata su una modified strip-theory che per ali ad allungamento finito, con
e senza angolo di freccia, fornì condizioni di flutter in ottimo accordo con le prove
sperimentali e in un molto ampio range di numeri di Mach, dal basso subsonico
all’ipersonico.

Negli anni settanta lo sviluppo dei metodi a pannelli permise di arricchire ulte-
riormente il campo delle tecniche numeriche per la determinazione della condizione
di flutter. In particolare, il Doublet Lattice Method, o DLM, la cui formulazione fu
definita da Albano e Rodden in [11] per poi essere ulteriormente raffinata da Rodden
et al. in [12], rappresentò, in prima istanza, un valido strumento per la determi-
nazione dei carichi aerodinamici non stazionari per configurazioni strutturali non
planari (come piani di coda a T, ad esempio) [13] e, successivamente, il modello ae-
rodinamico più affidabile per condurre analisi di flutter lineari in campo subsonico,
in virtù di questi tre aspetti: l’accuratezza delle analisi di flutter che si ottengono
(da intendere in assenza di fenomeni tipici dei regimi transonici o di separazioni
della corrente); il non eccessivo costo computazionale, che non risulta essere troppo
dissimile da quello di modelli molto più semplici come le teorie di striscia; la possi-
bilità che esso fornisce di analizzare geometrie relativamente complesse [14]. Sempre
in [14], così come in [15], vengono descritti modelli aerodinamici alternativi, che
costituiscono lo stato dell’arte attuale nell’ambito dell’aeroelastica computazionale.
Se in campo subsonico il DLM risulta essere la scelta migliore per la determinazione
dei carichi aerodinamici instazionari necessari per una corretta analisi di flutter, in
campo supersonico non vi è un metodo che si è affermato di più rispetto ad altri.
Sono molte infatti le metodologie disponibili e tra le più conosciute vale la pena
citare, tra i metodi lineari, il Mach box method [16]. Infine, un’importante classe
di metodi aerodinamici lineari attualmente presenti fanno parte delle metodologie
sviluppate per condurre analisi aeroelastiche in presenza di non linearità nel mo-
dello strutturale. In [17] questi modelli sono descritti e applicati a varie tipologie
di non linearità strutturali: grandi deformazioni, geometrie e configurazioni non
convenzionali (come l’ala chiusa ad esempio) o oscillazioni di ciclo limite.
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Lo sviluppo delle potenzialità computazionali, ha permesso di integrare all’inter-
no delle analisi aeroelastiche tecniche numeriche di fluidodinamica computazionale,
o CFD, mediante le quali è possibile trattare le equazioni di governo della fluidodi-
namica, come ad esempio equazioni di Navier-Stokes , di Eulero o le RANS. Ecco
perché, nel corso degli ultimi decenni, moltissimi sono stati gli sforzi rivolti allo
sviluppo di una appropriata metodologia che consentisse di estendere lo studio del-
l’interazione fluido-struttura (FSI) a qualunque geometria e regime del moto fluido
(cioè tenendo in conto di effetti viscosi o legati alla comprimibilità del fluido). Me-
ritevole di citazione è sicuramente il lavoro di Dowell e Hall [18], nel quale viene
data una dettagliata descrizione dei modelli di fluidodinamici attualmente presenti,
concludendo infine il lavoro con la definizione di un modello reduced-order che ha
consentito di fornire un approccio pratico per la definizione di un modello aerodi-
namico instazionario estremamente efficiente una volta implementato all’interno di
diverse tipologie di analisi aeroelastiche e con un ottimo risparmio in termini di
costo computazionale. Sempre in questo ambito, è possibile citare Guruswamy [19]
dove sono state analizzate differenti tipologie di interazione fluido-struttura in ambi-
to aeroelastico, adottando un modello di fluido complesso descritto dalle equazioni
di Navier-Stokes/Eulero applicato a differenti modelli strutturali. Tale lavoro ha
permesso di mettere in evidenza come l’interazione dipenda principalmente dal tipo
di modello strutturale adottato.

In pubblicazioni più recenti [20] e [21] viene messo ulteriormente in evidenza il
grande interesse nella ricerca di modelli di accoppiamento aerodinamica e struttura,
i quali definiscono quelle che sono le moderne tecniche di aeroelasticità computazio-
nale, la cui complessità si ripercuote necessariamente sulla necessità di disporre di
risorse di calcolo sempre più importanti.

1.4 Modelli strutturali 1D

Si vuole ora fornire una panoramica generale sulle differenti teorie presenti in let-
teratura che hanno portato alla definizione del modello strutturale unidimensiona-
le, noto comunemente come modello beam, largamente impiegato per analizzare il
comportamento di strutture caratterizzate da una geometria allungata, cioè da una
dimensione spaziale preponderante rispetto alle altre due. Ponti e colonne, in ambi-
to civile e edile, oppure ali (e in generale le superfici portanti) e pale di elicottero in
ambito aeronautico, sono solo alcuni esempi di strutture ascrivibili a questo modello
1D, il cui vantaggio è principalmente legato alla sua semplicità e al basso costo com-
putazionale rispetto a modelli 2D (come piastre o gusci) o 3D (solidi). Si capisce
molto bene come queste peculiarità del modello si predispongano molto bene ad
un’analisi complessa come quella aeroelastica.
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Inizialmente, i primi modelli 1D con cui vennero condotte le prime analisi strut-
turali su ali e superfici portanti si basavano sulle ben note teorie classiche di Eulero-
Bernoulli [22], EBBT, e Timoshenko [23], TBM. I risultati forniti da queste teorie
sono però limitati dalle ipotesi fondamentali su cui esse si basano. Non è quindi pos-
sibile mediante questi modelli una descrizione di quegli effetti tipici delle strutture
con bassa snellezza o in parete sottile, o quelli legati all’anisotropia del materiale.
Deformazioni fuori dal piano della sezione o accoppiamenti flesso-torsionali sono so-
lo alcuni fenomeni che le teorie classiche non sono quindi in grado di cogliere. Per
un’analisi aeroelastica accurata è necessario perciò ricorrere a modelli avanzati che
consentano di superare queste limitazioni. Il lavoro di Novozhilov [24] fu proprio
indirizzato a definire delle metodologie che consentissero di estendere l’applicazione
di modelli strutturali 1D a qualsiasi geometria o condizione al contorno. Recente-
mente, modelli beam più avanzati sono stati ottenuti attraverso differenti approcci,
di cui un recente resoconto dettagliato è consultabile in [25].

Una prima classe di modelli venne ricavata mediante l’introduzione di opportuni
fattori di correzione a taglio, come mostrato da Sokolnikoff in [26] e peraltro da-
gli stessi Timoshenko e Goodier già in [23]. In bibliografia sono molti gli articoli
consultabili in merito al calcolo di appropriati fattori di correzione a taglio. In par-
ticolare sono meritevoli di citazione i lavori di Gruttman et al. [27] e di Gruttmann
e Wagner [28] e [29] dove la valutazione dei coefficienti correttivi a taglio è stata
estesa a moltissimi problemi strutturali: tensioni di taglio torsionali e flessionali in
travi prismatiche, sezioni trasversali arbitrarie, strutture a parete sottile o spessa,
strutture bridge-like.

Un’altra tipologia di approcci prevede invece l’introduzione di una warping func-
tion per migliorare il modello di spostamento sulla sezione trasversale della trave. A
tal proposito si vedano i lavori di El Fatmi [30] e [31]. Questa tipologia di approccio
consentì una migliore descrizione degli stress normali e di taglio, specialmente nel
caso di travi tozze e a sezione aperta.

Una metodologia differente per rifinire il modello strutturale è quella basata sulla
formulazione di espansioni asintotiche sfruttando un parametro caratteristico della
trave (come ad esempio lo spessore della sezione trasversale). Tale approccio venne
proposto da Berdichevsky et al. [32] dove venne applicato ad una trave in parete
sottile e in materiale anisotropo. Questo lavoro diede origine ad intera corrente di
ricerca mirata allo sviluppo delle così dette variational asymptotic solutions, VABS,
come strumento per la formulazione di teorie strutturali monodimensionali più ac-
curate. Meritevoli di citazione in questo ambito sono il lavoro di Yu e Hodges [33]
e di Yu et al. [34].

Shardt [35] formulò una nuova classe di teorie dette generalized beam theories, o
semplicemente GBT, per travi in parete sottile. Sfruttando una combinazione lineare
di opportune funzioni di forma definite su dei tratti con cui è possibile scomporre la
sezione trasversale, i metodi GBT hanno permesso di migliorare le teorie classiche.
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Molte applicazioni di questi metodi sono state sfruttate per lo studio di diversi
problemi strutturali, come in [36] e [37].

Infine, lo sviluppo delle high-order theories ha consentito, per mezzo della de-
finizione di modelli di spostamento più raffinati lungo la sezione trasversale della
trave, di includere all’interno del modello beam gli effetti non predicibili dalle teorie
classiche. Delle prime considerazioni su elementi beam high order vennero effettuate
da Washizu [38], mentre un modello avanzato fu proposto da Kanok-Nukulchai e
Shik-Shin [39] dove venne teorizzato un modello beam con gradi di libertà aggiuntivi
che migliorassero la descrizione del comportamento strutturale della trave lungo la
sezione trasversale.

1.4.1 La Carrera Unified Formulation (CUF)

Quelli citati sono solo alcuni degli innumerevoli lavori presenti in letteratura e fo-
calizzati sulla ricerca di una sempre più raffinata teoria per poter meglio descrivere
il comportamento di modelli strutturali monodimesionali. Proprio in virtù di que-
sto grande interesse, Carrera e i suoi collaboratori, nel corso dei primi della prima
decade degli anni 2000, hanno sviluppato una teoria 1D caratterizzata da sole va-
riabili generalizzate di spostamento per l’analisi di strutture a sezione compatta e
in parete sottile. Modelli high order sono quindi ottenuti nell’ambito della Carrera
Unified Formulation, abbreviata nel seguito con l’acronimo CUF. L’aspetto innova-
tivo della CUF è quello di essere una formulazione gerarchica, nella quale l’ordine
della teoria strutturale costituisce un parametro libero, un input, dell’analisi. Que-
sto significa che è possibile ottenere qualsiasi modello raffinato senza alcun bisogno
di dover formalmente cambiare le equazioni che in essa compaiono. Questo aspetto
rende la CUF applicabile a geometrie e condizioni al contorno del tutto arbitrarie,
così come a qualsiasi caratteristiche del materiale senza dover necessariamente in-
trodurre una formulazione ad hoc, ma semplicemente implementandola all’interno
di una formulazione agli elementi finiti. La CUF venne inizialmente sviluppata per
modelli piastra e guscio, [40] [41] e [42], per poi essere estesa a modelli beam 1D
[43]. Analisi statiche effettuate in [44] e [45] hanno messo in evidenza come la CUF
consenta di ottenere un accurato campo di spostamenti, deformazioni e sforzi anche
in presenza di geometrie non convenzionali della sezione trasversale, di effetti legati
al taglio e componenti di spostamento fuori dal piano della sezione. Allo stesso
modo, le analisi dinamiche condotte in [46] e [47], hanno dimostrato l’efficacia della
CUF nell’ottenere valori accurati per le frequenze naturali, nel valutare effetti 3D
sui modi di vibrare e nel predire correttamente modi di vibrare di tipo shell tipici
delle sezioni in parete sottile in presenza di carichi puntuali considerando geometrie
della sezione trasversale non convenzionali, travi tozze e un elevato numero di modi
da analizzare.
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In ambito FSI, la CUF ha avuto largo impiego per ricavare un modello struttu-
rale 1D high order da implementare all’interno della formulazione aeroelastica. A
tal proposito, si citano i lavori di Varello et al. [48], [49] e di Carrera et al. [50], dove
il modello strutturale raffinato 1D e ricavato dalla CUF viene accoppiato al Vortex
Lattice Method, o VLM, metodo a pannelli largamente impiegato per il calcolo di
carichi aerodinamici stazionari per valutare la risposta aeroelastica statica di super-
fici portanti. Sempre in tale ambito, meritevole di citazione è un ulteriore lavoro di
Varello [51]. Quest’ultimo risulta di particolare interesse dal momento che è stato
possibile ottenere una più realistica distribuzione di pressione lungo la superficie ala-
re, e quindi risultati più accurati rispetto al VLM, mediante l’utilizzo del software
XFLR5 nel quale viene implementato un metodo a pannelli 3D nel quale la super-
ficie alare è schematizzata come una distribuzione di doppiette e sorgenti. Anche
in questo caso, il modello strutturale 1D implementato discende direttamente dalla
formulazione CUF. Nell’ambito della CUF applicata all’analisi di flutter, un ottimo
riferimento è rappresentato dalle pubblicazioni di Petrolo [52] e [53], dove l’aerodina-
mica instazionaria agente sulla superficie portante è modellizzata mediante il DLM.
In tutti questi ultimi lavori citati, il trasferimento dei carichi aerodinamici, ottenuti
dai due metodi a pannelli, sulla mesh strutturale è stato effettuato basandosi sui
lavori di Demasi e Livne, [54] e [17], sfruttando il metodo Infinite Plate Spline, IPS,
introdotto da Harder e Desmarais [55] e del quale se ne può trovare un’applicazione
in [56]. Per concludere, l’ aspetto principale che le pubblicazioni citate in questo am-
bito mettono in risalto è sicuramente il grande vantaggio che la formulazione CUF
1D offre nell’analizzare problemi aeroelastici relativi all’interazione fluido struttura,
sia in termini di accuratezza dei risultati che di costo computazionale dell’analisi.

1.5 L’implementazione del controllo nelle analisi
aeroelastiche

Dopo aver definito i modelli aerodinamici e le tecniche impiegate nelle analisi di flut-
ter e mostrato la tendenza nel ricercare teorie strutturali che costituiscano il miglior
compromesso tra accuratezza e risparmio di risorse di calcolo, e la CUF ne rappre-
senta un chiaro esempio, si vuole ora entrare nel merito del presente lavoro di tesi,
fornendo cioè una panoramica generale che metta in evidenza come l’introduzione
del controllo all’interno delle analisi aeroelastiche rappresenti una valida soluzione
di molteplici problematiche a cui i moderni velivoli aerospaziali sono soggetti.

Quando nel classico problema aeroelastico che, come già largamente argomen-
tato, discende dall’interazione accoppiata tra forze aerodinamiche e deformazioni
strutturali, vengono incluse le forze indotte dall’integrazione di una determinata
metodologia di controllo è possibile definire una nuova disciplina nota come aeroser-
voelasticità (ASE). Una rappresentazione qualitativa del problema viene mostrata

9



1 – Introduzione

dalla piramide aeroservoelastica in figura 1.2, estensione del classico triangolo di
Collar [1] di figura 1.1, che consente di mettere in luce l’accoppiamento tra le classi-
che forze aerodinamiche, elastiche, inerziali con quelle risultati dall’applicazione del
controllo.

I

E A

C

Forze 

Elastiche

Forze 

Inerziali

Forze 

Aerodinamiche

Forze 

di Controllo

Figura 1.2: Piramide aeroservoelastica

In ambito aeronautico trova largo impiego l’utilizzo di moderni sistemi di con-
trollo di volo, che costituiscono un’architettura estremamente sofisticata e che con-
sentono di fornire notevoli benefici dal punto di vista delle prestazioni [57]. É infatti
grazie all’implementazione del controllo nella sistemistica del velivolo che risulta
possibile soddisfare i precisi e stringenti requisiti di stabilità, manovrabilità e guida
durante tutto l’inviluppo di volo, oltre che consentire di alleviare efficacemente i
carichi a cui il velivolo stesso è sottoposto, in modo da estenderne la vita operativa.
In virtù di tale aspetto, lo studio di fenomeni aeroservoelastici è molto presente in
letteratura, si veda a tal proposito il lavoro di Zimmerman [58] o la più recente
pubblicazione di Mukhopadhyay [59] nel quale viene fornita una panoramica storica
completa sull’applicazione del controllo in ambito aeroelastico.

Nei moderni velivoli commerciali, nel classico sistema di controllo è possibile
integrare inoltre un sottosistema adibito all’attenuazione di carichi di manovra e
raffica. Il progetto del velivolo stesso, in particolare, richiede necessariamente una
corretta valutazione dei carichi dinamici derivanti dall’azione di raffiche. La rego-
lamentazione aeronautica divide i profili di raffica in discreti, descritti da modelli
deterministici, e continui, i quali vengono invece definiti in termini statistici. Nei
lavori di Karpel et alii. [60] e di Zole e Karpel [61] è possibile consultare la formu-
lazione del problema aeroservoelastico per questa tipologia di analisi, con le diverse
tecniche risolutive e metodologie di controllo applicate alla risposta dinamica a raf-
fiche discrete e continue. In [62] è possibile trovare un ottimo riferimento nel quale
sono consultabili le formulazioni proposte nei precedenti articoli citati.
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L’azione del controllo, tuttavia, non è solamente limitata all’attenuazione della
risposta ad un impulso di raffica. Infatti, essa consente di modificare la risposta
aeroelastica del sistema permettendo, almeno in via teorica, di estendere l’inviluppo
di volo ritardando l’insorgere della condizione di flutter. A tal proposito, si vedano
i lavori di Librescu et alii [63], [64], Yuan et alii. [65] e Na et alii. [66] dove è
stato possibile valutare in questo senso le performance relative all’applicazione di
differenti strategie di controllo al moto di un profilo alare a due gradi di libertà in
presenza di un flap. Una revisione generale delle metodologie presenti nei precedenti
articoli è consultabile in [67], nel quale le analisi aeroservoelastiche sono state estese
ad una superficie portante 3D e ad un pannello immerso in un flusso supersonico.

1.6 Contenuto dell’Elaborato
Lo scopo del presente lavoro di tesi è quello di sviluppare una formulazione del pro-
blema aeroelastico in presenza di un controllo in retroazione proporzionale-integrativo
e basato su un modello strutturale di ordine elevato. Tale formulazione viene svilup-
pata inizialmente per modelli a parametri concentrati, in cui la rigidezza flessionale
e torsionale della struttura si riduce a quelle delle molle a cui essa è vincolata. La
teoria di striscia viene sfruttata come modello aerodinamico, mentre un controllore
PI consente di passare alla configurazione ad anello chiuso in cui l’azione del control-
lo, espletata da una superficie mobile, viene regolata sulla base di misure in punti
caratteristici del modello. La scelta di partire da modelli semplici 2D costituisce il
primo step per poter estendere l’analisi a configurazioni tridimensionali, integrando
il modello aeroservoelastico nella CUF e in una formulazione agli elementi finiti.

Nel primo capitolo vengono fornite alcune nozioni introduttive in merito alla defi-
nizione del problema aeroelastico e alla tipologia di fenomeni, statici e dinamici, che
lo caratterizzano. Il capitolo viene quindi sviluppato fornendo un’ampia panoramica
di riferimenti bibliografici presenti in letteratura riguardo i modelli aerodinamici e
le tecniche di analisi impiegate per la determinazione della condizione di flutter, così
come riguardo i modelli strutturali 1D. Una breve sezione è dunque dedicata per
fornire un quadro generale sull’applicazione della CUF a differenti analisi strutturali
1D e a problemi di interazione fluido struttura. Si conclude quindi con una rassegna
di riferimenti bibliografici in merito ad analisi tipiche in ambito aeroservoelastico.

Il secondo capitolo è dedicato alla formulazione del modello strutturale. Partendo
da nozioni introduttive di teorie dell’elasticità, si passa alla descrizione della formu-
lazione CUF, dedicando ampio spazio alla trattazione delle funzioni di espansione
che saranno largamente impiegate in fase di analisi. Si procede quindi presentando
la formulazione agli elementi finiti per il problema strutturale, mostrandone l’inte-
grazione con la CUF e la procedura di derivazione e assemblaggio delle matrici di
rigidezza e massa, così come del vettore dei carichi nodali, partendo dalla definizione
dei nuclei fondamentali ricavati dall’applicazione del Principio dei Lavori Virtuali. Il
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capitolo si conclude mostrando come la CUF integrata alla FEM possa essere estesa
a strutture laminate e multicomponente.

Nel terzo capitolo si affrontano le metodologie di analisi di problemi dinamici.
Sono perciò descritti il metodo di Newmark come il Mode Superposition Method
quali tecniche risolutive per il problema dinamico che, nel presente lavoro di tesi,
è stato considerato in assenza di smorzamento. La formulazione di queste due me-
todologie è dunque descritta nei suoi aspetti principali, con lo scopo di mettere in
luce come i risultati che essi determinano sia dipendenti da come viene selezionato
time-step ∆t, per il metodo di Newmark, e il numero di modi per la sovrapposizione
modale. Si conclude quindi descrivendo il tipico esempio di carico inerziale in am-
bito aeronautico, ovvero il carico da raffica derivante dall’assunzione di modello di
raffica discreto uno-meno-coseno.

Il quarto capitolo rappresenta l’anima della formulazione aeroservoelastica. Par-
tendo dalla definizione del classico problema aeroelastico per un modello a parametri
discreti, ricavato dall’applicazione delle equazioni di Lagrange, si definisce il classico
problema agli autovalori per la determinazione della condizione di flutter. Viene
quindi mostrato come si modifica il modello matematico introducendo, per prima,
una superficie di controllo che porta ad ottenere una nuova espressione delle forze
aerodinamiche e, di seguito, una variazione di incidenza imputabile ad un impulso di
raffica. Il capitolo prosegue fornendo alcune nozioni di teoria del controllo, ponen-
do l’accento sulla definizione del controllore PID. Viene quindi mostrato il modello
matematico del sistema aeroservoelastico 2D a seguito dell’implementazione del con-
trollo e la formulazione del problema per analizzarne la stabilità e la risposta alla
raffica. Il capitolo si chiude con la rappresentazione stato-spazio del sistema di
equazione, la quale è stata quindi implementata nelle analisi.

Nel quinto capitolo vengono raccolte le applicazioni numeriche delle teorie e me-
todologie di analisi esposte nei precedenti capitoli. Il primo set di risultati riportati
è inerente ad analisi statiche di travi in materiale isotropo per diversi valori del rap-
porto di snellezza. L’effetto della discretizzazione lungo la direzione principale y è
riportato assieme al confronto tra differenti modelli strutturali, dalle teorie classiche
a modelli di espansione polinomiale di tipo Taylor di ordine differente, valutando
i risultati numerici ottenuti in confronto a soluzioni analitiche. L’effetto della cor-
rezione del fenomeno di shear locking viene dunque indagato. Sono stati quindi
introdotti modelli di espansione di Lagrange di ordine differente e mediante diver-
se combinazioni, mostrando una migliore convergenza di risultati soprattutto nella
valutazione degli stress lungo lo spessore per strutture in materiale ortotropo, sia a
singolo che multi strato, e multicomponente tipiche delle applicazioni aerospaziali.
Un ampio set di analisi dinamiche è stato condotto per mostrare le implicazioni de-
rivanti dall’utilizzo del metodo di Newmark o del mode superposition, considerando
principalmente carichi sinusoidali applicati a strutture solide e in parete sottile, così
come a strutture multicomponente quali un longherone a due correnti e un cassone
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rettangolare a quattro correnti. Un’ala completa, la cui sezione è un profilo alare
NACA 2415 in presenza di due longheroni, è stata utilizzata come test-case per la
valutazione della risposta alla raffica. Si è dunque passati alle analisi aeroelastiche
di sezioni tipiche,utilizzando dati presenti in bibliografia, andando a valutare la con-
dizione di flutter in termini di velocità e frequenza per differenti tipologie di modello
aerodinamico. L’effetto della variazione degli input del sistema aeroelastico è stato
preso in considerazione. Si è dunque analizzata la risposta nel tempo del sistema
open loop ad un input di raffica in condizioni di pre-flutter, flutter e post-flutter e
l’effetto di una variazione degli input sulla risposta nel tempo del sistema in que-
st’ultimo caso. Il passo successivo è stato la definizione del modello aeroservoelastico
2D. Come caso di studio è stata considerata una classica lamina piana analizzata in
bibliografia. Il modello a parametri concentrati equivalente è stato ottenuto median-
te un’opportuna traduzione degli input per il caso considerato, sfruttando un’analisi
di vibrazioni libere atta ad individuare le prime frequenze flessionali e torsionali
necessarie per il calcolo delle rigidezze equivalenti. L’implementazione del controllo
ha permesso di ottenere l’anello chiuso per il modello a parametri concentrati così
ottenuto. L’effetto dei gain di controllo sulla stabilità del sistema e sulla risposta
nel tempo all’azione della raffica è stato indagato nel dettaglio, insieme all’effetto
di una variazione dell’estensione della superficie di controllo, della geometria e del
materiale.

Nel capitolo sei sono infine riportati le conclusioni e i possibili sviluppi futuri del
presente lavoro.
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Capitolo 2

Modello Strutturale

In questo capitolo si andrà a descrivere interamente l’impianto teorico del modello
trave 1D, su cui si basa questo lavoro di tesi. Per prima cosa, sia introdurranno
le notazioni e il sistema di riferimento geometrico del modello. Successivamente si
andrà a descrivere il set di equazioni per i campi delle deformazioni e tensioni. Con-
clusa questa parte introduttiva, si entrerà nel merito della Formulazione Unificata di
Carrera (CUF) e della definizione di un modello strutturale avanzato di tipo trave,
andando ad analizzare le tipologie di funzioni di espansione che saranno adottate nel
corso del presente lavoro. Viene quindi descritta la formulazione agli elementi finiti,
andando a definire i principali vettori e matrici che possono essere ricavate dall’ap-
plicazione del Principio dei Lavori Virtuali. Infine, saranno forniti alcuni cenni in
merito agli approcci Equivalent Single Layer e Layer Wise per strutture laminate e
alla metodologia Component-Wise per strutture multicomponenti

2.1 Concetti Preliminari
Si consideri il sistema di riferimento cartesiano mostrato in figura 2.1, nel quale si
può osservare la geometria della trave. Con Ω viene indicata la sezione della trave
(considerata costante lungo l’asse y della trave) che, secondo la convenzione adottata
per la terna di assi ortonormali x, y e z, giace nel piano xz. Sempre secondo tale
convenzione, con y si indica l’asse longitudinale della trave tale che 0 ≤ y ≤ L, dove
L è la lunghezza della trave stessa.

Si può a questo punto definire il vettore degli spostamenti che, nel caso più
generale possibile, può essere espresso come:

u(x, y, z; t) =
{
ux uy uz

}T
(2.1)

dove con l’apice T si indica l’operatore di trasposizione. Con ux, uy e uz vengono
indicate le componenti di spostamento definite lungo gli assi cartesiani di riferimen-
to. Per comodità, nel seguito si andrà ad omettere la dipendenza dalla variabile

15



2 – Modello Strutturale
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Figura 2.1: Sistema di riferimento della trave

indipendente tempo t.
I vettori degli sforzi e delle deformazioni vengono rispettivamente indicati come

σ e ε. In termini delle loro componenti, essi possono essere scritti nel seguente
modo:

σ =
{
σxx σyy σzz σyz σxz σxy

}T
ε =

{
εxx εyy εzz εyz εxz εxy

}T (2.2)

Le componenti dei vettori appena definiti possono a loro volta essere raggruppate
nel seguente modo:

σp =
{
σzz σxx σxz

}T
, εp =

{
εzz εxx εxz

}T
σn =

{
σyz σxy σyy

}T
, εn =

{
εyz εxy εyy

}T (2.3)

dove con il pedice p si indicano le quantità relative alla sezione trasversale della
trave Ω, mentre il pedice n fa riferimento alle componenti di sforzo e deformazione
nei piani ad essa ortogonali.

Nel caso di piccoli spostamenti rispetto alla lunghezza della trave L, la relazione
tra deformazioni e spostamenti si può assumere lineare:

ε = Du (2.4)

dove D è la matrice degli operatori differenziali lineari. In base all’Eq. 2.3, è
possibile adottare seguente notazione vettoriale per esprimere le deformazioni in
funzione degli spostamenti:

εp = Dpu
εn = Dnu = Dnpu + Dnyu

(2.5)
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2.1 – Concetti Preliminari

dove Dp, Dnp e Dny sono le matrici degli operatori differenziali lineari così definite:

Dp =



0 0 ∂

∂z
∂

∂x
0 0

∂

∂z
0 ∂

∂x


, Dnp =


0 ∂

∂z
0

0 ∂

∂x
0

0 0 0

 , Dny =



0 0 ∂

∂y
∂

∂y
0 0

0 ∂

∂y
0


(2.6)

Il legame tra le componenti di stress e deformazione è definito dalla legge di
Hooke in forma generalizzata, valida assumendo un comportamento elastico per il
materiale che costituisce la trave. In forma compatta essa può essere espressa come:

σ = C̃ε (2.7)
In base alla 2.3, si può scrivere l’equazione precedente nel seguente modo:

σp = C̃ppεp + C̃pnεn

σn = C̃npεp + C̃nnεn
(2.8)

Le matrici C̃pp, C̃pn, C̃np e C̃nn sono le matrice dei coefficienti del materiale, definite
nel seguente modo:

C̃pp =

C̃110 C̃12 0
C̃12 C̃22 0
0 0 C̃44

, C̃pn = C̃T
np =

 0 C̃16 C̃13
0 C̃26 C̃23
C̃45 0 0

 ,

C̃nn =

C̃55 0 0
0 C̃66 C̃36
0 C̃36 C̃33


(2.9)

La forma esplicita dei coefficienti [C̃ij] dipende fondamentalmente da tre parametri:
il modulo di Young, E, il coefficiente di Poisson, ν e l’angolo di orientamento delle
fibre del materiale θ. Quest’ultimo, in particolare, è definito graficamente nella Fig.
2.2: in essa è osservabile la terna cartesiana x, y e z che definisce il sistema di
riferimento globale della trave, mentre gli assi 1, 2 e 3 individuano il sistema di
riferimento locale del materiale.

Si omette l’espressione completa dei coefficienti del materiale, che risulta consul-
tabile in [68] e [69].

A questo punto, prima di proseguire oltre con la descrizione dell’impianto teorico
del presente lavoro, è necessario faro una precisazione in merito ai coefficienti dei
materiali descritti in precedenza. Infatti, quando si trattano modelli strutturali ca-
ratterizzati da una distribuzione costante o lineare delle componenti di spostamento

17
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Figura 2.2: Sistema di riferimento del materiale

ux e uz, è necessario modificare i coefficienti del materiale, in modo da non incorrere
nel fenomeno del Poisson Locking [70], dovuto all’accoppiamento tra le deformazioni
normali εxx, εyy e εzz espresso dalla definizione stessa del coefficiente di Poisson ν:

νij = −εjj
εii

i, j = x, y, z (2.10)

I modelli trave classici di Eulero-Bernoulli o Timoshenko, ad esempio, sono caratte-
rizzati da componenti di spostamento nel piano della sezione costanti, e ciò comporta
che, dal punto di vista cinematico, le deformazioni εxx e εzz risultano nulle. Tutta-
via, in virtù dell’accoppiamento espresso dalla 2.10, discende una distribuzione delle
due componenti di deformazione nel piano non più nulla, ma bensì con lo stesso
andamento della εyy, che per i modelli appena citati risulta essere lineare. Questa
apparente contraddizione determina una perdita di accuratezza nelle soluzioni per
queste tipologie di modelli. Per far fronte a questo particolare fenomeno vengono
attuate alcune correzioni tra le quali, come anticipato, l’utilizzo di coefficienti dei
materiali modificati o di modelli cinematici di ordine elevato [71].

2.2 La Formulazione Unificata di Carrera (CUF)
Terminata la parte introduttiva, si entra ora nel merito della definizione del modello
strutturale per la trave, il quale si basa sulla Formulazione Unificata di Carrera,
abbreviata nel seguito con l’acronimo CUF. Nell’ambito di tale formulazione, si
considera un campo di spostamenti completo nello spazio, nel quale lo spostamento
di un generico punto può essere espresso nel seguente modo:

u = Fτ (x, z)uτ (y), τ = 1,2, ...,M (2.11)

dove si introduce la funzione di espansione Fτ (x, z), con la quale si approssima il
campo di spostamenti lungo la sezione trasversale alla coordinata y. Con uτ si
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2.2 – La Formulazione Unificata di Carrera (CUF)

identifica invece il vettore degli spostamenti, mentre M costituisce il numero di
termini dell’espansione. In accordo con la notazione di Einstein, la ripetizione del
pedice τ indica una sommatoria.

Nell’ambito di problemi strutturali monodimensionali, le incognite dipendono
dalla coordinata assiale e il comportamento lungo la sezione trasversale non è noto
a priori. Teorie classiche, come quella di Eulero-Bernoulli oppure di Timoshen-
ko, consentono di ricavare la distribuzione delle incognite sulla sezione trasversale
mediante un approccio assiomatico al problema, andando cioè ad introdurre delle
ipotesi sul comportamento meccanico della struttura lungo la sezione. Mediante
la CUF, analogamente, il comportamento lungo la sezione trasversale viene postu-
lato a priori, assumendo per le incognite lungo le coordinate x e z un andamento
descritto dalla funzione Fτ , la cui tipologia caratterizza la qualità dei risultati for-
niti e la classe del modello 1D. La scelta di tale funzione, così come il numero di
termini dell’espansione M , è assolutamente arbitraria. Da ciò ne consegue che dif-
ferenti funzioni di qualsiasi ordine possono essere implementate nella formulazione
per modellare il campo cinematico lungo la sezione trasversale. L’ordine della teoria
diventa conseguentemente un input dell’analisi e mediante un opportuno studio di
convergenza sarà possibile valutare il numero effettivo di termini da considerare.

Il capitolo prosegue dunque con la descrizione delle funzioni di espansione che si
adotteranno nel presente lavoro di tesi: l’espansione basata su polinomi di Taylor e
di Lagrange.

2.2.1 Funzione di Espansione di Taylor
Nell’ambito della formulazione CUF 1D, l’espansione di Taylor consiste in una serie
di MacLaurin che sfrutta polinomi 2D, funzioni di xi e zj, con i e j interi positivi,
per modellare il campo di spostamenti lungo la sezione trasversale della struttura.
In tabella 2.1 sono riportati M e Fτ in funzione di N , cioè dell’ordine di espansione
scelto, il quale rappresenta l’ordine massimo dei polinomi utilizzati nell’espansione.

N M Fτ
0 1 F1 = 1
1 3 F2 = x F3 = z
2 6 F4 = x2 F5 = xz F6 = z2

3 10 F7 = x3 F8 = x2z, F9 = xz2 F10 = z3

... ... ...
N (N+1)(N+2)

2 F(N2+N+2)/2 = xN F(N2+N+4)/2 = xN−1z · · · FN(N+3)/2 = xzN−1 F(N+1)(N+2)/2 = zN

Tabella 2.1: Polinomi di MacLaurin

Come già anticipato, questo tipo di formulazione consente di implementare teo-
rie di qualsiasi ordine, fornendo semplicemente in input all’analisi N . Si ribadisce
nuovamente come la scelta di tale parametro risulti essere del tutto arbitraria e
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2 – Modello Strutturale

che la scelta ottimale di questo valore per un dato problema strutturale può essere
determinata solamente mediante una opportuna analisi di convergenza.

Una volta fissato N , tutti i termini dell’espansione corrispondente sono dati. Ad
esempio, per N = 1, si ha il seguente campo di spostamenti nel piano della sezione:

ux = ux1 + xux2 + zux3

uy = uy1 + xuy2 + zuy3

uz = uz1 + xuz2 + zuz3

(2.12)

In questo modo, il modello beam nell’equazione 2.12 presenta nove incognite di spo-
stamento: tre costanti e sei lineari. I termini a destra dell’uguale rappresentano gli
spostamenti dell’asse della trave e le derivate prime degli spostamenti. L’espansione
lineare completa risulta particolarmente interessante dal momento che da questo
modello è possibile derivare le teorie classiche di Eulero-Bernoulli e Timoschenko, le
quali ne costituiscono perciò un caso particolare. Il procedimento per la derivazione
delle teorie classiche e alcuni esempi numerici nei quali viene mostrato come il mo-
dello di espansione lineare consenta di superarne le limitazioni, sono consultabili in
[71].

Se con un modello N = 1 è possibile includere effetti che le teorie classiche
non sono in grado di prevedere, va però precisato che esso potrebbe non risultare
sufficientemente accurato per descrivere effetti locali che, ad esempio, si possono
manifestare in strutture a parete sottile quando soggette all’applicazione di carichi
di schiacciamento. In generale è necessario predisporre di teorie strutturali sempre
più raffinate, in modo da poter descrivere la risposta meccanica a più complesse
condizioni al contorno, e passare a modelli di ordine più elevato. Come esempio, si
riporta un modello di espansione al secondo ordine (N = 2):

ux = ux1 + xux2 + zux3 + x2ux4 + xzux5 + z2ux6

uy = uy1 + xuy2 + zuy3 + x2uy4 + xzuy5 + z2uy6

uz = uz1 + xuz2 + zuz3 + x2uz4 + xzuz5 + z2uz6

(2.13)

Il modello 1D fornito conta diciotto variabili di spostamento: tre costanti, sei li-
neari e nove paraboliche. Ma modelli di ordine ancora superiore sono possibili [73].
L’aspetto importante da sottolineare è che man mano che l’ordine di espansione
aumenta, maggiore è il numero delle variabili di spostamento incognite. Si è visto
infatti come il passaggio da un N = 1 a N = 2 abbia portato il numero delle inco-
gnite da nove a diciotto. Più in generale, indicando con NDV il numero totale delle
variabili di spostamento, si ha:

NDV = 3× (N + 1)(N + 2)
2 (2.14)

In quella che sarà la formulazione agli elementi finiti, NDV indicherà il numero
di DOFs per ciascun nodo. Risulta quindi chiaro che la ricerca di una maggiore

20



2.2 – La Formulazione Unificata di Carrera (CUF)

accuratezza del modello si tradurrà in un costo computazionale più elevato. Quando
si andranno ad effettuare le analisi di convergenza, sarà dunque necessario partire da
ordini non elevati, in modo da non appesantire fin da subito il calcolo, e aumentare
man mano N in modo da poter ricavare il miglior compromesso tra l’accuratezza
stessa e il costo computazionale. Una volta raggiunto un ordine tale da ottenere una
soluzione numerica stabile e sufficientemente accurata, aumentare ulteriormente N
introdurrebbe solamente maggiori tempi di calcolo. Trovare il miglior compromesso
che porti a convergenza l’analisi sarà quindi il punto di partenza per determinare la
migliore mesh strutturale.

2.2.2 Funzioni di Espansione di Lagrange
L’altra classe di funzioni di espansione che verranno sfruttate nel corso di questo
elaborato sono i modelli di espansione di Lagrange, i quali sfruttano polinomi di
Lagrange per descrivere il campo di spostamenti lungo la sezione trasversale. Nel
presente lavoro tre tipologie di polinomi sono stati adottati: a quattro, L4, nove, L9
e sedici punti, L16, definiti su un dominio quadrilatero. In figura 2.3 viene mostrata
la posizione dei punti per i tre elementi nel sistema di riferimento naturale. Tali po-
linomi sono forniti in termini di coordinate normalizzate, in quanto viene sfruttata
una formulazione isoparametrica che consente di trasferire geometrie arbitrarie della
sezione trasversale, dal piano fisico x-z, al sistema di riferimento naturale dell’ele-
mento r-s. In base a questo tipo di approccio, le stesse funzioni per interpolare gli
spostamenti lungo la sezione trasversale sono utilizzate anche per interpolare la geo-
metria dell’elemento e non solo il campo di spostamenti. Le funzioni di espansioni
polinomiali di Lagrange sono riportate in [72].

Le funzioni di interpolazione dell’elemento L4 sono date da:

Fτ = 1
4 (1 + rrτ ) (1 + ssτ ) , τ = 1,2,3,4 (2.15)

dove r e s variano da -1 a +1, mentre rτ e sτ sono le coordinate dei quattro nodi
dell’elemento del sistema di riferimento naturale r-s, come mostrato in figura 2.3a.
Si può notare come questo termine possa essere visto come un’espansione lineare
più un termine bilineare. Le coordinate normalizzate dei nodi dell’elemento sono
riportate in tabella 2.2.

Per l’elemento L9 si hanno invece i seguenti polinomi:

Fτ = 1
4
(
r2 + rrτ

) (
s2 + ssτ

)
, τ = 1,3,5,7

Fτ = 1
2s

2
τ

(
s2 − ssτ

) (
1− r2

)
+ 1

2r
2
τ

(
r2 − rrτ

) (
1− s2

)
, τ = 2,4,6,8

Fτ =
(
1− r2

) (
1− s2

)
, τ = 9

(2.16)
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Figura 2.3: Elementi di Lagrange in coordinate naturali

Punto rτ sτ
1 -1 -1
2 1 -1
3 1 1
4 -1 1

Tabella 2.2: Coordinate elemento L4

dove r e s variano da -1 a +1, mentre rτ e sτ sono le coordinate dei nove nodi
dell’elemento del sistema di riferimento naturale r-s, come mostrato in figura 2.3b.
In questo caso, l’espansione è quadratica, con la presenza di due termini cubici e uno
di quarto grado. Le coordinate normalizzate dei nodi dell’elemento sono riportate
in tabella 2.3.

Considerando, per esempio, l’elemento L9, il campo di spostamenti che ne deriva
è il seguente:

ux = F1ux1 + F2ux2 + F3ux3 + F4ux4 + F5ux5 + F6ux6 + F7ux7 + F8ux8 + F9ux9

uy = F1uy1 + F2uy2 + F3uy3 + F4uy4 + F5uy5 + F6uy6 + F7uy7 + F8uy8 + F9uy9

uz = F1uz1 + F2uz2 + F3uz3 + F4uz4 + F5uz5 + F6uz6 + F7uz7 + F8uz8 + F9uz9

(2.17)
dove ux1 ...uz9 rappresentano le variabili di spostamento del problema e costituiscono
le componenti delle traslazioni nelle tre direzioni di ciascuno dei 9 nodi dell’elemento,
per un totale di 27 incognite da determinare. Si evince come, mediante funzioni di
espansione di Lagrange, le incognite del problema sono solo spostamenti traslazio-
nali, con preciso significato fisico, calcolate direttamente sulla superficie del corpo in
esame. Questo aspetto risulta particolarmente vantaggioso, dal momento che si ha
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2.3 – Formulazione agli Elementi Finiti

Punto rτ sτ
1 -1 -1
2 0 -1
3 1 -1
4 1 0
5 1 1
6 0 1
7 -1 1
8 -1 0
9 0 0

Tabella 2.3: Coordinate elemento L9

la possibilità di avere un modello computazionale che meglio approssima la struttura
di partenza.

x

z

Figura 2.4: 2 elementi L9

Mediante un numero maggiore di elementi per discretizzare la sezione trasversale,
come riportato in Fig. 2.4, è possibile ottenere risultati maggiormente accurati senza
la necessità di alzare l’ordine di espansione dei polinomi e riuscire così a contenere
il numero di incognite da calcolare. In questo modo è inoltre possibile raffinare
localmente la mesh strtturale del modello, in modo da un calcolo maggiormente
accurata in prossimità di zone della struttura di particolare interesse, in cui, per
esempio, sono poste condizioni al contorno, carichi o discontinuità geometriche.

2.3 Formulazione agli Elementi Finiti
Il passo successivo consiste nel derivare le equazioni di governo per la formulazione
agli elementi finiti.

In generale, il metodo agli elementi finiti, FEM, consente di ottenere una for-
mulazione delle equazioni di governo in forma debole, medianti le quali è possibile
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2 – Modello Strutturale

superare le limitazione delle soluzioni analitica fornite dalla controparte, cioè dalla
formulazione forte. Esse infatti, per poter essere applicate, richiedono specifiche con-
dizioni al contorno, geometrie e carichi. Al contrario, il metodo agli elementi finiti
non necessita di particolari condizioni, consentendo di ottenere una soluzione, che
sarà però in questo caso approssimata, per condizioni di vincolo, carico arbitrarie e
indipendentemente dalla geometria della struttura.

In accordo con la classica formulazione FEM, le variabili di spostamento vengono
interpolate lungo l’asse della trave per mezzo di opportune funzioni di forma:

uτ (y) = Ni(y)qτi i = 1, ..., NN (2.18)

dove con Ni si indica la funzione di forma 1D, mentre qτi è il vettore degli sposta-
menti nodali:

qτi =
{
qxτi qyτi qzτi

}T
(2.19)

dove l’indice i si riferisce all’ i-esimo nodo dell’elemento 1D caratterizzato da un
numero di nodi NN . Andando ora ad introdurre la formulazione CUF per il campo
di spostamenti, espresso in Eq. 2.11, all’interno della formulazione agli elementi
finiti nell’Eq. 2.18, si ricava:

u(x, y, z) = Fτ (x, z)Ni(y)qτi τ = 1, ...,M i = 1, ..., NN (2.20)

L’indice τ rappresenta il parametro libero che consente di impostare come input
l’ordine di espansione della teoria lungo la sezione trasversale, che definisce il modello
trave da adottare secondo la formulazione CUF. L’indice i consente invece di scegliere
la discretizzazione lungo l’asse della trave. Un numero maggiore di nodi si traduce
in diverse funzioni di forma. La scelta di M , del numero di nodi dell’elemento e
del numero di elementi beam, determina il numero totale dei gradi di libertà del
modello strutturale:

DOFs = 3×M × [(NN − 1)×NBE + 1] (2.21)

dove 3×M sono i gradi di libertà per ciascun degli NN nodi, mentre NBE è il numero
di elementi beam utilizzato. Considerando, ad esempio, un modello di espansione
lineare completo (M = 3) e un elemento beam di due nodi si avrà di conseguenza:

qτi =
{
qx11 qy11 qz11 qx21 qy21 qz21 qx31 qy21 qz31

qx12 qy12 qz12 qx22 qy22 qz22 qx32 qy32 qz32

}T
(2.22)

per un totale di 18 gradi di libertà da calcolare.
In questo lavoro verranno considerati elementi beam a due, tre e quattro nodi,

indicati rispettivamente con B2, B3 e B4, le cui funzioni di forma ad essi associate
possono essere consultate in diversi testi relativi alla FEM presenti in letteratura
[74], [71].
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Per quanto riguarda l’elemento B2, le funzioni di forma sono le seguenti:

N1 = +1
2 (1− r) , N2 = +1

2 (1 + r) ,
r1 = −1
r2 = +1

(2.23)

Per l’elemento B3 si ha invece:

N1 = +1
2r (r − 1) , N2 = +1

2r (r + 1) , N3 = − (1 + r) (1− r) ,


r1 = −1
r2 = +1
r3 = 0

(2.24)
Infine, per l’elemento B4, le funzioni di forma sono le seguenti:

N1 = − 9
16

(
r + 1

3

)(
r − 1

3

)
(r − 1) , N2 = + 9

16

(
r + 1

3

)(
r − 1

3

)
(r + 1) ,

N3 = +27
16 (r + 1)

(
r − 1

3

)
(r − 1) , N4 = −27

16 (r + 1)
(
r + 1

3

)
(r − 1) ,


r1 = −1
r2 = +1
r3 = −1

3
r4 = +1

3
(2.25)

dove r è la coordinata naturale che varia da −1 a +1 e definisce la posizione dei
nodi all’interno del dominio dell’elemento.

2.4 Equazioni di Equilibrio
Secondo il Principio degli Spostamenti Virtuali (PVD) vale la seguente relazione:

δLi = δLext − δLine (2.26)

dove Li è il lavoro interno, l’energia di deformazione, Lext il lavoro dei carichi esterni,
Line il lavoro dei carichi inerziali mentre δ rappresenta la variazione virtuale Questa
equazione costituisce il punto di partenza per poter ricavare l’equazione di equilibrio
che governa l’analisi di risposta della struttura che si vuole mettere in atto.

2.4.1 Analisi di Risposta Statica
Un’analisi di risposta statica coinvolge gli effetti delle forze elastiche e dell’ap-
plicazione di carichi esterni. Il PVD nel caso statico può quindi essere scritto
come:

δLi = δLext (2.27)
Nell’ambito della formulazione agli elementi finiti, la variazione virtuale del lavoro
interno si può esprimere come:

δLint = δqTKq (2.28)
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dove q è il vettore globale delle incognite nodali e K l’assemblata matrice di rigidezza
globale. La variazione virtuale del lavoro esterno si può invece scrivere come:

δLext = δqTP (2.29)

dove P è il vettore globale dei carichi nodali. Sostituendo la (2.28) e la (2.29) nella
(2.27), si ricava il sistema algebrico finale:

Kq = P (2.30)

Dalla quale è possibile ricavare:
q = K−1P (2.31)

Dal punto di vista matematico, l’equazione risulta risolvibile nel momento in cui
la matrice di rigidezza è invertibile, cioè il determinante di K è non nullo. Questo
vincolo, si traduce fisicamente nel rimuovere qualsiasi tipo di moto di corpo rigido
della struttura. Nella pratica, quindi, la matrice K non sarà mai invertita ma
fattorizzata.

2.4.2 Analisi di Vibrazioni Libere
Mediante il principio dei lavori virtuali, è possibile legare l’energia di deformazione
interna al lavoro dei carichi inerziali:

δLint = −δLine (2.32)

Secondo la formulazione FEM, la variazione virtuale dei carichi inerziali può essere
espressa come:

δLine = δqTMq̈ (2.33)

dove M è la matrice di massa globale, mentre q̈ è il vettore globale delle accelerazioni
nodali. Nuovamente, sostituendo le Eq. 2.28 e 2.33 nella 2.32 si ricava:

Mq̈ + Kq = 0 (2.34)

Se a questo punto si assumono per q delle soluzioni del tipo:

q = Qke
iωkt (2.35)

dove Qk indica l’ampiezza della k-esima soluzione armonica di frequenza angolare
ωk allora, sostituendo l’espressione in 2.35 nell’Eq. 2.34 si ricava il classico problema
agli autovalori: (

−ω2
kM + K

)
Qk = 0 (2.36)

che permette di determinare la ωk frequenza naturale del Qk modo di vibrare.
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2.4.3 Analisi di Risposta Dinamica

In un’analisi di risposta dinamica, infine, si considera il contributo dell’energia di
deformazione interna e il lavoro dei carichi carichi esterni e inerziali, considerando
quindi l’espressione generale del PVD riportata in Eq. 2.26. In base alle espressioni
già introdotte nelle due sottosezioni precedenti, la formulazione agli elementi finiti
di questo problema conduce al seguente sistema di equazioni:

Mq̈ + Kq = P (2.37)

La soluzione di questa equazione necessita di particolari metodi numerici dedicati.
Un intero capitolo sarà dedicato all’analisi di due metodi in particolare, i quali
saranno utilizzati per le analisi dinamiche successive: il metodo di Newmark e il
mode superposition method.

2.5 Derivazione della matrice di rigidezza

Si procede ora alla derivazione delle singole matrice coinvolte nelle equazioni di
equilibrio della la formulazione FEM.

La prima matrice che si vuole derivare è quella di rigidezza. Per farlo, si riporta
l’espressione completa della variazione virtuale dell’energia di deformazione interna:

δLint =
∫
V
δεTσdV (2.38)

Sostituendo le Eq. 2.5, 2.8 e 2.20 nella 2.38, si ricava un’espressione compatta per
variazione virtuale dell’energia interna:

δLint = δqTsjKτsijqτi (2.39)

La Kτsij è una matrice di dimensione 3 × 3 che costituisce il nucleo fondamentale
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della matrice di rigidezza. Le sue componenti sono le seguenti:

Kijτs
xx =C̃22

∫
Ω
Fτ,xFs,xdΩ

∫
l
NiNjdy + C̃66

∫
Ω
FτFsdΩ

∫
l
Ni,yNj,ydy+

C̃44

∫
Ω
Fτ,zFs,zdΩ

∫
l
NiNjdy + C̃26

∫
Ω
Fτ,xFsdΩ

∫
l
NiNj,ydy+

C̃26

∫
Ω
FτFs,xdΩ

∫
l
Ni,yNjdy

Kijτs
xy =C̃66

∫
Ω
FτFs,xdΩ

∫
l
Ni,yNjdy + C̃45

∫
Ω
Fτ,zFs,zdΩ

∫
l
NiNjdy+

C̃23

∫
Ω
Fτ,xFsdΩ

∫
l
NiNj,ydy + C̃36

∫
Ω
FτFsdΩ

∫
l
Ni,yNj,ydy+

C̃26

∫
Ω
Fτ,xFs,xdΩ

∫
l
NiNjdy

Kijτs
xz =C̃45

∫
Ω
Fτ,zFsdΩ

∫
l
NiNj,ydy + C̃12

∫
Ω
Fτ,xFs,zdΩ

∫
l
NiNjdy+

C̃16

∫
Ω
FτFs,zdΩ

∫
l
Ni,yNjdy + C̃44

∫
Ω
Fτ,zFs,xdΩ

∫
l
NiNjdy

Kijτs
yx =C̃66

∫
Ω
Fτ,xFsdΩ

∫
l
NiNj,ydy + C̃45

∫
Ω
Fτ,zFs,zdΩ

∫
l
NiNjdy+

C̃23

∫
Ω
FτFs,xdΩ

∫
l
Ni,yNjdy + C̃36

∫
Ω
FτFsdΩ

∫
l
Ni,yNj,ydy+

C̃26

∫
Ω
Fτ,xFs,xdΩ

∫
l
NiNjdy

Kijτs
yy =C̃66

∫
Ω
Fτ,xFs,xdΩ

∫
l
NiNjdy + C̃36

∫
Ω
Fτ,xFsdΩ

∫
l
NiNj,ydy+

C̃36

∫
Ω
FτFs,xdΩ

∫
l
Ni,yNjdy + C̃55

∫
Ω
Fτ,zFs,zdΩ

∫
l
NiNjdy+

C̃33

∫
Ω
FτFsdΩ

∫
l
Ni,yNj,ydy

Kijτs
yz =C̃45

∫
Ω
Fτ,zFs,xdΩ

∫
l
NiNjdy + C̃55

∫
Ω
Fτ,zFsdΩ

∫
l
NiNj,ydy+

C̃13

∫
Ω
FτFs,zdΩ

∫
l
Ni,yNjdy + C̃16

∫
Ω
Fτ,xFs,zdΩ

∫
l
NiNjdy

Kijτs
zx =C̃45

∫
Ω
FτFs,zdΩ

∫
l
Ni,yNjdy + C̃12

∫
Ω
Fτ,zFs,xdΩ

∫
l
NiNjdy+

C̃16

∫
Ω
Fτ,zFsdΩ

∫
l
NiNj,ydy + C̃44

∫
Ω
Fτ,xFs,zdΩ

∫
l
NiNjdy

Kijτs
zy =C̃45

∫
Ω
Fτ,xFs,zdΩ

∫
l
NiNjdy + C̃55

∫
Ω
FτFs,zdΩ

∫
l
Ni,yNjdy+

C̃13

∫
Ω
Fτ,zFsdΩ

∫
l
NiNj,ydy + C̃16

∫
Ω
Fτ,zFs,xdΩ

∫
l
NiNjdy

Kijτs
zz =C̃55

∫
Ω
FτFsdΩ

∫
l
Ni,yNj,ydy + C̃11

∫
Ω
Fτ,zFs,zdΩ

∫
l
NiNjdy+

C̃45

∫
Ω
FτFs,xdΩ

∫
l
Ni,yNjdy + C̃45

∫
Ω
Fτ,xFsdΩ

∫
l
NiNj,ydy+

C̃44

∫
Ω
Fτ,xFs,xdΩ

∫
l
NiNjdy

(2.40)
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Si può osservare come, una volta definita la sua espressione formale, la Kτsij non
dipenda dall’ordine di espansione della teoria, sulla quale non è necessaria alcun
tipo di assunzione aprioristica. Inoltre, le espressioni delle singole componenti non
dipendono nemmeno dalla scelta di Fτ , ed è perciò possibile ottenere qualsiasi mo-
dello cinematico 1D, implementando modelli di espansione di Taylor o Lagrange,
senza in alcun modo modificare l’espressione formale. Si può inoltre notare come
l’indipendenza si mantenga anche rispetto alla tipologia di elemento finito scelto
per discretizzare la trave lungo la sua direzione assiale. Queste caratteristiche rap-
presentano sicuramente un aspetto vantaggioso della formulazione CUF, mediante
la quale è perciò possibile implementare teorie di qualsiasi classe e ordine andan-
do semplicemente a definire le nove componenti del nucleo fondamentale. Maggiori
dettagli sulla derivazione della matrice di rigidezza dell’elemento finito e sulla CUF
applicata alla formulazione FEM sono forniti in in [71] e [73].

La procedura di assemblaggio, per ottenere la matrice globale di rigidezza, consi-
ste in un processo automatico basato su quattro loop sugli indici τ , s, i e j. Partendo
dal nucleo fondamentale, i cicli sui primi due indici consento di derivare la matrice di
rigidezza associata alla teoria con cui si è deciso di modellare la sezione trasversale.
La dimensione di tale matrice dipenderà quindi dal massimo valore di M scelto.
Entrando nel loop sui dui indici successivi, i e j è possibile derivare la matrice di
rigidezza dell’elemento, la cui dimensione dipende dal numero di nodi del beam con
cui si è deciso di discretizzare l’asse della trave, cioè NN . Con la classica proce-
dura di assemblaggio FEM [74], si procede quindi all’assemblaggio della matrice di
rigidezza globale della struttura, K, considerando tutti gli elementi beam che la
discretizzano. La dimensione di K dipenderà di conseguenza dal numero delle inco-
gnite del problema, definito dalla Eq. 2.21. Maggiori dettagli relativi alla procedura
di assemblaggio della matrice di rigidezza, partendo dal nucleo fondamentale, sono
consultabili in [71] e [73].

2.6 Derivazione della matrice di massa
Per ottenere la matrice di massa si consideri la variazione del lavoro dei carichi
inerziali si esprime come:

δLine =
∫
V
δuTρüdV (2.41)

dove ρ indica la densità del materiale e ü il vettore delle accelerazioni. Sostituendo
l’Eq. 2.20, la 2.41 diventa:

δLine =
∫
l
δqTsjNj

[∫
Ω
ρ (FτI) (FsI) dΩ

]
Niq̈τidy (2.42)

dove q̈ rappresenta il vettore delle accelerazioni nodali, mentre I è la matrice identità
3× 3. In forma compatta, la 2.42 si può scrivere come:

δLine = δqTsjMτsijq̈τi (2.43)
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2 – Modello Strutturale

dove Mτsij costituisce la matrice di massa in forma di nucleo fondamentale. Appare
evidente come tale matrice risulti essere diagonale e le sue componenti risultano
immediatamente ricavabili:

M τsij
xx = M τsij

yy = M τsij
zz = ρ

∫
Ω
FτFsdΩ

∫
l
NiNjdy

M τsij
xy = M τsij

xz = M τsij
yx = M τsij

yz = M τsij
zx = M τsij

zy = 0
(2.44)

Anche nel caso dei termini inerziali che costituiscono la matrice di massa, non è
necessaria alcun tipo di assunzione a priori sull’ordine di espansione della teoria,
oltre che sulla teoria stessa. Di conseguenza, è possibile ottenere qualsiasi tipo di
modello trave di ordine elevato senza modificare la forma delle componenti dei nuclei
fondamentali. Per quanto riguarda la derivazione della matrice di massa globale, M,
essa risulta essere del tutto analoga alla procedura descritta per l’assemblaggio della
matrice di rigidezza globale.

2.7 Derivazione del Vettore dei Carichi Nodali
Nell’ambito della FEM, differenti tipologie di carico possono essere implementate
nella formulazione: carichi per unità di superficie, per unità di lunghezza o applicati
semplicemente in un punto del dominio strutturale. Quest’ultimo, in particolare,
rappresenta la tipologia più semplice da trattare per la derivazione del vettore dei
carichi nodali e nel seguito se ne esplicita la derivazione. Considerando un carico
concentrato P:

P =
{
Pux Puy Puz

}T
(2.45)

applicato nel punto (xp, yp, zp), la variazione di lavoro ch esso determina si può
esprimere come:

δLext = δuTP (2.46)
Sostituendo nella 2.46 l’Eq. 2.20 si ricava:

δLext = δqTsjFsNjP = δqTsjPsj (2.47)

dove Fs viene valutata in (xp, zp), mentre Nj in yp. Quest’ultima equazione permette
di individuare le variabili di spostamento sulle quali agisce il carico, identificando le
componenti del nucleo che consentono l’assemblaggio del vettore dei carichi nodali
globale.

2.8 Estensione della Formulazione FEM a Strut-
ture Laminate

Quest’ultima sezione completa il capitolo inerente alla formulazione strutturale del
presente lavoro. Si andrà ora a descrivere la procedura di assemblaggio delle matrici
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FEM per i differenti modelli di espansione per il campo di spostamenti lungo la se-
zione trasversale che sono stati descritti in precedenza, cioè i modelli che si basano
su polinomi di Taylor e di Lagrange, quando applicati a strutture laminate. Viene
posto l’accento su questa trattazione dal momento che i materiali compositi sono
ormai di largo impiego nell’industria aerospaziale e occorre perciò fornire maggio-
ri dettagli sulla loro implementazione all’interno di un’analisi agli elementi finiti.
Per le strutture multistrato in esame, esistono fondamentalmente due approcci di
modellizzazione. Il primo prende il nome di Equivalent Single-Layer, al quale ci si
riferisce con l’acronimo ESL; il secondo viene invece definito approccio Layer Wise,
indicato con LW.

Nel caso del modello ESL, i contributi di ciascuno strato che costituisce la strut-
tura vengono sommati all’interno della matrice di rigidezza. Ciò che ne risulta è
una omogenizzazione delle proprietà di ciascuno strato e il modello risultante viene
descritto attraverso un insieme di variabili associate all’intero multistrato. Una più
chiara rappresentazione del procedimento di assemblaggio della matrice di rigidezza
nell’ambito della CUF per questa tipologia di modello è rappresentata in figura 2.5.
Entrambi i modelli TE e LE possono essere utilizzati all’interno di questa tipologia
di approccio.

Figura 2.5: Schema di assemblaggio ESL

Nella modellizzazione LW, al contrario della precedente, ogni singolo strato viene
definito da un insieme di variabili che lo caratterizzano e l’omogenizzazione delle
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proprietà avviene solo alle interfacce dei singoli strati.

Figura 2.6: Schema di assemblaggio LW

In questo modo, la descrizione della sezione trasversale viene condotta semplice-
mente considerando differenti elementi LE, o delle loro combinazioni, per ogni strato
come è cioè stato fatto nelle precedenti analisi. L’omogenizzazione è quindi condot-
ta in corrispondenza dei nodi della sezioni che sono condivisi all’interfaccia tra uno
strato e l’altro. In questo modo ogni singolo layer che costituisce il cross-ply riesce a
conservare le sue proprietà e la descrizione del comportamento della sezione risulta
più accurata. La procedura di assemblaggio della matrice di rigidezza viene quindi
mostrata in figura 2.6, così da meglio comprenderne l’aspetto che distingue questo
modello dal precedente. Va comunque specificato che questa tipologia approccio,
che è stato implementato solo sfruttando i modelli LE, sarebbe anche adattabile alle
espansioni polinomiali di Taylor. In quest’ultimo caso, tuttavia, sarebbe necessario
introdurre delle equazioni aggiuntive in modo da poter correttamente imporre le
condizioni di interfaccia tra i vari strati.

In [75] è possibile consultare l’estensione degli approcci descritti alla metodologia
Component-Wise, in merito alla quale nella sezione successiva saranno forniti alcuni
cenni.
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2.9 Modelli Component-Wise

Dal momento che parte dei risultati numerici che verranno forniti nel capitolo de-
dicato sarà relativa all’analisi statica e dinamica (nel capitolo successivo verranno
presentate le metodologie di analisi in questo ambito) di strutture rinforzate, di
largo impiego in applicazioni aeronautiche, si vogliono ora fornire alcune nozioni
relative all’approccio necessario per modellare questo tipo di componenti strutturali
nell’ambito della CUF.

Nell’analisi strutturale di configurazioni alari, ciascun componente viene model-
lato per mezzo di differenti elementi. A titolo d’esempio, riferendosi ad un classi-
co cassone alare costituito da correnti e pannelli, ricorrendo ad elementi beam si
modellano i primi, mentre i secondi sono modellati servendosi di elementi piastra
bidimensionali. L’aspetto innovativo che la metodologia Component-Wise (CW) in-
troduce quando abbinata alla CUF è quello di modellare ciascun componente per
mezzo di elementi finiti 1D di ordine di espansione arbitrario. Il vantaggio che chia-
ramente deriva da questa tipologia di approccio è quello di non dover ricorrere ad
una formulazione ad hoc per ciascuno componente strutturale.

Come largamente discusso nelle sezioni precedenti, mediante la CUF è possibi-
le implementare all’interno della formulazioni strutturale modelli di ordine elevato
mediante l’utilizzo polinomi di Taylor o Lagrange. In quest’ultimo caso, la formu-
lazione che ne discende applicata alla metodologia CW consente di modellare la
sezione trasversale di ciascun componente mediante elementi di Lagrange. In que-
sta metodologia, ogni elemento mantiene le proprie caratteristiche geometriche e
del materiale, venendo poi assemblato con gli altri lungo la sezione trasversale per
calcolare la matrice di rigidezza globale. Mediante questa metodologia, è possibile
ottenere modelli strutturali maggiormente accurati sfruttando un raffinamento loca-
le della discretizzazione mediante elementi di Lagrange o ricorrendo ad elementi di
ordine più elevato. In figura 2.7 vengono mostrati due possibili modelli CW per un
pannello rinforzato mediante due correnti, il primo ottenuto sfruttando tre elemen-
ti L9, figura 2.7a, il secondo, in figura 2.7b, sfruttando una discretizzazione della
sezione trasversale mediante 8 elementi L9.

Sfruttando elementi di Lagrange all’interno dell’approccio CW è possibile consi-
derare la sezione trasversale della struttura come la somma di differenti sotto-domini,
ognuno dei quali discretizzato mediante elementi 1D di ordine elevato. Aspetto par-
ticolarmente interessante da osservare è che l’utilizzo di questi particolari modelli
strutturali consente di imporre la continuità degli spostamenti tra i vari componenti
senza dover ricorrere ad alcun artificio matematico. Come ampiamente argomentato
in sezione 2.2.2 infatti, per questa tipologia di modelli le incognite sono esclusiva-
mente spostamenti traslazionali. In [75], [76] e [77] è possibile consultare dettagli
aggiuntivi a quanto riportato in questa sezione in merito all’applicazione di elementi
di Lagrange per modelli Component-Wise.
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(a) 3L9 (b) 8L9

Figura 2.7: Modelli Component-Wise per correnti e panello

Discorso differente va invece fatto in merito all’utilizzo di modelli di ordine ele-
vato che fanno uso di polinomi di Taylor quando essi sono sfruttati all’interno della
metodologia CW. In questo caso infatti non è possibile imporre semplicemente la
continuità degli spostamenti nelle zone di accoppiamento, ma è necessario adottare
un approccio matematico dedicato nel quale vengono sfruttati i moltiplicatori di
Lagrange. Ulteriori dettagli in merito a tale formulazione non sono qui riportati,
ma possono essere consultati in [78] e [79].
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Capitolo 3

La risposta Dinamica

Questo capitolo sarà dedicato all’analisi di risposta dinamica applicata al modello
strutturale appena introdotto. In questo lavoro di tesi, in particolare, l’attenzione
sarà rivolta alla risoluzione del problema dinamico non smorzato. Definito dunque il
problema, si procederà con la descrizione dei metodi numerici che verranno utilizzati
per condurre le analisi dinamiche mostrate nei capitoli successivi, ovvero il metodo di
Newmark e la sovrapposizione modale, o mode superposition. Particolare attenzione
sarà infine posta sulla descrizione di un modello di raffica che verrà ampiamente
utilizzato nel corso del presente lavoro di tesi, ovvero la modellizzazione discreta del
tipo 1-meno-coseno. I carichi di raffica, infatti, costituiscono un esempio tipico di
carico inerziale nell’ambito aeronautico e la loro azione sulla struttura ne influenza
la risposta dinamica, sulla quale agire mediante l’implementazione del sistema di
controllo.

3.1 Soluzione del Problema Dinamico
Si consideri un sistema strutturale caratterizzato da più gradi di libertà (DOFs).
La risposta dinamica che esso esibisce nel momento in cui è soggetto all’azione di
carichi variabili nel tempo è descritta dal seguente sistema di equazioni [80]:

Mq̈(t) + Cq̇(t) + Kq(t) = P(t) (3.1)

dove M è la matrice di massa, C quella di smorzamento mentre K è quella di ri-
gidezza. Con q si indica il vettore, incognito, delle variabili di spostamento e P
rappresenta infine il vettore dei carichi in funzione del tempo. Nel corso di questo
lavoro, come già anticipato, si considererà il problema dinamico in assenza di smorza-
mento, ovvero ponendo C = 0. L’equazione 3.1 rappresenta un sistema di equazioni
differenziali lineari a coefficiente costanti, la cui risoluzione prevede l’impiego di par-
ticolari tecniche numeriche. In ambito pratico, i principali metodi utilizzati per la
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risoluzione di problemi dinamici possono essere raggruppati fondamentalmente in
due categorie: i metodi a integrazione diretta e i metodi di sovrapposizione modale.

Per quanto riguarda i metodi a integrazione diretta, che prevedono l’utilizzo, ad
esempio, di schemi numerici alle differenze centrate o metodi come quello di Houbolt
o di Newmark, il sistema di equazioni 3.1 è risolto per mezzo di un certo schema di
integrazione numerica nel tempo che permette di ricondursi ad un sistema di equa-
zioni algebriche risolto per ogni passo temporale in cui si decide di discretizzare il
dominio del tempo [74]. Delle metodologie citate, il metodo di Newmark, in partico-
lare, è stato ampiamente utilizzato nel corso del presente lavoro di tesi per condurre
analisi di risposta dinamica. Ad ogni modo, lo svantaggio principale di questa ti-
pologia di tecniche risolutive è legato al largo impiego di risorse computazionali di
cui necessitano. Inoltre, questa tipologia di schemi sono soggetti a problematiche di
instabilità numerica. Tuttavia, questa tipologia di metodi trovano comunque largo
impiego nell’ambito di problemi di dinamica strutturale. In [81],[82] e [83] il metodo
di Newmark è stato adottato per analizzare il comportamento di differenti strutture
solide e in parete sottile quando soggette a carichi armonici.

Nel momento in cui il costo computazionale necessario per condurre un’analisi di
risposta dinamica mediante metodi a integrazione diretta nel tempo risulta eccessi-
vamente gravoso, sfruttare metodi a sovrapposizione modale costituisce una valida
alternativa. Il passaggio in coordinate modali, e quindi alle matrice generalizzate,
infatti, consente di ridurre drasticamente le dimensioni del problema, dal momento
che la soluzione è ottenibile sfruttando solamente i primi modi di vibrare risultanti
dalla soluzione del problema agli autovalori. Proprio per questo aspetto vantaggioso,
il mode superposition method è stato sfruttato ampiamente in letteratura nell’ambito
della dinamica strutturale [74]. In [81], [84] e [83] il metodo è stato applicato su dif-
ferenti configurazioni strutturali di impiego aerospaziale soggette a carichi armonici
o di raffica.

Le sezioni successive saranno quindi dedicate alla descrizione delle tecniche nu-
meriche sopracitate.

3.2 Il Metodo di Newmark
Come affermato in [74], nei metodi ad integrazione diretta come il metodo di New-
mark, le equazioni del sistema 3.1 sono integrate sfruttando uno schema numerico
step-by-step. Il termine "diretta" indica che l’integrazione numerica viene eseguita
senza effettuare alcuna trasformazione delle equazioni considerate. Il primo aspetto
principale di questa tipologia di tecniche risolutive è che l’equazione 3.1 non debba
essere soddisfatta per qualunque istante temporale t, ma solo per un certo numero di-
screto di passi temporali ∆t. Da ciò discende che l’equilibrio espresso dall’equazione
di governo sarà soddisfatto solo su un numero finito istanti all’interno dell’intervallo
temporale considerato. Il secondo aspetto caratteristico è che, all’interno di ogni
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step temporale ∆t, si assume di conoscere la variazione delle variabili che descrivo-
no il problema, cioè spostamenti, velocità e accelerazioni. Nota quindi la soluzione
ad un certo passo temporale t, mediante l’integrazione diretta delle equazioni sarà
perciò possibile determinare la soluzione all’istante t+ ∆t successivo.

Considerando quindi il generico step temporale t + ∆t, l’Eq. 3.1, specializzata
per il problema dinamico non smorzato, può essere discretizzata nel seguente modo:

Mq̈t+∆t + Kqt+∆t = Pt+∆t (3.2)

Applicando il metodo di Newmark, la soluzione ad ogni passo temporale viene cal-
colata assumendo per ciascuno step la seguente espressione per le velocità e gli
spostamenti:

q̇t+∆t = q̇t + [(1− δ) q̈t + δq̈t+∆t] ∆t

qt+∆t = qt + q̇t∆t+
[(1

2 − α
)

q̈ + αq̈t+∆t

]
∆t2

(3.3)

dove α e δ sono parametri introdotti nello schema per assicurare l’accuratezza e la
stabilità dell’integrazione. Nell’ambito di questa formulazione, ponendo δ = 0.5 e
α = 0.25 lo schema che ne deriva è incondizionatamente stabile [74]. Sfruttando la
regola dei trapezi, è possibile calcolare q̇t+∆t e q̈t+∆t dall’Eq. 3.3 in termini di qt+∆t.
A questo punto, per ciascuno step temporale si risolve la seguente equazione:

K̂qt+∆t = P̂t+∆t (3.4)

dove:
K̂ = K + 1

α (∆t)2 M

P̂ = P + 1
α (∆t)Mq̇t + 1

2αMq̈t
(3.5)

Tale procedura viene ripetuta per tutti gli step con cui è stato discretizzato l’in-
tervallo temporale. Appare comunque chiaro come l’accuratezza della soluzione
dipenda direttamente dalla scelta del time-step ∆t. Maggiori dettagli in merito al
procedimento risolutivo applicando il metodo di Newmark sono consultabili in [74].

3.3 La Sovrapposizione Modale
Come già anticipato, quando il metodo di Newmark o, più in generale, un qual-
siasi metodo a integrazione diretta determina un dispendio eccessivamente elevato
di risorse computazionali, il mode superposition method costituisce un’importante
alternativa per la valutazione della risposta dinamica.

Riferendosi al sistema dinamico non smorzato:

Mq̈(t) + Kq(t) = P(t) (3.6)
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3 – La risposta Dinamica

il vettore delle incognite q, nell’ambito della sovrapposizione modale, può essere
espresso nel seguente modo:

q(t) = Φx(t) (3.7)

dove Φ è una matrice DOFs × m nella quale sono contenuti m autovettori M-
ortonormali, mentre x(t) è un vettore, funzione del tempo, di ordine m. Sostituendo
la 3.7 nell’Eq. 3.6 e pre-moltiplicando ciascun termine per ΦT si ricava l’equazione
della dinamica non smorzata in termini di spostamenti modali generalizzati:

ẍ(t) + Ω2x(t) = ΦTP(t) (3.8)

Con Ω2 è indicata la matrice diagonale al cui interno sono contenuti gli autovalori
ω2
i . In virtù della condizione di M-ortogonalità degli autovettori, discendono quindi

le seguenti uguaglianze:

ΦTKΦ = Ω2, ΦTMΦ = I (3.9)

dove I è la matrice di identità m×m.
Come si può osservare, in assenza di smorzamento l’Eq. 3.8 descrive un sistema

di m equazioni disaccoppiate che può essere rappresentato nel seguente modo:ẍi(t) + ω2
i xi(t) = ri(t)

ri(t) = ΦT
i P(t)

i = 1,2, ...,m (3.10)

Mediante l’integrale di Duhamel è possibile calcolare la soluzione di ciascuna equa-
zione:

xi(t) = 1
ωi

∫ t

0
ri(τ) sinωi (t− τ) dτ + αi sinωit+ βi sinωit (3.11)

dove i parametri αi e βi si ricavano dalle condizioni iniziali del problema 3.8.
Per una risposta completa del sistema, è necessario calcolare la soluzione per

tutte le m equazioni in 3.10. A questo punto, essendo il problema lineare, è possibile
determinare l’incognita q(t) del problema dinamico mediante la sovrapposizione di
ciascuna forma modale:

q(t) =
m∑
i=1

Φixi(t) (3.12)

Tuttavia, il vantaggio di questa tecnica risolutiva, consiste proprio nel fatto che, in
generale, è possibile ottenere un’ottima approssimazione della soluzione completa
considerando solamente una piccola frazione n delle m equazioni disaccoppiate, con
n� m. É dunque possibile definire una soluzione approssimata qn(t) nel seguente
modo:

qn(t) =
n∑
i=1

Φixi(t) (3.13)
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la cui accuratezza è legata al numero di n modi selezionato per valutare l’appros-
simazione. In sezione 5.2 verrà dimostrato come sia possibile, in generale, ottenere
la convergenza della soluzione mediante un numero esiguo di modi di vibrare, se
paragonati al numero di time-step necessari per ottenerla mediante il metodo di
Newmark. Sempre in [74] è possibile consultare maggior dettagli in merito a questa
tecnica numerica.

3.4 I Carichi Inerziali
L’analisi di risposta dinamica si determina a seguito dell’applicazione sul sistema
considerato di carichi inerziali. Nell’ambito della CUF la risposta a questa tipo-
logia di sollecitazioni è stata analizzata in [85] e [86]. In generale, il vettore dei
carichi equivalenti derivante dall’azione di un campo di accelerazione ü0(x, y, z), si
determina dalla variazione virtuale del lavoro dei carichi esterni:

δLext =
∫
V
ρδuT ü0dV (3.14)

Un esempio tipico di carichi inerziali sono i carichi da raffica. Essi, in generale,
sono dovuti alla variazione dell’angolo d’attacco a seguito dell’azione di una raffica
di velocità ug. Supponendo, per semplicità, di considerare una raffica verticale, tale
variazione è esprimibile con il seguente rapporto:

∆α ≈ ug
V∞

(3.15)

dove con V∞ si indica la velocità di avanzamento del velivolo, ad esempio. La
variazione di portanza a seguito dell’azione della raffica può dunque essere espressa
come:

∆L = 1
2ρ∞V

2
∞SCLα∆α (3.16)

dove 1
2ρ∞V

2
∞ rappresenta la pressione dinamica, S la superficie di riferimento dell’ala

e CLα il coefficiente angolare della curva di portanza. A tale variazione di portanza
si determina un incremento del fattore di carico ∆n esprimibile nel seguente modo:

∆n = ∆L
W

=
ρ∞
2 V∞ug

W
SCLα

(3.17)

3.4.1 Il Modello di Raffica Discreto Uno-meno-coseno
In natura, generalmente, le raffiche sono caratterizzate da un profilo continuo ed
irregolare. Tuttavia, è possibile adottare un modello ideale e discreto che consenta di

39



3 – La risposta Dinamica

modellare la struttura della raffica mediante una funzione del tipo uno-meno-coseno
distribuita nel tempo, come mostrato in figura 3.1, e con la seguente espressione:

ug(t) = 1
2U0

(
1− cos 2πt

tg

)
(3.18)

dove tg è la durata della perturbazione mentre U0 la velocità massima per il mo-
dello di raffica considerato. Sostituendo l’Eq. 3.18 nell’Eq. 3.17 si può ricavare

Figura 3.1: Modello di raffica uno-meno-coseno

l’incremento del fattore di carico in funzione del tempo:

∆n =
ρ∞
2 V∞U0

W
SCLα

(
1− cos 2πt

tg

)
(3.19)

Noto il ∆n in funzione del tempo, sarà quindi possibile derivare i carichi da applicare
al sistema per la valutazione della sua risposta dinamica.

Il vantaggio principale legato a questa tipologia di visualizzazione del disturbo
atmosferico è da ricercarsi nella maggiore semplicità dell’implementazione all’interno
dell’analisi e della valutazione della risposta della struttura [81]. Va inoltre precisato
come, nel presente lavoro, nelle analisi dinamiche di risposta a carichi di raffica sono
stati trascurati effetti aeroelastici che la raffica stessa induce. Infatti, i carichi di
raffica determinano una deformazione della struttura, la quale a sua volta si traduce
in una modifica delle forze aerodinamiche agenti sulla stessa e, in ultima analisi,
in una conseguente modifica del CLα in Eq. 3.19 [81], [84]. Tale variazione del
coefficiente angolare della curva di portanza risulta infatti trascurabile al diminuire
dell’angolo di freccia [87].
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Capitolo 4

L’Aeroservoelasticità

In questo capitolo, si analizza un semplice modello aeroelastico a due gradi di li-
bertà utilizzando come un’espressione intazionaria e semplificata delle forze aerodi-
namiche; definite le matrici che caratterizzano il sistema di equazioni, viene quindi
proposto un metodo per la determinazione della velocità di flutter basato sulla riso-
luzione del problema agli autovalori. A seguito di questa parte introduttiva, viene
quindi mostrato il modello matematico del sistema aeroelastico in presenza di una
superficie di controllo e del disturbo introdotto dalla presenza della raffica. Dopo
aver fornito alcune nozioni di teoria del controllo, utili all’implementazione di un
semplice controllore proporzionale integrativo, viene quindi mostrata la rappresen-
tazione stato-spazio delle equazioni con la quale sarà possibile valutare la risposta
del sistema.

4.1 Analisi Aeroelastica di una Sezione Tipica
La più semplice configurazione aeroelastica a cui fare riferimento per l’analisi di
flutter è quella rappresentata in figura 4.1. Essa prende il nome di sezione tipica e
la si può assimilare, ad esempio, ad una sezione di profilo alare lungo un’ala finita
della quale si assume la rigidezza flessione e torsionale concentrata nelle due molle.
Proprio in virtù del basso grado di complessità che lo caratterizza, nella letteratura
riguardante l’aeroelasticità si può trovare un largo utilizzo di questo modello [2],
[3], [4], [5], [6], [7]. La descrizione della geometria e dei parametri principali della
sezione tipica presentata nel seguito seguirà quella fatta da Hodges e Pierce in [6].

In riferimento alla figura 4.1, si possono notare alcuni punti caratteristici. Nello
specifico, con P viene indicato l’asse elastico, con C il centro di massa, con Q il
centro aerodinamico (che si assume collocato al quarto anteriore, in base alla teoria
dei profili sottili in campo subsonico) e infine con T si indica la posizione del quarto
posteriore. Con e e a si indicano i parametri adimensionali (quindi −1 ≤ e ≤ 1 e
−1 ≤ a ≤ 1) che definiscono, rispettivamente, la posizione dei punti C e P . Per
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Figura 4.1: Geometria di una sezione tipica

e = a = 0, centro di massa e asse elastico si collocano a metà della corda della
sezione. Quando e ed a assumono valori negativi (o positivi), centro di massa e asse
elastico si spostano verso il bordo di attacco (o di fuga). Un parametro geometrico
molto importante che caratterizza il sistema è rappresentato dalla porzione di corda
che identifica la distanza tra il centro di massa e l’asse elastico. Tipicamente, questa
distanza viene adimensionata rispetto alla corda media b, potendo così definire il
cosiddetto parametro di squilibrio statico, indicato con xθ = e − a. Per valori
positivi di xθ, il centro di massa risulta essere posteriore all’asse elastico, collocandosi
in prossimità del bordo di fuga. Per valori positivi, al contrario, il centro di massa
risulta essere collocato anteriormente rispetto all’asse elastico e prossimo al bordo di
attacco. I gradi di libertà del sistema, misurati in corrispondenza dell’asse elastico,
sono indicati con h (positivo verso il basso) e θ e rappresentano la traslazione e
la rotazione rigida nel piano della sezione. Questi due moti sono vincolati dalla
presenza delle due molle, di costante elastica kh e kθ.

4.1.1 Sistema di Equazioni del Problema Aeroelastico

La metodologia per ricavare le equazioni del moto si basa sull’applicazione delle
equazioni di Lagrange. Di conseguenza, definite l’energia cinetica e potenziale, del
sistema, indicate rispettivamente con K e P , e le forze generalizzate, Qi, associate
ai gradi di libertà e risultanti dall’azione dei carichi aerodinamici si può scrivere:

d

dt

(
∂K

∂q̇i
+ ∂P

∂qi

)
= Qi (i = 1,2, ..., n) (4.1)
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4.1 – Analisi Aeroelastica di una Sezione Tipica

Per il caso considerato, n = 2, q1 = h e q2 = θ. Note le espressioni dei termini che
compaiono nell’Eq. 4.1, le equazioni del moto diventano:

m
(
ḧ+ bxθθ̈

)
+ khh = −L

IP θ̈ +mbxθḧ+ kθθ = M 1
4

+ b
(1

2 + a
)
L = M

(4.2)

dove con m si indica la massa della struttura e con IP = IC +mb2x2
θ il momento di

inerzia polare rispetto all’asse elastico (IC è il momento di inerzia rispetto al centro
di massa). Con L si indica la portanza (che si può notare essere in verso opposto ad
h), mentre con M si indica il momento aerodinamico complessivo (M 1

4
rappresenta

il momento aerodinamico applicato in Q). La derivazione completa delle equazioni
non viene qui riportata, ma per maggiori dettagli è possibile riferirsi a [6].

Per quanto riguarda l’espressione delle forze aerodinamiche, si è scelto di utiliz-
zare un modello bidimensionale instazionario semplificato di questo tipo:

L = 2πρ∞bU
[
Uθ + ḣ− b

(1
2 + a

)
θ̇
]

M 1
4

= 0
(4.3)

dove con ρ∞ si indica la densità della corrente di monte in moto a velocità U . Da
questa espressione si può notare che, in accordo con la teoria dei profili sottili, la
pendenza, a, della curva di portanza è stata assunta uguale a 2π.

Le equazioni del moto rappresentate nell’Eq. 4.1 possono essere scritte adottando
una notazione matriciale compatta che permette di rappresentarle nella forma di un
classico sistema dinamico del secondo ordine:

Mq̈ + Daq̇ + (K + Ka) q = 0 (4.4)

dove con q =
{
h θ

}T
si indica il vettore dei gradi di libertà. Con M e K si indicano

le matrici di massa e rigidezza strutturali riportate nell’Eq.4.5:

M =
[
m mbxθ

mbxθ IP

]
, K =

[
kh 0
0 kθ

]
(4.5)

Andando a sostituire l’espressione delle forze aerodinamiche, riportate nell’Eq. 4.3,
si ricavano immediatamente le matrici Da e Ka, di smorzamento aerodinamico e di
rigidezza aerodinamica rispettivamente, riportate nell’Eq. 4.6:

Da =
 2πρ∞bU −2πρ∞b2U

(
1
2 + a

)
−2πρ∞b2U

(
1
2 + a

)
2πρ∞b2U

(
1
2 + a

)2

 , Ka =
[
0 2πρ∞bU2

0 −2πρ∞b2U2
(

1
2 + a

)]
(4.6)
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Come si può notare, M e K sono matrici simmetriche, al contrario di Da e Ka. In
virtù di tale condizione, i gradi di libertà risultano accoppiati e, proprio in virtù di
tale accoppiamento, il sistema può dar luogo al flutter. Altro aspetto su cui porre
l’attenzione è che il sistema risulta essere omogeneo. Di conseguenza, non è possibile
determinare la risposta dei gradi di libertà che caratterizzano il modello. Tuttavia,
è possibile studiarne la stabilità andando a risolvere il problema agli autovalori.

4.1.2 Soluzione del Problema agli Autovalori
Il sistema aeroelastico rappresentato nell’Eq. 4.4 può essere risolto sfruttando una
soluzione agli autovalori per determinarne le frequenze e gli smorzamenti relativi ad
una specifica condizione di volo (definita dalla densità e dalla velocità della corrente
di monte). Inoltre, benché tale sistema sia caratterizzato solo da due gradi di libertà,
la procedura qui introdotta ha carattere del tutto generale, applicabile cioè ad un
sistema aeroelastico ad N gradi di libertà.

La prima operazione consiste nell’introdurre la seguente espressione banale:

Iq̇ − Iq̇ = 0 (4.7)

dove I rappresenta la matrice identità, di dimensione N × N (nel caso considera-
to 2 × 2). Combinando l’Eq. 4.7 con l’Eq. 4.4, è possibile ottenere la seguente
formulazione: [

I 0
0 M

]{
q̇
q̈

}
−
[

0 I
− (K + Ka) −Da

]{
q
q̇

}
=
{

0
0

}
(4.8)

Questa equazione può essere riscritta nella seguente forma:{
q̇
q̈

}
−
[

0 I
−M−1 (K + Ka) −M−1Da

]{
q
q̇

}
= 0 (4.9)

o in forma compatta:
ẋ−Ax = 0 (4.10)

Come si può notare, l’Eq. 4.10 è un’equazione al primo ordine ma si noti come la
matrice A abbia dimensione 2N×2N , cioè il doppio di quelle del sistema aeroelastico
definite nelle Eq. 4.5 e 4.6. A questo punto, si assuma per l’incognita x una soluzione
armonica tale che:

x = x0e
λt (4.11)

In questo modo, l’Eq. 4.10 può essere scritta forma classica del problema agli
autovalori, ovvero:

(A− Iλ) x0 = 0 (4.12)
Per un sistema oscillante, come il sistema aeroelastico considerato, gli autova-

lori λj, con j = 1,2, ..., N , della matrice A sono coppie complesse coniugate, la cui
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parte immaginaria rappresenta la frequenza di oscillazione mentre la parte reale lo
smorzamento del j-esimo grado di libertà in corrispondenza della condizione di vo-
lo considerata. Nel momento in cui la parte reale dell’autovalore si annulla o, per
meglio dire, nel momento in cui essa cambia di segno, passando da valori negativi a
positivi, ecco che il sistema instabile per quella condizione di volo. Di conseguenza,
valutando gli autovalori della matrice A per differenti condizioni di volo, è possibile
determinare, ad esempio, la velocità in corrispondenza della quale il sistema diven-
terà instabile (con una risposta nel tempo caratterizzata da oscillazioni divergenti).
In questo modo, oltre ad avere un’indicazione importante sulla stabilità del sistema,
sarà possibile definire i range di velocità entro i quali andare a valutare la risposta
del sistema aeroservoelastico, il quale verrà descritto nelle sezioni successive.

4.2 Modello Matematico di una Sezione Tipica
con Superficie di Controllo

Si supponga ora di includere all’interno del modello della sezione tipica una superficie
di controllo, come mostrato in figura 4.2. In questo modello semplificato, la rigidezza
della molla con cui la superficie mobile è vincolata alla sezione e gli effetti inerziali ad
essa associata vengono trascurati. Pertanto la superficie di controllo non è coinvolta
nelle dinamiche di base dell’ala, ma agisce semplicemente come un dispositivo di
controllo libero di deflettersi dell’angolo β richiesto.
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Figura 4.2: Sezione tipica con superficie di controllo

Con l’inclusione della superficie mobile, la portanza e il momento aerodinamico
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complessivo si modificano nel seguente modo:

L = 2πρ∞bU
[
Uθ + ḣ− b

(1
2 + a

)
θ̇
]

+ ρ∞bU
2acβ

M = b
(1

2 + a
)
L+ 2ρ∞b2U2bcβ

(4.13)

dove compaiono ora le componenti di portanza e momento aggiuntive a seguito della
deflessione β della superficie di controllo. Con ac e bc sono indicati, rispettivamente,
i coefficienti di portanza e momento della superficie di controllo che, nel caso di un
profilo bidimensionale, sono definiti dalla seguente equazione [3]:

ac = a

π

[
cos−1 (1− 2EE) + 2

√
EE(1− EE)

]
, bc = −a

π
(1− EE)

√
EE (1− EE)

(4.14)
dove a rappresenta il coefficiente angolare della curva della portanza in funzione
dell’angolo di attacco, considerato uguale a 2π, mentre EE il rapporto tra la corda
della superficie di controllo e la corda totale della sezione.

Il sistema aeroelastico, in presenza della superficie di controllo, può essere rap-
presentato dalla seguente equazione:

Mq̈ + Daq̇ + (K + Ka) q = gβ (4.15)

dove si può notare come, a destra dell’uguale, compare ora un termine forzante
dovuto alla deflessione della superficie di controllo e rappresentato dal vettore g che
assume la seguente espressione:

g =
{

−ρ∞U2bac
ρ∞U

2
[
b2ac

(
1
2 + a

)
+ 2b2bc

]} (4.16)

4.3 Inclusione dei Termini di Raffica
A questo punto della trattazione, risulta molto interessante mostrare come includere
nel sistema aeroelastico, comprendente la superficie di controllo, l’effetto indotto
dalla presenza di una raffica verticale uniforme di velocità ug. In questo modo, è
possibile introdurre nel sistema un disturbo a cui il sistema aeroservoelastico vero e
proprio, che verrà introdotto nel seguito, dovrà fare fronte.

In presenza di una raffica caratterizzata da una certa componente di velocità,
l’effetto che si osserva è un istantaneo cambiamento dell’angolo di attacco, il quale,
in prima approssimazione, può essere assunto uguale al rapporto tra la ug stessa e
la velocità della corrente U , ovvero:

∆θ = ug
U

(4.17)
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Di conseguenza, nell’espressione della portanza sarà necessario considerare una com-
ponente aggiuntiva oltre a quelle già considerate nell’approssimazione instazionaria.
Nello specifico, si avrà dunque:

L = 2πρ∞bU
[
Uθ + ḣ− b

(1
2 + a

)
θ̇ + ∆θ

]
+ ρ∞bU

2acβ (4.18)

Il sistema aeroelastico si modifica ulteriormente:

Mq̈ + Daq̇ + (K + Ka) q = gβ + f∆θ (4.19)

e si definisce un ulteriore vettore forzante dovuto alla presenza della raffica e definito
nel seguente modo:

f =
{

−2πρ∞bU2

2πρ∞b2U2
(

1
2 + a

)} (4.20)

Noto l’andamento nel tempo della velocità di raffica, approssimandolo ad esempio
con il modello uno-meno-coseno descritto in sezione 3.4.1, si può quindi valutare la
risposta del sistema a questa tipologia di disturbo.

4.4 Introduzione al Controllo
Nel seguito verranno quindi esaminati alcuni semplici concetti di teoria del controllo,
utili per meglio comprende la trattazione che verrà fatta nel seguito delle equazioni
per il modello aeroservoelastico. Ottimi riferimenti bibliografici inerenti agli aspetti
che a breve verranno descritti sono i testi di Raven [88] e Dorf e Bishop [89].

4.4.1 Sistemi ad Anello Aperto e Chiuso
Si consideri l’Eq. 4.19. Essa non è altro che la rappresentazione matematica di un
elementare sistema ad anello aperto, in quanto consente di valutare la risposta o, per
meglio dire, l’output del modello a seguito dell’applicazione su di esso di uno o più
input esterni che, nel caso in esame, consistono nelle azioni combinate di superficie
di controllo e raffica. Una rappresentazione qualitativa invece, che efficacemente
descrive questo elementare sistema open loop è osservabile in figura 4.3.

Input Sistema Output

Figura 4.3: Sistema ad anello aperto elementare

A questo sistema è possibile includere un controllore, come mostrato in figura 4.4.
In questo modo, in riferimento sempre al caso considerato, l’azione della superficie
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di controllo non è più ascrivibile al semplice input esterno agente sul sistema, ma si
tratta ora di un input di controllo necessario per ottenere una determinata risposta e
risulta dipendente da come il controllore viene progettato, sfruttando dati raccolti in
base ad esperienze precedenti o rilevazioni sperimentali ad esempio. Tuttavia, questa
tipologia di configurazione presenta lo svantaggio di non consentire una misurazione
diretta della grandezza da controllare, necessaria per stimare l’azione del controllo
sul sistema stesso e, di conseguenza, correggere l’input del controllore nel caso in
cui l’output del sistema non corrisponda a quello desiderato. Inoltre, il controllo che
si ottiene da questa tipologia di configurazione non è in grado di compensare alcun
disturbo esterno al sistema, come quello rappresentato dalla raffica.

Input Sistema OutputControllore

Figura 4.4: Sistema di controllo ad anello aperto

Una soluzione alternativa per ottenere un determinato effetto, un certo output,
da parte del sistema è quella di effettuare un confronto continuo tra la risposta che
si vuole ottenere e quella che effettivamente il sistema sta producendo. In questo
modo, è possibile aggiornare continuamente l’output effettivo finché la differenza con
quello richiesto tende ad annullarsi. La configurazione di controllo alternativa che
espleta il funzionamento appena descritto è quella rappresentata in figura 4.5, dove
viene mostrato quelle che è comunemente definito sistema ad anello chiuso. Come
si può osservare, la caratteristica principale di tale set-up è quella di reintrodurre
l’output all’interno del sistema, che risulta quindi essere retroazionato, in modo così
da poterlo confrontare con l’input in ingresso. La differenza tra i due segnali, alla
quale è possibile riferirsi semplicemente come errore, viene passata al controllore il
quale è progettato per fornire l’output richiesto dal sistema.

Input Sistema OutputControllore
+

-

Figura 4.5: Sistema di controllo ad anello chiuso

4.4.2 Controllo Proporzionale Integrativo Derivativo (PID)
Nella sezione precedente, si è sottolineato un aspetto molto importante del sistema
ad anello chiuso, cioè come in tale configurazione il controllo che esso realizza sia
il risultato di un confronto continuo tra una risposta desiderata e quella che si sta
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ottenendo. Come detto, ci si può riferire alla loro differenza definendo il segnale
di errore, indicato con E(t). Nell’ambito delle differenti strategie di controllo che
possono essere applicate, quella più semplice e comune consiste quindi nel progettare
il controllore in modo che l’output di controllo venga regolato da una combinazio-
ne lineare del segnale di errore stesso (azione Proporzionale), del suo integrale nel
tempo (azione Integrale) e della sua derivata nel tempo (azione Derivativa). In que-
sto modo è possibile definire un controllore Proporzionale-Integrativo-Derivativo,
comunemente indicato come controllore PID, la cui variabile di controllo che esso
determina, hPID(t), può essere espressa dalla seguente equazione:

hPID(t) = KpE(t) +Ki

∫
E(t) dt+Kd

dE

dt
(4.21)

dove con Kp, Ki e Kd sono i guadagni del proporzionale, integrativo e derivativo
rispettivamente. Il valore di questi tre termini è generalmente determinati ricorrendo
a regole empiriche, ma una ulteriore verifica delle prestazioni del sistema è comunque
necessaria.

Il termine proporzionale determina la velocità della risposta. Il termine integrale,
che effettua una regolazione in base ai valori passati dell’errore, consente di miglio-
rare l’accuratezza della risposta stazionaria del sistema. Infine, l’azione derivativa,
grazie alla quale la regolazione tiene conto della velocità di variazione dell’errore,
consente di ottenere benefici in termini di stabilità della risposta. Tuttavia, dal
momento che quest’ultima azione tende ad incrementare la sensibilità del controllo-
re, essa viene spesso tralasciata nell’implementazione del PID, al quale solitamente
si preferisce la versione PI, cioè proporzionale-integrativo. Proprio quest’ultima
tipologia sarà quella che verrà implementata nel sistema aeroservoelastico in analisi.

4.5 Modello Aeroservoelastico Bidimensionale
Dopo aver valutato come viene modificato il modello matematico rappresentativo
della sezione tipica a seguito dell’inclusione al suo interno di superficie di controllo
e raffica, Eq. 4.19, e aver fornito le nozioni necessarie di teoria del controllo, si è
ora pronti a definire il modello aeroservoelastico. Per farlo, è necessario introdurre
il sistema di controllo.

4.5.1 Implementazione del Sistema di Controllo
Come illustrato nella sezione precedente, la maniera più semplice per includere un
sistema di controllo è sfruttare un controllore PI, avendo spiegato quali sono le com-
plicazioni derivanti dall’utilizzo dell’azione derivativa. Implementando questo tipo
di approccio all’interno del sistema aeroelastico di riferimento, l’angolo di deflessione
della superficie di controllo risulta essere direttamente proporzionale alla velocità e
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allo spostamento del sistema. Si supponga, per semplicità, che in corrispondenza del
bordo di attacco della sezione sia posizionato un trasduttore e che la deflessione della
superficie di controllo che esso determina risulti proporzionale allo spostamento, z,
e alla velocità, ż, a cui esso è soggetto. In questo modo si ha:

β = Kvż +Kdz (4.22)

doveKv eKd sono i guadagni del PI. Per la sezione tipica considerata, lo spostamento
e la velocità del bordo di attacco sono:

z = −h+ (1 + a)bθ =⇒ ż = −ḣ+ (1 + a)bθ̇ (4.23)

Sostituendo l’Eq. 4.23 nell’Eq. 4.22, si ricava l’espressione finale della deflessione
della superficie di controllo:

β = Kv

[
−ḣ+ (1 + a)bθ̇

]
+Kd [−h+ (1 + a)bθ]

= Kv

{
−1 (1 + a) b

}
q̇ +Kd

{
−1 (1 + a) b

}
q

(4.24)

La risposta del sistema viene quindi retroazionata, così da determinare l’angolo di
equilibratore definito dalla legge di controllo nell’Eq. 4.24 con il quale determinare
la risposta aggiornata a seguito dell’azione del controllo. Una rappresentazione
qualitativa del modello aeroservoelastico, comprendente l’input esterno di raffica e
il controllo in retroazione appena descritto, è osservabile nello schema a blocchi in
figura 4.6.

Equazioni 

del Moto

Legge

di Controllo

Input di

Raffica

Input

Superficie di

Controllo

Risposta

Misurata

Risposta in

Output

Figura 4.6: Schema a blocchi del sistema aeroservoelastico

4.5.2 Analisi di Stabilità del Sistema ad Anello Chiuso
Per poter valutare la stabilità del sistema ad anello chiuso è necessario includere la
legge di controllo in retroazione, espressa dall’Eq. 4.24, all’interno dell’Eq 4.15. In
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questo modo, il sistema di equazioni del moto della sezione tipica in presenza di una
superficie di controllo diventa:

Mq̈ + Daq̇ + (K + Ka) q = gβ = Kvg
{
−1 (1 + a) b

}
q̇ +Kdg

{
−1 (1 + a) b

}
q

(4.25)
In modo da semplificare la notazione, si introduce la seguente uguaglianza:

g =
{

−ρ∞U2bac
ρ∞U

2
[
b2ac

(
1
2 + a

)
+ 2b2bc

]} =
{
g1
g2

}
(4.26)

Così facendo, l’Eq 4.25 diventa:

Mq̈+Daq̇+(K + Ka) q = Kv

{
g1
g2

}{
−1 (1 + a) b

}
q̇+Kd

{
g1
g2

}{
−1 (1 + a) b

}
q

(4.27)
Definendo le seguenti matrici di feedback:

Dg = Kv

[
−g1 g1(1 + a)b
−g2 g2(1 + a)b

]
, Kg = Kd

[
−g1 g1(1 + a)b
−g2 g2(1 + a)b

]
(4.28)

Sostituendo queste nuove matrici nell’Eq. 4.27 si ottiene il sistema finale:

Mq̈ + (Da −Dg) q̇ + (K + Ka −Kg) q = 0 (4.29)

Si può a questo punto procedere con l’analisi di stabilità del sistema. L’Eq. 4.29
ha una validità assolutamente generale ed è quindi possibile effettuare un’analisi
di stabilità con lo stesso procedimento descritto per il sistema aeroelastico classico,
andando cioè a risolvere il problema agli autovalori descritto nell’Eq. 4.12, dove per
il sistema ad anello chiuso considerato si avrà:

A =
[

0 I
−M−1 (K + Ka −Kg) −M−1 (Da −Dg)

]
(4.30)

Appare evidente come, rispetto al caso classico, la dinamica del sistema risulta ora
alterata dalla presenza delle matrici di feedback, le quali introducono nel sistema
dei contributi di rigidezza e smorzamento aggiuntivi. Questo aspetto andrà perciò
a modificare il comportamento aeroelastico e, in un’ultima analisi, la velocità di
flutter. Sarà dunque possibile andare ad analizzare la stabilità del sistema non solo
al variare della condizione di volo, ma anche e per differenti combinazioni dei gain
Kv e Kd e valutarne l’effetto sul calcolo della condizione di flutter.

4.5.3 Riposta alla Raffica del Sistema ad Anello Chiuso
Andando ad includere nell’Eq. 4.29 del sistema ad anello chiuso la forzante, rappre-
sentata dall’azione della raffica, si ricava:

Mq̈ + (Da −Dg) q̇ + (K + Ka −Kg) q = f∆θ (4.31)
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ed è ora possibile valutare la risposta del sistema alla raffica in presenza di un
controllo in retroazione. Determinata la risposta, è possibile calcolare direttamente
la deflessione della superficie di controllo sfruttando l’Eq. 4.24.

Bisogna però sottolineare un aspetto legato all’implementazione della legge di
controllo. Se assumere β linearmente dipendente dallo spostamento e dalla velocità
del modello può rappresentare, da un lato, una tipologia di controllo efficiente per
attenuare la risposta alla raffica, dall’altro è necessario non trascurare la fattibilità
tecnologica di tale implementazione. Infatti, ad esempio, possono essere presenti
limitazioni sulla massima escursione che la superficie di controllo può realizzare (ad
esempio±15◦). Benché quindi si stia facendo riferimento ad un modello semplificato,
l’analisi deve comunque collocarsi all’interno di opportuni limiti di fattibilità e ciò
sarà possibile andando a selezionare valori opportuni dei gain Kv e Kd.

4.5.4 Rappresentazione Stato-Spazio
La risoluzione dell’Eq. 4.31 può avvenire nel dominio del tempo ricavando da essa
il sistema stato-spazio corrispondente, il quale si basa sui cosiddetti stati del siste-
ma. Gli stati, o variabili di stato, di una dato sistema dinamico sono definiti come
quell’insieme minimo di variabili tale che la loro conoscenza al generico istante t0,
in aggiunta alle informazioni provenienti dagli input applicati in qualsiasi istante
t > t0, sono sufficienti a determinare lo stato del sistema per qualsiasi istante t > t0
[90]. Definiti quanti e quali stati del sistema considerare, la sua dinamica è dunque
completamente definita.

La modellazione mediante variabili di stato consente di modellare qualsiasi set
di equazioni differenziali nella seguente forma matriciale:ẋ = Ax + Bu

y = Cx + Du
(4.32)

Indicando con N il numero di variabili di stato che definiscono il sistema, con NI gli
input considerati e NO gli output, x è il vettore di stato N × 1, u il vettore NI × 1
degli input e y il vettore NO × 1 degli output. Con A si indica la matrice di stato
N×N , con B la matrice N×NI degli input, con C la matrice NO×N degli output,
mentre con D la matrice NI × NO di collegamento input-output. L’Eq. 4.32 può
quindi essere risolta nel dominio del tempo ricorrendo all’integrazione numerica per
ottenere la risposta del generico sistema a qualsiasi input.

A questo punto, non resta che modellare l’Eq. 4.31 del secondo ordine in un
modello stato-spazio del primo ordine. Si introduca a tal proposito il seguente
vettore di stato:

x =


h
θ

ḣ

θ̇

 =
{

q
q̇

}
=⇒ ẋ =

{
q̇
q̈

}
(4.33)
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Per il caso bidimensionale considerato, l’input del sistema è rappresentato dalla
raffica:

u =
{

∆θ
}

(4.34)
In questo modo, è possibile scrivere l’Eq. 4.31 nella forma 4.32 con:

A =
[

0 I
−M−1 (K + Ka −Kg) −M−1 (Da −Dg)

]
, B =

[
0

M−1f

]
(4.35)

Come si può notare, la matrice di stato non è altro che la matrice di sistema del
problema agli autovalori per l’anello chiuso. Analogamente a quanto visto per l’a-
nalisi di stabilità, ridurre un problema dinamico del secondo ordine in un modello
stato-spazio del primo, comporta la risoluzione di un problema di dimensioni doppie
(cioè con il doppio delle equazioni coinvolte) rispetto al problema originario. Si sup-
ponga ora che la risposta del sistema sia data in termini di spostamento e velocità
della sezione, cioè:

y =
{
z
ż

}
(4.36)

Nel caso in cui il vettore di output faccia riferimento, ad esempio, a misure relative
al bordo di attacco della sezione, ricorrendo all’Eq. 4.23, si avrà:

C =
[
−1 (1 + a)b 0 0
0 0 −1 (1 + a)b

]
(4.37)

Appare chiaro che la matrice C si possa adattare per qualsiasi tipo di output del
sistema. Se, ad esempio, si volesse valutare la risposta del sistema in termini dei soli
stati che lo caratterizzano, cioè y = x, appare chiaro che la matrice C sarà sempli-
cemente C = IN , con I matrice identità di ordine N = 4, essendo questo il numero
degli stati che descrivono la dinamica del sistema bidimensionale considerato. Infine,
normalmente, si assume D = 0.

Note quindi le matrice del modello stato-spazio, possono essere risolte nel domi-
nio del tempo così da ricavare gli stati del sistema ad anello chiuso, contenuti nel
vettore x, e l’output misurato y, a seguito dell’input di raffica. Questa tipologia
di modellazione, oltre che consentire di ricavare immediatamente una risposta nel
dominio del tempo, consente anche di implementare all’interno del modello l’effetto
di non linearità strutturali e di controllo.
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Capitolo 5

Risultati Numerici

Il presente capitolo è dedicato all’applicazione numerica dei concetti teorici visti nei
capitoli precedenti. Il primo set di analisi è dedicato alla valutazione della risposta
statica di travi a sezione solida e in materiale isotropo al variare della geometria,
della mesh e del modello strutturale. La correzione del fenomeno dello shear locking
viene dunque discussa. Travi in materiale ortotropo, a singolo e multistrato, sono
state analizzate, fornendo alcuni commenti in merito all’utilizzo di differenti mo-
delli strutturali per la valutazione della distribuzione degli stress lungo lo spessore.
L’analisi è stata dunque estesa a strutture rinforzate in modo da valutare differen-
ti modelli CW. Varie configurazioni strutturali sono state prese in considerazione
per la valutazione della risposta dinamica a carichi sinusoidali applicati a strutture
solide, in parete sottile e rinforzate considerando differenti modelli strutturali. La
valutazione della risposta nel tempo ad una carico di raffica per un’ala completa
conclude il set di analisi dinamiche. Si passa dunque alle analisi aeroelastiche sfrut-
tando modelli a parametri concentrati dei quali è stata determinata la condizione
di flutter al variare del modello aerodinamico e degli input del sistema. Il controllo
in retroazione è stato infine implementato e l’effetto sulla stabilità e sulla risposta
alla raffica del sistema è stato ampiamente discusso considerando, inoltre, differen-
ti valori di estensione della superficie di controllo el’effetto della geometria e del
materiale.

5.1 Analisi statiche
Le prime analisi che verranno discusse hanno come obbiettivo quello di andare a
valutare il miglior compromesso tra mesh strutturale e modello di espansione adot-
tato, considerando il caso molto semplice di una trave a sezione solida in materiale
isotropo, soggetta a flessione e in due differenti configurazioni geometriche. Si andrà
quindi a discutere in merito al fenomeno dello shear locking. Analoghe analisi saran-
no svolte nei confronti di travi in materiale ortotropo a singolo strato e a tre strati
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cross-ply con laminazione 0/90/0, concentrandosi maggiormente sulla distribuzione
degli stress lungo lo spessore, in modo da poter valutare quale modello ne consenta
una maggiormente accurata descrizione. Si concluderà quindi discutendo in merito
alla valutazione della risposta statica di strutture rinforzate multi-componente quali
un cassone costituito da due correnti e un pannello e un cassone rettangolare.

5.1.1 Trave in Materiale Isotropo
Si consideri una trave a sezione solida in materiale isotropo della quale in figura,
5.1, è possibile osservare la geometria sezione trasversale e il relativo sistema di
riferimento considerato. La trave è a sezione compatta quadrata con b = h = 0.2 m.
Il materiale, come anticipato, è isotropo e caratterizzato da un modulo di Young
E = 75 GPa, un coefficiente di Poisson ν = 0.33 e una densità ρ = 2700 kg/m3. Due
differenti valori del rapporto di snellezza saranno considerati, ovvero L/h = 100 e
L/h = 10, dove con L si indica la lunghezza della trave. In y = 0 è applicato il vincolo
di incastro, mentre nel centro della sezione a y = L è applicato un carico concentrato
lungo la direzione z di intensità Fz = −50 N . Un’integrazione SELI è attivata in
modo così da poter correggere il fenomeno dello shear locking. Considerazioni in
merito verranno fatte più precisamente nel seguito.

x

z

y
h

b

Figura 5.1: Trave analizzata e sistema di riferimento

Il comportamento meccanico della trave sarà analizzato in termini di spostamen-
to all’estremo libero, valutato in corrispondenza del punto di applicazione del carico.
Per confronto, si riporta quindi la formulazione analitica del massimo spostamen-
to all’estremo libero fornito dalla teoria di Eulero-Bernoulli applicata al’equazione
della linea elastica:

uzb = FzL
3

3EI (5.1)

dove con I si indica il momento di inerzia della sezione.
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I primi risultati che vengono riportati e discussi, tabelle 5.1 e 5.2, sono relativi
all’utilizzo di differenti mesh strutturali, considerando le teorie classiche di Eulero e
Timoshenko, indicate con EBBT e TBT, e modelli più raffinati ottenuti mediante
polinomi di Taylor di ordine N per modellare il campo di spostamenti lungo la
sezione trasversale.

No. Elementi EBBM TBT N=1 N=2 N=3 N=4
uz × 102 [m], uzb × 102 = −1.333 [m]
B2

1 -1.000 -1.000 -1.000 -0.893 -0.893 -0.893
2 -1.250 -1.250 -1.250 -1.064 -1.064 -1.064
3 -1.296 -1.296 -1.296 -1.164 -1.164 -1.164
4 -1.313 -1.313 -1.313 -1.209 -1.209 -1.209
5 -1.320 -1.320 -1.320 -1.236 -1.236 -1.236
10 -1.330 -1.330 -1.330 -1.286 -1.286 -1.286
20 -1.333 -1.333 -1.333 -1.310 -1.310 -1.310
40 -1.333 -1.333 -1.333 -1.322 -1.322 -1.322

B3
1 -1.333 -1.333 -1.333 -1.157 -1.157 -1.157
2 -1.333 -1.333 -1.333 -1.244 -1.244 -1.244
3 -1.333 -1.333 -1.333 -1.274 -1.274 -1.274
4 -1.333 -1.333 -1.333 -1.289 -1.289 -1.289
5 -1.333 -1.333 -1.333 -1.298 -1.298 -1.298
10 -1.333 -1.333 -1.333 -1.315 -1.315 -1.315
20 -1.333 -1.333 -1.333 -1.324 -1.324 -1.324
40 -1.333 -1.333 -1.333 -1.329 -1.329 -1.329

B4
1 -1.333 -1.333 -1.333 -1.239 -1.239 -1.239
2 -1.333 -1.333 -1.333 -1.286 -1.286 -1.286
3 -1.333 -1.333 -1.333 -1.302 -1.302 -1.302
4 -1.333 -1.333 -1.333 -1.310 -1.310 -1.310
5 -1.333 -1.333 -1.333 -1.314 -1.314 -1.314
10 -1.333 -1.333 -1.333 -1.324 -1.324 -1.324
20 -1.333 -1.333 -1.333 -1.328 -1.329 -1.329
40 -1.333 -1.333 -1.333 -1.331 -1.331 -1.331

Tabella 5.1: Effetto della mesh strutturale sullo spostamento trasversale uz
considerando differenti teorie. Rapporto di snellezza L/h = 100

Come mostrato in tabella 5.1, in riferimento alla trave caratterizzata da un
rapporto di snellezza L/h = 100, si può notare come, per N ≥ 2, la differenza nei
risultati ottenuti, in termini di spostamento trasversale all’estremo libero, risulti
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minima a parità di mesh strutturale adottata. Inoltre, si può osservare come i
risultati ottenuti mediante un modello lineare N = 1 combacino con quelli ricavate
considerando le teorie classiche di Eulero-Bernoulli e Timoshenko. Si può quindi
desumere che l’effetto del taglio per la configurazione geometrica considerata risulti
essere trascurabile. Si può inoltre notare come, per la geometria considerata, le
teorie classiche, a parità di mesh adottata, consentano di descrivere accuratamente
la risposta statica della trave.

L’effetto della correzione del Poisson Locking [70] è osservabile in figura 5.2 dove,
considerando una mesh di elementi beam a due nodi, i valori ottenuti di spostamento
trasversale all’estremo libero sono stati riportati per differenti modelli strutturali.
Si può osservare infatti come, a parità di numero di elementi, un modello N = 1
mostri un più rapido rateo a convergenza rispetto a modelli di ordine superiore, con
i quali si ha convergenza alla soluzione analitica adottando un numero maggiore di
elementi finiti. Il modello lineare, in questo caso, risulta dunque più accurato di
modelli di ordine più elevato.
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Figura 5.2: Analisi di convergenza per elemento B2 al variare dell’ordine di
espansione utilizzato. Caso L/h = 100

Per concludere, in figura 5.3 sono riportati i valori di uz a fissato modello strut-
turale e facendo variare la mesh. Infatti, considerando N = 4 si può notare come,
a parità di numero di elementi finiti considerati, elementi B3 e B4 permettano di
ottenere più rapidamente la convergenza della soluzione numerica a quella analitica
nell’Eq. 5.1 rispetto ad elementi finiti a due nodi e, in particolare, gli elementi B4
mostrano un più rapido andamento a convergenza e per questa ragione saranno lar-
gamente impiegati nelle analisi successive. La figura mette inoltre in evidenza come,
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in generale, indipendente dal tipo di elemento finito scelto per discretizzare la strut-
tura lungo la direzione y, un raffinamento della mesh, cioè un aumento del numero
di elementi, migliori la convergenza della soluzione numerica, incrementando perciò
la flessibilità della struttura.
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Figura 5.3: Analisi di convergenza per espansione mediante polinomio di Taylor
N = 4 al variare degli elementi beam utilizzati. Caso L/h = 100

Per quanto riguarda la trave caratterizzata da L/h = 10, invece, come osservabile
in tabella 5.2, l’aumento dell’ordine di approssimazione del modello risulta via via
più influente e si può osservare come, per ottenere una piena convergenza dei risultati
a parità di mesh strutturale utilizzata, sia necessario adottare almeno polinomi di
Taylor cubici, cioè N = 3. Per questa configurazione geometrica, al contrario della
precedente, l’effetto del taglio risulta essere maggiormente importante, in quanto i
risultati forniti dal modello EBBT differiscono da quelli ricavati con i modelli TBT
e N = 1. Si può quindi concludere come il modello di Eulero-Bernoulli nel caso di
una trave tozza sia caratterizzato da una maggiore rigidezza rispetto ai modelli più
accurati che consentano di prevedere l’effetto del taglio e, in generale, aumentare
l’ordine di espansione del modello consente di ottenere una più accurata descrizione
della risposta statica di travi tozze come quella considerata.

Si è anticipato in precedenza come i risultati presenti in questa sezione, siano
stati ottenuti mediante un’integrazione selettiva delle funzioni di forma. Questa ti-
pologia di tecnica numerica risulta necessaria per poter contrastare lo shear locking.
Infatti, nel momento in cui si assumono a priori dei modelli cinematici, possono
nascere dei fenomeni locali che, una volta che il modello viene utilizzato nel calco-
lo FEM, possono provocare delle problematiche nella convergenza della soluzione.
Lo shear locking, in particolare, consiste in un fenomeno di natura numerica che si
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No. Elementi EBBM TBT N=1 N=2 N=3 N=4
uz × 105 [m], uzb × 105 = −1.333 [m]
B2

1 -1.000 -1.009 -1.009 -0.901 -0.903 -0.903
2 -1.250 -1.259 -1.259 -1.073 -1.075 -1.075
3 -1.296 -1.305 -1.305 -1.173 -1.175 -1.175
4 -1.313 -1.321 -1.321 -1.217 -1.219 -1.219
5 -1.320 -1.329 -1.329 -1.243 -1.245 -1.245
10 -1.330 -1.339 -1.339 -1.293 -1.295 -1.295
20 -1.333 -1.341 -1.341 -1.315 -1.317 -1.317
40 -1.333 -1.342 -1.342 -1.324 -1.326 -1.327

B3
1 -1.333 -1.342 -1.342 -1.165 -1.167 -1.167
2 -1.333 -1.342 -1.342 -1.251 -1.253 -1.254
3 -1.333 -1.342 -1.342 -1.281 -1.283 -1.283
4 -1.333 -1.342 -1.342 -1.295 -1.298 -1.298
5 -1.333 -1.342 -1.342 -1.304 -1.306 -1.306
10 -1.333 -1.342 -1.342 -1.320 -1.322 -1.322
20 -1.333 -1.342 -1.342 -1.326 -1.328 -1.329
40 -1.333 -1.342 -1.342 -1.328 -1.330 -1.332

B4
1 -1.333 -1.342 -1.342 -1.247 -1.249 -1.249
2 -1.333 -1.342 -1.342 -1.293 -1.295 -1.295
3 -1.333 -1.342 -1.342 -1.308 -1.310 -1.310
4 -1.333 -1.342 -1.342 -1.315 -1.317 -1.318
5 -1.333 -1.342 -1.342 -1.319 -1.321 -1.322
10 -1.333 -1.342 -1.342 -1.326 -1.328 -1.329
20 -1.333 -1.342 -1.342 -1.328 -1.330 -1.332
40 -1.333 -1.342 -1.342 -1.329 -1.331 -1.332

Tabella 5.2: Effetto della mesh strutturale sullo spostamento trasversale uz
considerando differenti teorie. Rapporto di snellezza L/h = 10

manifesta quando lo spessore della trave diminuisce in relazione alla sua lunghezza.
In particolare, esso consiste in una sovrastima della rigidezza a taglio della trave,
diventando infinita quando lo spessore tende a zero [71]. Un modo per evitare la
comparsa di questo effetto è quello di sfruttare un’integrazione ridotta dei termini
della matrice di rigidezza relativi al taglio, dove per ridotta si intende un’integrazione
in un minor numero di punti della sezione trasversale. Maggiori dettagli in merito
alle metodologie per arginare il fenomeno dello shear locking sono forniti in [91],
[71] e [73]. Dai risultati riportati in tabella 5.3, si può notare come tale correzione
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risulti essere molto efficiente sopratutto nel caso in cui L/h = 100, coerentemente
con quanto scritto precedentemente. L’effetto risulta peraltro molto forte nel caso
vengano adottati elementi B2, mentre per nel caso di B3 e B4 la correzione risulta
meno determinante e la soluzione corretta è ottenibile senza alcun tipo di correzione
dell’integrazione, soprattutto sfruttando un maggior numero di elementi. In gene-
rale, l’utilizzo di modelli di ordine elevato consente di arginare l’insorgere di questa
instabilità numerica.

No. Elementi B2 B2* B3 B3* B4 B4*
L/h = 100, uz × 102 [m], uzb × 102 = −1.333 [m]

1 -0.893 -0.0004 -1.157 -0.950 -1.239 -1.226
2 -1.064 -0.0014 -1.244 -1.191 -1.286 -1.278
3 -1.164 -0.0032 -1.274 -1.246 -1.302 -1.296
4 -1.209 -0.0056 -1.289 -1.270 -1.310 -1.306
5 -1.236 -0.0088 -1.298 -1.284 -1.314 -1.311
10 -1.286 -0.035 -1.315 -1.311 -1.324 -1.323
20 -1.310 -0.128 -1.324 -1.323 -1.329 -1.328
40 -1.322 -0.397 -1.329 -1.329 -1.331 -1.331

L/h = 10, uz × 105 [m], uzb × 105 = −1.333 [m]
1 -0.903 -0.035 -1.167 -0.988 -1.249 -1.240
2 -1.075 -0.127 -1.254 -1.222 -1.295 -1.292
3 -1.175 -0.254 -1.283 -1.272 -1.310 -1.309
4 -1.219 -0.390 -1.298 -1.293 -1.318 -1.317
5 -1.245 -0.521 -1.306 -1.304 -1.322 -1.321
10 -1.295 -0.951 -1.322 -1.322 -1.329 -1.329
20 -1.317 -1.206 -1.329 -1.329 -1.332 -1.332
40 -1.327 -1.297 -1.332 -1.332 -1.332 -1.332

Con (.)∗ si indica l’integrazione completa

Tabella 5.3: Effetto dell’integrazione selettiva su uz per differenti mesh strutturali.
N = 4

Si vogliono ora arricchire le analisi fin qui effettuate introducendo modelli strut-
turali derivanti dall’utilizzo di polinomi di Lagrange, mediante i quali è possibile
discretizzare la sezione trasversale ricorrendo a elementi L4, L9 e L16 [92]. Una pri-
ma analisi che si può condurre per confrontare le teorie fin’ora utilizzate e quelle che
verranno invece adottate nel seguito, può essere quella volta ad esaminare il numero
di DOFs coinvolti nel calcolo, riportati in tabella 5.4. In virtù delle considerazioni
fatte fino a questo momento, elementi beam a quattro nodi sono utilizzati per discre-
tizzare la trave lungo la direzione longitudinale. L’aspetto interessante, è il minor
numero di DOFs coinvolti nell’analisi per gli elementi L4 e L9 rispetto a modelli
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No.Elementi N=1 N=2 N=3 N=4 1L4 2x1L4 2x2L4 1L9 1L16
DOFs

1 36 72 120 180 48 72 108 108 192
2 63 126 210 315 84 126 189 189 336
3 90 180 300 450 120 180 270 270 480
4 117 234 390 585 156 234 351 351 624
5 144 288 480 720 192 288 432 432 768
10 279 558 930 1395 372 558 837 837 1488
20 549 1098 1830 2745 732 1098 1647 1647 2928
40 1089 2178 3630 5445 1452 2178 3267 3267 5808

Tabella 5.4: Gradi di libertà al variare del numero di elementi B4 adottati nella
mesh e del modello strutturale

di espansione di tipo Taylor con N ≥ 3. Quindi, rispetto a modelli più raffinati,
la discretizzazione della sezione mediante elementi di Lagrange consente quindi di
ridurre il carico computazionale. Si osserva, inoltre, come la combinazione di 2× 2
elementi L4 permetta di ottenere un costo computazionale, in termini di gradi di
libertà da calcolare, identico a quello di un solo elemento L9. Infine, l’elemento L16
risulta essere quello che invece comporta un costo computazionale più gravoso.

Nella tabella 5.5 lo spostamento trasversale uz è stato valutato per differenti
modelli strutturali e al variare del numero di elementi B4 utilizzati nella mesh strut-
turale per L/h = 100. Come anticipato in precedenza, la correzione del Poisson

No. Elementi N=1 N=2 1L4 1L9 1L16
uz × 102 [m], uzb × 102 = −1.333 [m]

1 -1.333 -1.239 -1.072 -1.239 -1.239
2 -1.333 -1.286 -1.093 -1.286 -1.286
3 -1.333 -1.302 -1.101 -1.302 -1.302
4 -1.333 -1.310 -1.105 -1.310 -1.310
5 -1.333 -1.314 -1.107 -1.314 -1.314
10 -1.333 -1.324 -1.111 -1.324 -1.324
20 -1.333 -1.328 -1.114 -1.328 -1.329
40 -1.333 -1.331 -1.114 -1.331 -1.331

Tabella 5.5: Valori di spostamento trasversale, al variare del numero di elementi B4
adottati nella mesh e del modello strutturale. Caso L/h = 100

Locking per la configurazione geometrica considerata consente di ottenere mediante
N = 1 un miglior andamento a convergenza rispetto a modelli strutturali di ordi-
ne più elevato e questo aspetto risulta confermato anche introducendo modelli di
Lagrange.
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Nella tabella 5.6 sono riportati i corrispondenti risultati calcolati considerando
L/h = 10. Al contrario della geometria considerata in precedenza, in questo caso

No. Elementi N=1 N=2 N=3 N=4 1L4 1L9 L16
uz × 105 [m], uzb × 105 = −1.333 [m]

1 -1.342 -1.247 -1.249 -1.249 -1.080 -1.247 -1.249
2 -1.342 -1.293 -1.295 -1.295 -1.101 -1.293 -1.295
3 -1.342 -1.308 -1.310 -1.310 -1.108 -1.308 -1.310
4 -1.342 -1.315 -1.317 -1.318 -1.111 -1.315 -1.317
5 -1.342 -1.319 -1.321 -1.322 -1.112 -1.319 -1.321
10 -1.342 -1.326 -1.328 -1.329 -1.115 -1.326 -1.328
20 -1.342 -1.328 -1.330 -1.332 -1.115 -1.328 -1.331
40 -1.342 -1.329 -1.331 -1.332 -1.115 -1.329 -1.331

Tabella 5.6: Valori di spostamento trasversale al variare del numero di elementi B4
adottati nella mesh e del modello strutturale. Caso L/h = 10

l’ordine di accuratezza del modello risulta molto importante per poter ottenere una
maggiore accuratezza dei risultati. Infatti, sono necessari polinomi di Taylor almeno
del terzo ordine per ottenere risultati soddisfacenti. Tuttavia, una discretizzazione
della sezione trasversale mediante 1L9 consente di ottenere una buona convergenza
ma con un costo computazionale decisamente inferiore. in virtù di quanto mostrato
in tabella 5.4. Con l’elemento L16 l’andamento a convergenza risulterebbe anche
migliore ma il costo computazionale della simulazione aumenta. Da questo punto
di vista, il modello L9 risulta il compromesso migliore tra accuratezza e costo di
calcolo.

No. Elementi 1L4 2× 1L4 1× 2L4 2× 2L4
uz × 102 [m], uzb × 102 = −1.333 [m]
B4

1 -1.072 -1.111 -1.165 -1.191
2 -1.093 -1.138 -1.200 -1.230
3 -1.101 -1.147 -1.212 -1.243
4 -1.105 -1.152 -1.218 -1.250
5 -1.107 -1.155 -1.222 -1.254
10 -1.111 -1.160 -1.229 -1.262
20 -1.114 -1.163 -1.232 -1.266
40 -1.114 -1.164 -1.234 -1.268

Tabella 5.7: Valori di uz per differenti combinazioni di elementi L4. Caso L/h = 100

Per quanto riguarda l’utilizzo di 1L4, si nota come il rateo di convergenza risulti
molto più lento rispetto al caso 1L9 e di 1L16. Una soluzione, potrebbe essere
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No. Elementi 1L4 2× 1L4 1× 2L4 2× 2L4
uz × 105 [m], uzb × 105 = −1.333 [m]
B4

1 -1.080 -1.118 -1.173 -1.199
2 -1.101 -1.144 -1.208 -1.237
3 -1.108 -1.153 -1.219 -1.249
4 -1.111 -1.156 -1.225 -1.255
5 -1.112 -1.158 -1.228 -1.259
10 -1.115 -1.161 -1.233 -1.264
20 -1.115 -1.161 -1.234 -1.266
40 -1.115 -1.161 -1.235 -1.266

Tabella 5.8: Valori di uz per differenti combinazioni di elementi L4. Caso L/h = 10

quella di introdurre più di un elemento a discretizzare la sezione. Nelle tabelle 5.7
e 5.8 sono mostrati i miglioramenti ottenuti nel comportamento a convergenza delle
soluzioni numeriche, andando ad introdurre 2L4 in direzione x, 2L4 in direzione
z e infine 2L4 in entrambe le direzioni. Si può osservare come un raffinamento
della mesh lungo la coordinata verticale della sezione risulti maggiormente efficace
rispetto a quello lungo la direzione orizzontale. Rispetto a queste due tipologie di
distribuzione degli elementi L4, utilizzare 2 × 2L4 evidenzia una maggiore efficace
nel portare a convergenza la soluzione numerica, a dimostrazione del fatto gioca un
ruolo importante il numero di elementi coinvolti e non solo il modo in cui essi sono
distribuiti.

5.1.2 Trave Monostrato in Materiale Ortotropo

Si consideri una trave incastrata in materiale ortotropo, alla quale è applicato un
carico concentrato al centro della sezione nell’estremo libero lungo la direzione z
e di intensità è di −1 N . In figura 5.4 viene mostrata la geometria della sezione
trasversale, dove b vale 0.2 m mentre lo spessore h vale 0.01 m. La lunghezza L
della trave è di 2 m. Le caratteristiche del materiale sono le seguenti: il modulo
di Young lungo la direzione tangenziale, EL, vale 20 GPa, mentre quelli lungo le
direzioni trasversali sono uguali a 10 GPa. Il coefficiente di Poisson, ν, vale 0.25 ed
è lo stesso in tutte le direzioni. Il modulo di rigidezza a taglio, G, vale 5 GPa ed è
lo stesso in tutte e tre le direzioni. Le analisi sono state condotte discretizzando la
trave lungo la direzione longitudinale mediante 20 elementi B4 (e tale è da intendersi
la mesh strutturale adottata se non diversamente indicato), dal momento che nelle
sezioni precedenti si è dimostrato come questo tipo di discretizzazione abbia fornito
ottimi risultati a convergenza.
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Figura 5.4: Sezione trasversale trave single-layer in materiale ortotropo

In tabella 5.9 sono riportati, per le diverse teorie, i valori di massimo spostamen-
to trasversale uz nell’estremo libero, in corrispondenza del punto di applicazione
del carico. Si può notare come, in generale, i modelli classici forniscano soluzioni

uz × 10−3 m u∗z × 10−3 m DOFs
EBBT -8.000 -7.999 183
TBT -8.000 -7.999 183
N=1 -8.000 -8.000 549
N=2 -7.889 -7.889 1098
N=3 -7.960 -7.959 1830
N=4 -7.963 -7.963 2745
1 L4 -7.336 -7.336 732
1 L9 -7.960 -7.959 1647

2× 2 L9 -7.961 -7.960 4575

Tabella 5.9: Spostamento trasversale del centro della sezione a y = L con e senza
correzione del locking. 20B4

caratterizzate da una minore rigidezza. Inoltre, lo spostamento calcolato con EBBT
e TBT è lo stesso determinato con il modello di espansione di Taylor lineare. Si
può quindi concludere che il contributo della deformazione a taglio introdotto dal
modello N = 1 e della componente lineare di spostamento nel piano risulta essere
trascurabile in questo caso. La sezione si mantiene quindi rigida nel suo piano. Con
u∗z si considerano i risultati calcolati senza alcuna correzione del locking, la quale
invece è stata applicata per il calcolo della uz. Si può notare come l’effetto di tale
correzione non sia stato determinante nel calcolo dello spostamento trasversale, in
accordo con quanto visto in tabella 5.3 dove è stato messo in luce come l’utilizzo
di elementi a quattro nodi consenta di arginare questo tipo di instabilità numeri-
ca. Si può inoltre osservare come i modelli polinomiali di tipo Taylor abbiano un
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andamento a convergenza più lento rispetto a quelli di Lagrange. In particolare, si
nota come la soluzione a convergenza sia ottenibile sfruttando un solo elemento L9,
col vantaggio però di avere un costo computazionale inferiore rispetto a polinomi
di Taylor di ordine elevato, come mostrato nella terza colonna in cui sono ripor-
tati i DOFs coinvolti nel calcolo. Questo aspetto risulta essere molto vantaggioso,
in quanto è possibile ottenere una descrizione del comportamento lungo la sezione
trasversale decisamente più preciso senza la necessità di ricorrere, in generale, ad
analisi computazionalmente più dispendiose. Inoltre, il raffinamento ottenuto uti-
lizzando la combinazione 2× 2L9 ha confermato la convergenza della soluzione. Le
potenzialità di questi modelli risultano quindi particolarmente evidenti. Ad ogni
modo, in merito alla valutazione degli spostamenti, sia modelli TE di ordine elevato
che modelli LE, o combinazioni di essi, forniscono risultati accurati

5.1.3 Trave a tre strati Cross-ply 0/90/0 in Materiale Or-
totropo

Si considera una trave a tre strati, incastrata all’estremo in y = 0 e alla quale
è applicato un carico lungo l’asse z nel centro della sezione all’estremo libero e
di intensità pari a −1 · 10−3 N . In figura 5.5 viene mostrata la geometria della
sezione trasversale del singolo strato, dove b vale 0.1 m mentre lo spessore hk vale
0.001 m (k = 1,2,3), quindi lo spessore totale della sezione trasversale risulta essere
h = 0.003 m. La laminazione degli strati è 0/90/0. La lunghezza L della trave è di
2 m. Il materiale di ogni singolo strato è ortotropo, con le seguenti caratteristiche:

x

z

yh

b

Figura 5.5: Sezione trasversale del k-esimo strato del cross-ply

il modulo di Young nella direzione dell’asse longitudinale è EL = 40 GPa, quelli
invece nelle direzioni trasversali valgono 4 GPa. Il coefficiente di Poisson ν vale 0.25
ed è lo stesso per tutte le direzioni. Anche il modulo di rigidezza a taglio, G, è lo
stesso in tutte e tre le direzioni e il suo valore è di 1 GPa. Analisi relative al caso
di studio scelto sono riportate in [93].

In tabella 5.10, vengono riportati i risultati in termini di spostamento trasver-
sale nel punto di carico per le diverse teorie considerate, in presenza o meno della
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correzione del Poisson locking. In particolare, si indica con u∗z lo spostamento tra-
sversale calcolato senza la correzione. Nella terza colonna sono riportati i gradi di
libertà coinvolti nel calcolo, in modo da fornire un’indicazione in merito al costo
computazionale dell’analisi. Anche per il multi-strato cross ply valgono le conside-

uz × 10−4 m u∗z × 10−4 m DOFs
EBBT -3.065 -3.065 183
TBT -3.065 -3.065 183
N=1 -3.065 -3.065 549
N=2 -3.057 -3.057 1098
N=3 -3.059 -3.059 1830
N=4 -3.060 -3.060 2745

1× 3 L4 -3.043 -3.043 1464
1× 3 L9 -3.061 -3.060 3843
2× 3 L9 -3.060 -3.060 6405

Tabella 5.10: Spostamento trasversale del centro della sezione a y = L. 20B4

razioni fatte per la trave monostrato in merito agli spostamenti trasversali calcolati
in corrispondenza del punto di applicazione del carico e all’efficacia della correzione
per lo shear locking. Si può osservare infatti come l’utilizzo di modelli di ordine
elevato risulti necessario per ottenere la convergenza della soluzione numerica e che
l’integrazione selettiva per correggere lo shear locking non sia stata determinante
nel calcolo della soluzione. Inoltre, si osserva come la convergenza nel caso dei mo-
delli LE risulti essere molto più rapida pur essendo, in questo caso, maggiormente
dispendiosa.

In figura 5.6 viene riportata la distribuzione degli stress lungo lo spessore della
trave, rispettivamente la σyy nella sezione di incastro in figura 5.6a e la σyz a x = 0
nella sezione intermedia in figura 5.6b. La variazione della tensione normale σyy
lungo lo spessore è ben descritta da tutte le teorie, in quanto si riesce in tutti i casi
a cogliere la differente laminazione dei tre strati e l’effetto che essa ne comporta sulla
distribuzione. In questo caso non si riesce quindi a cogliere il beneficio rilevante da
teorie di ordine elevato e, per poterlo fare, è possibile riferirsi ai risultati riportati in
tabella 5.10. A differenza della trave a singolo strato analizzata in precedenza, nel
caso del cross-ply risulta ora molto più chiaro quanto meglio si prestino i modelli
strutturali che sfruttando elementi di Lagrange all’analisi delle sezioni non omogenee
e, più in generale, l’importanza dell’utilizzo di modelli di ordine più elevato al cre-
scere della complessità del problema in esame. Infatti, quanto affermato per la σyy,
non lo si può dire per la distribuzione degli stress di taglio. Ponendo l’attenzione
sulla figura 5.6b, si osserva come i modelli ottenuti sfruttando polinomi di Taylor,
benché di ordine elevato, non riescano in alcun modo a descrivere in maniera cor-
retta la variazione della σyz lungo i tre strati e, nello specifico, si può notare come
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Figura 5.6: Distribuzione degli stress lungo lo spessore per differenti modelli
strutturali. Trave a tre strati cross ply 0/90/0 soggetta a carico concentrato. 20B4

la laminazione del cross-ply non viene minimamente colta dal modello e la sezione
viene vista come un monostrato. Al contrario, i modelli LE, riescono ad evidenzia-
re correttamente il comportamento della tensione di taglio nello strato intermedio
ma si osserva come sia comunque necessario usare elementi L9, o una combinazione
di essi, e L16 per riuscire meglio a coglierne l’intera distribuzione lungo tutto lo
spessore della trave. La ragione di questo interessante aspetto è da ricercarsi nel
differente approccio alla modellizzazione della sezione trasversale cioè l’Equivalent
Single Layer, adottato dai modelli di tipo Taylor, e il Layer Wise per modelli di
Lagrange. In quest’ultimo caso, in particolare, ogni singolo layer che costituisce il
cross-ply riesce a conservare le sue proprietà e la descrizione del comportamento
della sezione risulta di conseguenza più accurata. Si rimanda alla sezione 2.8 la
descrizione dei differenti approcci adottati e al lavoro di Carrera e Petrolo [93] per

68



5.1 – Analisi statiche

consultare maggiori dettagli in merito all’applicazione che ne viene fatta a struttu-
re laminate. Si può quindi concludere come le considerazioni fatte in merito alla
valutazione degli spostamenti non siano allo stesso modo valide per la valutazione
della distribuzione degli stress, dal momento che in questo caso sono necessari mo-
delli strutturali dedicati per consentirne una corretta predizione quando si vogliono
esaminare strutture a sezione non omogenea.

5.1.4 Cassone a due correnti e pannello
Si vogliono ora estendere le analisi statiche fin qui effettuate ad una tipica struttura
di impiego aerospaziale. Si tratta del cassone alare costituito da due correnti e un
pannello, del quale la sezione trasversale è rappresentata in figura 5.7 e la cui impor-
tanza risiede nel fatto che esso possa essere impiegato per modellare il longherone.
L’altezza del cassone vale h = 1 m e il rapporto L/h è uguale a 3. I correnti sono a
sezione quadrata e di area As = 0.9× 10−3 m2, mentre lo spessore del pannello vale
t = 1× 10−3. In y = 0 al longherone è applicato il vincolo di incastro. La trave è in

As

h

t

xy

z

Figura 5.7: Sezione del cassone a due correnti e un pannello

materiale isotropo, le cui caratteristiche sono le seguenti: E = 75 GPa, ν = 0.33,
ρ = 2700 kg/m3. Nel centro della sezione intermedia è applicato un carico puntuale
di intensità Pz0 = 1000 N . Lungo la direzione assiale la struttura è stata modellata
mediante 10 elementi B4.

In tabella 5.11 sono riportati i risultati ottenuti, per differenti teorie, in termi-
ni di spostamento trasversale nel punto di applicazione del carico. I risultati sono
stati confrontanti conducendo l’analisi mediante le teorie classiche, differenti ordini
di espansione per modelli Taylor-like e per ultima una combinazione di 8 elementi
L9 sfruttando l’approccio Component Wise. Si nota che, per questa tipologia di
struttura, è necessario modellare la sezione trasversale almeno mediante polinomi di
Taylor cubici, ottenendo però una più precisa convergenza per ordini di espansione
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uz × 105 [m] DOFs
EBBM 3.0460 93
N=1 4.9857 279
N=2 4.8475 558
N=3 7.3119 930
N=4 7.2941 1395
N=5 7.6839 1953
N=7 7.7932 3348
N=10 7.8383 6138
8L9 8.0449 4743

Tabella 5.11: Effetto dei differenti ordini di espansione sullo spostamento trasversale
nel punto di applicazione del carico. Cassone a due correnti e pannello soggetto a
carico concentrato Pz0 = 1000 N

più elevati. Inoltre, l’aspetto forse più interessante, consiste nel fatto che l’approccio
CW permette di ottenere uno spostamento trasversale molto prossimo a quello rica-
vato per polinomi di Taylor di ordine 10, coinvolgendo nel calcolo più di un migliaio
di gradi di libertà in meno e rappresentando quindi un ottimo compromesso tra
l’accuratezza del risultato ottenuto e il costo computazionale dell’analisi per questo
primo esempio di struttura rinforzata.

5.1.5 Cassone rettangolare
Dopo aver valutato la risposta statica del cassone costituito da due correnti e un
pannello, si estende l’analisi alla wingbox, la quale costituisce il modello del cassone
alare vero e proprio. In figura 5.8 viene riportata la sezione trasversale rettangolare
del cassone, le cui caratteristiche geometriche sono le seguenti: L = 3 m, b = 1 m,
h = 0.5 m. I pannelli hanno spessore t = 2× 10−3 m e l’are della sezione quadrata
dei correnti vale As = 1.6 × 10−3 m2. La trave è in alluminio, con le seguenti
caratteristiche meccaniche: E = 75 GPa, ν = 0.33 e ρ = 2700 kg/m3. La trave è
incastrata nella sezione a y = 0. Una mesh strutturale di 10 elementi B4 è stata
utilizzata per modellare la trave lungo la direzione assiale y. Al tip e nel centro del
corrente numero 1 è applicato un carico concentrato di intensità Pz = 10000 N .

In tabella 5.12 sono riportati i risultati ottenuti, in termini di spostamento tra-
sversale uz del punto di carico, per differenti teorie. Come si può osservare dai
risultati proposti, modellando il campo di spostamenti lungo la sezione trasversale
del cassone mediante teorie classiche o polinomi di Taylor di ordine non è elevato,
non è possibile ottenere una risposta statica accurata. In particolare, si nota come
la teoria classica di Eulero-Bernoulli e ordini di espansione fino a N = 5 forniscano
risultati al massimo inferiori del 50% rispetto allo spostamento calcolato da modelli
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Figura 5.8: Sezione del cassone a quattro correnti e quattro pannelli

di ordine superiore. Solamente con valori di N maggiori o uguali a 10 è invece possi-
bile ottenere un valore di uz accurato. Tuttavia, mediante combinazioni di elementi
L9 si riesce ad ottenere rapidamente la convergenza della risposta statica. In parti-
colare, mediante una combinazione di 8L9 si riesce ad ottenere lo stesso risultato, in
termini di spostamento trasversale del punto di carico, che si otterrebbe con modelli
Taylor-like di ordine elevato, coinvolgendo però nel calcolo un numero molto inferio-
re di gradi di libertà. L’accuratezza del risultato ottenuto e il notevole risparmio di
risorse computazionali, porta perciò a scegliere di adottare come modello strutturale
per la valutazione della risposta dinamica in termini di spostamento trasversale (che
verrà valutata nelle sezioni successive) mediante una discretizzazione di 8 elementi
L9.

uz [m] DOFs
EBBM 0.0021 93
N=1 0.0023 279
N=2 0.0023 558
N=3 0.0028 930
N=4 0.0030 1395
N=5 0.0033 1953
N=7 0.0051 3348
N=10 0.0060 6138
N=12 0.0061 8463
8L9 0.0061 5952
32L9 0.0062 18600
52L9 0.0062 27342

Tabella 5.12: Effetto dei differenti ordini di espansione sullo spostamento trasver-
sale nel punto di applicazione del carico. Cassone rettangolare soggetto a carico
concentrato applicato nel centro del corrente 1
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Figura 5.9: Distribuzione degli stress lungo lo spessore per differenti modelli. Cas-
sone rettangolare soggetto a carico concentrato applicato nel centro del corrente
1

Discorso differente viene invece fatto per la valutazione degli stress. Infatti, ri-
spetto ai modelli strutturali analizzati in precedenza, la complessità geometrica del
cassone necessità di un modello maggiormente raffinato per poter valutare al meglio
la distribuzione degli sforzi. Nella figura 5.9 sono riportate le distribuzione degli
stress σyy e σyz lungo lo spessore della trave in due sezioni caratteristiche, ovvero
nella sezione di incastro e in quella intermedia rispettivamente. I valori ottenuti
sono stati ricavati per mezzo di teorie di ordine elevato, basandosi sui risultati ri-
portati in termini di uz, mostrati in tabella 5.12, e che sono stati precedentemente
commentati. Come si può notare, una corretta distribuzione degli sforzi la si ot-
tiene principalmente mediante combinazioni di elementi L9, le quali sfruttano la
metodologia CW. Ciò lo si può particolarmente notare nella distribuzione della σyz
lungo lo spessore, riportata in figura 5.9b. Per questa ragione, nel seguito l’analisi
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della risposta dinamica degli stress sarà condotta mediante una mesh strutturale di
52L9, accettando un carico computazionale molto elevato per non dover rinuncia-
re in un’accurata descrizione della distribuzione degli sforzi per questa tipologia di
struttura.

5.2 Analisi dinamica applicata a strutture solide
e in parete sottile

Le analisi successive saranno dedicate alla valutazione della risposta nel tempo di
strutture metalliche tipiche degli impieghi aerospaziali quando soggette a carichi
inerziali. In questa sezione, in particolare, l’attenzione sarà rivolta all’applicazio-
ne del metodo di superimposizione modale e allo schema di integrazione diretto di
Newmark. Le diverse strutture che saranno analizzate sono state modellate appli-
cando l’approccio Component-Wise (CW), basato formulazione CUF, e che consente
di modellare strutture a più componenti sfruttando, per ciascuno di essi, lo stesso
elemento finito di ordine superiore. L’aspetto importante di questo approccio, co-
me descritto in sezione 2.9, è l’imposizione della continuità degli spostamenti per la
realizzazione dell’accoppiamento dei singoli componenti, in modo così da non dover
introdurre alcun espediente matematico. Così facendo, si ottiene una distribuzione
degli sforzi coerente per l’intera struttura.

Le analisi riportate saranno caratterizzate da un livello di complessità crescente
in termini non solo di geometria, ma anche che di risorse computazionali impiega-
te. Nello specifico, si incomincerà con strutture classiche, cioè una trave a sezione
compatta e una in parete sottile. Ad esse faranno seguito le analisi di strutture
tipiche delle applicazioni aerospaziali, ovvero il pannello rinforzato da due correnti
e la wingbox. Per questi casi verrà valutata la risposta nel tempo a seguito del-
l’applicazione di carichi dinamici di tipo sinusoidale. Per concludere, si andrà ad
analizzare la risposta dinamica di un’ala completa soggetta ad un carico di raffica.

Scopo di quest’ultima sezione sarà, oltre che mostrare l’efficacia dell’approccio
CW, andare ad analizzare le differenze tra i metodi risolutivi proposti per la valu-
tazione della risposta dinamica delle strutture analizzate. Per tutte le simulazione
effettuate è stato trascurato lo smorzamento all’interno del problema dinamico.

5.2.1 Trave a sezione quadrata e compatta soggetta a carico
sinusoidale

Si consideri una trave semplicemente appoggiata, a sezione compatta e quadrata
osservabile in figura 5.10. La lunghezza dei lati, della sezione è di 0.1 m, mentre
il rapporto L/h vale 100. La trave è in materiale isotropo, caratterizzata da un
modulo di young E = 75 GPa, un coefficiente di Poisson ν = 0.33 e da una densità
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ρ = 2700 kg/m3. Lungo la direzione assiale y, la trave è stata modellata per mezzo

x

z

h = a

a

y

Figura 5.10: Sezione quadrata della trave

di 10 elementi B4. Sulla trave agisce un carico sinusoidale, applicato al centro della
sezione all’estremo libero, e esprimibile nel seguente modo:

Pz(t) = Pz0 sin(ωt)
dove l’ampiezza del carico vale Pz0 = −1000 N mentre la frequenza angolare ω =
7 rad/s.

Per quanto riguarda il modello strutturale adottato, si faccia riferimento alla
tabella 5.13. In essa i risultati sono riportati, per diverse teorie strutturali, in termi-
ni di massimo valore dello spostamento trasversale, uzmax , valutato nel centro della
sezione a y = L/2 e calcolato mediante il metodo di Newmark sull’intervallo tempo-
rale [0,8] s. Per l’analisi sono stati considerati 2000 step temporali, corrispondenti
ad un ∆t = 0.004 s, che in [82] gli autori, a seguito di una opportuna un’analisi di
convergenza nella quale viene mostrata la dipendenza dei risultati dalla scelta del
time-step, hanno dimostrato fornisca una risposta nel tempo in ottimo accordo con
quella valutata per via analitica. Ciò che però interessa mettere in evidenza è l’ef-
fetto dei differenti modelli utilizzati. Si può osservare come, per il caso considerato,
i risultati forniti da modelli ad elevato ordine di espansione siano in ottimo accordo
con quelli ricavati mediante la teoria classica di Eulero-Bernoulli, dal momento che
incrementi dell’ordine N non comportano differenze significative. In conclusione,
per la descrizione del comportamento di travi snelle a sezione compatta e soggetta
a soli carichi di flessione, la teoria classica si dimostra un modello sufficientemente
affidabile. A dimostrazione di ciò, si può osservare la risposta in funzione del tempo,
riportata in figura 5.11.

Dopo aver messo in evidenza la risposta nel tempo al variare delle differenti
teorie, si procede ora con l’analisi di convergenza vera e propria, volta alla determi-
nazione del corretto ∆t per il metodo di Newmark, così come del numero di modi
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uzmax [m] DOFs
EBBM 0.06078 93
N=3 0.06061 930
N=7 0.06061 3348

Tabella 5.13: Effetto dei differenti ordini di espansione sul massimo spostamento
trasversale nel centro della sezione intermedia a t = 7.928 s per una trave a sezione
quadrata soggetta a carico sinusoidale. Metodo di Newmark (∆t = 0.004 s)
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Figura 5.11: Spostamento trasversale in funzione del tempo valutato nel centro della
sezione intermedia per differenti teorie. Trave a sezione quadrata soggetta a carico
sinusoidale. Metodo di Newmark (∆t = 0.004 s)

opportuno nell’ambito della sovrapposizione modale. Essa è stata condotta utiliz-
zando un’espansione mediante polinomi di Taylor cubici lungo la sezione trasversale,
per la quale è stato appena dimostrato come rappresenti un ottimo compromesso tra
le teorie classiche e quelle di ordine più elevato. I risultati ricavati sono osservabili
in figura 5.12.

Per prima, in figura 5.12a, si mostra l’analisi a convergenza effettuata allo scopo
di confrontare le risposte nel tempo per differenti valori di ∆t, includendo a quelli
analizzati in [82] altri valori del time-step. Il primo aspetto che risulta immedia-
tamente riscontrabile è che la scelta di un time-step elevato, come ∆t = 0.08 s,
corrispondente a 100 step del metodo di Newmark, non fornisca risultati numerici
soddisfacenti se confrontati con quelli ottenuti mediante ∆t sempre più piccoli o,
analogamente, con un numero crescente di time-step. Ma osservando con maggio-
re attenzione l’andamento in corrispondenza dei picchi, si può notare come anche
adottando più del doppio dei time-step precedenti (∆t = 0.032 s corrisponde a 250
time-step), non sia possibile ottenere una convergenza dei risultati, la quale invece
si ottiene per ∆t = 0.008 s, ovvero per 1000 time-step. Infatti si può notare come i
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Figura 5.12: Spostamento trasversale in funzione del tempo valutato nel centro della
sezione intermedia. Trave a sezione quadrata soggetta a carico sinusoidale. N=3

risultati ottenuti siano in ottimo accordo con quelli ricavati per ∆t = 0.004 s, dimo-
strando come 1000 step temporali in meno siano comunque sufficienti ad ottenere
la convergenza della soluzione, con conseguente risparmio di risorse computazionali.
A questo punto, la valutazione dello spostamento trasversale in funzione del tempo
e nel centro della sezione intermedia viene effettuata utilizzando il metodo mode
superposition. In figura 5.12b viene mostrata l’analisi di convergenza del numero
di modi, così da poter valutare quanti di essi sono necessari per una corretta ana-
lisi. Per prima cosa si può notare come, a differenza del metodo di Newmark, con
la sovrapposizione modale l’andamento a convergenza risulti essere molto più ra-
pido. Inoltre, per questo tipo di analisi, si osserva come con solamente 3 modi si
giunga alla completa convergenza dei risultati della simulazione. Infine, nella figu-
ra 5.12c, viene mostrato il confronto tra i due metodi proposti. Si può osservare
come entrambe le metodologie risultino equivalentemente efficaci nella valutazione
della risposta temporale in termini di spostamento trasversale. Bisogna però porre
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l’attenzione su un ulteriore aspetto. Dal momento che solo 3 modi sono necessari
per ottenere un’accurata risposta nel tempo, per questa tipologia di analisi risulta
preferibile adottare la sovrapposizione modale, a seguito dell’evidente risparmio di
risorse computazionali che consente di ottenere.

Il passo successivo consiste nella valutazione degli stress. In maniera del tutto
analoga a quanto fatto per lo spostamento trasversale, viene ripetuta l’analisi di
convergenza per il ∆t di Newmark e per il numero di modi, andando a valutare
la time-history dello stress in direzione normale, σyy, e di quello di taglio, σyz. I
risultati ottenuti possono essere dunque visionati nelle figure 5.13 e 5.14.
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Figura 5.13: Stress nella direzione normale in funzione del tempo valutato ad un
quarto della trave (x = 0 m, z = 0.05 m). Trave a sezione quadrata soggetta a
carico sinusoidale. L16

Nelle figure 5.13a e 5.14a viene mostrata l’analisi di convergenza sul ∆t per
la valutazione della distribuzione degli stress in funzione del tempo, mentre nelle
figure 5.13b e 5.14b si può valutare la convergenza del numero di modi. Infine, nelle
figure 5.13c e 5.14c si riporta il confronto tra i due metodi risolutivi, sfruttando
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Figura 5.14: Stress di taglio valutato ad un quarto della trave (x = 0 m, z = 0 m).
Trave a sezione quadrata soggetta a carico sinusoidale. L16

un ∆t = 0.008 s per Newmark (quindi 1000 step temporali), e 10 modi per la
sovrapposizione modale, in accordo con le analisi di convergenza effettuate. Anche
per la valutazione degli stress, la sovrapposizione modale consente una convergenza
più rapida dei risultati, essendo necessarie poche forme modali se confrontate con
il numero di time-step necessari per il metodo di Newmark. La sovrapposizione
modale consente quindi di ottenere un importante risparmio di risorse di calcolo per
questa tipologia di analisi, il che rappresenterà un vantaggio quando si andranno a
valutare le risposte dinamiche di strutture più complesse.

A differenza di quanto fatto per la valutazione della risposta dinamica in ter-
mini di spostamento trasversale, per le analisi condotte sugli stress è stato scelto
di modellare il campo di spostamenti lungo la sezione trasversale della trave me-
diante dei polinomi di Lagrange cubici (L16). Tale scelta viene giustificata dalla
valutazione della distribuzione degli stress lungo lo spessore della trave (valutata
in corrispondenza del picco raggiunto dagli stress nel corso della loro evoluzione
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nel tempo, ovvero a t = 7.92 s, determinato mediante la sovrapposizione modale,
in virtù delle considerazioni precedenti), la quale è stata quindi confrontata con i
risultati ottenuti mediante differenti modelli per il campo di spostamenti lungo la
sezione trasversale, utilizzando cioè sia polinomi di Taylor che altre combinazioni
di elementi Lagrangiani. I risultati ottenuti sono mostrati nella figura 5.15. Come
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Figura 5.15: Distribuzione degli stress lungo lo spessore nel centro della sezione ad
un quarto della trave a t = 7.92 s. Trave a sezione quadrata soggetta a carico
sinusoidale. Mode superposition method (10 modi)

si può notare, se è possibile valutare la distribuzione della σyy lungo lo spessore
mediante modelli di ordine non eccessivamente elevato, ciò non è possibile per valu-
tare correttamente la distribuzione dello sforzo di taglio trasversale, la cui corretta
valutazione è possibile solamente mediante modelli di ordine più elevato. In questo
modo, è possibile concludere che l’aver modellato la sezione trasversale della trave
mediante un’approssimazione polinomiale cubica del tipo L16 sia stata una scelta
coerente.

5.2.2 Trave a sezione rettangolare in parete sottile soggetta
a carico sinusoidale

Il secondo caso analizzato consiste nella risposta dinamica di una trave incastrata a
sezione rettangolare in parete sottile, figura 5.16. Il lato amisura 1m, la trave ha una
lunghezza pari a L = 10 m, il rapporto L/h vale 10 e lo spessore è t = 0.005 m. La
trave è in materiale isotropo, caratterizzato dalle seguenti proprietà: E = 69 GPa,
ν = 0.33, ρ = 2700 kg/m3. Il carico a cui la trave è soggetta è di tipo sinusoidale,
di ampiezza Pz0 = −10000 N e frequenza angolare ω = 30 rad/s. Il punto di
applicazione corrisponde al punto 1, indicato in figura 5.16, a y = L/4. La trave è
stata modellata mediante 10 elementi B4 lungo la direzione assiale.
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Figura 5.16: Sezione rettangolare in parete sottile

Come illustrato in [46], questa tipologia di trave manifesta deformazioni lungo
la sezione trasversale. Infatti, in [82] gli autori, conducendo un’analisi statica pre-
liminare, mettono in evidenza come questo modello strutturale non sia consistente
con le ipotesi cinematiche su cui si basano le teorie della trave classiche, mediante
le quali si ottengono risultati non sufficientemente accurati. Al contrario, per poter
ottenere lo stato di deformazione reale della sezione, sono necessarie teorie di ordine
elevato, ovvero modelli di espansione di tipo Taylor di ordine almeno N = 10.

L’analisi dinamica è stata condotta lungo l’intervallo temporale [0,1.5] s. In ta-
bella 5.14 sono riportati i risultati in termini di massimo spostamento trasversale
nel punto di carico, per differenti teorie, utilizzando ∆t = 0.00075 s (corrispondente
a 2000 time-step) con il quale si ha convergenza dei risultati, come mostrato in [82].
In figura 5.17 viene mostrata invece la risposta nel tempo in termini di spostamento

uzmax [m] DOFs
EBBM 0.02311 93
N=4 0.02194 1395
N=7 0.04423 3348
N=10 0.05957 6138
10L9 0.05724 5580

Tabella 5.14: Effetto dei differenti ordini di espansione sul massimo spostamento
nel punto 1 di applicazione del carico a t = 1.413 s. Trave a sezione rettangolare in
parete sottile soggetta a carico sinusoidale. Metodo di Newmark (∆t = 0.00075 s)

trasversale nel punto di applicazione del carico. Accanto ai risultati ottenuti tramite
il modello cinematico di Eulero-Bernoulli e mediante differenti valori dell’ordine di
espansione dei polinomi di Taylor, vengono proposti anche quelli ricavati mediante
una discretizzazione della sezione trasversale con 10 elementi L9, sfruttando l’ap-
proccio CW. Come si può notare, teorie di ordine non elevato forniscono risultati
similari. All’aumentare dell’ordine di espansione dei polinomi di Taylor si osserva
invece sia un importante aumento del valore di picco, sia una sostanziale modifi-
ca dell’andamento di uz in funzione del tempo. Tuttavia, si può osservare come
l’utilizzo di un modello basato su polinomi di Lagrange quadratici e dell’approccio
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Figura 5.17: Spostamento trasversale in funzione del tempo valutato nel punto 1 di
applicazione carico. Trave a sezione rettangolare in parete sottile soggetta a carico
sinusoidale. Metodo di Newmark (∆t = 0.00075 s)

CW consenta di ottenere una migliore aderenza con i risultati ricavati per N = 10,
sia in termini di valori massimi che di andamento dello spostamento trasversale nel
tempo. Tale aspetto consente quindi di validare questo modello, in modo da poter
ottenere inoltre un non trascurabile guadagno ne costo computazionale delle simu-
lazioni. Per questo motivo le analisi di convergenza successive sono state condotte
sfruttando una discretizzazione di 10L9 lungo la sezione trasversale e l’approccio
CW.

Una volta che è stato validato il modello strutturale, si procede con l’analisi
di convergenza per il ∆t del metodo di Newmark e per il numero di modi. Nella
figura 5.18 viene riportata l’analisi di convergenza per lo spostamento trasversale in
funzione tempo, nel punto di applicazione del carico. In figura 5.18a viene mostrata
l’analisi di convergenza sul time-step per il metodo di Newmark. Come si può
osservare, il valore appropriato di ∆t risulta essere ∆t = 0.003 s, corrispondente a
500 step temporali. Lo spostamento trasversale in funzione del tempo, nel punto di
applicazione del carico, al variare del numero di modi è invece mostrato in figura
5.18b. Come si può notare, 35 modi sono sufficienti per ottenere la convergenza dei
risultati. Infine, nella figura 5.18c, viene riportato il confronto tra i due metodi.
Anche per questo modello strutturale si può osservare come i due metodi forniscano
risposte nel tempo similari e risultino perciò essere entrambi opportuni per condurre
l’analisi dinamica della trave in esame. Analogamente al caso precedente, si può
inoltre osservare come la sovrapposizione modale consenta una valutazione molto
precisa dello spostamento trasversale con un numero di modi inferiori rispetto agli
step temporali necessari al metodo di Newmark.

Come per il caso precedente, l’analisi prosegue con la valutazione degli stress.
Nelle figure 5.19 e 5.20 viene mostrato lo studio sulla convergenza per il ∆t nel
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Figura 5.18: Spostamento trasversale in funzione del tempo valutato nel punto 1
di applicazione del carico. Trave a sezione rettangolare in parete sottile soggetta a
carico sinusoidale. 10L9

metodo di Newmark e per il numero di modi per la sovrapposizione modale, con
relativo confronto tra i due metodi, per la valutazione degli stress σyy e σyz rispetto
al tempo nella sezione intermedia a x = 0.495 m, z = 0.0495 m e a x = 0.495 m,
z = 0 m rispettivamente. Come si può osservare dalle figure 5.19a e 5.20a il ∆t
necessario per ottenere la convergenza degli stress è ∆t = 0.003 s, corrispondente
a 1000 step temporali. Per quanto riguarda la sovrapposizione modale, dalle figure
5.19b e 5.20b si osserva come almeno 100 modi siano necessari per ottenere risultati
convergenti. Le figure 5.19c e 5.20c mostrano che le scelta del ∆t e del numero di
modi derivanti dall’analisi di convergenza consenta di validare i due metodi per l’a-
nalisi della risposta nel tempo degli stress per questa tipologia di struttura. Aspetto
interessante che vale la pena di sottolineare è che, per questa configurazione struttu-
rale, l’analisi di convergenza degli sforzi abbia mostrato la necessità di utilizzare una
discretizzazione temporale più fine così come un numero maggiore di modi, rispetto
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Figura 5.19: Stress nella direzione normale in funzione del tempo valutato nella
sezione intermedia (x = 0.495 m, z = 0.0495 m). Trave a sezione rettangolare in
parete sottile soggetta a carico sinusoidale. 10L9

L’analisi si conclude mostrando la distribuzione degli stress lungo lo spessore,
figura 5.21, ottenute utilizzando differenti modelli strutturali, adottando la sovrap-
posizione modale (utilizzando i 100 modi per quali si ottiene la convergenza) una
volta definito l’istante temporale in cui l’evoluzione degli stress nel tempo presenta
un massimo. Il confronto è stato fatto tra modelli polinomiali di tipo Taylor di
ordine differente e una mesh di 10L9 che sfrutta la metodologia CW. Come si può
osservare, teorie di ordine non elevato non consentono una corretta valutazione della
distribuzione degli stress lungo lo spessore. Tuttavia, l’utilizzo di una discretizzazio-
ne mediante 10L9 e dell’approccio CW ha permesso di ottenere valori compatibili
con quelli calcolati mediante l’utilizzo modelli polinomiali di tipo Taylor di ordine
N = 10, oltre che una distribuzione degli stress lungo la sezione trasversale più
consistente con il modello strutturale analizzato. Il tutto con un non trascurabile
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Figura 5.20: Stress taglio in funzione del tempo valutato nella sezione intermedia
(x = 0.495 m, z = 0 m). Trave a sezione rettangolare in parete sottile soggetta a
carico sinusoidale. 10L9

risparmio di risorse di calcolo che a maggior ragione consente di validare il modello
utilizzato nel corso delle analisi appena descritte.

5.2.3 Cassone a due correnti e pannello soggetto a carico
sinusoidale

Si consideri nuovamente il cassone a due correnti e pannello riportato in figura
5.7. La geometria, le caratteristiche del materiale, le condizioni di vincolo e la
mesh strutturale sono le stesse adottate per l’analisi statica in sezione 5.1.4. Per la
valutazione della risposta dinamica, viene applicato sul longherone, nel centro della
sezione intermedia, un carico sinusoidale di ampiezza Pz0 = 1000 N e frequenza
angolare ω = 7 rad/s. La risposta è stata valutata lungo l’intervallo temporale
[0,4] s.
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Figura 5.21: Distribuzione degli stress lungo lo spessore nella sezione intermedia in
x = 0.495 m a t = 1.299 s. Trave a sezione rettangolare in parete sottile soggetta a
carico sinusoidale. Mode superposition method (100 modi)

uzmax × 105 [m]
EBBM 3.0371
N=1 5.2046
N=2 5.1974
N=3 7.9175
N=4 8.3710
N=5 8.9251
N=7 9.1399
N=10 9.3401
8L9 9.6566

Tabella 5.15: Effetto dei differenti ordini di espansione sul massimo spostamento
trasversale nel punto di applicazione del carico a t = 2.02 s. Cassone a due correnti
e pannello soggetto a carico sinusoidale. Metodo di Newmark (∆t = 0.002 s)

In tabella 5.15 sono stati riportati i risultati in termini di massimo spostamento
trasversale nel punto di applicazione del carico sinusoidale, calcolati con i modelli
CUF utilizzati per l’analisi statica. In figura 5.22 è mostrata invece la time-history
della uz lungo l’intervallo temporale esaminato. Per effettuare il confronto tra le
diverse teorie, si è deciso di utilizzare il metodo di Newmark con ∆t = 0.002 s (che
assicura la convergenza dei risultati, come mostrato in figura 5.23a). Così come
per le analisi statiche, anche per l’analisi dinamica l’applicazione di modelli L9 e
della metodologia CW mostra un ottimo accordo con i risultati calcolati mediante
espansioni di Taylor di ordine elevato, sia in termini di valori di picco che di an-
damento della risposta nel tempo. Riuscendo dunque a fornire risultati accurati e
con un notevole risparmio di risorse computazionali, la combinazione di elementi L9
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Figura 5.22: Spostamento trasversale in funzione del tempo valutato nel punto di ap-
plicazione carico. Cassone a due correnti e un pannello soggetto a carico sinusoidale.
Metodo di Newmark (∆t = 0.002 s)

che sfrutta l’approccio CW può considerarsi validata per le analisi di convergenza
successive.

A questo punto si procede con il confronto della risposta nel tempo, in termini
di spostamento trasversale uz nel centro della sezione mediana, per differenti valori
di time-step del metodo di Newmark e di numero di modi per la sovrapposizione
modale. Per quanto riguarda il metodo di Newmark, figura 5.23a, si può osservare
come, pur impiegando valori di time-step molto differenti fra loro, l’andamento a
convergenza risulti molto rapido e un passo di integrazione pari a ∆t = 0.02 s
(corrispondente a 200 time-step), risulta un valore più che sufficiente per garantire
la convergenza della risposta temporale. Nella figura 5.23b viene invece mostrato
l’effetto del numero di modi sullo spostamento trasversale in funzione del tempo.
In questo caso, 40 modi sono necessari per ottenere una piena convergenza della
risposta dinamica. Dal confronto tra i due metodi, riportato in figura 5.23c, si può
concludere che le scelte fatte, in termini di time-step e numero di modi da utilizzare,
permettano di ottenere un ottimo matching dei risultati ricavati coi due metodi.

Il passo successivo consiste nell’analisi a convergenza per il time-step e il numero
di modi per la distribuzione degli stress nel tempo. Per questa tipologia di analisi è
stata attivata la correzione MITC per il locking [94]. Nelle figure 5.24 e 5.25 sono
riportate le analisi di convergenza per il metodo di Newmark e la sovrapposizione
modale, con relativo confronto dei risultati ottenuti, per gli stress σyy e σyz in funzio-
ne del tempo, valutati rispettivamente nel corrente superiore alla sezione di incastro
e nel centro della sezione ad un quarto del longherone. Come mostrato nelle figure
5.24a e 5.25a, per questa tipologia di struttura si ha una convergenza molto rapida
della risposta degli stress nel tempo sfruttando il metodo di Newmark, come si può
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Figura 5.23: Spostamento trasversale valutato nel centro della sezione mediana.
Cassone con due correnti e un pannello soggetto a carico sinusoidale. L9

notare da un comportamento quasi indipendente dal passo temporale ∆t utilizza-
to. In definitiva, l’analisi ha permesso di determinare un ∆t = 0.02 s per la piena
convergenza degli stress. Nelle figure 5.24b e 5.25b è stato riportato l’effetto del nu-
mero di modi sull’andamento degli stress in funzione del tempo, calcolato mediante
la sovrapposizione modale. Come si osserva, la convergenza degli stress necessita un
numero di modi molto superiore rispetto a quelli necessari per ottenere la conver-
genza dello spostamento trasversale, dal momento che sono necessari ben 150 forme
modali. Inoltre, rispetto ai modelli strutturali precedentemente analizzati, per il
longherone è necessario un numero di modi superiore per far convergere l’andamen-
to degli stress nel tempo. Quindi, se per i casi precedenti la sovrapposizione modale
ha rappresentato un notevole risparmio di risorse computazionali rispetto al metodo
di Newmark, con l’aumentare della complessità della struttura da analizzare questo
guadagno si riduce considerevolmente. Per concludere, nelle figure 5.24c e 5.25c,
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Figura 5.24: Stress nella direzione normale valutato nel corrente superiore nella
sezione di incastro. Cassone con due correnti e pannello soggetto a carico sinusoidale.
L9

viene mostrato il confronto tra i due metodi analizzati. Appare chiaro come, indi-
pendente dal carico computazionale che queste metodologie risolutive comportano,
l’accuratezza dei risultati ottenuti risulta per entrambi molto elevata.

Per completezza, si conclude riportando l’analisi a convergenza della distribu-
zione degli stress lungo lo spessore della trave, confrontando tra i differenti modelli
strutturali che sono state utilizzati per valutare la risposta statica e dinamica del
longherone. Da quanto osservabile in figura 5.26, si può notare come teorie di ordine
non elevato forniscano risultati poco accurati. Infatti, osservando sia la distribuzio-
ne lungo lo spessore delle tensioni normali σyy in figura 5.26a sia quella relativa agli
sforzi di taglio riportati in figura 5.26b, solamente mediante modelli Taylor-like di
ordine elevato o con una combinazione di elementi L9 adottando la metodologia CW
è possibile ottenere una corretta distribuzione degli sforzi. A tal proposito, si può
infatti notare come solamente questi modelli riescano a prevedere correttamente il
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Figura 5.25: Stress di taglio valutato nel centro della sezione ad un quarto della
trave. Cassone con due correnti e pannello soggetto a carico sinusoidale. L9

contributo a flessione fornito dal pannello e le concentrazioni di tensione nei cor-
renti, come osservabile in figura 5.26a. Allo stesso modo, nella figura 5.26b si può
notare come teorie di ordine non elevato forniscano una distribuzione del taglio non
convergente, se non addirittura del tutto errata, rispetto a quella ottenuta grazie a
modelli più raffinati. Tuttavia, solamente per mezzo della metodologia CW si riesce
ad ottenere una distribuzione più accurata della σyz, soprattutto lungo il pannello e
nei punti di interfaccia coi correnti. Per queste ragioni, oltre che per il minor numero
di gradi di libertà coinvolti nel calcolo, il modello L9 adottato risulta preferibile per
prevedere il corretto comportamento strutturale per il longherone analizzato.

5.2.4 Cassone rettangolare soggetto a carico sinusoidale

Si consideri il cassone rettangolare in figura 5.8. La geometria, le caratteristiche
del materiale, le condizioni di vincolo e la mesh strutturale adottata sono le stesse
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Figura 5.26: Distribuzione degli stress lungo lo spessore a t = 1.120 s. Cassone a
due correnti e un pannello soggetto a carico sinusoidale. Mode superposition method
(150 modi)

utilizzate nell’analisi statica precedentemente condotta in sezione 5.1.5. Si vuole ora
procedere con la valutazione della risposta dinamica del cassone, quando soggetto a
un carico sinusoidale di ampiezza Pz0 = 10000 N e frequenza angolare ω = 3 rad/s
applicato nel centro del corrente indicato col numero 1 e a y = L. L’analisi è stata
condotta lungo l’intervallo temporale [0,2] s e, come fatto fino a questo momento, le
risposte nel tempo in termini di spostamento trasversale e stress sono state valutate
mediante il metodo di Newmark e la sovrapposizione modale.

In tabella 5.16 viene riportato il massimo spostamento trasversale valutato nel
punto di applicazione del carico sinusoidale e calcolato con i differenti modelli CUF
proposti per l’analisi statica. Il calcolo è stato effettuato utilizzando il metodo di
Newmark con ∆t = 0.001 (che come si può osservare in figura 5.28a, garantisce
pienamente la convergenza della risposta dinamica). Nella figura 5.27 è invece ri-
portata la time-history della uz lungo l’intervallo scelto per l’analisi. Come si può
notare dai risultati proposti, le considerazioni fatte nell’ambito dell’analisi statica
per la mesh 8L9 sono estendibili anche alla valutazione della risposta dinamica. La
metodologia CW fornisce quindi risultati accurati, in termini di valori di picco e
andamento della risposta, al pari di modelli Taylor-like con ordine di espansione
molto elevato, avendo in più il vantaggio di coinvolgere nel calcolo un numero deci-
samente inferiore di gradi di libertà. La scelta di questa modellizzazione del campo
di spostamenti lungo la sezione trasversale risulta quindi corretta anche per valutare
la risposta dinamica del cassone in termini di uz.

Una volta definito come modellare la sezione trasversale, si procede con lo studio
di convergenza per il ∆t nel metodo di Newmark e per il numero di modi della
sovrapposizione modale, figura 5.28, andando a valutare l’effetto che questi due
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uz [m]
EBBM 0.00215
N=1 0.00234
N=2 0.00233
N=3 0.00277
N=4 0.00305
N=5 0.00323
N=7 0.00513
N=10 0.00596
N=12 0.00604
8L9 0.00618

Tabella 5.16: Effetto dei differenti ordini di espansione sullo spostamento trasversale
nel punto di applicazione del carico a t = 0.54 s. Cassone rettangolare soggetto a
carico sinusoidale applicato nel centro del corrente 1. Metodo di Newmark (∆t =
0.001 s)
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Figura 5.27: Spostamento trasversale in funzione del tempo valutato nel punto di
applicazione carico. Cassone rettangolare soggetto a carico sinusoidale applicato nel
centro del corrente 1. Metodo di Newmark (∆t = 0.001 s)

parametri hanno sull’andamento nel tempo dello spostamento uz nel punto di ap-
plicazione del carico armonico. Come si può notare dalla figura 5.28a, per questa
tipologia di struttura si ha un andamento a convergenza molto rapido mediante il
metodo di Newmark in quanto si osserva che anche una discretizzazione temporale
non eccessivamente fine consenta di valutare la risposta nel tempo con accuratezza.
In base ai risultati ricavati si è scelto un valore del time-step tale che ∆t = 0.01 s
(corrispondente a 200 step temporali). L’effetto del numero di modi sulla risposta
dinamica è invece mostrato in figura 5.28b. Si può osservare come, al contrario del
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Figura 5.28: Spostamento trasversale in funzione del tempo valutato nel punto di
applicazione del carico. Cassone rettangolare soggetto a carico sinusoidale applicato
nel centro del corrente 1. 8L9

metodo precedente, si abbia un andamento a convergenza meno rapido. Tuttavia, si
riesce ad ottenere una risposta dinamica sufficientemente accurata con un numero di
modi comunque contenuto. In particolare, si può notare come 90 modi consentano
un’accurata valutazione dell’andamento di uz lungo l’intervallo temporale esamina-
to. Infine, in figura 5.28c, si può osservare come le valutazioni appena fatti sul ∆t
e sul numero di modi permettano di ricavare risultati confrontabili e ugualmente
accurati per entrambi i metodi proposti.

Lo studio del comportamento a convergenza prosegue con la valutazione della
risposta dinamica degli stress, σyy e σyz, nel tempo. In base a quanto ricavato dall’a-
nalisi statica in relazione alla distribuzione degli stress lungo lo spessore, in questa
fase si sfrutterà una discretizzazione di 52L9 per modellare la sezione trasversale del
cassone, in relazione a quanto determinato dall’analisi statica in sezione 5.1.5. Nelle
figure 5.29 e 5.30 viene mostrato lo studio a convergenza sul time-step del metodo
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Figura 5.29: Stress nella direzione normale in funzione del tempo valutato nel centro
del corrente 1 nella sezione di incastro. Cassone rettangolare soggetto a carico
sinusoidale applicato nel centro del corrente 1. 52L9

di Newmark e sul numero di modi per la sovrapposizione modale, con relativo con-
fronto fra i due metodi, in relazione alla variazione nel tempo delle σyy e σyz, valute
nel corrente 1 nella sezione di incastro e a y = L/2 rispettivamente. In generale, per
entrambe le tipologie di stress la convergenza dei risultati è risultata essere molto
rapida per entrambi i metodi. Se per il metodo di Newmark, come osservabile nelle
figure 5.29a e 5.30a, è possibile adottare lo stesso time-step ∆t = 0.01 s che consente
la convergenza della uz, per la sovrapposizione modale l’analisi di stress necessita
di un maggior numero di modi per giungere a convergenza. Infatti, come si osser-
va nella 5.30b, almeno 150 modi sono necessari per ottenere la convergenza della
σyz. Il confronto tra i due metodi, mostrato nelle figure 5.29c e 5.30c, mette in luce
un buon accordo dell’andamento nel tempo per le due tipologie di stress, con una
differenza nei valori di picco, che per il metodi di sovrapposizione modale risultano

93



5 – Risultati Numerici

−0.4

−0.3

−0.2

−0.1

0

0.1

0.2

0.3

0.4

0 0.5 1 1.5 2

σ
y
z

[M
P

a
]

t [s]

∆t = 0.04 s
∆t = 0.02 s
∆t = 0.01 s

∆t = 0.004 s
∆t = 0.002 s
∆t = 0.001 s

(a) Analisi di convergenza per il time-step,
∆t, per il metodo di Newmark

−0.4

−0.3

−0.2

−0.1

0

0.1

0.2

0.3

0.4

0 0.5 1 1.5 2

σ
y
z

[M
P

a
]

t [s]

90 modes
150 modes
200 modes

(b) Analisi di convergenza del numero di
modi per il mode superposition method

−0.4

−0.3

−0.2

−0.1

0

0.1

0.2

0.3

0.4

0 0.5 1 1.5 2

σ
y
z

[M
P

a
]

t [s]

Newmark − ∆t = 0.02 s
Mode Superposition − 150 modes

(c) Confronto tra il metodo di Newmark
(∆t = 0.01 s) e il mode superposition (150
modi)

Figura 5.30: Stress di taglio in funzione del tempo valutato nel centro del corrente 1
nella sezione a y = L/2. Cassone rettangolare soggetto a carico sinusoidale applicato
nel centro del corrente 1. 52L9

essere leggermente più elevati. In ogni caso, si può concludere come entrambi i me-
todi risultino essere sufficientemente accurati per condurre l’analisi dinamica della
distribuzione degli sforzi in funzione del tempo, fornendo risultati soddisfacenti.

Per completezza, si riporta infine la distribuzione degli stress lungo lo spessore.
La figura 5.31, mostra le distribuzioni di σyy e σyz lungo la coordinata z della sezione
trasversale, rispettivamente all’incastro e nella sezione mediana, ricavate applicando
la sovrapposizione modale e considerando 150 modi, dal momento che nell’analisi
precedente si è dimostrato come siano in numero sufficiente da ottenere la conver-
genza della distribuzione degli stress nel tempo. I risultati mostrati confermano
quanto anticipato dall’analisi statica. Solo teorie sufficientemente raffinate riescono
infatti a cogliere la corretta distribuzione degli sforzi lungo lo spessore della trave. In
particolare, si evince come i modelli di espansione lagrangiani che sfruttano combi-
nazioni di elementi L9 e la metodologia CW forniscano un’accuratezza sicuramente
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Figura 5.31: Distribuzione degli stress lungo lo spessore a t = 0.532 s. Cassone
rettangolare soggetto a carico sinusoidale applicato nel centro del corrente 1. Mode
superposition method (150 modi)

superiore in confronto a modelli basati su espansioni di tipo Taylor di ordine elevato,
e ciò risulta particolarmente evidente osservando la distribuzione della σyz lungo lo
spessore, riportata in figura 5.31b, mentre un miglior accordo dei risultati ottenuti
si riesce ad ottenere osservando la distribuzione della σyy riportata in figura 5.31a.

5.2.5 Ala completa soggetta a carico di raffica
Per ultima, viene analizzata la risposta dinamica di un’ala completa. La sezione
dell’ala consiste in un profilo NACA 2415, al quale sono aggiunti 2 longheroni,
figura 5.32. La corda del profilo vale c = 1 m, mentre la lunghezza dell’ala vale
L = 6 m Il Lo spessore dei pannelli vale 3 × 10−3 m, mentre quello delle anime
dei longheroni vale 5 × 10−3 m. La dimensione delle solette, assieme all’analisi di
vibrazioni libere, è riportata in [76]. La struttura è in materiale isotropo, le cui
proprietà sono: E = 75 GPa, ν = 0.33 e ρ = 2700 kg/m3. All’ala è applicato il
vincolo di incastro in corrispondenza della radice. L’ala è stata discretizzata lungo

x y

z

Figura 5.32: Sezione ala
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la direzione dell’apertura, y, mediante 9 elementi B4, mentre una mesh di 49L9 è
stata scelta per discretizzare la sezione trasversale sfruttando la metodologia CW.
Il confronto tra i risultati ottenuti dall’analisi dinamica mediante differenti teorie e
configurazioni strutturali dell’ala è riportato in [84].

Per questa configurazione strutturale, è stata attuata un’analisi dinamica per
valutare l’effetto di una raffica verticale, adottando per essa il modello temporale
discreto uno-meno-coseno. Sono noti il carico alare W/S = 378.6 kg/m2, la velocità
di volo U∞ = 80 m/s e le condizioni di volo (sea level). Con un’accelerazione di
gravità pari a quelle terrestre, si considera una raffica di intensità pari a U0 = 10 m/s
e durata tg = 0.4 s. Adottando l’ipotesi di fluido inviscido, è stato possibile stimare
CLα = 7.6 rad−1 mediante i software XFLR5 e XFoil [84].

In analogia ai casi precedenti, in questa sezione si andrà a effettuare uno studio
di convergenza per il metodo di Newmark e la sovrapposizione modale, lungo l’in-
tervallo temporale [0,2] s, in termini di spostamento trasversale e stress. In figura
5.33 viene riportato l’effetto di ∆t e del numero di modi sulla risposta nel tempo in
termini di uz valutata al bordo di attacco nella sezione al tip. Come si può osservare,
adottando la sovrapposizione modale si ha un evidente risparmio di risorse compu-
tazionali. Il metodo di Newmark, infatti, necessita per questo tipo di struttura di
un time-step ∆t = 0.004 s, corrispondente a 500 step temporali, per ottenere piena
convergenza della risposta temporale, figura 5.33a. D’altra parte, solamente 3 modi
sono necessari per valutare perfettamente l’andamento dello spostamento trasversa-
le nel tempo, come mostrato in figura 5.33b. Complessivamente, entrambi i metodi
consentono una corretta e accurata analisi della risposta dinamica dell’ala e questo
lo si può vedere dal loro confronto in figura 5.33c. Tuttavia, come già anticipato, il
calcolo risulta meno gravoso utilizzando la sovrapposizione modale.

Il comportamento a convergenza viene ora valutato in termini di stress. Nelle
figure 5.34 e 5.35 viene riportata la risposta nel tempo in termini di stress, σyy e
σyz, valutati in x = 2.25 m e z = 0.02 m e rispettivamente alla radice dell’ala e in
y = L/2. Il metodo di Newmark fornisce un andamento a convergenza per un passo
di discretizzazione temporale ∆t = 0.004 s, cioè per 500 step, e ciò è osservabile
nelle figure 5.34a e 5.35a. Nuovamente, la sovrapposizione modale determina un
andamento più rapido a convergenza e ciò risulta essere chiaramente visibile dalle
figure 5.34b e 5.35b, dalle quali è possibile concludere come 15 modi siano necessari
per ottenere la convergenza della risposta dinamica nel tempo in termini di stress. Si
può notare come, rispetto allo spostamento trasversale, un numero maggiore di modi
è necessario per portare gli sforzi a convergenza. I risultati ottenuti per entrambi
i metodi mostrano un perfetto accordo dei risultati ottenuti, come mostrato nelle
figure 5.34c e 5.35c. In conclusione, sia il metodo di Newmark che la sovrapposizione
modale si dimostrano essere entrami ugualmente accurati per la valutazione della
risposta nel tempo degli stress quando l’ala è sottoposta ad un carico di raffica. La
differenza risiede nelle risorse di calcolo necessarie per effettuare l’analisi e, da questo
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Figura 5.33: Spostamento trasversale in funzione del tempo valutato al bordo di
attacco della sezione al tip. Ala soggetta a carico di raffica. 49L9

punto di vista, ricorrere alla sovrapposizione modale risulta maggiormente efficace.
In [83] sono consultabili ulteriori valutazioni in merito alla distribuzione degli sforzi
σyy e σyz lungo lo spessore.

5.3 Analisi Aeroelastica di una Sezione Tipica
In questa sezione viene riportata l’analisi aeroelastica di una sezione tipica, la cui
geometria è osservabile in figura 4.1. Lo scopo di questa analisi è quello di valutare
le condizioni di flutter del modello, in termini di velocità e frequenza, andando a
valutare l’andamento della parte reale e immaginaria degli autovalori al variare della
velocità, risolvendo cioè il problema classico agli autovalori nell’Eq. 4.12. In questo
modo sarà possibile determinare la condizione di flutter in corrispondenza del valore
di velocità in cui la parte reale degli autovalori cambia di segno, passando cioè a
valori negativi a positivi.
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Figura 5.34: Stress nella direzione normale in funzione del tempo valutato alla radice
in x = 0.25 m e z = 0.02 m. Ala soggetta a carico di raffica. 49L9

Le analisi, di natura prettamente preliminare, verranno effettuate considerando
due diversi modelli aerodinamici: si andrà cioè ad implementare un modello aerodi-
namico stazionario e, di seguito, il modello aerodinamico instazionario semplificato
riportato nell’Eq. 4.2. Lo scopo è quello di mostrare l’effetto della teoria aerodina-
mica sulla stabilità del modello considerato, sull’andamento quindi degli autovalori
al variare della velocità di volo e sulla condizione di flutter vera e propria. Inoltre,
in base a queste analisi sarà possibile definire il campo operativo in cui valutare,
successivamente, il modello aeroservoelastico. Infine, verranno proposti dei set di
risultati che consentano di valutare come la stabilità del sistema venga influenzata
nel momento in cui si agisce variando alcuni input che lo caratterizzano. In questo
modo, sarà possibile dedurre alcune importanti considerazioni su come l’intervento
su certi parametri del sistema possa influenzare positivamente o negativamente la
condizione di flutter.
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Figura 5.35: Stress di taglio in funzione del tempo valutato in x = 0.25 m, y = L/2
e z = 0.02 m. Ala soggetta a carico di raffica. 49L9

5.3.1 Aerodinamica Stazionaria

Si consideri una sezione tipica come quella riportata in figura 4.1 considerando il
seguente set di input: a = −0.2, e = −0.1, c = 2b = 0.5, m = 5 kg/m e IP =
0.1 kgm. Si ricordi che a è il parametro adimensionale che individua la posizione
del centro di taglio, mentre e la posizione del centro di massa; con m è indicata la
massa per unità di lunghezza della sezione, mentre IP il momento di inerzia polare
rispetto all’asse elastico. A differenza delle rigidezze kh e kθ, è uso comune avere
come input le frequenze naturali del sistema in condizioni di velocità nulla, ovvero
fh = 3 Hz e fθ = 15 Hz, con le quali risulta immediato risalire ai valori di rigidezze
delle molle mediante le seguenti relazioni:

fh = 1
2π

√
kh
m
, fθ = 1

2π

√
kθ
IP

(5.2)
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Infine, la densità dell’aria è stata assunta costante e pari a ρ∞ = 1.225 kg/m3. Se
non indicato differentemente, tutte le analisi che coinvolgono il modello della sezione
tipica faranno uso del set di input appena descritto.

Come anticipato, in questa analisi preliminare si farà uso di un modello aerodi-
namico stazionario semplificato, ottenibile andando ad imporre, nell’Eq. 4.3, ḣ = 0
e θ̇ = 0. Si capisce immediatamente come, da tale assunzione, ne deriva Da = 0
e, di conseguenza, il sistema dinamico aeroelastico del secondo di cui nel seguito si
andrà ad analizzare la stabilità si riduce semplicemente a:

Mq̈ + (K + Ka) q = 0 (5.3)

dove si ricorda che q =
{
h θ

}T
, rappresenta il vettore dei gradi di libertà del

sistema.
La risoluzione del problema in Eq. 4.12 consente di calcolare di valutare gli au-

tovalori λ della matrice di sistema A al variare della condizione di volo. Per l’analisi
considerata, le λj coppie complesse coniugate sono state calcolate per il seguente
range di velocità: 0 m/s ≤ U ≤ 100 m/s. I risultati sono riportati in termini di par-
te reale dell’autovalore, rappresentativa dello smorzamento del sistema, e in termini
di frequenza, calcolata come f = Im(λ)

2π (dove con Im(λ) si indica la parte immagina-
ria dell’autovalore) al variare della velocità, come si può osservare dalla figura 5.36.
Come si può notare dal grafico, all’aumentare della velocità le frequenze relative ai
due gradi di libertà in figura 5.36b (il ramo ascendente fa riferimento al moto di tra-
slazione del profilo, cioè ad h, mentre il ramo discendente alla rotazione θ) tendono a
convergere in corrispondenza dello stesso valore, mentre lo smorzamento, osservabile
in figura 5.36a, rimane nullo, condizione dovuta al fatto che il sistema, in assenza
di smorzamenti strutturali e aerodinamici, ha globalmente uno smorzamento nullo.
Tale comportamento si mantiene fino ad un particolare valore di velocità di interessa
per l’analisi, ovvero UF = 60.4 m/s. Come si può osservare, per questo valore di
velocità la parte reale dell’autovalore esibisce un cambiamento di segno, passando da
valori precedentemente nulli a valori positivi e negativi per i due rami. Il passaggio
a valori maggiori di zero, permette di identificare in quel particolare valore di ve-
locità proprio la velocità di flutter, in corrispondenza della quale il sistema diventa
instabile. In altre parole, per U ≤ UF i modi del sistema saranno caratterizzati da
semplici oscillazioni armoniche non smorzate mentre, quando lo smorzamento del
sistema diventa positivo, ecco che le oscillazioni diverranno instabili e divergenti.
Aspetto interessante che vale la pena di notare è che, in corrispondenza della veloci-
tà di flutter, si può osservare la coalescenza delle frequenze di oscillazioni dei gradi
di liberà, condizione che consente di individuare la frequenza di flutter del sistema,
ovvero fF = 5.395 Hz. Si tenga presente che, nonostante il comportamento appena
descritto, l’individuazione della condizione di flutter mediante la risoluzione del pro-
blema agli autovalori avviene in corrispondenza del passaggio dello smorzamento,
quindi della parte reale dell’autovalore, da valori negativi o nulli, a valori positivi.
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Figura 5.36: Andamento dello smorzamento (parte reale dell’autovalore) e della
frequenza (parte immaginaria) del sistema al variare della velocità. Aerodinamica
stazionaria

I commenti fin qui riportati fanno riferimento ad un modello aerodinamico sta-
zionario, che non tiene cioè conto delle azioni aerodinamiche legate alle oscillazioni
del profilo. Ciò si introduce in una risposta poco realistica del sistema, soprattutto
se paragonata a quella determinabile mediante prove sperimentali. Le maggiori fonti
di inaccuratezza derivanti a questa tipologia di modello sono legate al valore calco-
lato per la velocità di flutter, che non risulta essere corretto, e all’aver determinato
valori di smorzamento nulli per velocità U ≤ UF [6]. Per poter rimediare a queste
inaccuratezze è necessario includere all’interno del modello aerodinamico gli effetti
instazionari, sfruttando una teoria aerodinamica più sofisticata, come si andrà a fare
nella sezione successiva.
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5.3.2 Aerodinamica Instazionaria
Per lo stesso range di velocità, ovvero 0 m/s ≤ U ≤ 100 m/s, si vuole ora andare a
valutare la stabilità del sistema con il modello aerodinamico descritto nell’Eq. 4.3.
In questo modo, il sistema aeroelastico dinamico del secondo ordine che ne deriva è
descritto dalla seguente equazione:

Mq̈ + Daq̇ + (K + Ka) q = 0 (5.4)

con q =
{
h θ

}T
. I risultati derivanti dall’analisi di stabilità del sistema dinamico

sono nuovamente riportati in termini di smorzamento e frequenza del sistema al
variare della velocità di volo, come mostrato in figura 5.37.

Come si può notare, rispetto al caso precedente l’introduzione dello smorzamen-
to aerodinamico all’interno del sistema aeroelastico ha determinato una profonda
modifica degli andamenti di smorzamento e frequenza. A livello qualitativo, dalla
figura 5.37a si può osservare come, fin dai valori più bassi di velocità, il sistema
risulta essere smorzato, aspetto sicuramente più realistico rispetto al caso stazio-
nario dove, come si ha avuto modo di esaminare, il sistema non mostrava alcun
tipo di smorzamento fino al sopraggiungere della condizione di flutter. Inoltre, si
può osservare come, approssimativamente fino ad U ∼= 25 m/s, il sistema esibisce
complessivamente uno smorzamento negativo. Per valori di velocità superiori, uno
dei due rami inverte tale tendenza, portandosi verso valori maggiori fino ad annul-
larsi, portando il sistema in flutter, alla UF = 39 m/s. Si può quindi notare che,
includendo nel modello aerodinamico i termini instazionari, il sistema diventa in-
stabile per velocità inferiori. Il valore determinato, chiaramente, anche in questo
caso non rappresenta il valore effettivamente corretto della velocità di flutter, dal
momento che la teoria aerodinamica considerata, benché sicuramente più realisti-
ca rispetto a quella adottata nel caso stazionario, rappresenta ancora un modello
semplificato. Infatti, per poter ottenere un comportamento ancora più aderente a
quello reale, sarebbe necessario considerare un’espressione di L e M 1

4
più complessa,

nella quale siano coinvolti non solo gli effetti instazionari legati alla dinamica del
sistema, quindi i termini h, θ, ḣ, θ̇, ḧ e θ̈, ma anche gli effetti instazionari legati ai
moti propri del fluido. Il vantaggio di questa rappresentazione semplificata risiede
principalmente nell’aver un’espressione molto semplice delle forze aerodinamiche in
funzione del tempo, la quale ben si presta all’implementazione per la risoluzione del
problema agli autovalori e l’implementazione della legge di controllo per il modello
aeroservoelastico.

Per quanto riguarda la parte immaginaria degli autovalori al variare della velo-
cità, riportata in figura 5.37b, si può osservare come il fenomeno della coalescenza,
osservabile nel caso di aerodinamica stazionaria in corrispondenza della condizione
di flutter, risulta ora essere assente. Tuttavia, si può osservare come la tendenza ad
avvicinarsi risulti comunque essere ancora presente. In questo caso si determina una

102



5.3 – Analisi Aeroelastica di una Sezione Tipica

0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100

U [m/s]

-150

-100

-50

0

50

R
e
(

)

(a) Smorzamento

0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100

U [m/s]

0

2

4

6

8

10

12

14

16

f 
[H

z
]

(b) Frequenza

Figura 5.37: Andamento dello smorzamento (parte reale dell’autovalore) e della
frequenza (parte immaginaria) del sistema al variare della velocità. Aerodinamica
quasi stazionaria

frequenza di flutter fF = 12.44 Hz, anch’essa differente dal valore determinato per
il caso stazionario. Questo aspetto, analogamente a quanto detto per la velocità di
flutter, è legato all’utilizzo di un modello aerodinamico semplificato.

5.3.3 Effetto della Variazione degli Input del Sistema
Come sottolineato in precedenza, il modello aerodinamico utilizzato, essendo sempli-
ficato, comporta delle limitazioni sull’accuratezza dell’analisi di stabilità del sistema.
Tuttavia, è comunque possibile andare ad analizzare come quest’ultima possa essere
influenzata in maniera differente nel momento in cui vengono variati alcuni input
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caratteristici del sistema stesso, ottenendo così alcune indicazioni importanti per lo
studio della sezione tipica. Per completezza, si vogliono perciò arricchire le anali-
si fin’ora effettuate andando a valutare come la condizione di flutter possa essere
modificata nel momento in cui:

• si varia la massa del sistema;

• si varia la densità dell’aria;

• si varia la differenza tra le frequenza naturali del sistema in condizioni di
velocità nulla.

Tutti i risultati riportati nel seguito derivano dall’analisi di stabilità effettuata con-
siderando il modello aerodinamico quasi-stazionario semplificato, che ha dimostrato
ottenere risultati più realistici. Inoltre, gli input che non verranno modificati nel cor-
so di queste analisi, sono da considerarsi uguali a quelli utilizzati nelle due sezioni
precedenti.

Per prima cosa, come anticipato, si vuole valutare l’effetto della massa sulla
condizione di flutter. I risultati ottenuti, in termini di velocità e frequenza di flutter,
sono riportati nella tabella 5.17.

m [kg/m] UF [m/s] fF [Hz]
1 20.23 14.36
2.5 30.14 13.53
5 39 12.44
10 47.97 10.89
25 57.49 8.412

Tabella 5.17: Effetto della massa del sistema sulla condizione di flutter. Input:
a = −0.2, e = −0.1, c = 0.5, IP = 0.1 kgm, ρ∞ = 1.225 kg/m3, fh = 3 Hz,
fθ = 15 Hz. Aerodinamica quasi stazionaria

Come si può osservare dai risultati riportati, l’aumento della massa ha un effetto
positivo sulla dinamica del sistema, in quanto consente di ritardare l’insorgere del
flutter. Tuttavia, va anche sottolineato come, osservando i valori di massa estremi
considerati, l’aver aumentato la massa di ben venticinque volte ha determinato una
velocità di flutter di solo tre volte superiore rispetto al caso m = 1 kg/m. Questo
significa che, in fase di progetto, considerare masse superiori per ritardare l’insorgere
di instabilità può portare ad aumenti considerevoli del peso della struttura. Questo
aspetto, risulta essere in contraddizione con le filosofie di progetto in ambito aero-
nautico, volte più al contenimento delle masse coinvolte invece che al loro aumento.
Tuttavia, la tabella 5.17 fornisce comunque una prima indicazione importante su
come poter agire in ambito progettuale per scongiurare fenomeni di flutter.
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A questo punto, si vuole valutare come la condizione di volo influenzi la stabilità
del sistema considerando l’effetto della densità della corrente, parametro rappresen-
tativo della quota di volo. I risultati ottenuti sono riportati in tabella 5.18. Come si

ρ∞ [kg/m3] UF [m/s] fF [Hz]
0.5 61.05 12.44
0.8 48.27 12.44
1.225 39 12.44

Tabella 5.18: Effetto della densità sulla condizione di flutter. Input: a = −0.2,
e = −0.1, c = 0.5, m = 5 kg/m, IP = 0.1 kgm, fh = 3 Hz, fθ = 15 Hz.
Aerodinamica quasi stazionaria

può osservare, la variazione della densità dell’aria influenza la condizione di flutter
principalmente nel computo della velocità in corrispondenza della quale l’instabili-
tà si manifesta. L’aspetto interessante su cui porre l’attenzione è il fatto che, per
valori bassi di densità, il sistema diventa instabile in corrispondenza di velocità di
flutter più elevate, cioè l’instabilità viene ritardata quando la densità diminuisce.
Questo aspetto, permette di concludere facilmente come le condizioni operative in
cui il sistema rischia maggiormente di diventare instabile sono quelle caratterizzate
da quote non elevate. Di conseguenza, in fase di progetto sarà opportuno verificare
l’insorgere del flutter per voli a bassa quota e agire in modo tale che siano scon-
giurate dinamiche instabili per tutto il tempo in cui è richiesto operare in queste
specifiche condizioni di volo.

Si conclude il set di analisi andando a valutare la stabilità nel momento in cui si
agisce sulla distanza tra le frequenze proprie di oscillazione del sistema. La condi-
zione di flutter viene cioè valutata modificando il parametro fθ e risultati ottenuti
sono riportati in tabella 5.19.

fθ [Hz] UF [m/s] fF [Hz]
5 11.11 4.327
10 25.48 8.349
15 39 12.44
20 52.43 16.55
25 65.71 20.67

Tabella 5.19: Effetto di fθ sulla condizione di flutter. Input: a = −0.2, e = −0.1,
c = 0.5, m = 5 kg/m, IP = 0.1 kgm, ρ∞ = 1.225 kg/m3, fh = 3 Hz. Aerodinamica
quasi stazionaria

Come si può notare dai risultati ottenuti, la differenza tra le due frequenze pro-
prie di oscillazione del sistema ha una grossa influenza sulla condizione di flutter.
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In particolare, si può osservare come, nel momento in cui le frequenze sono molto
prossime tra di loro, si ha una forte riduzione della velocità di flutter, dal momento
che l’interazione tra i due modi, la quale è la causa scatenante dell’evoluzione insta-
bile del sistema, si verifica più rapidamente. Al contrario, quando la differenza tra
fh e fθ diventa più importante, il sistema evolve in maniera instabile a velocità su-
periori. La spiegazione di questo aspetto è immediatamente deducibile dall’Eq. 5.2.
Infatti, il legame matematico tra fθ e kθ permette di notare immediatamente come
l’aumento della frequenza propria di oscillazione torsionale del sistema si traduce in
una rigidezza torsionale che aumento con potenza di due. Una soluzione progettuale
per ritardare l’insorgere di dinamiche instabile si può quindi concludere sia quella di
agire sulla rigidezza del sistema, così da aumentare il gap tra le frequenze proprie di
oscillazione del sistema. In questo modo, è possibile riuscire ad estendere il range di
velocità entro il quale non si verifica alcun fenomeno instabile, senza dover interve-
nire sulla massa del sistema, la quale a dimostrazione di ciò, è stata tenuta costante.
Ovviamente, nel momento in cui l’analisi di questa tipologia di problematiche viene
estesa a configurazioni maggiormente realistiche, è necessario avere cura del fatto
che la scelta di una certa soluzione non comporti l’insorgere di altre meccanismi di
instabilità del sistema.

5.3.4 Implementazione della Raffica e Valutazione della Ri-
sposta Aeroelastica

Per concludere questo set di analisi aeroelastiche preliminari relative alla sezione
tipica, può essere interessante osservare la risposta nel tempo dei gradi di libertà del
sistema. Dal momento che l’analisi di stabilità comporta la risoluzione del problema
agli autovalori, il quale si ricordi essere un problema omogeneo, per poter analizzare
una risposta nel tempo è necessario introdurre all’interno delle equazioni un termine
non omogeneo, che non è altro che un input con cui eccitare il sistema aeroelastico.
Si vuole cioè valutare la risposta del sistema ad anello aperto elementare riportato
in figura 4.3.

In modo da poter prendere maggiore confidenza con le analisi che verranno ef-
fettuate sul sistema aeroservoelastico, può essere interessante esaminare la risposta
aeroelastica in seguito ad una perturbazione di raffica, utilizzando il modello di-
screto di tipo uno-meno-coseno. In questo modo, sarà inoltre possibile arricchire le
analisi fin qui effettuate con alcuni grafici che permetteranno, inoltre, di validare le
considerazioni fin qui effettuate nell’ambito dell’analisi di stabilità. Ricordando che,
a seguito dell’introduzione della raffica, l’effetto immediatamente riscontrabile è un
istantaneo cambiamento dell’angolo di attacco, variazione che è stata indicata nel
presente lavoro con ∆θ, la cui espressione è riportata nell’Eq. 4.17, il sistema non
omogeneo di cui valutare la risposta è il seguente:

Mq̈ + Daq̇ + (K + Ka) q = f∆θ (5.5)
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Come detto, il modello di raffica implementato segue la funzione uno-meno-
coseno. Si consideri dunque un profilo di raffica caratterizzato da una velocità di
design U0 = 1 m/s, di durata tg = 0.5 s e che si sviluppa a partire dall’istante
t0 = 0 s. Il profilo di raffica, riportato in termini di velocità ug in funzione del
tempo è riportato in figura 5.38.
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Figura 5.38: Profilo di raffica. U0 = 1 m/s, tg = 0.5 s

Definito il profilo di raffica che eccita il sistema è ora possibile andare a valutarne
la risposta nel tempo in termini di h e θ. Gli input sono gli stessi considerati
nell’analisi di stabilità, nel momento in cui qualcuno di essi verrà modificato sarà
indicato nel testo. Il modello aerodinamico implementato è quello quasi-stazionario.
Per una maggiore chiarezza, si riportano nel seguito le analisi che a breve verranno
esaminate:

• valutazione della risposta nel tempo dei gradi di libertà del sistema a seguito
di un input di raffica per una velocità inferiore a quella di flutter;

• valutazione della risposta nel tempo dei gradi di libertà del sistema a seguito
di un input di raffica in corrispondenza della velocità di flutter e in condizioni
post-flutter;

• valutazione dell’effetto della variazione degli input sulla risposta nel tempo dei
gradi di libertà del sistema quando perturbato dalla raffica.

Come anticipato, una prima valutazione della risposta del sistema viene fatta
in condizioni di pre-flutter. In questo modo, è possibile valutare se le indicazioni
fornite dall’analisi di stabilità, riassumibili nei grafici in figura 5.37, risultino essere
confermate dalla risposta nel tempo per i due modi del sistema. In figura 5.39 sono
quindi riportati h e θ in funzione del tempo a seguito dell’input di raffica applicato
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al modello aeroelastico per una velocità U = 38 m/s, in condizioni prossime a quelle
di flutter ma ancora all’interno del range di velocità in cui la risposta del sistema
risulta stabile.
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Figura 5.39: Risposta aeroelastica sistema in condizioni di pre-flutter. U = 38 m/s
e raffica con U0 = 1 m/s, tg = 0.5 s

In accordo con l’analisi di stabilità riportata in figura 5.37, al di sotto della
condizione di flutter, che si ricordi essere in corrispondenza di UF = 39 m/s, il
sistema esibisce una risposta nel tempo stabile. Infatti, per entrambi i gradi di
libertà è osservabile una risposta oscillatoria smorzata e non divergente per il valore
di velocità considerato, benché molto prossimo alla UF . Si può inoltre notare come
la risposta nel tempo per h, figura 5.39a, si porti ad un valore stazionario nullo dopo
circa un secondo (oscillazioni sono in realtà ancora presenti, ma la loro ampiezza
risulta essere trascurabile o comunque molto prossima allo zero), al contrario di
quella di θ che presenta comunque un comportamento oscillatorio marcato negli
istanti temporali successivi. Questo aspetto è confermato da quanto mostrato nel
grafico 5.37a, dal momento che il ramo relativo a θ, che sarà poi quello che portare
in instabilità il sistema, è caratterizzato da un valore di smorzamento che, per la
velocità considerata, risulta essere ormai prossimo ad annullarsi, al contrario di
quello relativo ad h che staziona stabilmente a valori negativi.

A questo punto, si procede con la valutazione della risposta nel tempo del si-
stema in condizioni di flutter, cioè esattamente in corrispondenza dell’annullamento
della parte reale dell’autovalore. I risultati ottenuti per h e θ sono riportati in figura
5.40. Ponendosi esattamente in corrispondenza della velocità di flutter, il sistema
risulta essere in una condizione al limite di stabilità. L’annullamento dello smorza-
mento determina una risposta puramente armonica e questo aspetto risulta essere
particolarmente osservabile nella risposta nel tempo per θ, riportata in figura 5.40b.
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Figura 5.40: Risposta aeroelastica sistema in condizioni di flutter. U = UF = 39m/s
e raffica con U0 = 1 m/s, tg = 0.5 s

Si può infatti notare come, esaurito il breve transitorio in cui agisce la raffica, le
oscillazioni di pitch non sono più ad ampiezza decrescente, come visto in condizioni
di pre-flutter, ma si mantengono ad ampiezza costante lungo tutto l’intervallo tem-
porale considerato. Dei due gradi di libertà, anche in questo caso sembra essere θ
a risentire maggiormente del disturbo introdotto dalla raffica e dell’evoluzione della
dinamica del sistema. La risposta nel tempo di h, figura 5.40a, sembra invece analo-
ga al caso precedente, cioè stabile dopo un breve transitorio. In realtà sono presenti
oscillazioni armoniche semplici anche per questo grado di libertà ma, come nel caso
precedente, le ampiezze risultano essere trascurabili se comparate a quelle relative
alla risposta ne tempo di θ.

Infine, si vuole ora mostrare la risposta nel tempo in condizioni di post-flutter,
cioè considerando il sistema instabile. I risultati ottenuti sono riportati in figura
5.41. Superata la condizione limite di stabilità, il sistema manifesta una risposta nel
tempo instabile, come osservabile specialmente in figura 5.41b per il grado di libertà
θ, caratterizzata da oscillazioni ad ampiezza crescente che si auto sostengono. Questo
risultato è perfettamente in accordo con quanto ottenuto dall’analisi di stabilità,
dal momento che lo smorzamento del sistema risulta ora essere positivo. Quindi,
se per i casi precedenti, a seguito della raffica, il sistema riusciva comunque ad
esibire una risposta non divergente una volta conclusasi la perturbazione, superata
la velocità di flutter l’accoppiamento che si verifica tra i due modi si traduce in una
risposta instabile. L’aspetto interessante è che, per come definito ∆θ, l’aumento di
velocità determina una variazione dell’angolo di attacco inferiore, essendo ∆θ ∝ 1

U
.

Questo significa che l’evoluzione della dinamica del sistema non dipende dal tipo
di perturbazione introdotta ma, coerentemente con le analisi effettuate, dalla sua
stabilità intrinseca, valutabile risolvendo il problema agli autovalori omogeneo.
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Figura 5.41: Risposta aeroelastica sistema in post-flutter. U = 40 m/s e raffica con
U0 = 1 m/s, tg = 0.5 s

Per concludere, può essere interessante valutare come, agendo sugli input, è
possibile modificare la risposta dinamica del sistema e, nel caso specifico, ritardare
l’insorgere del flutter. L’obbiettivo è quindi quello di arricchire con un supporto
grafico i risultati ottenuti in relazione alla modifica di alcuni input caratteristici per
la sezione tipica. In base alle considerazioni fatte, si è visto in particolare come,
a parità di condizione di volo, per ritardare l’insorgere di instabilità sia possibile
agire o sulla massa del sistema, come osservabile in tabella 5.17, oppure andando a
modificare il gap tra le frequenze proprie di oscillazione del sistema, andando cioè
ad aumentarne la rigidità, come mostrato nella tabella 5.19. Dal momento che un
aumento di massa non sempre si sposa con le scelte di progetto, si è scelto in questa
fase di valutare la risposta dinamica del sistema agendo sul parametro fθ.

In figura 5.42 viene riportato il confronto della risposta nel tempo del sistema in
condizioni di post-flutter, considerando due differenti valori di fθ o, in alternativa,
due differenti valori della rigidezza kθ. Come si può osservare, l’aumento di rigi-
dezza torsionale del sistema ha avuto principalmente due effetti, peraltro facilmente
prevedibili: il primo, osservabile in particolare in figura 5.42b, è la stabilizzazione
del sistema, il quale manifesta una risposta non più divergente in corrispondenza
delle condizioni di post-flutter, dove invece per il valore di riferimento fθ = 15 Hz
si osservava una dinamica divergente della risposta in θ. Questo risultato conferma
perfettamente quanto riportato in tabella 5.19, dove già si era messo in evidenza
il fatto che un incremento della rigidezza torsionale consenta di posticipare l’insor-
gere di instabilità. Il secondo aspetto è una forte attenuazione dell’ampiezza della
risposta, in quanto risulta particolarmente riscontrabile una forte attenuazione del
massimo valore di θ calcolato in corrispondenza del picco della raffica. Questo ri-
sultato è un’ovvia conseguenza dall’incremento di rigidità torsionale che rende il
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Figura 5.42: Risposta aeroelastica sistema in post-flutter. U = 40 m/s e raffica con
U0 = 1 m/s, tg = 0.5 s

sistema meno deformabile in pitch. Interessante è osservare come tale attenuazione
coinvolga anche il grado di libertà h e ciò è da imputare al fatto che il sistema risulta
strutturalmente accoppiato, essendo il parametro di squilibrio statico xθ non nullo.

5.4 Modello Aeroservoelastico Bidimensionale
Questa sezione sarà interamente dedicata all’analisi del modello aeroservoelastico
bidimensionale. Si andranno quindi ad applicare le equazioni e i concetti visti nel
Capitolo 4 al caso di una trave isotropa.

La prima parte di analisi consisterà quindi nella traduzione degli input necessari
al modello bidimensionale. A partire dalla configurazione 3D, si andranno perciò
a ricavare i parametri caratteristici della sezione tipica in modo da potersi ricon-
durre ad un’analisi a parametri concentrati. Mediante l’applicazione del modello
aerodinamico semplificato quasi-stazionario si andrà quindi a valutare la stabilità
del sistema.

Dopo questa parte introduttiva, si entra nel merito dell’analisi aeroservoelasti-
ca. Per prima si andrà a valutare la risposta del sistema ad un input di raffica.
Viene dunque implementato il controllo PI all’interno del sistema, il quale sarà ora
retroazionato. A questo punto, si indagherà la stabilità dell’anello chiuso andando a
valutare l’effetto dei gain sugli autovalori del sistema e sulla velocità di flutter. Infi-
ne, scelto un valore opportuno per i guadagni del PI, non solo in termini di stabilità
del sistema ma anche di implementazione tecnologica (valutando cioè la deflessione
della superficie di controllo), si concluderà la sezione analizzando la risposta nel tem-
po alla raffica del sistema controllato, confrontandola con quella dell’anello aperto
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senza controllo.

5.4.1 Valutazione della Condizione di Flutter per una La-
mina Piana Isotropa

L’analisi di stabilità del modello considerato è presente in bibliografia [52] dove,
in particolare, è stato analizzato l’effetto dell’angolo di freccia, Λ, sulla condizio-
ne di flutter mediante differenti metodi numerici. Dal momento che in questa fase
preliminare si farà riferimento al modello equivalente a parametri concentrati bidi-
mensionale e ad una modello aerodinamico semplificato, si considererà la configura-
zione classica Λ = 0◦. In figura 5.43 viene dunque riportata la sezione della trave,
mentre le caratteristiche geometriche del modello sono le seguenti: L = 0.305 m,
c = 0.076 m, t = 0.001 m. La trave è in materiale isotropo con E = 73.8 GPa,
ν = 0.337 e ρ = 2768 kg/m3.

c

t y x

z

Figura 5.43: Geometria della sezione

Definite le caratteristiche della lamina, si è passati alla traduzione degli input
necessari alla definizione del modello a parametri concentrati. Per la valutazione del
parametro di squilibrio statico si possono assumere, per la sezione considerata, che i
centri di massa e taglio siano posti in corrispondenza della corda media, b = c/2. Si
avrà dunque e = 0, a = 0, da cui ne deriva xθ = 0. La massa e l’inerzia polare sono
state calcolate sfruttando la geometria della sezione e le caratteristiche del materiale
nelle seguenti relazioni: m = ctρ, IP = m/12 ∗ [(t2 + c2) + (c/2)2 ∗ (x2

θ)].
Per quanto riguarda le frequenze proprie di oscillazione del sistema è necessario

effettuare un’analisi di vibrazione libere della struttura. In tabella 5.20 vengono
dunque riportate le prime tre frequenze naturali per la configurazione considerata,
confrontando differenti modelli di espansione. Tale confronto, benché non stretta-
mente necessario, ha l’utilità di evidenziare come un’analisi più approfondita del
modello strutturale utilizzato sia comunque da tenere in considerazione quando si
vuole effettuare un’analisi preliminare a parametri concentrati di strutture più com-
plesse. Lungo la direzione longitudinale la trave è stata discretizzata mediante 10
elementi B4. Come si può osservare, teorie di ordine elevato sono necessarie per
prevedere correttamente i modi naturali del sistema. Si può altresì notare come sia
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necessario considerare ordini di espansione di ordine pari a N = 2 almeno, per pre-
vedere correttamente i modi torsionali del sistema. Si può notare come, da questo
ordine di espansione in avanti, si giunge rapidamente ad una convergenza delle fre-
quenze calcolate. Appare interessante osservare come ricorrere a modelli LE possa
ridurre il costo computazionale del calcolo. Per questo motivo, le frequenze proprie
di oscillazione del sistema fh e fθ sono state imposte uguali alle prime frequenze
flessionale e torsionale valutate con il modello 1L9. Note le frequenze, è immediato
calcolare le rigidezze per il modello a parametri concentrati di riferimento sfruttando
l’Eq. 5.2.

f1 f2 f3 DOFs
EBBT 8.967 56.193 157.375 279
N=1 8.966 56.191 157.359 279
N=2 9.539 59.676 73.827* 558
N=3 9.207 57.543 73.072* 930
N=4 9.198 57.504 73.055* 1395
1L9 9.204 57.533 73.079* 837

(.)∗ Indica un modo torsionale

Tabella 5.20: Effetto del modello di espansione sulle frequenze di vibrazione del
sistema [Hz]. 10B4

Definiti gli input necessari per l’analisi bidimensionale, si procede quindi con la
valutazione della condizione di flutter del sistema, riportando l’andamento della par-
te reale e immaginaria degli autovalori al variare della velocità di volo, analogamente
a quanto fatto nella sezione precedente. I risultati ottenuti sono riportati in figura
5.44. Dal punto di vista qualitativo valgono le stesse considerazioni fatte nella sezio-
ne precedente, in cui l’analisi di stabilità è stata applicata al modello della sezione
tipica. Di conseguenza, in questa fase non si andranno a riportare ulteriori commenti
in merito, in quanto si possono anche in questo effettuare della valutazioni del tutto
analoghe. Aspetto importante per le analisi successive è l’individuazione della con-
dizione di flutter che, per il caso considerato, avviene ad una velocità UF = 40.3 m/s
alla quale corrisponde una frequenza di flutter fF = 55.53 Hz. Va precisato che,
rispetto alla condizione di flutter appena determinata, i relativi risultati in lettera-
tura per questa tipologia di modello si discostano da quelli determinati. Ma questo
aspetto è coerente con l’analisi semplificata che si sta conducendo a differenza di
quanto fatto, ad esempio, in [52] dove l’analisi è stata condotta implementando una
formulazione agli elementi finiti 3D per la trave accoppiata con un modello aerodi-
namico instazionario derivante dal DLM, tipico metodo a pannelli che consente di
costruire un modello aerodinamico più preciso di quello che è stato invece adottato
per le analisi di stabilità attuali, dove l’instazionarietà è implementata, in maniera
semplificata, considerando semplicemente i modi del sistema.
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Nota la velocità di flutter del sistema, si è in possesso, innanzitutto, di un’impor-
tante indicazione del range di velocità entro il quale valutare la risposta dinamica
del modello, la quale avrà quindi un andamento deducibile proprio dall’analisi di
stabilità appena effettuata; inoltre, una volta implementato il controllo, sarà inte-
ressante valutare come la variazione dei gain possa proprio influenzare il valore di
velocità di flutter calcolato o, più in generale, la stabilità vera e propria del sistema
aeroservoelastico.
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Figura 5.44: Andamento dello smorzamento (parte reale dell’autovalore) e della
frequenza (parte immaginaria) del sistema al variare della velocità. Aerodinamica
quasi stazionaria. Lamina Isotropa
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5.4.2 Implementazione del Controllo e Analisi di Stabilità
dell’Anello Chiuso

Si vuole ore valutare la stabilità del sistema aeroservoelastico, ricavato dall’imple-
mentazione della legge di controllo all’interno delle ben note equazioni aeroelastiche
per il modello strutturale considerato. Come mostrato nella sezione 4.5.2, sfruttando
un controllo PI in retroazione come quello espresso dall’Eq. 4.22, l’equazione rap-
presentativa della configurazione ad anello chiuso per il problema aeroservoelastico
che ne discende è la seguente:

Mq̈ + (Da −Dg) q̇ + (K + Ka −Kg) q = 0 (5.6)

L’equazione è scritta in assenza del disturbo di raffica dal momento che, in questa
fase, si vuole focalizzare l’attenzione sulla stabilità del nuovo sistema ottenuto. Come
già anticipato, si può osservare la presenza delle due nuove matrici aggiuntive, Dg
e Kg, definite matrici di feedback i cui coefficienti sono funzione, oltre che delle
condizioni di volo e delle caratteristiche della superficie di controllo (le analisi sono
state effettuare considerando il rapporto tra corda della superficie mobile e quella
della lamina tale che E = 0.1), anche dei gain Kd e Kv.

Nelle analisi successive si è dunque valutata la stabilità del sistema in Eq. 5.6
indagando, in particolare, l’effetto sulla dinamica del sistema per differenti combi-
nazioni dei gain di controllo, cioè variando i coefficienti delle matrici di feedback. In
questo modo, è possibile avere un’idea più chiara di come il sistema di controllo, e
quindi la rigidezza e lo smorzamento aggiuntivi che esso introduce nel sistema, ne
influenzi la stabilità. Questo aspetto è molto importante dal momento che, ricor-
rendo a questa tipologia di analisi, è possibile avere una prima indicazione del range
entro qui valutare i valori di Kd e Kv necessari per il sistema controllo per quando si
andrà a valutare la risposta nel tempo del sistema a seguito del disturbo di raffica.

In figura 5.45 sono riportati gli autovalori del sistema in corrispondenza della
velocità U = 34 m/s considerando l’effetto del solo guadagno del proporzionale Kd,
avendo imposto cioè Kv = 0. Come si può osservare, il guadagno del proporzionale
è stato fatto variare nel range −3 ≤ Kd ≤ 7 e la velocità scelta è inferiore a quella
in corrispondenza della quale si verifica il flutter. Per Kd = 0 sono riportati gli
autovalori del sistema aeroelastico non controllato e, coerentemente con il valore di
velocità scelto, si può osservare come la parte reale di nessuno di essi si colloca nel
semipiano positivo delle ascisse. Questo aspetto conferma ulteriormente le conside-
razioni fatte in merito alla stabilità del sistema aeroelastico in esame e riportate in
sezione 5.4.1. In merito ai restanti valori considerati, si può notare come, in generale,
la stabilità del sistema si modifica nel momento in cui si utilizzano valori elevati del
parametro di guadagno proporzionale. In particolare, per Kd = 5 e Kd = 7 la parte
reale degli autovalori si colloca nel semipiano positivo, condizione rappresentativa
di una dinamica instabile per il valore di velocità considerato. Questo aspetto, in
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Figura 5.45: Autovalori del sistema aeroservoelastico al variare del guadagno Kd.
Kv = 0, U = 34 m/s

ultima analisi, risulta essere traducibile in un abbassamento della velocità di flutter
rispetto al caso non controllato, relativo cioè a Kd = 0. L’effetto del valore dei gain
sulla velocità di flutter sarà comunque meglio analizzato a breve. Per concludere, si
può osservare come, al contrario, valori negativi di Kd non comportano un’evoluzio-
ne instabile del sistema, dal momento che gli autovalori ad essi associati risultano
essere caratterizzati da un parte reale negativa.

In figura 5.46 viene riportato l’effetto combinato dei gain Kd e Kv sulla velocità
di flutter. Questo grafico consente di completare le considerazioni effettuate in me-
rito alla figura 5.45. Infatti, se in quel caso si era osservato come valori elevati di Kd

determinavano un’evoluzione instabile del sistema, con conseguente abbassamento
del valore di velocità di flutter rispetto al caso non controllato, risulta ora maggior-
mente evidente come la variazione del guadagno del proporzionale possa influenzare
la condizione di flutter. Nel grafico 5.46 si può osservare infatti come l’aumento del
gain Kd determina un rapido decremento della UF , che si porta a valori più bassi
rispetto a quanto determinato per il sistema aeroelastico in assenza di controllo.
Al contrario, valori negativi di Kd, i quali hanno dimostrato mantenere il sistema
stabile, hanno determinato un incremento della velocità di flutter. L’effetto del gua-
dagno del proporzionale è stato inoltre valutato in combinazione con valori differenti
di Kv, mettendo in evidenza incrementi via via più consistenti quando il valore di
Kv risulta essere negativo. In generale, quindi, si può concludere come la variazione
dei gain del PI e, di conseguenza, dei coefficienti delle matrici di feedback consente
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Figura 5.46: Effetto dei guadagni Kd e Kv sulla velocità di flutter

di modificare la stabilità del sistema. La scelta della combinazione corretta, tutta-
via, non può derivare semplicemente da questa tipologia di analisi ma, al contrario,
necessita di una ulteriore valutazione, ad essa complementare, della deflessione della
superficie mobile a seguito dell’azione del sistema di controllo.

5.4.3 Risposta alla Raffica
Dopo aver valutato la stabilità dell’anello chiuso al variare dei guadagni del controllo
PI, il passo successivo consiste nella valutazione della risposta alla raffica a seguito
dell’introduzione del controllo. Come mostrato nella sezione 4.5.3, includendo il
termine forzante di raffica all’interno della Eq. 5.45, si ottiene il seguente sistema:

Mq̈ + (Da −Dg) q̇ + (K + Ka −Kg) q = f∆θ (5.7)

Se ora, partendo da quest’ultima equazione, ci si riconduce alla forma stato-spazio
mostrata in sezione 4.32, è possibile valutare la risposta dinamica del sistema a
seguito dell’implementazione al suo interno del controllo in retroazione, che si ricordi
essere proporzionale allo spostamento, z, e alla velocità, ż, misurati rispetto al bordo
di attacco della lamina:

β = Kvż +Kdz (5.8)
In questa sezione si andrà quindi a valutare come l’introduzione del controllo

influenzi la risposta della struttura alla raffica e, inoltre, come essa possa essere
influenzata variando i guadagni del controllore PI implementato nel sistema. Sarà
quindi possibile valutare che tipo di deflessione della superficie mobile comporta il
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controllo scelto, sfruttando l’Eq. 5.8. L’analisi sarà infine arricchita con ulteriori ri-
sultati volti in qualche modo a validare le conclusioni ricavate dall’analisi di stabilità
dell’anello chiuso. Infine, fissata la legge di controllo e, di conseguenza, i valori di Kv

e Kd, si conclude l’analisi con alcuni commenti in merito all’effetto della variazione
dell’estensione della superficie mobile, in modo da poter includere in questa sezione
ulteriori e importanti considerazioni sull’implementazione del controllo all’interno di
questo sistema semplificato.

In figura 5.47 si riporta il profilo di raffica considerato per le analisi del sistema
aeroservoelastico. Come si può notare, in questa fase si è scelto di considerare un
input di raffica molto rapido ma che, nonostante ciò, ha comunque un effetto sulla
dinamica del sistema.
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Figura 5.47: Profilo di raffica. U0 = 5 m/s, tg = 0.1 s

Nella figura 5.48 viene riportata la risposta alla raffica del sistema non controlla-
to, in termini dei gradi di libertà h, figura 5.48a, e θ, figura 5.48b, e dello spostamento
z del bordo di attacco, figura 5.48c. Dalle figure si può osservare quanto anticipato
in precedenza ovvero che, benché il disturbo risulti molto rapido, esso determina
comunque una risposta nel tempo del sistema. Si può notare inoltre come essa sia
stabile, coerentemente con il valore di velocità scelto per l’analisi, ben al di sotto
del valore corrispondente alla condizione di flutter.

Nella figura 5.49 viene riportato il confronto tra la risposta del sistema in as-
senza del controllo e quella a seguito della sua applicazione, sfruttando una legge di
controllo derivante dall’imposizione di Kv = −0.04 e Kd = 0 (cioè sfruttando una
legge di controllo proporzionale alla velocità in corrispondenza del bordo di attacco).
Come in figura 5.48, la risposta è stata valutata in termini dei gradi di libertà e dello
spostamento al bordo di attacco. In figura 5.50 viene invece riportato l’andamento
nel tempo della deflessione dell’equilibratore a seguito dell’applicazione della legge
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Figura 5.48: Risposta alla raffica dell’anello aperto. U = 20 m/s, raffica con U0 =
5 m/s e tg = 0.1 s

di controllo ottenuta con i valori dei guadagni considerati. Come si può notare,
l’introduzione del controllo consenta di ridurre il tempo impiegato dalle variabili
considerate per decadere. Inoltre, in riferimento alla figura 5.49c, dove viene ripor-
tata una risposta complessiva del sistema (cioè come effetto combinato dei gradi di
libertà che lo caratterizzano, ricordando l’Eq 4.23 in sezione 4.5.1) si può notare
come il controllo consenta di ottenere inoltre uno smorzamento della risposta del
sistema, andando semplicemente a confrontare i valori di picco calcolati con e senza
sistema di controllo. Per quanto riguarda la deflessione della superficie mobile, in
figura 5.50, si può osservare come la scelta di Kv = −0.04 e Kd = 0 consenta di otte-
nere un’ escursione di β nel tempo ben all’interno del range prestabilito, β = ±15◦,
in quanto deflessione superiori risultano difficilmente realizzabili ed implementabili
a livello tecnologico. In conclusione, si può affermare come questa prima valutazione
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Figura 5.49: Risposta alla raffica dell’anello chiuso. U = 20 m/s, raffica con U0 =
5 m/s e tg = 0.1 s. Guadagni di controllo: Kv = −0.04, Kd = 0

del sistema controllato abbia portato a risultati soddisfacenti.
Volendo inizialmente considerare il solo effetto di Kv, la scelta del valore di

−0.04, a fissato Kd = 0, è da ricondursi alla figura 5.46 dove si può osservare
come, rispetto al caso non controllato, l’utilizzo di questo valore di gain consenta
di incrementare maggiormente la velocità di flutter. A tal proposito, infatti, si
riporta in figura 5.51 l’andamento del grado di libertà θ in funzione del tempo per
una velocità U = 40.5 m/s, superiore quindi alla velocità di flutter calcolata per
la lamina piana. Come risulta evidente dalla figura, per il valore di velocità scelto
il sistema in assenza di controllo esibisce una risposta instabile. Al contrario, si
può osservare come l’introduzione del controllo consenta di ottenere una risposta
nel tempo non divergente. Questo aspetto permette di sottolineare come, per prima
cosa, quanto ricavato e affermato nel corso della valutazione della stabilità dell’anello
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Figura 5.50: Deflessione della superficie di controllo. U = 20 m/s, raffica con
U0 = 5 m/s e tg = 0.1 s. Guadagni di controllo: Kv = −0.04, Kd = 0
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Figura 5.51: Risposta di Pitch in condizioni di post flutter. U = 40.5 m/s, raffica
con U0 = 5 m/s e tg = 0.1 s. Guadagni di controllo: Kv = −0.04, Kd = 0

chiuso risulti corretto. Inoltre, aspetto forse più importante, si può osservare come
l’introduzione del controllo nel sistema consenta di ritardare l’insorgere di dinamiche
instabili posticipando, per l’appunto, la condizione di flutter.

Si vuole ora valutare, a fissato valore di Kv per l’integrativo, l’effetto del parame-
troKd sulla risposta alla raffica del sistema aeroservoelastico. Una prima valutazione
viene effettuata in termini dei picchi massimi calcolati per lo spostamento al bordo
di attacco e per la deflessione della superficie di controllo. A tal proposito, in tabella
5.21 sono riportati in valore assoluto βmax, z+

max e z−max, rispettivamente massima
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deflessione della superficie di controllo e massimo spostamento positivo e negativo
del bordo di attacco, calcolati al variare del guadagno del proporzionale Kd.

Kd |βmax|[◦] z+
max[m] z−max [m]

Open Loop: z+
max = 0.05716 m, z−max = 0.02201 m

4 16.09 0.0653 (+14.24%) 0.0155 (-29.58%)
3.5 13.99 0.0635 (+11.09%) 0.0156 (-29.12%)
1.5 7.18 0.0571 (-0.10%) 0.0156 (-29.12%)
0 4.14 0.0530 (-7.28%) 0.0153 (-30.49%)

-1.5 6.01 0.0494 (-13.58%) 0.0147 (-33.21%)
-3 9.05 0.0462 (-19.17%) 0.0144 (-34.58%)
-5.5 13.76 0.0416 (-27.22%) 0.0133 (-39.57%)
-7 16.24 0.0392 (-31.42%) 0.0127 (-42.30%)
-10 20.47 0.0351 (-38.59%) 0.0114 (-48.21%)
(.): Variazione percentuale rispetto al valore Open Loop

Tabella 5.21: Massimo valore di spostamento nel bordo di attacco e di deflessione
della superficie di controllo al variare del guadagno proporzionale Kd. U = 20 m/s,
raffica con U0 = 5 m/s e tg = 0.1 s. Kv = −0.04.

Come si può osservare dai risultati riportati, valori positivi del guadagno del
proporzionale tendono a ad incrementare lo spostamento massimo positivo in cor-
rispondenza del bordo di attacco, rispetto al caso non controllato. Al contrario, il
massimo spostamento negativo risulta subire un decremento se confrontato con il
duale in assenza di controllo. Inoltre, si può osservare come valori crescenti di Kd

comportano un incremento del massimo valore assoluto di deflessione della superfi-
cie mobile, il quale arriva anche a superare il valore massimo ammissibile di 15◦. In
virtù di tali considerazioni, il valore positivo che ha determinato risultati più soddi-
sfacenti dal punto di vista della risposta dell’anello chiuso è Kd = 3.5. Valutando,
invece, i valori negativi di Kd, si può osservare come, in generale, essi consentano di
ottenere un maggiore abbattimento dello spostamento massimo positivo e negativo
in corrispondenza del bordo di attacco. Tuttavia, valori eccessivamente negativo
comportano un superamento del massimo valore consentito di β. Senza dimenticare
di voler realizzare un controllo che sia comunque fattibile dal punto di vista tecno-
logico, il valore di guadagno che meglio si presta al controllo e che tenga conto delle
considerazioni fin qui fatte risulta essere Kd = −5.5, con il quale si riesce ad ottene-
re un’attenuazione di z+

max rispetto al caso non controllato intorno al 30%, mentre
z−max si riduce di circa il 40%. Bisogna però tenere conto di un ulteriore aspetto,
peraltro già analizzato nel corso dell’analisi di stabilità. Osservando la figura 5.46 si
può osservare come i valori considerati influenzino in maniera differente la stabilità
del sistema. Nello specifico, si può osservare come la combinazioni di guadagni per
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il PI Kv = −0.04 e Kd = 1.5 comporti un abbassamento del valore della velocità
di flutter, persino al di sotto di quella determinata per il caso non controllato, cioè
in corrispondenza di Kv = 0 e Kd = 0. Al contrario, sfruttando valori negativi
per il guadagno proporzionale, si è visto come sia possibile posticipare l’insorgere
della condizione di flutter la quale, per Kv = −0.04 e Kd = −5.5 si porta a veloci-
tà sicuramente superiori rispetto al valore calcolato per il modello aeroelastico non
controllato. In conclusione, si può quindi desumere come la scelta di quest’ultima
combinazione risulti quella maggiormente soddisfacente, non solo dal punto di vista
del controllo ma anche da quello della stabilità del sistema ad anello chiuso.
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(c) Spostamento nel bordo di attacco

Figura 5.52: Risposta alla raffica dell’anello chiuso. U = 20 m/s, raffica con U0 =
5 m/s e tg = 0.1 s. Guadagni di controllo: Kv = −0.04, Kd = −5.5

Nella figura 5.52 viene quindi riportata la risposta del sistema per la combi-
nazione di guadagni scelta e nella figura 5.53 la deflessione della superficie mobile
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ottenuta. Come si può osservare dalla figura 5.52c, l’efficacia del controllo PI imple-
mentato con i valori prescelti dei guadagni del proporzionale e dell’integrativo risulta
evidente, riducendo l’escursione dello spostamento del bordo di attacco della lami-
na. Inoltre, dalla figura 5.53 si osserva come l’escursione dell’angolo di deflessione β
risulta essere correttamente all’interno dei limiti prestabiliti.
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Figura 5.53: Deflessione della superficie di controllo. U = 20 m/s, raffica con
U0 = 5 m/s e tg = 0.1 s. Guadagni di controllo: Kv = −0.04, Kd = −5.5

In figura 5.54 viene infine riportata la risposta nel tempo in termini di θ per
la combinazione scelta di Kv e Kd. Come si può osservare, benché il sistema non
controllato esibisca ampiamente un comportamento dinamico instabile, l’applicazio-
ne del controllo consente al sistema aeroservoelastico di mantenere una dinamica
stabile e non divergente.

5.4.4 Effetto Estensione Superficie di Controllo
Un ulteriore aspetto interessante da analizzare è come la risposta alla raffica possa
essere influenzata nel momento in cui si modifica la superficie di controllo cioè, dal
punto di vista pratico, quando si considerano per essa differenti valori di estensione,
considerando fissati i guadagni del controllore PI. Si ricordi, infatti, che i coefficienti
aerodinamici ac e bc, la cui espressione è riportata nell’Eq. 4.14 in sezione 4.2,
sono funzione del coefficiente angolare di portanza e del parametro EE, rapporto
tra la corda dell’equilibratore e la corda della lamina. Si vuole perciò mostrare in
questa fase come la geometria della superficie mobile possa determinare una risposta
differente del modello aeroservoelastico.

In tabella 5.22 vengono riportati il valore assoluto del massima deflessione della
superficie di controllo e i valori massimi, positivi e negativi, di spostamento al bordo
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Figura 5.54: Risposta di Pitch in condizioni di post flutter. U = 41 m/s, raffica con
U0 = 5 m/s e tg = 0.1 s. Guadagni di controllo: Kv = −0.04, Kd = −5.5.

EE |βmax|[◦] z+
max[m] z−max [m]

Open Loop: z+
max = 0.05716 m, z−max = 0.02201 m

0.1 13.76 0.0416 (-27.22%) 0.0133 (-39.57%)
0.2 12.33 0.0372 (-34.92%) 0.0110 (-50.02%)
0.3 11.41 0.0344 (-39.82%) 0.0096 (-56.38%)
0.4 10.75 0.0324 (-43.32%) 0.0086 (-60.93%)
0.5 10.23 0.0308 (-46.12%) 0.0078 (-64.56%)
(.): Variazione percentuale rispetto al valore Open Loop

Tabella 5.22: Massimo valore di spostamento nel bordo di attacco e di deflessione
della superficie di controllo al variare del rapporto tra la corda della superficie mobile
e quella della lamina. U = 20 m/s, raffica con U0 = 5 m/s e tg = 0.1 s. Kv = −0.04,
Kd = −5.5.

di attacco al variare del parametro geometrico E. Tali risultati mettono in mostra
un aspetto particolarmente interessante. Si può notare infatti come, senza in alcun
modo alterare il sistema di controllo, agendo sulla geometria della superficie mobile,
andando cioè a considerarne un’estensione maggiore, si ottiene una diminuzione sia
del massimo valore calcolato di deflessione β, ma anche una diminuzione dei valori di
picco di spostamento al bordo di attacco, ottenendo un’ulteriore attenuazione della
risposta alla raffica espressa dalle variazioni percentuali. Si può dunque concludere
che, nel progetto e nel dimensionamento del sistema di controllo, insieme all’azione
combinata dei guadagni del controllore proporzionale integrativo, un altro fattore da
considerare è la geometria della superficie mobile, il cui ruolo è poi quello di realizzare
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effettivamente il controllo imposto dal PI. Così facendo, è possibile ottenere un
miglioramento della stessa azione di controllo, senza tuttavia alterare i guadagni del
controllore i quali, in ultima analisi, ne caratterizzano il dimensionamento.

Nelle figure 5.55 e 5.56 vengono riportati, in forma grafica, i concetti appena
espressi. Per rendere più chiaramente leggibile i grafici è stato scelto di riportare i
risultati riferendosi all’intervallo temporale 0 s ≤ t ≤ 0.5 s, invece che riportargli su
tutto l’intervallo considerato per le analisi. Dalla figura 5.55 risulta particolarmen-
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Figura 5.55: Effetto del rapporto tra la corda della superficie mobile e quella della
lamina sullo spostamento al bordo di attacco. U = 20 m/s, raffica con U0 = 5 m/s
e tg = 0.1 s. Guadagni di controllo: Kv = −0.04, Kd = −5.5.

te evidente come la geometria della superficie mobile consente di migliorare l’azione
del controllo sulla risposta del sistema alla raffica, senza dover agire sui parametri
del controllore. Analogamente, in figura 5.56 si osserva come un’estensione della su-
perficie di controllo che sia il 50% della corda permetta di contenere maggiormente
l’escursione della superficie mobile. Ovviamente, aumentare di cinque volte l’esten-
sione della superficie di controllo, benché sicuramente benefico dal punto di vista
della risposta al disturbo agente sul sistema, dovrebbe portare a considerare degli
aspetti aggiuntivi in merito all’effettiva realizzazione e movimentazione della super-
ficie mobile stessa. Nell’ottica del modello semplificato considerato, questi risultati
consentono comunque di fornire importanti indicazioni su quali siano i parametri da
tenere in conto e su cui agire per la realizzazione di un sistema aeroservoelastico.

5.4.5 Effetto Geometria e Materiale
Si vogliono ora arricchire le analisi fin qui effettuate, integrando uno studio para-
metrico in cui i risultati vengono analizzati per differenti valori di lunghezza L della
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Figura 5.56: Effetto del rapporto tra la corda della superficie mobile e quella della
lamina sulla deflessione β della superficie di controllo. U = 20 m/s, raffica con
U0 = 5 m/s e tg = 0.1 s. Guadagni di controllo: Kv = −0.04, Kd = −5.5.

lamina. In questo modo, è possibile inserire tra i parametri fin qui considerati an-
che l’effetto di una eventuale variazione di geometria del sistema sulla risposta alla
raffica.

Seguendo la medesima sequenza di analisi effettuate per il modello di riferimen-
to, caratterizzato si ricordi da una lunghezza L = 0.305 m, in tabella 5.23 vengono
riportate le prime tre frequenze proprie del sistema considerando una lunghezza pari
alla metà di L e una pari al doppio. I risultati ottenuti, sono quindi confrontati per
differenti teorie (per conoscere il numero di gradi di libertà coinvolti nel calcolo,
riferirsi alla tabella 5.20). Le considerazioni fatte in merito all’effetto della teoria

L = 0.1525 L = 0.611
f1 f2 f3 f1 f2 f3

EBBM 35.866 224.764 629.435 2.242 14.049 39.345
N=1 35.865 224.728 629.183 2.242 14.048 39.344
N=2 38.223 161.530* 239.380 2.373 14.808 35.413*
N=3 37.362 157.851* 232.070 2.280 14.279 35.264*
N=4 37.304 157.703* 231.915 2.279 14.272 35.257*
L9 37.338 157.864* 232.026 2.280 14.277 35.266*

(.)∗ Indica un modo torsionale

Tabella 5.23: Effetto della lunghezza L [m] della lamina sulle frequenze di vibrazione
del sistema [Hz]. 10B4

utilizzata fatte per la tabella 5.20 sono da considerarsi valide anche in questo caso.
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Modelli di espansione di Taylor almeno del secondo ordine sono necessari per poter
cogliere il primo modo torsionale, mentre la convergenza dei risultati richiede l’uti-
lizzo di polinomi cubici ma essendo computazionalmente più conveniente utilizzare
un polinomio cubico di Lagrange, si farà riferimento ai risultati ottenuti per questo
modello di espansione. Si può inoltre notare come variare la lunghezza della lamina
abbia un’influenza molto importante sui modi del sistema. Infatti, dimezzando la
lunghezza della lamina si ottiene una prima frequenza flessionale maggiore del triplo
della corrispondente per L = 305 m e riportata in tabella 5.20. Analogamente, anche
la prima torsionale subisce un aumento di più del doppio. Al contrario, raddoppian-
do la lunghezza della lamina porta ad una forte diminuzione delle due frequenze
considerate, come si può osservare soprattutto dalla prima flessionale che si riduce
di quasi quattro volte. Ricordando l’Eq. 5.2, dalle frequenze appena calcolate è
possibile stimare i valori di rigidezza flessionale e torsionale delle molle nell’analisi a
parametri concentrati in atto. Le considerazioni fatte si tradurranno dunque in una
differente stabilità del sistema che nel seguito verrà quindi analizzata.

Analogamente a quanto fatto in sezione 5.4.2, si riporta in tabella 5.24 l’analisi
di stabilità dell’anello chiuso confrontando, per differenti combinazioni dei guadagni
del controllore PI, l’effetto sulla velocità di flutter e quindi sulla stabilità dinami-
ca delle due nuove configurazioni geometriche della lamina. Come riferimento, si
considerino i valori di velocità di flutter calcolati per l’anello aperto, ottenuti risol-
vendo il classico problema agli autovalori per il sistema non controllato. Il primo

L = 0.1525 L=0.611
Kd UF UF

Open Loop 85.2 19.6
Kv = −0.03 Kv = −0.04

-10 88.1 20.2
-7 87.6 20
-5.5 87.3 20
-3 86.9 19.9
-1.5 86.6 19.8
0 86.3 19.7
1.5 86.1 15.4
3.5 85.7 10.3
4 85.7 9.6

Tabella 5.24: Effetto dei guadagni Kd e Kv sulla velocità di flutter, UF [m/s], al
variare della lunghezza L [m] della lamina

aspetto su cui è necessario effettuare alcune valutazioni, consiste nel valore di UF
determinato per il sistema dinamico in assenza del controllo. Si può notare, infatti,
come la variazione di geometria abbia influito fortemente sulla stabilità del sistema,
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dal momento che l’aver raddoppiato la lunghezza della lamina si è tradotto in un
forte decremento della velocità di flutter, mentre considerare una lunghezza pari alla
metà del valore di partenza ha determinato l’effetto opposto. Questo aspetto risulta
essere una logica conseguenza dell’analisi dei modi di vibrare della lamina al variare
di L, riportata in tabella 5.23. La variazione di geometria ha infatti determinato una
modifica delle frequenze proprie di oscillazione del sistema e, di conseguenza, una
variazione delle rigidezze flessionali e torsionali delle molle. Nello specifico, tanto
più la lunghezza considerata è ridotta tanto più il sistema incrementa la sua rigidez-
za, mentre il considerare una lunghezza maggiore determina l’effetto opposto. La
geometria ha dunque un effetto tangibile sulla stabilità del sistema non controllato,
osservabile in una condizione instabile differente rispetto al caso di riferimento.
Valutata la stabilità dell’anello aperto, si è quindi considerata la stabilità del sistema
ad anello chiuso riportando i valori di velocità di flutter determinati per differenti
combinazione dei gain di controllo, in maniera analoga a quanto effettuato in figura
5.46. Per questa analisi parametrica, sono stati selezionati i valori di Kv che hanno
determinato maggiori incrementi della velocità di flutter e, una volta fissati, sono
stati quindi riportati i valori di UF per differenti combinazioni del guadagno pro-
porzionale Kd. In generale, è osservabile come valori di Kd negativi consentano di
posticipare l’insorgere dell’instabilità, mentre valori positivi hanno l’effetto opposto.
L’aspetto interessante nell’ambito dell’analisi parametrica è il fatto che la configu-
razione caratterizzata da una lunghezza L = 0.611 m sia maggiormente suscettibile
al crescere del valore del guadagno del proporzionale dal momento che, ad esempio,
un valore di Kd = 4 determina un forte abbassamento della velocità di flutter, che
risulta subire un decremento di circa del 50% rispetto al caso non controllato. Al
contrario, l’effetto di Kd sulla configurazione geometrica più compatta risulta essere
meno forte poiché, in corrispondenza dello stesso valore di Kd, si ricava una velocità
di flutter comunque superiore rispetto al caso non controllato. Considerazioni ana-
loghe possono essere effettuate per valori di Kd negativi. Infatti, benché come detto
in generale si ottiene un aumento del valore di UF , si può osservare come esso sia
tanto più forte quanto più la lunghezza della lamina risulti inferiore rispetto al caso
classico. La geometria del sistema risulta quindi essere un fattore determinante an-
che nel momento in cui si considera la stabilità del sistema in presenza del controllo
e, di conseguenza, il settaggio dei guadagni del controllore deve essere effettuato
considerando questo ulteriore aspetto.

L’analisi prosegue con la valutazione della risposta alla raffica di figura 5.47. Dal
momento che l’analisi è stata condotta per un valore di velocità di 20 m/s, il con-
fronto con i risultati ottenuti dal caso di riferimento verrà effettuato considerando
il valore di lunghezza della lamina pari a L = 0.1525 m, poiché si è visto come,
per una lunghezza pari al doppio, il sistema risulta essere instabile per il valore
di velocità considerato. In tabella 5.25 sono quindi riportati i valori massimi di
escursione β della superficie mobile e i picchi, positivi e negativi, di spostamento
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del bordo di attacco della lamina per il caso considerato. Il primo risultato su cui

Kd |βmax|[◦] z+
max[mm] z−max[mm]

Open Loop: z+
max = 2.9338 mm, z−max = 0.1067 mm

4 0.73 2.9743 (+1.38%) 0.1103 (+3.37%)
3.5 0.65 2.9683 (+1.18%) 0.1095 (+2.62%)
1.5 0.34 2.9444 (+0.36%) 0.1061 (-0.56%)
0 0.18 2.9267 (-0.24%) 0.1036 (-2.91%)

-1.5 0.31 2.9091 (-0.84%) 0.1011 (-5.24%)
-3 0.54 2.8917 (-1.43%) 0.0986 (-7.59%)
-5.5 0.93 2.8631 (-2.41%) 0.0946 (-11.34%)
-7 1.17 2.8461 (-2.99%) 0.0923 (-13.50%)
-10 1.63 2.8126 (-4.13%) 0.0878 (-17.71%)
(.): Variazione percentuale rispetto al valore Open Loop

Tabella 5.25: Massimo valore di spostamento nel bordo di attacco e di deflessione
della superficie di controllo al variare del guadagno proporzionale Kd. U = 20 m/s,
raffica con U0 = 5 m/s e tg = 0.1 s. Kv = −0.03. L = 0.1525 m

si vuole concentrare l’attenzione è quanto ottenuto dalla risposta del sistema non
controllato. Rispetto al caso di riferimento si può notare come, a parità di input
di raffica applicato al sistema, la risposta dinamica valutata in termini di massimo
valore positivo e negativo di spostamento al bordo di attacco risulti essere attenuata
essendo inferiore di un’ordine di grandezza. Questo risultato è ovviamente coerente
con la maggiore rigidezza flessionale e torsionale che caratterizza la configurazione
geometrica considerata. Di maggiore interesse appare, invece, come l’applicazione
del controllo influenzi i risultati ottenuti. Per prima cosa si può notare come, in
analogia con i risultati riportati in tabella 5.21, valori positivi del guadagno propor-
zionale non comportano un’attenuazione dei picchi di spostamento positivo, i quali
invece risultano subire un incremento. A differenza di quanto mostrato in tabella
5.21, questo comportamento è riscontrabile anche per z−max. Anche in questo caso
quindi, valori di Kd minori o uguali a zero sono preferibili per ottenere un’atte-
nuazione della risposta alla raffica invece che un’amplificazione. In generale, si può
comunque notare come, per i valori selezionati di Kd, il controllo non determina
variazioni importanti rispetto a quanto calcolato per il sistema non controllato, se
non nei valori di massimo spostamento negativo. Per quanto riguarda i valori di
z+
max, l’introduzione del controllo comporta variazioni molto più contenute rispetto
al caso non controllato. In conclusione, per questa tipologia di problema, l’effetto
del controllo risulta essere meno determinante per ottenere un’attenuazione della
risposta dinamica all’input di raffica scelto e ciò risulta particolarmente evidente dai
massimi valori βmax di escursione della superficie di controllo, i quali risultano essere
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di pochi gradi. La maggiore rigidezza strutturale che caratterizza la configurazione
geometrica in esame comporta quindi una minore azione da parte del sistema di
controllo in relazione alle caratteristiche del disturbo di raffica scelto per effettuare
il confronto tra i due casi.

Si riporta quindi in figura 5.57 la risposta alla raffica in termini di spostamento
del bordo di attacco per la combinazione di guadagni del controllore Kv = −0.03
e Kd = −10, la quale ha permesso di ottenere una migliore attenuazione dei valori
di picco calcolati per il sistema non controllato. Nella figura 5.58 è invece riportata
la corrispondente deflessione della superficie mobile per la combinazione di guada-
gni considerata. I risultati riportati confermano quanto affermato in relazione alla
tabella 5.25. Si può infatti notare come l’azione del controllo risulti molto meno
evidente rispetto al caso L = 0.305 m, aspetto avvalorato dalla piccola deflessione
a cui è soggetta la superficie di controllo. Tuttavia, è comunque osservabile l’atte-
nuazione dello spostamento massimo positivo oltre che un più rapido decadimento
della risposta nel tempo.
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Figura 5.57: Risposta alla raffica dell’anello chiuso in termini di spostamento del
bordo di attacco della lamina. U = 20 m/s, raffica con U0 = 5 m/s e tg = 0.1 s.
Guadagni di controllo: Kv = −0.03, Kd = −10. L = 0.1525 m

Si vuole ora proseguire l’analisi parametrica considerando l’effetto sul sistema ae-
roservoelastico dell’utilizzo di un materiale differente. Riprendendo dunque la con-
figurazione geometrica di partenza, caratterizzata da una lunghezza L = 0.305 m, si
consideri un materiale isotropo con le seguenti caratteristiche: E = 72 GPa, ν = 0.3
e ρ = 213.8684 kg/m3. Analogamente a quanto fatto nel momento in cui è stata
considerata una differente configurazione geometrica, si riportano in tabella 5.26 le
prime tre frequenze proprie di oscillazione del sistema calcolate per differenti teorie.
Le considerazioni fatte per le analisi precedenti in merito alla convergenza dei risul-
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Figura 5.58: Deflessione della superficie di controllo. U = 20 m/s, raffica con U0 =
5 m/s e tg = 0.1 s. Guadagni di controllo: Kv = −0.03, Kd = −10. L = 0.1525 m

f1 f2 f3 DOFs
EBBT 31.862 199.680 559.221 279
N=1 31.862 199.672 559.165 279
N=2 33.802 211.463 262.671* 558
N=3 32.676 204.241 260.205* 930
N=4 32.646 204.115 260.143* 1395
1L9 32.665 204.209 260.227* 837

(.)∗ Indica un modo torsionale

Tabella 5.26: Effetto del modello di espansione sulle frequenze di vibrazione del
sistema [Hz]. 10B4

tati in base al modello di espansione utilizzato e il carico computazionale coinvolto
nell’analisi risulta essere nuovamente valide. Analogamente a quanto fatto in prece-
denza, si selezionano dunque le prime frequenze proprie di oscillazione flessionale e
torsionale, con le quali sarà possibile calcolare le rigidezze del modello a parametri
concentrati sfruttando l’Eq. 5.2.

Si vuole ora analizzare la stabilità di questo nuovo sistema, come fatto nei casi
precedenti, andando per prima cosa a valutare la velocità in corrispondenza della
quale si verifica il flutter e, subito dopo, analizzare come la stabilità del sistema venga
influenzata dall’implementazione del controllo. Si riportano dunque in tabella 5.27 i
valori calcolati di velocità di flutter derivanti dall’analisi di stabilità dell’anello aperto
e chiuso. Come nei casi precedenti, sono riportati i risultati al variare del guadagno
proporzionale a fissato valore di Kv, scelto in modo tale da ottenere i massimi
incrementi di velocità di flutter. Come si può osservare, intorno ad una velocità di
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Kd UF
Open Loop 39.9
Kv = 0.02

-10 42.4
-7 42
-5.5 41.8
-3 41.5
-1.5 41.3
0 41.1
1.5 40.9
3.5 39.3
4 37

Tabella 5.27: Effetto dei guadagni Kd e Kv sulla velocità di flutter, UF [m/s]

circa 40 m/s nel sistema non controllato insorge una dinamica instabile. Risulta
dunque interessante osservare come, nonostante frequenze proprie di oscillazione
flessionale e torsionale dello stesso ordine di grandezza di quelle calcolate per il caso
L = 0.1525 m, riportate in tabella 5.23, l’utilizzo di un materiale di densità inferiore,
che comporta quindi un sistema più leggero, compensa negativamente l’aumento di
rigidezza. Il tutto si traduce quindi in un valore di velocità di flutter corrispondente
a poco meno della metà del valore calcolato per L = 0.1525 m. Come già anticipato
in sezione 5.3.3, la dinamica del sistema risulta quindi fortemente influenzata dalla
sua massa. Un altro aspetto interessante su cui focalizzare l’attenzione è la scelta del
valore di Kv. Si può infatti osservare come, a differenza dei casi precedenti, in questo
caso il valore del guadagno del controllo integrativo che consente di incrementare il
più possibile la velocità di flutter risulti essere un valore maggiore di zero. Questo
risultato consente di mettere in luce come il sistema di controllo non sia indipendente
dagli input che caratterizzano il sistema considerato, ma venga anzi influenzato da
una loro possibile variazione. L’effetto del guadagno proporzionale risulta invece
essere in linea con i risultati fin qui riportati, dal momento che si osserva nuovamente
come valori negativi del gain consentano di ottenere i maggiori incrementi della
velocità di flutter, al contrario dei valori positivi che ne determinano invece un
decremento.

Si conclude quindi l’analisi andando a valutare la risposta all’input di raffica di
figura 5.47. A tal proposito, si riportano in tabella 5.28 i massimi valori di defles-
sione della superficie mobile e i massimi valore positivo, quest’ultimo confrontati
con i corrispondenti valori ottenuti per il sistema non controllato (i valori di picco
negativi sono stati esclusi dall’analisi dal momento che non si sono ottenuti valori
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apprezzabili per il confronto. Questo aspetto sarà maggiormente chiaro nel segui-
to). Come si può osservare dai risultati riportati, l’azione della raffica sul sistema

Kd |βmax|[◦] z+
max [m]

Open Loop: z+
max = 0.04684 m, z−max ≈ 0.0 m

4 14.91 0.0636 (+35.75%)
3.5 12.62 0.0611 (+30.50%)
1.5 5.20 0.0528 (+12.71%)
0 1.67 0.0478 (+2.10%)

-1.5 4.30 0.0437 (-6.76%)
-3 7.18 0.0402 (-14.29%)
-5.5 11.27 0.0354 (-24.52%)
-7 13.33 0.0330 (-29.60%)
-10 16.70 0.0290 (-38.01%)
(.): Variazione percentuale rispetto al valore Open Loop

Tabella 5.28: Massimo valore di spostamento nel bordo di attacco e di deflessione
della superficie di controllo al variare del guadagno proporzionale Kd. U = 20 m/s,
raffica con U0 = 5 m/s e tg = 0.1 s. Kv = 0.02

determina valori massimi positivi di spostamento del bordo di attacco della lamina,
mentre i picchi negativi sono pressoché nulli. L’azione del controllo, esercitata at-
traverso una variazione del guadagno del proporzionale, si può osservare determini
un’attenuazione del picco di spostamento al bordo di attacco solamente per valori di
Kd negativi. Questo risultato avvalora maggiormente la scelta di guadagni minori
di zero che determinano quindi benefici sia dal punto di vista del controllo che della
stabilità del sistema, come mostrato in tabella 5.27. Tuttavia, per il caso studiato, si
può osservare come valori eccessivamente negativi determinino una deflessione mas-
sima della superfici di controllo al di sopra del limite scelto di 15◦. Di conseguenza,
un valore di Kd che ben si presta all’implementazione del sistema di controllo risulta
essere Kd = −7, con il quale è possibile ottenere, oltre che uno spostamento della
condizione di flutter verso velocità superiori rispetto al caso non controllato, anche
un’attenuazione del valore massimo di spostamento.

In figura 5.59 viene dunque riportata la risposta dinamica della lamina in termini
di spostamento del bordo di attacco. Come si può osservare, l’azione del controllo si
manifesta principalmente in una diminuzione dello spostamento massimo positivo,
mentre i valori massimi negativi del sistema con e senza controllo sono pressoché
confrontabili. Risulta comunque possibile osservare come, nuovamente, la risposta
dinamica in presenza del controllo tenda ad annullarsi più rapidamente. Nella figura
5.60 viene riportata la corrispondente deflessione della superficie di controllo, la quale
risulta correttamente essere all’interno dei limiti prestabiliti.
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Figura 5.59: Risposta alla raffica dell’anello chiuso in termini di spostamento del
bordo di attacco della lamina. U = 20 m/s, raffica con U0 = 5 m/s e tg = 0.1 s.
Guadagni di controllo: Kv = 0.02, Kd = −7
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Figura 5.60: Deflessione della superficie di controllo. U = 20 m/s, raffica con
U0 = 5 m/s e tg = 0.1 s. Guadagni di controllo: Kv = 0.02, Kd = −7
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Capitolo 6

Conclusioni

Un controllo proporzionale integrativo è stato implementato all’interno del classico
sistema aeroelastico. La stabilità dell’anello chiuso retroazionato è stata quindi
valutata calcolando la condizione di flutter per differenti combinazioni di valori dei
gain di controllo, così come la risposta ad un input di raffica sfruttando un modello
discreto uno-meno-coseno.

6.1 Organizzazione dell’Elaborato
Nella prima parte del presente elaborato viene dedicato ampio spazio alla descrizione
del modello strutturale unidimensionale basato sulla Carrera Unified Formulation
(CUF). Vantaggio principale legato all’impiego di tale formulazione è la possibili-
tà di ottenere un modello cinematico di ordine arbitrariamente elevato assumendo
un’espansione polinomiale delle variabili lungo la sezione trasversale. Infatti, me-
diante la CUF l’ordine di espansione diventa ora un’input dell’analisi, da settare
opportunamente a seconda del problema in esame. Nel presente lavoro di tesi è
stato fatto largo impiego di due differenti modelli strutturale rifiniti, ovvero modelli
TE e LE. I primi sfruttano polinomi di Taylor di ordine arbitrariamente elevato
per modellare il campo di spostamenti lungo la sezione trasversale e maggiore è
l’ordine scelto, maggiore sarà il numero di variabili coinvolti nel calcolo. La se-
conda classe di modelli considerati si basa sull’utilizzo di polinomi di Lagrange per
modellare il campo di spostamenti lungo la sezione trasversale e per opportunamen-
te discretizzarla. In questo caso, le incognite del problema sono pure variabili di
spostamento. Implementando i modelli CUF descritti all’interno della formulazio-
ne agli elementi finiti (FEM), è possibile ricavare tutte le matrici e i vettori che
compaiono all’interno delle equazioni di equilibrio sfruttando una metodologia di
assemblaggio basata sui cosiddetti nuclei fondamentali, la cui espressione formale
delle componenti è indipendente dall’ordine della teoria scelta. Infine, largo spazio
è stato dedicato alla descrizione delle metodologie adottate per modellare strutture
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laminate e multicomponente, entrambe largamente impiegate in ambito aerospazia-
le. Nel primo caso, sono stati descritti gli approcci detti Equivalent Single Layer,
ESL, che sfrutta modelli TE, e Layer Wise, LW, il quale sfrutta invece modelli LE.
Nel primo caso si ha una omogenizzazione delle proprietà di ciascuno strato, mentre
nel secondo caso si ha l’omogenizzazione delle proprietà solo in corrispondenza dei
nodi di interfaccia tra uno strato e la’altro, cosicché ogni strato possa conservare le
proprietà che lo caratterizzano. L’analisi delle strutture multi-componente è invece
condotta adottando l’approccio Component-Wise, CW, grazie al quale gli elementi
che compongono la sezione trasversale sono modellati mediante elementi finiti 1D
di ordine di espansione arbitrario. Sfruttando modelli LE è inoltre possibile consi-
derare la sezione trasversale della struttura come somma di sotto-domini, ciascuno
dei quali discretizzato in maniera opportuna, tra i quali viene imposta la continuità
degli spostamenti senza ricorrere ad alcun artificio matematico.

Ampio spazio è stato dunque dedicato alla descrizione delle metodologie impie-
gate per la valutazione della risposta dinamica delle strutture quando soggette a
carichi inerziali. Tra i metodi a integrazione diretta, il metodo di Newmark sfrut-
ta caratteristiche espressioni del campo degli spostamenti e di velocità nelle quali
l’opportuno settaggio delle costanti che vi compaiono garantisce la stabilità dello
schema. Aspetto caratteristico di questo metodo, come nel caso di tutti i meto-
di ad integrazione diretta delle equazioni nel tempo, è la dipendenza dei risultati
dal time-step ∆t selezionato. Un’alternativa molto valida al metodo di Newmark è
rappresentata dal Mode Superposition Method, il quale sfrutta un’espressione delle
equazioni in coordinate modali grazie alle quali è possibile ottenere una valutazione
sufficientemente accurata della risposta dinamica del sistema mediante la sovrappo-
sizione di una opportuna frazione delle forme modali calcolate. Il numero di modi
scelto determina dunque l’accuratezza del metodo. Tra le tipologie di carichi iner-
ziali del problema dinamico, il carico di raffica è stato descritto considerando per la
raffica verticale un modello discreto del tipo uno-meno-coseno distribuito nel tempo.

Il cuore dell’elaborato è rappresentato dalla definizione del modello matematico
del sistema aeroservoelastico. Per prima cosa è stato considerato l’esempio classico
della sezione tipica. Tramite questo modello è stato possibile ricavarne le equazioni
che del moto considerando una opportuna teoria aerodinamica che ha permesso di
includere nel sistema oltre alle ben note matrici strutturali di massa e rigidezza, le
matrici di rigidezza e smorzamento aerodinamico. La stabilità del modello è deter-
minabile grazie alla risoluzione del problema agli autovalori, per differenti condizioni
operative valutate in termini di velocità e densità del flusso. Il passo successivo è
stato considerare il modello in presenza di una superficie di controllo la cui azione
è regolata da un sistema di controllo proporzionale-integrativo, (PI), in retroazione,
caso particolare del classico controllo proporzionale-integrativo-derivativo, (PID),
che nei sistemi di controllo trova largo impiego. Il sistema aeroservoelastico così
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definito è caratterizzato dalla presenza di due nuove matrici, dette matrici di feed-
back, le quali influenzano la stabilità del sistema retroazionato ad anello chiuso così
ottenuto. Implementando infine un semplice input di raffica e sfruttando una rap-
presentazione stato-spazio delle equazioni è dunque possibile valutarne la risposta
nel tempo.

L’elaborato si conclude con vasto set di esempi numerici nei quali l’applicazio-
ne dei concetti teorici mostrati ha permesso di ricavare importanti conclusioni che
verranno descritte nella sezione successiva.

6.2 Osservazioni Conclusive
In merito alla valutazione della risposta statica per le configurazioni strutturali
considerate è possibile riportare le seguenti conclusioni:

• I modelli CUF 1D utilizzati hanno mostrato un’ottima convergenza dei ri-
sultati e permesso di ottenere uno strumento efficace per la predizione dello
spostamento nel punto di carico per configurazioni caratterizzate da un basso
rapporto di snellezza o da una maggiore complessità, per le quali non sono
applicabili le teorie classiche.

• Nel caso di strutture laminate e rinforzate, i modelli LE hanno consentito
una più accurata predizione della distribuzione degli stress lungo lo spessore,
nel primo caso adottando l’approccio Layer-Wise e, nel secondo, mediante la
definizione di modelli Component-Wise. Tale aspetto è stato maggiormente
messo in luce dalle distribuzioni di sforzo di taglio ottenute.

• In termini di costo computazionale, l’applicazione di modelli LE ha permesso
di coinvolgere nel calcolo un numero minore di gradi di libertà soprattutto nei
casi in cui modelli TE di ordine elevato risultavano necessari per ragioni di
accuratezza delle risposta.

Le analisi dinamiche hanno invece messo in luce i seguenti aspetti:

• Sia il metodo di Newmark che la sovrapposizione modale si sono dimostrati
metodi accurati per valutare la risposta nel tempo di differenti configurazioni
strutturali quando soggette a carichi inerziali.

• Il metodo di sovrapposizione modale ha dimostrato comportare un notevole
risparmio di tempi di calcolo, dal momento che la valutazione delle risposte
nel tempo in termini di spostamenti o stress ha richiesto l’utilizzo di poche
forme modali se confrontate con il numero di time-step necessari al metodo di
Newmark per ottenere la convergenza della soluzione. Rispetto alla valutazione
dello spostamento in funzione del tempo, un numero maggiore di modi è stato
comunque necessario per ottenere la convergenza degli stress.
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• Anche nelle analisi dinamiche i modelli Component-Wise LE hanno permesso
di ottenere distribuzioni degli stress maggiormente accurate rispetto a modelli
TE di ordine elevato, consente un importante risparmio delle risorse di calcolo.

Le analisi del modello aeroservoelastico consentono di concludere che:

• Il valore da assegnare ai gain di controllo integrativo e proporzionale non può
non prescindere da una valutazione della stabilità del sistema ad anello chiuso.
In questo senso, è stato mostrato come selezionando correttamente i valori di
Kv e Kd sia possibile agire differentemente sulla condizione di flutter.

• Selezionando opportunamente il valore dei gain di controllo è stato possibile
ottenere ottime attenuazioni della risposta del sistema ad un input di raffica
senza superare i limiti prestabiliti di escursione della superficie mobile. In
questo modo, la combinazione dei gain Kv e Kd scelti ha permesso di ottenere
benefici non solo dal punto di vista della stabilità ma anche nella risposta a
forzanti esterne se confrontati con i corrispondenti risultati ricavati per l’anello
aperto in assenza di controllo.

• Agire sulla geometria della superficie mobile consente di migliorare l’azione del
controllo sulla risposta all’input di raffica.

• L’efficacia del controllo implementato è risultata inalterata a seguito della
modifica della geometria e del materiale del modello considerato.

6.3 Sviluppi Futuri
Il presente lavoro di tesi ha come scopo quello di mostrare come implementare all’in-
terno delle equazioni del moto caratteristiche del sistema aeroelastico una semplice,
quanto efficace, legge di controllo in retroazione. I risultati ottenuti per modelli a
parametri discreti sulla stabilità e la risposta ad un input di raffica esterno posso-
no quindi rappresentare un ottimo punto di partenza per procedere allo sviluppo
di questo elaborato. A tal proposito, i passi immediatamente successivi a quanto
riportato consistono in:

• Ricavare le matrici strutturali, aerodinamiche e di controllo utilizzando la CUF
all’interno della formulazione agli elementi finiti, in modo da estendere le anali-
si effettuate a configurazioni tridimensionali dalle più semplici, come la lamina
in presenza della superficie di controllo analizzata, a quelle più complesse come
ali in presenza di superfici mobili o velivoli completi.

• Eventualmente perfezionare il modello aerodinamico, passando dalla teoria di
striscia ad un metodo a pannelli come il DLM. In questo caso il problema ri-
sulta essere formulato in frequenza e, per ottenere una risposta nel tempo dal
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sistema stato-spazio, risulta necessario ricorrere ad una approssimazione ra-
zionale dell’operatore aerodinamico. Questo metodo risulta essere largamente
impiegato e in bibliografia sono molti i riferimenti nei quali ne viene mostrata
un’applicazione in problemi di posticipazione della condizione di flutter e di
attenuazione della risposta a carichi di raffica [62].

• Alternativamente al modello discreto utilizzato, un possibile step successivo
può essere quello di considerare un modello continuo di raffica in modo da
poter valutare la risposta del sistema controllato a raffiche turbolente.

• Utilizzare strategie di controllo alternative a quello proporzionale-integrativo
in retroazione implementato nel presente elaborato
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