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❆❝❦♥♦✇❧❡❞❣❡♠❡♥t

❋✐rst ♦❢ ❛❧❧✱ ■ ✇♦✉❧❞ ❧✐❦❡ t♦ t❤❛♥❦ ♠② ❙✉♣❡r✈✐s♦r Pr♦❢✳ ❈❛r❧♦ ❘✐❝❝✐❛r❞✐✱ ✇❤♦ ❤❡❧♣s✱
s✉♣♣♦rts ❛♥❞ ❤❡ ❤❛s st✐♠✉❧❛t❡❞ ♠❡ ✐♥ ♠② r❡s❡❛r❝❤✳ ❙❡❝♦♥❞❧②✱ ■ ✇❛♥t t♦ t❤❛♥❦ ❉r✳
❙t❡❢❛♥♦ ❙t❛ss✐✱ ✇❤♦ ✇❛s t❤❡ ♠♦st ✐♠♣♦rt❛♥t ❣✉✐❞❡ ❛❧♦♥❣ t❤❡ ✇❤♦❧❡ t❤❡s✐s ♣❛t❤✳

■ t❤❛♥❦ ♠② ♣❛r❡♥ts✱ ❱❛❧t❡r ❋❛♥t♦❧✐♥♦ ❛♥❞ ▼❛r✐❛r♦s❛ ❙q✉✐③③❛t♦✱ ❢♦r ❤❛✈✐♥❣ ❡♥❞✉r❡❞ ♠❡
❞✉r✐♥❣ t❤❡s❡ ②❡❛rs ❛♥❞ ❢♦r t❤❡✐r ✜♥❛♥❝✐❛❧ ❝♦♠♠✐t♠❡♥t✱ ✐ ✇✐❧❧ ♥❡✈❡r ❜❡ ❛❜❧❡ t♦ t❤❛♥❦
t❤❡♠ ❡♥♦✉❣❤✳ ❆ s♣❡❝✐❛❧ t❤❛♥❦s t♦ ♠② ❜r♦t❤❡r ❊❞♦❛r❞♦ ❛♥❞ ♠② ❝♦✉s✐♥ ❋r❛♥❝❡s❝❛ ✇❤♦
❞✉r✐♥❣ t❤❡s❡ ②❡❛rs ❤❛✈❡ ♠❛♥❛❣❡❞ t♦ ❡♥❞✉r❡ ❛❧❧ ♠② ❞✐✣❝✉❧t✐❡s✱ tr❛♥s♠✐tt✐♥❣ ♠❡ ❛❧✇❛②s
❤❛♣♣✐♥❡ss✳ ❆ s♣❡❝✐❛❧ t❤❛♥❦s ❛❧s♦ t♦ t❤❡ ♣❡rs♦♥ ✇❤♦ ❝❤❛♥❣❡❞ ♠② ❧✐❢❡✱ ●✐✉❧✐❛✱ ✇❤♦ ✇❛s

❛❜❧❡ t♦ tr❛♥s❢♦r♠ ♠❡ ✐♥t♦ ❛ ❜❡tt❡r ♣❡rs♦♥✱ ❛❧✇❛②s ❛❝❝❡♣t✐♥❣ ❛❧❧ ♠② ❞✐✣❝✉❧t✐❡s✳

❋❡❞❡r✐❝♦ ❋❛♥t♦❧✐♥♦
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❙✉♠♠❛r②

●r❛♣❤❡♥❡ ✐s t❤❡ t❤✐♥♥❡r ♠❛t❡r✐❛❧ t❤❛t ❡①✐sts ✐♥ ♥❛t✉r❡ ❛♥❞ ✐t ✐s ❛♥ ❛❧❧♦tr♦♣✐❝ ❝❛r❜♦♥ st❛t❡✳
■ts s❤❛♣❡✱ r❡s✐st❛♥❝❡ ❛♥❞ st❛❜✐❧✐t② ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ ❝r❡❛t❡ ❞❡✈✐❝❡s ♥❡✈❡r s❡❡♥ ❜❡❢♦r❡✱ ❝❛✉s✐♥❣
❛ s❝✐❡♥t✐✜❝ r❡✈♦❧✉t✐♦♥✳ ■t ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ ❛s ✉❧tr❛❧♦✇ ♠❛ss ❞❡t❡❝t✐♦♥ ❛♥❞ ✉❧tr❛s❡♥s✐t✐✈❡ ❢♦r❝❡
❞❡t❡❝t✐♦♥ ❛♥❞ ✐t ✐s s♦ s✉✐t❛❜❧❡ ❛❧s♦ ✐♥ ❜✐♦❧♦❣✐❝❛❧ ❛♥❞ ❝❤❡♠✐❝❛❧ ❞❡t❡❝t✐♦♥✳ ■t s❤♦✇s ✈❡r②
✐♥t❡r❡st✐♥❣ ❡❧❡❝tr✐❝❛❧ ❛♥❞ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s✳ ■t ❤❛s ❛ ✈❡r② ❤✐❣❤ ❡❧❡❝tr✐❝❛❧ ❝♦♥❞✉❝t✐✈✐t②✱
t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥ ✈❡❧♦❝✐t② r❡❛❝❤❡s ✈❛❧✉❡ ♦❢ ✶✴✸✵✵ t❤❡ ❧✐❣❤t ✈❡❧♦❝✐t② ♥❡❛r t❤❡ s♦ ❝❛❧❧❡❞ ❉✐r❛❝
♣♦✐♥ts ❛♥❞ ✐t ❤❛s ❛ ❤✐❣❤ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ str❡♥❣t❤✱ r❡s✐st❛♥❝❡ t♦ ❜r❡❛❦❛❣❡ ❛♥❞ ✈❡r② ❧♦✇ ♠❛ss
❞❡♥s✐t② t❤❛t ♣❡r♠✐ts ✐t t♦ ✈✐❜r❛t❡ ❛t ▼❍③✳
◆♦✇❛❞❛②s✱ ❞✉❡ t♦ ✐ts ♣❡❝✉❧✐❛r ♣r♦♣❡rt✐❡s✱ ✐t ✐s ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ♠♦st st✉❞✐❡❞ ♠❛t❡r✐❛❧ ✐♥ t❤❡
r❡s❡❛r❝❤ ♦❢ ◆❊▼❙✳ ❆❧t❤♦✉❣❤ ❣r❛♣❤❡♥❡ ❤❛s ❜❡❡♥ ♣♦st✉❧❛t❡❞ ❞❡❝❛❞❡s ❛❣♦✱ ✐ts ♣r♦♣❡rt✐❡s
✇❡r❡ st✐❧❧ ✉♥❦♥♦✇♥✳ ❚♦❞❛② ✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ st✉❞② t❤❡♠ t❤❛♥❦s t♦ ❛ ♥❡✇ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❛♣✲
♣r♦❛❝❤ ❞✐s❝♦✈❡r❡❞ ❜② t✇♦ s❝✐❡♥t✐sts ❢r♦♠ ▼❛♥❝❤❡st❡r✱ ❉r✳ ❆♥❞r❡ ●❡✐♠ ❛♥❞ ❉r✳ ❑♦st❛♥t✐♥
◆♦✈♦s❡❧♦✈✱ ✇❤♦ ✇♦♥ t❤❡ ◆♦❜❡❧ Pr✐③❡ t❤❛♥❦s t♦ ✐t✳ ❚❤✐s ❛❧❧♦✇❡❞ t♦ ♦❜t❛✐♥ t❤❡ ❢r❡❡ st❛♥❞✐♥❣
s✐♥❣❧❡ ❧❛②❡r ❣r❛♣❤❡♥❡ ❢♦r t❤❡ ✜rst t✐♠❡✳

■♥ t❤✐s t❤❡s✐s t❤❡ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ ❣r❛♣❤❡♥❡ ❛r❡ st✉❞✐❡❞✱ ❜② ♠❛♥✉❢❛❝t✉r✐♥❣ ✇❤❛t
❛r❡ s♦ ❝❛❧❧❡❞ ●r❛♣❤❡♥❡ ❉r✉♠s✳ ❚❤❡s❡ ✇❡r❡ ❢❛❜r✐❝❛t❡❞ ❛♥❞ ♣r♦❞✉❝❡❞ ❛t ❈❤✐❧❛❜ ❛♥❞ P♦✲
❧✐t❡❝♥✐❝♦ ❞✐ ❚♦r✐♥♦ ❧❛❜♦r❛t♦r✐❡s✳ ❋✐rst ♦❢ ❛❧❧ t❤❡ ❣r❛♣❤❡♥❡ ✐s ♣r♦❞✉❝❡❞ ❜② t❤❡ ❈❤❡♠✐❝❛❧
❱❛♣♦r ❉❡♣♦s✐t✐♦♥ ❈❱❉ ♦✈❡r ❛ ❈♦♣♣❡r ❢♦✐❧ ❜② ✉s✐♥❣ t❤❡ ◆❛♥♦❈❱❉✱ ✇❤✐❝❤ ♣❡r♠✐ts t♦ ♦❜✲
t❛✐♥ ❛ ❧❛r❣❡ ❣r❛♣❤❡♥❡ ❧❛②❡r✳
❙✉❜s❡q✉❡♥t❧② ✐t ♣r♦❝❡❡❞s ✇✐t❤ t❤❡ ❢❛❜r✐❝❛t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ❞❡s✐❣♥ ♦❢ t❤❡ s✉❜str❛t❡ ❜② ✉s✐♥❣
❙✐❧✐❝♦♥ ❞✐♦①✐❞❡ SiO2✱ t❤✐s ✐s ✇❤② ❣r❛♣❤❡♥❡ st✐❝❦s ✐ts❡❧❢ ✈❡r② str♦♥❣❧②✳ ❚❤❡ ❞❡s✐❣♥ ❝♦rr❡✲
s♣♦♥❞s t♦ ❞✐❣ ❤♦❧❡s ✇✐t❤ ❛ ❞✐❛♠❡t❡r t❤❛t ✈❛r✐❡s ❜❡t✇❡❡♥ ✺ µm ❛♥❞ ✺✵ µm ✇✐t❤ ❛ ❞❡♣t❤
♦❢ ❛❜♦✉t ✶ µm✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ r❡♣r♦❞✉❝❡ t❤✐s ❞❡s✐❣♥✱ ❛ ❧✐t❤♦❣r❛♣❤✐❝ ♣r♦❝❡ss ✐s ❝❛rr✐❡❞ ♦✉t✱
✇❤❡r❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✇❡t ❡t❝❤✐♥❣ ♦❢ t❤❡ SiO2 ✐s ♠❛❞❡ ❜② ✉s✐♥❣ t❤❡ ❇❖❊ ✻✿✶✳

❚❤❡ tr❛♥s❢❡r ❝❛♥ ❜❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ✈✐❛ ❲❡t tr❛♥s❢❡r ♦r ❉r② tr❛♥s❢❡r✳
■♥ t❤❡ ❲❡t tr❛♥s❢❡r✱ ✜rst ♦❢ ❛❧❧ t❤❡ t❤❡ ❙♣✐♥✲❈♦❛t✐♥❣ ♦❢ P▼▼❆ ✐s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ♦✈❡r ❈✉✴✲
❣r❛♣❤❡♥❡✳ ❙✉❜s❡q✉❡♥t❧②✱ t❤❡ ❡t❝❤✐♥❣ ♦❢ ❈✉ ✐s ❝❛rr✐❡❞ ♦✉t ❜② ✉s✐♥❣ ❢❡rr✐❝ ❝❤❧♦r✐❞❡ FeCl3✳
❉✉❡ t♦ t❤❡ ❧❛r❣❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ❝♦♥t❛♠✐♥❛♥ts ❛♥❞ ✐♠♣✉r✐t✐❡s✱ t❤❡ P▼▼❆✴❣r❛♣❤❡♥❡ s❤❡❡t
♠✉st ♣❡r❢♦r♠ t✇♦ ❜❛t❤s ✐♥ ❞❡♠✐♥❡r❛❧✐③❡❞ ✇❛t❡r✳ ❚❤❡ P▼▼❆✴❣r❛♣❤❡♥❡ s❤❡❡t ✐s t❤❡♥
tr❛♥s❢❡rr❡❞ ❞✐r❡❝t❧② ♦♥t♦ t❤❡ ❞❡s✐❣♥❡❞ s✉❜str❛t❡✱ ✜s❤✐♥❣ t❤❡ P▼▼❆✴❣r❛♣❤❡♥❡ ❢♦✐❧ ❢r♦♠
t❤❡ ❜❛❦❡r✳ ❚❤❡ ❧❛st st❡♣ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ ❡t❝❤✐♥❣ ♦❢ t❤❡ P▼▼❆✱ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ ♣❡r✲
❢♦r♠❡❞ ✈✐❛ ❲❡t ❛♣♣r♦❛❝❤ ❜② ✉s✐♥❣ ❆❝❡t♦♥❡ ♦r ✈✐❛ ❉r② ♠❛❦✐♥❣ ❡✈❛♣♦r❛t❡ ✐t ✐♥t♦ ❛ ❢✉r♥❛❝❡✳
❉r② tr❛♥s❢❡r ✐s ❛ ♣r♦❝❡ss ✇❤✐❝❤ ✐s ✈❡r② s✐♠✐❧❛r t♦ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ♦♥❡✳ ❚❤❡ ♠❛✐♥ ❞✐✛❡r❡♥❝❡
❝♦♥s✐sts ✐♥ ✉s✐♥❣ P❉▼❙ ❛s ❛ s✉♣♣♦rt ❢♦r t❤❡ tr❛♥s❢❡r✳ ❚❤❡ P❉▼❙ ✐s ❧❛t❝❤❡❞ t♦ t❤❡ s❤❡❡t ♦❢
P▼▼❆✴❣r❛♣❤❡♥❡✴❈✉✳ ❙✉❜s❡q✉❡♥t❧② t❤✐s ♣❡r♠✐ts t♦ ♣r❡ss t❤❡ P❉▼❙✴P▼▼❆✴❣r❛♣❤❡♥❡
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❋✐❣✉r❡ ✶✿ ●r❛♣❤❡♥❡ ❲❡t ❛♥❞ ❉r② tr❛♥s❢❡r

s❤❡❡t ❞✐r❡❝t❧② ♦♥ t❤❡ s✉❜str❛t❡ ❛♥❞ ✜r♠❧② ❛♥❝❤♦r✐♥❣ t❤❡ s❤❡❡t t❤❛♥❦s t♦ ❛ st❡♣ ✐♥ t❡♠✲
♣❡r❛t✉r❡✳
❙❡✈❡r❛❧ s❛♠♣❧❡s ✇❡r❡ ♣r♦❞✉❝❡❞ ❜② ✉s✐♥❣ ❲❡t ❛♥❞ ❉r② tr❛♥s❢❡r✳ ■♥ ❜♦t❤ ❝❛s❡s✱ t❤❡ s❛♠♣❧❡s
❛r❡ ❞✐rt② ❛♥❞ ✇✐t❤ ❛ s♠❛❧❧ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝♦✈❡r❡❞ ❤♦❧❡s✳ ❚❤❡ ✐♠♣✉r✐t✐❡s ♣r❡s❡♥t ♦♥ t❤❡ s❛♠♣❧❡
❛r❡ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ♥♦t ❝♦rr❡❝t ❡t❝❤✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❈✉ ❛♥❞ P▼▼❆✳ ❚❤❡ t✉r♥✐♥❣ ♣♦✐♥t ❝♦rr❡s♣♦♥❞s
t♦ t❤❡ r❡♠♦✈❛❧ ♦❢ t❤❡ P▼▼❆ ✈✐❛ ❉r② ❡t❝❤✐♥❣✳ ❚❤✐s ❛❧❧♦✇s t♦ ♦❜t❛✐♥ s❛♠♣❧❡s ✇❤✐❝❤ ❤❛✈❡
❛ ❤✐❣❤ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝♦✈❡r❡❞ ❤♦❧❡s✱ ❡✈❡♥ ✐❢ t❤❡② ❛r❡ st✐❧❧ ♥♦t ♣❡r❢❡❝t❧② ✐♥t❛❝t✳ ❆♥♦t❤❡r ❡♥✲
❝♦✉♥t❡r❡❞ ♣r♦❜❧❡♠ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ ♦①✐❞❛t✐♦♥ ♦❢ ❈✉ ❢♦✐❧✱ ✐♥ ❢❛❝t✱ ✐t ✇❛s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ♥♦t❡
❤♦✇ ❛❢t❡r ❛ ❢❡✇ ❞❛②s t❤❡ ❈✉✴❣r❛♣❤❡♥❡ s❤❡❡t ✐s ♦①✐❞✐③❡❞✳ ❚❤✐s ❞♦❡s ♥♦t ❛❧❧♦✇ ❛ ♣❡r❢❡❝t
❡t❝❤✐♥❣ ♦❢ ❈✉✳ ❆ ❣♦♦❞ q✉❛❧✐t② s❛♠♣❧❡ ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ✉s✐♥❣ ❢r❡s❤ ❈✉✴❣r❛♣❤❡♥❡ s❤❡❡t✳

❚❤❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s❛♠♣❧❡s ✐s ❝❛rr✐❡❞ ♦✉t ❜② ✉s✐♥❣ t❤❡ ❱✐❜r♦♠❡t❡r ✐♥ ✧❲❤✐t❡
▲✐❣❤t ▼♦❞❡✧ ❛♥❞ t❤❡ ❙❝❛♥♥✐♥❣ ❡❧❡❝tr♦♥ ♠✐❝r♦s❝♦♣❡ ❙❊▼✳ ❚❤❡s❡ t✇♦ t❡❝❤♥✐q✉❡s ♣❡r♠✐t
t♦ ✈❡r✐❢② t❤❡ ❡✛❡❝t✐✈❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ❝♦✈❡r❡❞ ❤♦❧❡s✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ ❘❛♠❛♥ s♣❡❝tr♦s❝♦♣② ✐s ✉s❡❞
t♦ ✈❡r✐❢② t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ❣r❛♣❤❡♥❡ ♦✈❡r t❤❡ ❤♦❧❡s✳

❚❤❡ ✈✐❜r❛t✐♦♥ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ♦❢ t❤❡ ♠❡♠❜r❛♥❡s ✐s st✉❞✐❡❞ ❜② ✉s✐♥❣ t❤❡ ❱✐❜r♦♠❡t❡r✱ ✇❤✐❝❤
❛❧❧♦✇s t♦ ♦❜t❛✐♥ ❛ ▼❛❣♥✐t✉❞❡ ✈s ❢r❡q✉❡♥❝② s♣❡❝tr✉♠✱ ✇❤✐❝❤ ♣❡r♠✐ts t♦ st✉❞② t❤❡ ♠♦❞❡
❢r❡q✉❡♥❝② ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ t❤❡ ✈❛r✐♦✉s ♠❡♠❜r❛♥❡s ❜✉t ❛❧s♦ t❤❡ ◗ ❢❛❝t♦r ❛♥❞ t❤❡ t❡♥s✐♦♥ ❧❡✈❡❧✳
❚❤✐s st✉❞② ♦❢ ♠♦❞❡s ❛♥❞ ◗ ❢❛❝t♦r ✐s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❜② ✉s✐♥❣ ❖r✐❣✐♥✱ ❛ ◆♦♥ ❧✐♥❡❛r ✜t ✐s ♣❡r✲
❢♦r♠❡❞ ♦♥ t❤❡ ♣❡❛❦s ♦❢ t❤❡ ✈❛r✐♦✉s ♠♦❞❡s✳ ❚❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝② ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡
♠❛①✐♠✉♠ ❛❜s❝✐ss❛✱ ✇❤✐❧❡ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ♦❜t❛✐♥ t❤❡ ❝♦rr❡❝t ◗ ❢❛❝t♦r t❤❡ ◆♦♥ ❧✐♥❡❛r ✜t ✐s ♠❛❞❡
❛❢t❡r ❤❛✈✐♥❣ sq✉❛r❡ ❡❧❡✈❛t❡❞ t❤❡ ♠❛❣♥✐t✉❞❡ ♦❢ t❤❡ s✐❣♥❛❧✳ ❚❤❡ ◗ ❢❛❝t♦r ✐s t❤❡♥ ♦❜t❛✐♥❡❞
Q = xc/w ✇❤❡r❡ xc ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❛❜s❝✐ss❛ ❛♥❞ t❤❡ w ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡
❋❲❍▼✳
❉✉❡ t♦ t❤❡ ❧❛r❣❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♠❡♠❜r❛♥❡s ♠❡❛s✉r❡❞ ✐♥ ❊P❋▲ ❛♥❞ ●✷✵✺♥ s❛♠♣❧❡s✱ ✐t ✇❛s
♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❛♥❛❧②③❡ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ t❤❡ ✜rst ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ ♠♦❞❡ ❛♥❞ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡
❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ t❤❡ ◗ ❢❛❝t♦r r❡❢❡rr❡❞ t♦ ✐t✳ ❆s ♣r❡❞✐❝t❡❞ ❜② t❤❡ t❤❡♦r②✱ ❜♦t❤ s❛♠♣❧❡s ❤❛✈❡
❛ tr❡♥❞ ♦❢ t❤❡ ✜rst ❛✈❡r❛❣❡ ❢r❡q✉❡♥❝② ♠♦❞❡ ✇❤✐❝❤ ✐s ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ t♦ ✶✴❘ ✇❤❡r❡ ❘ ✐s t❤❡
r❛❞✐✉s ♦❢ t❤❡ ♠❡♠❜r❛♥❡✳ ❯s✐♥❣ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ t❡♥s✐♦♥ ❧❡✈❡❧ ♣❡r s❛♠♣❧❡ t❤❛t ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦
σEPFL = 0.005[N/m] ❢♦r t❤❡ ❊P❋▲ s❛♠♣❧❡ ❛♥❞ σG205n = 0.003[N/m]✱ ✐t ✇❛s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦
♦❜t❛✐♥ t❤❡ ❜❡st ✜t ♦❢ t❤❡ ❞❛t❛ ♦❜t❛✐♥❡❞✳

❚❤❡ t✇♦ s❛♠♣❧❡s s❤♦✇ ✈❡r② s✐♠✐❧❛r ❜❡❤❛✈✐♦rs ❛♥❞ t❤❡✐r ❛✈❡r❛❣❡ t❡♥s✐♦♥ ❧❡✈❡❧ ✐s ♦❢
t❤❡ s❛♠❡ ♦r❞❡r ♦❢ ♠❛❣♥✐t✉❞❡✳ ❲❤❡r❡❛s t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ◗ ❢❛❝t♦r ❢♦r ❜♦t❤ s❛♠♣❧❡s ❞♦❡s ♥♦t
❢♦❧❧♦✇ ❛ ♣❛rt✐❝✉❧❛r tr❡♥❞✱ t❤❡ ◗ ❢❛❝t♦r ✈❛❧✉❡s r❡❞✉❝❡s ❛s t❤❡ ❞✐❛♠❡t❡r ❞❡❝r❡❛s❡s✳ ❚❤✐s
✐s str✐❝t❧② ❧✐♥❦❡❞ t♦ t❤❡ q✉❛❧✐t② ♦❢ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② t❤❡ ❱✐❜r♦♠❡t❡r ✇❤✐❝❤



✼

❋✐❣✉r❡ ✷✿ ❆✈❡r❛❣❡ ✜rst ♠♦❞❡ ❢r❡q✉❡♥❝② ✇✐t❤ st❛♥❞❛r❞ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ✈s ❞✐❛♠❡t❡r ❛♥❞ ❆✈❡r❛❣❡
✜rst ♠♦❞❡ ◗❢❛❝t♦r ✇✐t❤ st❛♥❞❛r❞ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ✈s ❞✐❛♠❡t❡r ♦❢ t❤❡ ❊P❋▲ s❛♠♣❧❡

r❡s✉❧ts ❞✐✣❝✉❧t ♦♥ ♠❡♠❜r❛♥❡s t❤❛t ❤❛✈❡ ❛ s❤♦rt ❞✐❛♠❡t❡r ❛♥❞ ❛❧s♦ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❞✐✣❝✉❧t②
♦❢ ♣❡r❢♦r♠✐♥❣ t❤❡ ◆♦♥ ❧✐♥❡❛r ✜t✳
❚❤✐s t②♣❡ ♦❢ ❛✈❡r❛❣❡ ❛♥❛❧②s✐s ✐s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ♦♥ t❤❡ ✜rst ❢r❡q✉❡♥❝② ♠♦❞❡ ❜❡❝❛✉s❡ ♦♥❡ ❝❛♥
♥♦t❡ ❤♦✇ t❤❡ s✉❜s❡q✉❡♥t ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ ♠♦❞❡s s❤♦✇ t❤❡ ♣❤❡♥♦♠❡♥♦♥ ♦❢ ♠♦❞❡s s♣❧✐tt✐♥❣✱
✇❤✐❝❤ ✐s ❧✐♥❦❡❞ t♦ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ❜r❡❛❦❛❣❡s ❛♥❞ ❝r❛❝❦s ♦♥ t❤❡ ♠❡♠❜r❛♥❡s✳

❋✐❣✉r❡ ✸✿ ❋r❡q✉❡♥❝② s♣❡❝tr✉♠ ♦❢ ❇✶❆✹ ♠❡♠❜r❛♥❡✱ t❤❡ ❜❧✉❡ ❧✐♥❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡
♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ ✜rst ❢♦✉r ♠♦❞❡s

❚❤❡ s♣❧✐tt✐♥❣ ✐s st✉❞✐❡❞ ❛♥❞ s✐♠✉❧❛t❡❞ ❜② ✉s✐♥❣ ❈♦♠s♦❧✳ ❚❤❡ r❡s✉❧ts ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ t❤❡
s✐♠✉❧❛t✐♦♥ r❡✢❡❝t t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t✳ ■♥t❛❝t ♠❡♠❜r❛♥❡s r❡s♣❡❝t t❤❡ t❤❡♦r❡t✐✲
❝❛❧ ❜❡❤❛✈✐♦r✱ ✇❤✐❧❡ ❜r♦❦❡♥ ♠❡♠❜r❛♥❡s ❢♦❧❧♦✇ t❤❡ s♣❧✐tt✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡s✳ ❚❤❡ ❡①♣❧♦✐t❛t✐♦♥
♦❢ t❤❡ s♣❧✐tt✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ ♠♦❞❡s ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ ❛s ❛ q✉❛❧✐t❛t✐✈❡ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ t❤❡ ♠❡♠✲
❜r❛♥❡ st❛t✉s ❥✉st ❜② ❧♦♦❦✐♥❣ ❛t t❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝② s♣❡❝tr✉♠✱ ✇✐t❤♦✉t ✉s✐♥❣ t✐♠❡ ❡①♣❡♥❞✐♥❣
t❡❝❤♥✐q✉❡s ❛s t❤❡ ❱✐❜r♦♠❡t❡r ✐♥ ✧❲❤✐t❡ ▲✐❣❤t ▼♦❞❡✧ ♦r t❤❡ ❙❝❛♥♥✐♥❣ ❡❧❡❝tr♦♥ ♠✐❝r♦s❝♦♣❡
❙❊▼✳
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❈❖◆❚❊◆❚❙ ❈❖◆❚❊◆❚❙

❈♦♥t❡♥ts

■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ✶✸

✶ ●r❛♣❤❡♥❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s ❛♥❞ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ✶✼

✶✳✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ t♦ ❣r❛♣❤❡♥❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✼
✶✳✶✳✶ ❈r②st❛❧ ❙tr✉❝t✉r❡ ❛♥❞ ❊❧❡❝tr♦♥✐❝ ❇❛♥❞ ❙tr✉❝t✉r❡ ♦❢ ●r❛♣❤❡♥❡ ✳ ✳ ✳ ✶✽

✶✳✷ ▼❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ ❣r❛♣❤❡♥❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✶
✶✳✸ ●r❛♣❤❡♥❡ ◆❊▼❙ ✭●◆❊▼❙✮ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✷

✷ ❚❤❡♦r② ✷✼

✷✳✶ ❚✇♦ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❜❡♥❞✐♥❣ ✈✐❜r❛t✐♦♥s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✼
✷✳✶✳✶ ❋r❡❡ ❜❡♥❞✐♥❣ ✈✐❜r❛t✐♦♥ ♦❢ ♣❧❛t❡❞ ✉♥❞❡r t❡♥s✐❧❡ str❡ss ✭▼❡♠❜r❛♥❡s✮ ✳ ✷✾

✷✳✷ ▼♦❞❡s ❙♣❧✐tt✐♥❣ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✶

✸ ❊①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ✸✸

✸✳✶ ▼❡❛s✉r❡♠❡♥t t❡❝❤♥✐q✉❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✸
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✸✳✶✳✷ ❙❝❛♥♥✐♥❣ ❊❧❡❝tr♦♥ ▼✐❝r♦s❝♦♣❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✻
✸✳✶✳✸ ❘❛♠❛♥ ❙♣❡❝tr♦s❝♦♣② ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✵

✸✳✷ ❋❛❜r✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ ❢r❡❡ s✉s♣❡♥❞❡❞ ❣r❛♣❤❡♥❡ ❧❛②❡r ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✸
✸✳✷✳✶ ●r❛♣❤❡♥❡ ♦♥ ❈✉ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✸
✸✳✷✳✷ ❙✉❜str❛t❡ ❋❛❜r✐❝❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❉❡s✐❣♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✺
✸✳✷✳✸ ●r❛♣❤❡♥❡ ❚r❛♥s❢❡r ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✻

✹ ❘❡s✉❧ts ✺✶

✹✳✶ ❋❛❜r✐❝❛t❡❞ s❛♠♣❧❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✶
✹✳✶✳✶ ❙❛♠♣❧❡ ❲❡t tr❛♥s❢❡r✲❲❡t ❊t❝❤✐♥❣ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✶
✹✳✶✳✷ ❙❛♠♣❧❡ ❉r② tr❛♥s❢❡r✲❲❡t ❊t❝❤✐♥❣ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✹
✹✳✶✳✸ ❙❛♠♣❧❡ ❲❡t tr❛♥s❢❡r✲❉r② ❊t❝❤✐♥❣ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✻
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✹✳✷✳✶ ❈❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ s❛♠♣❧❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✵

✺ ❉✐s❝✉ss✐♦♥ ♦❢ r❡s✉❧ts ✽✶

✺✳✶ ❙♣❧✐tt✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✻

❈♦♥❝❧✉s✐♦♥s ✾✼

❇✐❜❧✐♦❣r❛♣❤② ✾✾

✾



✶✵ ❈❖◆❚❊◆❚❙



❈❖◆❚❊◆❚❙ ✶✶



✶✷ ❈❖◆❚❊◆❚❙



■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

■♥ t❤✐s t❤❡s✐s t❤❡ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ ❣r❛♣❤❡♥❡ ❧❛②❡rs ✐s ❡①❛♠✐♥❡❞✳ ◆♦✇❛❞❛②s
❣r❛♣❤❡♥❡ ✐s ❛ ✷❉ ♠❛t❡r✐❛❧ ♦❢ ❣r❡❛t ✐♥t❡r❡st ❞✉❡ t♦ ✐ts r❡♠❛r❦❛❜❧❡ ❡❧❡❝tr✐❝❛❧ ❛♥❞
♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s ❛♥❞ ✐t s❤♦✇s ❛ ✈❡r② ❤✐❣❤ ❡❧❡❝tr✐❝❛❧ ❝♦♥❞✉❝t✐✈✐t② ❛♥❞ ❛ ❤✐❣❤
♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ str❡♥❣t❤✳ ❆❧t❤♦✉❣❤ ❣r❛♣❤❡♥❡ ❤❛s ❜❡❡♥ ♣♦st✉❧❛t❡❞ ♠❛♥② ❞❡❝❛❞❡s ❛❣♦✱ ✐ts
♣r♦♣❡rt✐❡s ✇❡r❡ st✐❧❧ ✉♥❦♥♦✇♥✱ t❤✐s ✐s ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t ✐t ✇❛s ❞✐✣❝✉❧t t♦ ❣❡t ❛ ❢r❡❡
st❛♥❞✐♥❣ ❣r❛♣❤❡♥❡ s❤❡❡ts✳ ❲✐t❤ t❤❡ ♥❡✇ ♠❡t❤♦❞ ❞✐s❝♦✈❡r❡❞ ❜② t✇♦ ▼❛♥❝❤❡st❡r
s❝✐❡♥t✐sts ❉r✳ ❆♥❞r❡ ●❡✐♠ ❛♥❞ ❉r✳ ❑♦st❛♥t✐♥ ◆♦✈♦s❡❧♦✈✱ t❤❛♥❦s t♦ ✇❤✐❝❤ t❤❡② ✇♦♥ t❤❡
◆♦❜❡❧ ♣r✐❝❡✱ t❤❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ ❣r❛♣❤❡♥❡ ❝♦✉❧❞ ❜❡ st✉❞✐❡❞ ❛♥❞ ✉♥❞❡rst♦♦❞✳ ■♥ t❤✐s t❤❡s✐s✱
✐♥ ❢❛❝t✱ ❛❢t❡r ❛ ❜r✐❡❢ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ❝r②st❛❧❧♦❣r❛♣❤✐❝ str✉❝t✉r❡ ♦❢ ❣r❛♣❤❡♥❡ ❛♥❞ ✐ts
♠❛✐♥ ❡❧❡❝tr✐❝❛❧ ❛♥❞ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ t❤❡ ✜rst ❝❤❛♣t❡r✱ ✐t
♠♦✈❡s ♦♥ t♦ t❤❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ ❤♦✇ t❤❡ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ ❣r❛♣❤❡♥❡ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥
st✉❞✐❡❞✳ ❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❝❤❛♣t❡r tr❡❛ts t❤❡ ✇❤♦❧❡ t❤❡♦r② r❡❣❛r❞✐♥❣ t✇♦ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧
❜❡♥❞✐♥❣ ✈✐❜r❛t✐♦♥ ♦❢ ♣❧❛t❡s ❛♥❞ ♠❡♠❜r❛♥❡s✳ ■t st❛rts t♦ ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ ✐❞❡❛❧ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢
t❤❡ ♣❧❛t❡s✱ ✇❤❡r❡ str❡ss ✐s ♥♦t ♣r❡s❡♥t❡❞✱ ❛♥❞ t❤❡♥ ✐t ❛rr✐✈❡s ❛t t❤❡ ♠♦st ❝♦♠♣❧❡t❡
❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ str❡ss❡❞ ❝✐r❝✉❧❛r ♠❡♠❜r❛♥❡✳ ❚❤✐s t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ tr❡❛t♠❡♥t ✐s
❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧✱ ❜❡❝❛✉s❡ ✐♥ t❤✐s ✇♦r❦✱ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ st✉❞② t❤❡ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢
❣r❛♣❤❡♥❡✱ ●r❛♣❤❡♥❡ ❉r✉♠s ✇❡r❡ ❞❡s✐❣♥❡❞ ❛♥❞ ❢❛❜r✐❝❛t❡❞ ✳ ❚❤❡s❡ ❞❡✈✐❝❡s ✇❡r❡
❢❛❜r✐❝❛t❡❞ ✐♥ t❤❡ ❈❤✐❧❛❜ ❛♥❞ P♦❧✐t❡❝♥✐❝♦ ❞✐ ❚♦r✐♥♦ ❧❛❜♦r❛t♦r✐❡s✳ ❚❤❡ ♠❛♥✉❢❛❝t✉r✐♥❣
♣r♦❝❡ss ✐s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❞❡t❛✐❧s ✐♥ t❤❡ ❊①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❝❤❛♣t❡r✳ ❚❤❡ s✐❧✐❝♦♥ s✉❜str❛t❡ ❢♦r t❤❡
❣r❛♣❤❡♥❡ ❞r✉♠s ✇❡r❡ ❞❡s✐❣♥❡❞ ❛♥❞ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ t♦ ♦♣t✐♠✐③❡ t❤❡ tr❛♥s❢❡r ❣r❛♣❤❡♥❡ ♣r♦❝❡ss✳
■t ❝♦♥s✐sts ✐♥ ❤♦❧❡s ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t ❞✐❛♠❡t❡rs✱ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ♦❜t❛✐♥ ❛ ❧❛r❣❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❣r❛♣❤❡♥❡
♠❡♠❜r❛♥❡s ✇✐t❤ ❞✐✛❡r❡♥t s✐③❡s✳ ❚❤❡ ❣r❛♣❤❡♥❡ ✉s❡❞ ✐♥ t❤✐s ✇♦r❦ ✇❡r❡ ♣r♦❞✉❝❡❞ ✇✐t❤ ❛
♣r♦❝❡ss ❝❛❧❧❡❞ ❈❤❡♠✐❝❛❧ ❱❛♣♦r ❉❡♣♦s✐t✐♦♥ ✭❈❱❉✮✳ ❙✉❝❝❡ss✐✈❡❧②✱ t❤❡ ❣r❛♣❤❡♥❡ ❞❡♣♦s✐t❡❞
♦♥ ❝♦♣♣❡r s✉❜str❛t❡ ✇❡r❡ tr❛♥s❢❡rr❡❞ ♦♥ t❤❡ s✐❧✐❝♦♥ ♣❛tt❡r♥ s✉❜str❛t❡✱ ✇❤✐❝❤ r❡♣r❡s❡♥ts
t❤❡ ♠♦st ❞✐✣❝✉❧t ❛♥❞ ✐♠♣♦rt❛♥t st❡♣✳ ❋♦r t❤✐s ♣✉r♣♦s❡✱ t✇♦ ❞✐✛❡r❡♥t tr❛♥s❢❡r
❛♣♣r♦❛❝❤❡s ✇❡r❡ ❝❛rr✐❡❞ ♦✉t✱ ❲❡t✲tr❛♥s❢❡r ❛♥❞ ❉r②✲tr❛♥s❢❡r✳ ❙✉❜s❡q✉❡♥t❧②✱ ❛❧❧ t❤❡
♠❡❛s✉r❡♠❡♥t t❡❝❤♥✐q✉❡s ✉s❡❞ t♦ ❛❝❝✉r❛t❡❧② ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡ t❤❡ s❛♠♣❧❡s ♣r♦❞✉❝❡❞ ❛r❡
❛❞❡q✉❛t❡❧② ❞❡s❝r✐❜❡❞✳ ❚❤❡ ▲❛s❡r ❉♦♣♣❧❡r ❱✐❜r♦♠❡t❡r ✇❛s ✉s❡❞ ❢♦r t❤❡ ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧
♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ♦❢ t❤❡ ❣r❛♣❤❡♥❡ ❞r✉♠s✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ❙❝❛♥♥✐♥❣ ❊❧❡❝tr♦♥ ▼✐❝r♦s❝♦♣❡ ✭❙❊▼✮✱
t❤❡ ❱✐❜r♦♠❡t❡r ✐♥ ✧❲❤✐t❡ ▲✐❣❤t ▼♦❞❡✧ ❛♥❞ t❤❡ ❘❛♠❛♥ ❙♣❡❝tr♦s❝♦♣② ✇❡r❡ ✉s❡❞ ✐♥ ♦r❞❡r
t♦ ✉♥❞❡rst❛♥❞ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ❛♥❞ ♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ ❤♦❧❡s ❝♦✈❡r❡❞ ✇✐t❤ ❣r❛♣❤❡♥❡ ♠❡♠❜r❛♥❡s✳ ❚❤❡
♦❜t❛✐♥❡❞ r❡s✉❧ts ❛r❡ t❤❡♥ ♣r❡s❡♥t❡❞✳ ❋✐rst❧②✱ t❤❡ ♣♦s✐t✐✈❡ ❛s♣❡❝ts ❛♥❞ ❞❡❢❡❝ts ♦❢ t❤❡
s❛♠♣❧❡s ♣r♦❞✉❝❡❞ ❜② t❤❡ t✇♦ t②♣❡s ♦❢ ♣r♦❝❡ss❡s ❛r❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ s❡❧❡❝t t❤❡
♣r♦❝❡ss ✇❤✐❝❤ ❛❝t✉❛❧❧② ❧❡❞ t♦ t❤❡ ❜❡st r❡s✉❧ts✳ ❚❤❡♥✱ ❛❧❧ t❤❡ ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ✐♥
t❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝② ❞♦♠❛✐♥ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ♦♥ t❤❡ ♠❡♠❜r❛♥❡s ❜② ✉s✐♥❣ t❤❡ ❱✐❜r♦♠❡t❡r ❛r❡
r❡♣♦rt❡❞✱ ✇✐t❤ ❛ ❢♦❝✉s ♦♥ t❤❡ ❡✐❣❡♥❢r❡q✉❡♥❝✐❡s ♦❢ t❤❡ ❣r❛♣❤❡♥❡ ❞r✉♠s ❛♥❞ t❤❡✐r ◗ ❢❛❝t♦r
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❛♥❞ t❡♥s✐♦♥ ❧❡✈❡❧✳ ❚❤✐s ❧❡❛❞s t♦ t❤❡ ❞✐s❝✉ss✐♦♥ ❝❤❛♣t❡r ✇❡r❡ t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❜t❛✐♥❡❞ ♦♥ t❤❡
❞✐✛❡r❡♥t s❛♠♣❧❡s ❛r❡ ❝♦♠♣❛r❡❞ ❛♥❞ ❝❛r❡❢✉❧❧② st✉❞✐❡❞✳ ■t ✐s ❛❧s♦ ❤✐❣❤❧✐❣❤t❡❞ t❤❡
❛♣♣❡❛r✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡ s♣❧✐tt✐♥❣ ✐♥ t❤❡ st✉❞② ♦❢ t❤❡ ❣r❛♣❤❡♥❡ ❞r✉♠s ✇❤✐❝❤ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥
t❤❡ q✉❛❧✐t② ♦❢ t❤❡ ♠❡♠❜r❛♥❡ ♣r♦❞✉❝❡❞✳ ■♥ ❢❛❝t ❛ ♠❡♠❜r❛♥❡ ♣r❡s❡♥t✐♥❣ ❝r❛❝❦s ♦♥ t❤❡
s✉r❢❛❝❡ ✇♦✉❧❞ s❤♦✇ t❤❡ ❜r❡❛❦ ♦❢ t❤❡ s②♠♠❡tr② ❛♥❞ ❝♦♥s❡q✉❡♥t❧② t❤❡ s♣❧✐tt✐♥❣ ♦❢
❢r❡q✉❡♥❝② ♠♦❞❡s✳ ❚❤✐s ♣❤❡♥♦♠❡♥♦♥ ❝❛♥ t❤❡♥ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ ❡✈❛❧✉❛t❡ t❤❡ q✉❛❧✐t② ♦❢ t❤❡
❢❛❜r✐❝❛t❡❞ ❣r❛♣❤❡♥❡ ♠❡♠❜r❛♥❡✳ ■♥❞❡❡❞✱ ✇❤✐❧❡ ❛ r✉✐♥❡❞ ♠❡♠❜r❛♥❡ ✇♦✉❧❞ ♣r❡s❡♥t s♣❧✐tt❡❞
♠♦❞❡s✱ ❛♥ ✐♥t❛❝t ♠❡♠❜r❛♥❡ ✇♦✉❧❞ ♣r❡s❡♥t ✐❞❡❛❧ ❡✐❣❡♥❢r❡q✉❡♥❝✐❡s ❛s ♦❜t❛✐♥❡❞ ✇✐t❤ t❤❡
❝✐r❝✉❧❛r ♠❡♠❜r❛♥❡ t❤❡♦r②✳ ■♥ t❤✐s ✇❛② ✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ♦❜t❛✐♥ ❛ q✉❛❧✐t❛t✐✈❡ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢
t❤❡ ❣r❛♣❤❡♥❡ ♠❡♠❜r❛♥❡ ❞✐r❡❝t❧② ❢r♦♠ t❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝② s♣❡❝tr✉♠✱ ✇✐t❤♦✉t ✉s✐♥❣ ❡①♣❡♥s✐✈❡
❛♥❞ t✐♠❡ ❝♦♥s✉♠✐♥❣ t❡❝❤♥✐q✉❡s ❧✐❦❡ ❙❝❛♥♥✐♥❣ ❊❧❡❝tr♦♥ ▼✐❝r♦s❝♦♣❡ ✭❙❊▼✮ ♦r ❱✐❜r♦♠❡t❡r
✐♥ ✧❲❤✐t❡ ❧✐❣❤t ▼♦❞❡✧✳
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Chapter 1
●r❛♣❤❡♥❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s ❛♥❞ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s

✶✳✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ t♦ ❣r❛♣❤❡♥❡

●r❛♣❤❡♥❡ ✐s ❛♥ ❛❧❧♦tr♦♣✐❝ st❛t❡ ♦❢ ❝❛r❜♦♥ ❛♥❞ ✐t ✐s ❜② ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ❛ s✐♥❣❧❡ ❧❛②❡r ♦❢ ❝❛r❜♦♥
❛t♦♠s ❛rr❛♥❣❡❞ ✐♥ ❛♥ ❤❡①❛❣♦♥❛❧ ❧❛tt✐❝❡✳ ●r❛♣❤❡♥❡ ✐s t❤❡ ❜❛s✐❝ ❝♦♥st✐t✉❡♥t ♦❢ ❣r❛♣❤✐t❡
❛♥❞ ✐s ❛❧s♦ t❤❡ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ❡❧❡♠❡♥t ♦❢ ♦t❤❡r ❧♦✇ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ♠❛t❡r✐❛❧s s✉❝❤ ❛s
❢✉❧❧❡r❡♥❡✱ ♥❛♥♦r✐❜❜♦♥s ❛♥❞ ♥❛♥♦t✉❜❡s✱ ❛s s❤♦✇♥ ✐♥ ❬✶❪✳

❋✐❣✉r❡ ✶✳✶✿ ❆❧❧♦tr♦♣❡s ♦❢ ❈❛r❜♦♥ ❬✷✾❪

❉❡s♣✐t❡ ❤❛✈✐♥❣ ❜❡❡♥ ❞✐s❝♦✈❡r❡❞ ✐♥ 1962 ❜② ❍❛♥♥s−P❡t❡r ❇♦❡❤♠✳ ▼❛♥② ♦❢ ✐ts ✷❉
♣r♦♣❡rt✐❡s ❛r❡ st✐❧❧ ✉♥❦♥♦✇♥ t♦❞❛②✱ t❤✐s ✐s ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t ✐t ✇❛s ♥♦t ❡❛s② t♦ ♦❜t❛✐♥
❢r❡❡✲st❛♥❞✐♥❣ ❣r❛♣❤❡♥❡✳ ❋♦rt✉♥❛t❡❧②✱ t❤❛♥❦s t♦ ❛♥ ❡①♣❡r✐♠❡♥t ♠❛❞❡ ❜② t♦ s❝✐❡♥t✐sts ❢r♦♠
▼❛♥❝❤❡st❡r ❝❛❧❧❡❞ ”❋r✐❞❛② ❡✈❡♥✐♥❣ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts” ❬✷❪✱ ♥♦✇❛❞❛②s ✐t✬s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ✐s♦❧❛t❡
❣r❛♣❤❡♥❡ ❢r♦♠ ✐t✬s ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t✳ ❚❤✐s ♥❡✇ ♠❡t❤♦❞ ❞✐s❝♦✈❡r❡❞ ✐♥ ✷✵✶✵ ❉r✳ ❆♥❞r❡ ●❡✐♠
❛♥❞ ❉r✳ ❑♦st❛♥t✐♥ ◆♦✈♦s❡❧♦✈✱ ✐t ✐♥✐t✐❛t❡❞ ❣r❛♣❤❡♥❡ r❡s❡❛r❝❤✳

✶✼



✶✽ ❈❍❆P❚❊❘ ✶✳ ●❘❆P❍❊◆❊ P❘❖P❊❘❚■❊❙ ❆◆❉ ❆PP▲■❈❆❚■❖◆❙

✶✳✶✳✶ ❈r②st❛❧ ❙tr✉❝t✉r❡ ❛♥❞ ❊❧❡❝tr♦♥✐❝ ❇❛♥❞ ❙tr✉❝t✉r❡ ♦❢
●r❛♣❤❡♥❡

●r❛♣❤❡♥❡ ❤❛s ❛ ❤♦♥❡②❝♦♠❜ ❧❛tt✐❝❡ str✉❝t✉r❡ ❛♥❞ ✐t✬s ✜rst ❇r✐❧❧♦✉✐♥ ③♦♥❡ ❛r❡ s❤♦✇♥ ✐♥
❋✐❣✭✶✳✷✮✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ■♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ✐t✬s ✐♠♣♦rt❛♥t t♦ ❝♦♥s✐❞❡r ❞✐✛❡r❡♥t
✈❡❝t♦r r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ ❣❡♦♠❡tr② ♦❢ t❤❡ ❧❛tt✐❝❡ ♦❢ ❣r❛♣❤❡♥❡ ✐ts❡❧❢✳ ❖♥❡ ❤❛s t❤❡ tr❛♥s❧❛t✐♦♥
✈❡❝t♦rs a = a(1, 0) ❛♥❞ b = a(−1/2,

√
3/2)✱ ❛♥❞ t❤❡ ✈❡❝t♦rs t❤❛t ❛r❡ r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡

♥❡❛r❡st ♥❡✐❣❤❜♦r ❝❛r❜♦♥ ❛t♦♠s t1 ❂❛ ✭✵✱✶✴
√
3✮✱t2 ❂ ❛✭✲✶✴✷✱✲✶✴✷

√
3✮✱ ❛♥❞ t3 ❂

❛✭✶✴✷✱✲✶✴✷
√
3✮✱ ✇❤❡r❡ ❛ ✐s t❤❡ ❧❛tt✐❝❡ ❝♦♥st❛♥t ❣✐✈❡♥ ❜② ❛ ❂ ✵✳✷✹✻ ♥♠✳

❋✐❣✉r❡ ✶✳✷✿ ❍♦♥❡②❝♦♠❜ ❧❛tt✐❝❡ str✉❝t✉r❡ ❛♥❞ t❤❡ ✜rst ❇r✐❧❧♦✉✐♥ ③♦♥❡ ♦❢ ❣r❛♣❤❡♥❡ ❬✸✵❪

●r❛♣❤❡♥❡ ❤❛s ❛ ✉♥✐t ❝❡❧❧ t❤❛t ❤❛s ❛♥ ❛r❡❛ Ω0 ❂ ✭
√
3✴✷✮a2 ✇✐t❤ t✇♦ ❝❛r❜♦♥ ❛t♦♠s✱ t❤❛t

❛r❡ ✉s✉❛❧❧② ❝❛❧❧❡❞ ❆ ❛♥❞ ❇✳ ❆♥♦t❤❡r ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ✈❡❝t♦rs ❛r❡ t❤❡ s♦ ❝❛❧❧❡❞ t❤❡ ♣r✐♠✐t✐✈❡
r❡❝✐♣r♦❝❛❧ ❧❛tt✐❝❡ ✈❡❝t♦rs a∗ ❛♥❞ b

∗ t❤❛t ❤❛✈❡ t❤❡ ❢♦r♠ ✿ a∗ ❂ ✭✷π✴❛✮✭✶✱✶✴
√
3✮ ❛♥❞ b

∗ ❂
✭✷π✴❛✮✭✵✱✷✴

√
3✮✳ ●r❛♣❤❡♥❡ ❤❛s ❛♥ ❤❡①❛❣♦♥❛❧ ✜rst ❇r✐❧❧♦✉✐♥ ③♦♥❡ ✇✐t❤ ❛♥ ❛r❡❛ Ω0∗ ❂

✭✷✴
√
3✮✭✷π✴❛)2✳ ❚✇♦ ♣♦✐♥ts ❛r❡ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ✐♥ t❤❡ ❣r❛♣❤❡♥❡ ❛♥❛❧②s✐s ❛♥❞ t❤❡② ❛r❡ ❑

❛♥❞ ❑✬✱ t❤❛t ❛r❡ ♣♦s✐t✐♦♥❡❞ ❛t t❤❡ ❝♦r♥❡rs ♦❢ t❤❡ ✜rst ❇r✐❧❧♦✉✐♥ ③♦♥❡✱ t❤❡② ❛ss✉♠❡ t❤❡
❢♦r♠ K ❂ ✭✷π✴❛✮✭✶✴✸✱✶✴

√
3✮ ❛♥❞ K

′ ❂ ✭✷π✴❛✮✭✷✴✸✱✵✮✳ ◆♦✇✱ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❛♥❛❧②③❡ t❤❡
❡❧❡❝tr♦♥✐❝ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ ❣r❛♣❤❡♥❡✱ ♦♥❡ ❤❛s t♦ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❛t t❤❡ ❝♦♥❞✉❝t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡
✈❛❧❡♥❝❡ ❜❛♥❞s ❛r❡ ❢♦r♠❡❞ ♦♥❧② ❜② t❤❡ π st❛t❡s✱ ❛♥❞ ♥♦t ❜② t❤❡ σ st❛t❡s t❤❛t ❛r❡ ♠♦r❡
❜♦✉♥❞❡❞✳ ❚❤❡ ❑ ❛♥❞ ❑✬ ♣♦✐♥ts ❛r❡ t♦✉❝❤❡❞ ❜② t❤❡ π st❛t❡s ✇❤❡r❡ ✐t✬s ❧♦❝❛t❡❞ t❤❡ ❋❡r♠✐
❧❡✈❡❧✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ ♠❛❦❡ ❛ ❣♦♦❞ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ ❣r❛♣❤❡♥❡✱ ♦♥❡
❤❛s t♦ ❝♦♥s✐❞❡r ❛ t✐❣❤t✲❜✐♥❞✐♥❣ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✇❤❡r❡ t❤❡ ✇❛✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s t❛❦❡s t❤❡ ❢♦r♠

ψ(r) =
∑

RA

φA(r −RA) +
∑

RB

φA(r −RB) ✭✶✳✶✮

t❤❡ ✇❛✈❡❢✉♥❝t✐♦♥ φ(r) ✐s r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ pz ♦r❜✐t❛❧ ❧♦❝❛t❡❞ ❛t t❤❡ ♦r✐❣✐♥✱ ❤❛✈✐♥❣
RA = naa+ nbb+ t1 ❛♥❞ RB = naa+ nb✳ ◆♦✇✱ ✐♥tr♦❞✉❝✐♥❣ t❤❡ s♦ ❝❛❧❧❡❞ tr❛♥s❢❡r
✐♥t❡❣r❛❧ −γ0✱ t❤❛t ✐s ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ ♥❡❛r❡st ♥❡✐❣❤❜♦r ❛t♦♠s ❛♥❞ ❛❧s♦ ✐♠♣♦s✐♥❣ t❤❡ ❡♥❡r❣②
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♦r✐❣✐♥ ❛t ♦♥❡ pz ❧❡✈❡❧✳ ❖♥❡ ❝❛♥ ✇r✐t❡

ϵψA(RA) = −γ0
3

∑

l=1

ψB(RA − tl) ✭✶✳✷✮

ϵψB(RB) = −γ0
3

∑

l=1

ψA(RB − tl) ✭✶✳✸✮

❢♦r s✐♠♣❧✐❝✐t② ❤❡r❡ t❤❡ ♦✈❡r❧❛♣ ✐♥t❡❣r❛❧ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ t✇♦ s✐t❡s ❆ ❛♥❞ ❇ ✐s ♥❡❣❧❡❝t❡❞✳ ◆♦✇✱
t❛❦✐♥❣ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t ✿ ψA(RA) ∝ fA(k)(k)exp(ik �RA) ❛♥❞
ψB(RB) ∝ fB(k)exp(ik �RB)✱ ♦♥❡ ♦❜t❛✐♥s

(

0 hAB(k)
hAB(k)

∗ 0

)(

fA(k)
fB(k)

)

= ϵ

(

fA(k)
fB(k)

)

✭✶✳✹✮

✇❤❡r❡

hAB(k) = −γ0
∑

l

exp(−ik � tl) ✭✶✳✺✮

◆♦✇ ✐t✬s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ✇r✐t❡ t❤❡ t✇♦ ❡♥❡r❣② ❜❛♥❞s t❤❛t t❛❦❡ t❤❡ ❢♦r♠ ✿

ϵ± = ±γ0

√

1 + 4 cos
akx
2

cos

√

3aky

2
+ 4 cos2

akx
2

✭✶✳✻✮

❋✐❣✉r❡ ✶✳✸✿ ❱❛❧❡♥❝❡ ❛♥❞ ❝♦♥❞✉❝t✐♦♥ ❜❛♥❞s ♦❢ ❣r❛♣❤❡♥❡ ❬✸✵❪
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■♥ ❋✐❣✭✶✳✸✮ ❛r❡ s❤♦✇♥ t❤❡ ✈❛❧❡♥❝❡ ❛♥❞ ❝♦♥❞✉❝t✐♦♥ ❜❛♥❞s ♦❢ ❣r❛♣❤❡♥❡✳ ❈♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❛t
t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ ❣r❛♣❤❡♥❡ ❛r❡ str✐❝t❧② ✐♥ t❤❡ ♣r♦①✐♠✐t② ♦❢ t❤❡ ❑ ♣♦✐♥t✱ ♦♥❡ ❤❛s
t♦ ✇r✐t❡ k ✇✐t❤ K + k✳ ❈♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ❛❧s♦ t❤❡ ❧♦✇❡st ♦r❞❡r ✐♥ |k|a✱ ♦♥❡ ♦❜t❛✐♥s

−γ0
3

∑

l=1

exp[−i(K + k) � t1] = −iω−1γ(kx − iky) ✭✶✳✼✮

✇✐t❤

γ =

√
3aγ0
2

✭✶✳✽✮

❖❜✈✐♦✉s❧② ❛ ✈❡r② s✐♠✐❧❛r ❡①♣r❡ss✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢♦r t❤❡ ❑✬ ♣♦✐♥ts✳ ◆♦✇✱ ❤❛✈✐♥❣
ϵ±(K) = ϵ±(K

′) = 0✱ ✐t✬s ❡✈✐❞❡♥t t❤❛t ♥♦ ❣❛♣ ✐s ♣r❡s❡♥t ❛t ❑ ❛♥❞ ❑✬ ♣♦✐♥ts✳
❈♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❛t fA(K + k) = f̃A(k) ❛♥❞ fB(K + k) = iωf̃B(k)

γ

(

0 kx − iky
kx − iky 0

)(

f̃A(k)

f̃B(k)

)

= ϵ

(

f̃A(k)

f̃B(k)

)

✭✶✳✾✮

♦♥❡ ❝❛♥ r❡✇r✐t❡ t❤❡ ❛❜♦✈❡ ❢♦r♠✉❧❛ ✐♥ s✉❝❤ ✇❛② ✿

γ(σ � k)f̃(k) = ϵf̃(k), f̃(k) =

(

f̃A(k)

f̃B(k)

)

✭✶✳✶✵✮

✇✐t❤ t❤❡ σ = (σx, σy) t❤❛t ❛r❡ t❤❡ s♦ ❝❛❧❧❡❞ t❤❡ P❛✉❧✐ ♠❛tr✐❝❡s✳ ❖❜✈✐♦✉s❧② ♦♥❡ ❝❛♥
♦❜t❛✐♥ t❤❡ s❛♠❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ❑✬ ♣♦✐♥t✱ t❤❡ ♦♥❧② ♦❜❥❡❝t t❤❛t ❤❛s t♦ ❜❡ s✉❜st✐t✉t❡❞ ✐s
σ ✇✐t❤ σ

∗✳ ◆♦✇ ✐t✬s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ✇r✐t❡

ϵS(k) = Sγ|k|, (S = ±1) ✭✶✳✶✶✮

♦♥❡ ♥♦✇ ❝❛♥ ♦❜t❛✐♥ t❤❡ ❞❡♥s✐t② ♦❢ st❛t❡s

D(ϵ) =
gsgv
A

∑

s,k

δ(ϵ− Sγ|k|) = gSgV |ϵ|
2πγ2

✭✶✳✶✷✮

❤❛✈✐♥❣ s②st❡♠ ❛r❡❛ A✱ gs = 2 ✐s t❤❡ s♣✐♥ ❞❡❣❡♥❡r❛❝② ❛♥❞ gv = 2 ✐s t❤❡ ❞❡❣❡♥❡r❛❝②
❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ t❤❡ ✈❛❧❧❡②✳ ❉✉❡ t♦ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t t❤❡ ❞❡♥s✐t② ♦❢ st❛t❡s ✈❛♥✐s❤❡s ❛t t❤❡ s♦
❝❛❧❧❡❞ ❉✐r❛❝ ♣♦✐♥t ✇❤❡r❡ ϵ = 0✱ ❣r❛♣❤❡♥❡ ✐s ♦❢t❡♥ ❝❛❧❧❡❞ ❛ ③❡r♦✲❣❛♣ s❡♠✐❝♦♥❞✉❝t♦r✳ ❖♥❡
❝❛♥ ❛❧s♦ ♥♦t✐❝❡ t❤❛t t❤❡ ❡♥❡r❣② ❞✐s♣❡rs✐♦♥ r❡❧❛t✐♦♥ ♥❡❛r t❤❡ ❉✐r❛❝ ♣♦✐♥ts ✐t✬s ❧✐♥❡❛r
s✐♠✐❧❛r❧② t♦ t❤❡ ♣❤♦t♦♥ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ r❡❧❛t✐♦♥✳ ❚❤✐s ♠❡❛♥s t❤❛t t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥s ♥❡❛r t❤❡s❡ t♦
♣♦✐♥ts ❤❛✈❡ ❛♥ ❡✛❡❝t✐✈❡ ♠❛ss t❤❛t ✐s ③❡r♦✱ ✐♥ ❢❛❝t t❤❡② ❤❛✈❡ ❛ ✈❡❧♦❝✐t② t❤❛t ✐s ❛❜♦✉t
✶✴✸✵✵ t❤❡ s♣❡❡❞ ♦❢ t❤❡ ❧✐❣❤t✳
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✶✳✷ ▼❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ ❣r❛♣❤❡♥❡

●r❛♣❤❡♥❡ ❤❛s ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s t❤❛t ❞✐st✐♥❣✉✐s❤ ✐t ♠✉❝❤ ❞✐✛❡r❡♥t ❢r♦♠ ❛♥②
t❤✐♥✲✜❧♠ ♠❛t❡r✐❛❧ ✉s❡❞ t♦❞❛② ✐♥ ▼❊▼❙ ❛♥❞ ◆❊▼❙ t❡❝❤♥♦❧♦❣②✳ ❚❤❡ C − C ❜♦♥❞ ❧❡♥❣t❤
✐s ❛❜♦✉t 0.142 ♥♠✱ ❛s s❤♦✇♥ ✐♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s s❡❝t✐♦♥ ✱ ✇❤✐❧❡ ✐ts ✐♥t❡r♣❧❛♥❛r ❞✐st❛♥❝❡ ✐♥
t❤❡ ❣r❛♣❤✐t❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ 0.335 ♥♠✳ ❚♦❞❛②✱ ♠♦r❡♦✈❡r✱ ♠❛♥② ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢
❣r❛♣❤❡♥❡ ❛r❡ ❦♥♦✇♥ t❤❛♥❦s t♦ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ❝❛rr✐❡❞ ♦✉t ❜② t❤❡ ❆t♦♠✐❝ ❋♦r❝❡
▼✐❝r♦s❝♦♣❡ ✭❆❋▼✮ ♦♥ ❢r❡❡❧② s✉s♣❡♥❞❡❞ ❣r❛♣❤❡♥❡ ❞r✉♠s✱ ❛s s❤♦✇♥ ✐♥ ❬✹❪✳

❋✐❣✉r❡ ✶✳✹✿ ❆❋▼ t✐♣ ♦✈❡r ❣r❛♣❤❡♥❡ ♠❡♠❜r❛♥❡ ❬✸✶❪

❚❤❡s❡ s❤♦✇ t❤❛t ❣r❛♣❤❡♥❡ ❤❛s ❧♦✇ ♠❛ss ❞❡♥s✐t② ♦❢ ❣r❛♣❤❡♥❡ ρ = 7.4 ① 10−19 ❦❣ /µm2 ✱ ❛
t✇♦−❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ✐♥ ♣❧❛♥❡ ❡❧❛st✐❝ st✐✛♥❡ss ♦❢ ✸✹✵ ◆/♠✱ t❤❛t ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ❛ ❨♦✉♥❣✬s
♠♦❞✉❧✉s E ♦❢ 1 ❚P❛✳ ❚❤❡ ❜r❡❛❦ ♦❢ ❣r❛♣❤❡♥❡ ✐s ❞❡❡♣❧② ✐♥s✐❞❡ t❤❡ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ❡❧❛st✐❝ r❡❣✐♠❡✱
t❤❛t ❧❡❛❞s ❛ ❜r❡❛❦✐♥❣ str❡♥❣t❤ ♦❢ 42 ◆/♠✱ t❤❛t ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ❛ ❜✉❧❦ ✈❛❧✉❡ ♦❢ 130 ●P❛✳
❋✉rt❤❡r♠♦r❡ t❤❡s❡ ♣❡❝✉❧✐❛r ♣r♦♣❡rt✐❡s ❧❡❛❞ t♦ r❡s♦♥❛♥t ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s ✐♥ ❛ r❛♥❣❡ ♦❢ ▼❍③✳
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✶✳✸ ●r❛♣❤❡♥❡ ◆❊▼❙ ✭●◆❊▼❙✮

■♥ ✶✾✺✾ ❘✐❝❤❛r❞ ❋❡②♥♠❛♥♥✱ ❞✉r✐♥❣ ♦♥❡ ♦❢ ❤✐s ❢❛♠♦✉s ❧❡❝t✉r❡ ❬✺❪✱ t❛❧❦❡❞ ❛❜♦✉t ❤♦✇ ✐t
✇♦✉❧❞ ❜❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ✐♥ t❤❡ ❢✉t✉r❡ t♦ ♠❛♥✐♣✉❧❛t❡ ❛t♦♠✐❝✲s❝❛❧❡ ♠❛tt❡r t♦ ❤✐s ❧✐❦✐♥❣✳ ❲❤❛t
t❤❡ ❢❛♠♦✉s ♣❤②s✐❝✐st ✇❛s t❛❧❦✐♥❣ ❛❜♦✉t ✇❛s ♣r❡❝✐s❡❧② ✇❤❛t ✐s ♥♦✇ ❝❛❧❧❡❞ t❤❡ ✜❡❧❞ ♦❢
◆❛♥♦t❡❝❤♥♦❧♦❣②✳ ■♥ ❢❛❝t✱ ♥♦✇❛❞❛②s t❤❡ ◆❊▼❙ ❝♦♥st✐t✉t❡ t❤❡ ♥❡①t ♣❤❛s❡ ♦❢
♠✐♥✐❛t✉r✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠✐❝r♦✲❡❧❡❝tr♦♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ s②st❡♠s✱ t❤❡ s♦ ❝❛❧❧❡❞ ▼❊▼❙✱ ✇❤✐❝❤
❣❡♥❡r❛❧❧② ✐♥t❡❣r❛t❡ ❛ ♥❛♥♦❡❧❡❝tr♦♥✐❝s t♦ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ❛❝t✉❛t♦rs✱ ❛♥❞ ❝❛♥ t❤✉s ❢♦r♠
❛♠❛③✐♥❣ ♣❤②s✐❝❛❧✱ ❜✐♦❧♦❣✐❝❛❧ ❛♥❞ ❝❤❡♠✐❝❛❧ s❡♥s♦rs✳ ❚❤❡s❡ ❞❡✈✐❝❡s ❤❛✈❡ ❛ ❧♦✇ ♠❛ss✱ ❤✐❣❤
❢r❡q✉❡♥❝✐❡s ♦❢ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ r❡s♦♥❛♥❝❡✱ q✉❛♥t✉♠ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ❡✛❡❝t✱ ❛♥❞ ❛ ❤✐❣❤ s✉r❢❛❝❡ ✴
✈♦❧✉♠❡ r❛t✐♦ ❬✻❪✳ ❙♦♠❡ ♦❢ t❤❡♠ ❛r❡ ❛❝❝❡❧❡r♦♠❡t❡rs ♦r ❞❡t❡❝t♦rs ♦❢ ❝❤❡♠✐❝❛❧s ❛❣❡♥t t❤❛t
❛r❡ ♣r❡s❡♥t ✐♥ t❤❡ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t✳ ❚♦❞❛② t❤❡r❡ ❛r❡ t✇♦ ❞✐✛❡r❡♥t ❛♥❞ ❝♦♠♣❧❡♠❡♥t❛r
❛♣♣r♦❛❝❤ t❤❛t ❛r❡ ✉s❡❞ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❜✉✐❧❞ t❤❡s❡ ❞❡✈✐❝❡s✳ ❚❤❡ ✜rst ♦♥❡ ✐s ❝❛❧❧❡❞ ❚♦♣✲❉♦✇♥
✇❤✐❧❡ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♦♥❡ ✐s ❝❛❧❧❡❞ ❇♦tt♦♠✲❯♣✳

❼ ❚❤❡ t♦♣✲❞♦✇♥ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐t✬s ❛❧s♦ t❤❡ tr❛❞✐t✐♦♥❛❧ ♠❡t❤♦❞s t❤❛t ✇❛s ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡
❢❛❜r✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ ▼❊▼❙✳ ❚❤❡ ❧✐t❤♦❣r❛♣❤✐❝ ♣r♦❝❡ss ✐s ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ✐♥ t❤❡ ❢❛❜r✐❝❛t✐♦♥ ♦❢
❞❡✈✐❝❡s✱ t❤❛t ❝❛♥ ❜❡ ❡❧❡❝tr♦♥ ❜❡❛♠ ♦r ♦♣t✐❝❛❧ ❧✐t❤♦❣r❛♣❤②✳ ❚❤❡s❡ ♠❡❛♥s t❤❛t t❤✐s
t❡❝❤♥✐q✉❡ ✐s ❧✐♠✐t❡❞ ❜② t❤❡ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❧✐t❤♦❣r❛♣❤✐❝ st❡♣✳ ◆♦r♠❛❧❧② t❤❡
❞❡✈✐❝❡s t❤❛t ❛r❡ ❢❛❜r✐❝❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❚♦♣✲❉♦✇♥ ♠❡t❤♦❞ ❛r❡ ❝♦♠♣♦s❡❞ ❜② ♠❡t❛❧
✜❧♠s ♦r s❡♠✐❝♦♥❞✉❝t♦r ❡t❝❤❡❞ ❧❛②❡rs✳

❼ ❚❤❡ ❇♦tt♦♠✲✉♣ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s t❤❡ ❝♦♠♣❧❡♠❡♥t❛r② t❡❝❤♥✐q✉❡ ♦❢ t❤❡ ❚♦♣✲❉♦✇♥✳ ❚❤✐s
✉s❡s t❤❡ ❝❤❡♠✐❝❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ t❤❡ ♠❛tt❡r ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ♣r♦❞✉❝❡ s✐♥❣❧❡ ♠♦❧❡❝✉❧❡ t❤❛t
❝❛♥ t♦ s❡❧❢✲♦r❣❛♥✐③❡ ♦r s❡❧❢✲❛ss❡♠❜❧❡ ♦❜t❛✐♥✐♥❣ s♦♠❡ ✉s❡❢✉❧ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ♦r
❝♦♥❢♦r♠❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ♣r✐♥❝✐♣❧❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ ♠♦❧❡❝✉❧❛r r❡❝♦❣♥✐t✐♦♥✳ ❚❤✐s
t❡❝❤♥✐q✉❡ ♣❡r♠✐ts t♦ ❜✉✐❧❞ ❛♥❞ ❢❛❜r✐❝❛t❡ ♠✉❝❤ s♠❛❧❧❡r str✉❝t✉r❡s✱ ❤❛✈✐♥❣ ❛❧s♦ ❛
❣♦♦❞ ❝♦♥tr♦❧ ♦♥ t❤❡ ❢❛❜r✐❝❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss✳

❼ ❆ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡s❡ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ❝❛♥ ❜❡ ❛❧s♦ ✉s❡❞✱ ✐♥ ✇❤✐❝❤ ♥❛♥♦s❝❛❧❡ ♠♦❧❡❝✉❧❡s
❛r❡ ❛❞❞❡❞ ✐♥t♦ ❛ t♦♣✲❞♦✇♥ str✉❝t✉r❡✳ ❆♥ ❡①❛♠♣❧❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ ❝❛r❜♦♥
♥❛♥♦t✉❜❡ t❤❛t ❧❡❛❞s t♦ ❛ ♥❛♥♦♠♦t♦r✳

❉✉❡ t♦ ✐ts ♠❛❣♥✐✜❝❡♥t ♣r♦♣❡rt✐❡s✱ ❝❛r❜♦♥ ✐s t❤❡ ❜❡st ♠❛t❡r✐❛❧ ✉s❡❞ ✐♥ ◆❊▼❙ t❡❝❤♥♦❧♦❣②✳
❚❤❡ ♠❛t❡r✐❛❧s t❤❛t ❛r❡ ❧❛r❣❡❧② ✉s❡❞ ❛r❡ ❝❛r❜♦♥ ♥❛♥♦t✉❜❡s ❛♥❞ ❣r❛♣❤❡♥❡✳ ❚❤❡② ❛r❡ ✉s❡❞
♣r❡❝✐s❡❧② ❢♦r t❤❡✐r ❝❤❡♠✐❝❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s t❤❛t ❧❡❛❞s t♦ ❤✐❣❤❡r st❛❜✐❧✐t② ♦❢ ◆❊▼❙✱ ❜✉t t❤❡②
❛r❡ ❛❧s♦ ✉s❡❢✉❧ t❛❦✐♥❣ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t t❤❡✐r ♣❡❝✉❧✐❛r ❝♦♥❞✉❝t✐✈✐t②✳

❋♦❝✉s✐♥❣ ♦♥ ✇❤❛t ❛r❡ t❤❡ s♦ ❝❛❧❧❡❞ ❣r❛♣❤❡♥❡ ◆❊▼❙ ✭●◆❊▼❙✮✱ ✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ♥♦t✐❝❡
t❤❛t t❤❡r❡ ❛r❡ ❛ ❧❛r❣❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣♦ss✐❜❧❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡✱ ✐♥ ❞✐✛❡r❡♥t ✜❡❧❞s✳
❋♦r ✐♥st❛♥❝❡ ✿

❼ ❆s s❤♦✇♥ ✐♥ ❬✼❪❬✽❪✱ t✇♦ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♦❢ ❣r❛♣❤❡♥❡ r❡s♦♥❛t♦rs ❛r❡ ✉❧tr❛❧♦✇ ♠❛ss
❞❡t❡❝t✐♦♥ ❛♥❞ ✉❧tr❛s❡♥s✐t✐✈❡ ❢♦r❝❡ ❞❡t❡❝t✐♦♥✳ ■♥ ❬✾❪✱ ❧♦✇ t❡♥s✐♦♥ ❣r❛♣❤❡♥❡ ❞r✉♠s ❢♦r
❡❧❡❝tr♦♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ♣r❡ss✉r❡ s❡♥s✐♥❣ ❛r❡ ❢❛❜r✐❝❛t❡❞✱ ✇❤❡r❡ t❤❡② st✉❞② t❤❡ r❡s♦♥❛♥t
❢r❡q✉❡♥❝② s❤✐❢ts ✐♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ❤❡❧✐✉♠ ❣❛s ❛♥❞ ❞❡♠♦♥str❛t❡ ❛ s❡♥s✐♥❣ ❝❛♣❛❜✐❧✐t②
♦❢ ✶ ❚♦rr ♣r❡ss✉r❡ ✐♥ ❛ ❝r②♦❣❡♥✐❝ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t✳
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❋✐❣✉r❡ ✶✳✺✿ ▲♦✇ t❡♥s✐♦♥ ❣r❛♣❤❡♥❡ ❞r✉♠s ❢♦r ❡❧❡❝tr♦♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ♣r❡ss✉r❡ s❡♥s✐♥❣ ❬✾❪

❼ ■♥ ❬✶✵❪✱ ✐s r❡♣♦rt❡❞ t❤❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ♦❢ ❜r✐❣❤t ✈✐s✐❜❧❡ ❧✐❣❤t ❡♠✐ss✐♦♥ ❢r♦♠ ❡❧❡❝tr✐❝❛❧❧②
❜✐❛s❡❞ s✉s♣❡♥❞❡❞ ❣r❛♣❤❡♥❡ ❞❡✈✐❝❡s str♦♥❣ ♦♣t✐❝❛❧ ✐♥t❡r❢❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡
s✉s♣❡♥❞❡❞ ❣r❛♣❤❡♥❡ ❛♥❞ s✉❜str❛t❡ ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ t✉♥❡ t❤❡ ❡♠✐ss✐♦♥ s♣❡❝tr✉♠✳
❚❤❡✐r r❡s✉❧ts ♣❛✈❡ t❤❡ ✇❛② t♦✇❛r❞s t❤❡ r❡❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ❝♦♠♠❡r❝✐❛❧❧② ✈✐❛❜❧❡
❧❛r❣❡✲s❝❛❧❡✱ ❛t♦♠✐❝❛❧❧② t❤✐♥✱ ✢❡①✐❜❧❡ ❛♥❞ tr❛♥s♣❛r❡♥t ❧✐❣❤t ❡♠✐tt❡rs ❛♥❞ ❞✐s♣❧❛②s
✇✐t❤ ❧♦✇ ♦♣❡r❛t✐♦♥ ✈♦❧t❛❣❡ ❛♥❞ ❣r❛♣❤❡♥❡✲❜❛s❡❞ ♦♥✲❝❤✐♣ ✉❧tr❛❢❛st ♦♣t✐❝❛❧
❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥s

❋✐❣✉r❡ ✶✳✻✿ ❇r✐❣❤t ✈✐s✐❜❧❡ ❧✐❣❤t ♦♥ ❣r❛♣❤❡♥❡ s❤❡❡ts ❬✶✵❪

❼ ■♥ ❬✶✶❪ s❤♦✇♥ t❤❛t ✇❤✐❧❡ ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥❛❧ ♦s❝✐❧❧❛t♦rs t②♣✐❝❛❧❧② ❝♦♥s✐st ♦❢ ♠❛❝r♦s❝♦♣✐❝
♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ r❡s♦♥❛t♦rs s✉❝❤ ❛s q✉❛rt③ ❝r②st❛❧s✱ ✇❤✐❝❤ r❡q✉✐r❡ ❡①❝❡ss✐✈❡ ♦✛✲❝❤✐♣
s♣❛❝❡✳ ❚❤❡ ♣r♦t♦t②♣❡ ❣r❛♣❤❡♥❡ ✈♦❧t❛❣❡✲❝♦♥tr♦❧❧❡❞ ♦s❝✐❧❧❛t♦rs ❡①❤✐❜✐t ❢r❡q✉❡♥❝②
st❛❜✐❧✐t② ❛♥❞ ❛ ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ ❜❛♥❞✇✐❞t❤ s✉✣❝✐❡♥t ❢♦r t❤❡ ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ ♦❢
r❛❞✐♦❢r❡q✉❡♥❝② ❝❛rr✐❡r s✐❣♥❛❧s✳ ❆s ❛ ❞❡♠♦♥str❛t✐♦♥✱ t❤❡② ✉s❡ ❛ ❣r❛♣❤❡♥❡ ♦s❝✐❧❧❛t♦r
❛s t❤❡ ❛❝t✐✈❡ ❡❧❡♠❡♥t ❢♦r ❢r❡q✉❡♥❝②✲♠♦❞✉❧❛t❡❞ s✐❣♥❛❧ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❛❝❤✐❡✈❡
❡✣❝✐❡♥t ❛✉❞✐♦ s✐❣♥❛❧ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥✳
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❼ ❆s s❤♦✇♥ ✐♥ ❬✶✷❪✱ t❤❡② ❡♥❣✐♥❡❡r ❛ ❣r❛♣❤❡♥❡ r❡s♦♥❛t♦r ✇✐t❤ ❧❛r❣❡ ❢r❡q✉❡♥❝②
t✉♥❛❜✐❧✐t② ❛t ❧♦✇ t❡♠♣❡r❛t✉r❡s✱ r❡s✉❧t✐♥❣ ✐♥ ❛ ❧❛r❣❡ ✐♥t❡r♠♦❞❛❧ ❝♦✉♣❧✐♥❣ str❡♥❣t❤
❛♥❞ t❤❡② ♦❜s❡r✈❡ t❤❡ ❡♠❡r❣❡♥❝❡ ♦❢ ♥❡✇ ❡✐❣❡♥♠♦❞❡s ❛♥❞ ❛♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
❝♦✉♣❧❡❞ ♠♦❞❡s ✉s✐♥❣ r❡❞ ❛♥❞ ❜❧✉❡ ♣❛r❛♠❡tr✐❝ ❡①❝✐t❛t✐♦♥✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳
❉❡♠♦♥str❛t✐♥❣ t❤❛t t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝❛❧ ✐♥t❡r♠♦❞❛❧ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ✐s t✉♥❛❜❧❡✳ ❚❤✐s ❛❜✐❧✐t② t♦
❞②♥❛♠✐❝❛❧❧② ❝♦♥tr♦❧ t❤❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❤✐❣❤✲❢r❡q✉❡♥❝② ❡✐❣❡♥♠♦❞❡s ♦❢ ❛
♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ s②st❡♠ ♦♣❡♥s ✉♣ t❤❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐t② ♦❢ q✉❛♥t✉♠ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ❛t
❧♦✇ t❡♠♣❡r❛t✉r❡s✳

❼ ■♥ ❬✶✸❪✱ ✐s s❤♦✇♥ t❤❛t ●◆❊▼❙ ❛r❡ s♦ s✉✐t❛❜❧❡ ❛❧s♦ ✐♥ ❜✐♦❧♦❣✐❝❛❧ ❛♥❞ ❝❤❡♠✐❝❛❧
❞❡t❡❝t✐♦♥✱ ✐♥ ❢❛❝t t❤❡② ❤❛✈❡ t❤❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐t② t♦ ❜❡❝♦♠❡ s✐♥❣❧❡✲♠♦❧❡❝✉❧❡ ❞❡t❡❝t✐♦♥
s❡♥s♦rs✳
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Chapter 2
❚❤❡♦r②

✷✳✶ ❚✇♦ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❜❡♥❞✐♥❣ ✈✐❜r❛t✐♦♥s

■♥ ♦r❞❡r t♦ ♠❛❦❡ ❛ ❣♦♦❞ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ t✇♦ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❜❡♥❞✐♥❣ r❡s♦♥❛t♦rs✱ ♦♥❡ ❤❛s t♦
❝♦♥s✐❞❡r s❡♣❛r❛t❡❧② t❤❡ plates ❛♥❞ t❤❡ membranes✳ ❚❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❛ plate✱ ✐s ❛♥ ✐❞❡❛❧ ♦♥❡✱
❛♥❞ ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ✇❤❡♥ t❤❡ ✢❡①✉r❛❧ r✐❣✐❞✐t② ❞♦♠✐♥❛t❡s t❤❡ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ❜❡❤❛✈✐♦✉r ♦❢ t❤❡
s②st❡♠✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ♦t❤❡r ❝❛s❡ ♦❢ t❤❡ membrane ❤❛♣♣❡♥ ✇❤❡♥ t❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦✉r ♦❢ t❤❡ s②st❡♠
✐s ❝♦♠♣❧❡t❡❧② ❞♦♠✐♥❛t❡❞ ❜② t❤❡ t❡♥s✐❧❡ str❡ss✱ ❛♥❞ t❤❡ ✢❡①✉r❛❧ r✐❣✐❞✐t② ❝❛♥ ❜❡ ♥❡❣❧❡❝t❡❞✳
❚♦❞❛② t❤❡ t✇♦ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ r❡s♦♥❛t♦rs ❤❛✈❡ ❧❛r❣❡ ✐♥t❡r❡st ✐♥ t❤❡ r❡s❡❛r❝❤ ✜❡❧❞✳ ■♥ ❢❛❝t
t❤❡② ❛r❡ s♦ ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ❞✉❡ t♦ t❤❡✐r ♣❡❝✉❧✐❛r ♣r♦♣❡rt✐❡s✱ ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡ ✿ t❤❡② ❛r❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞
✐♥ ♥❛♥♦ ♦♣t♦♠❡❝❤❛♥✐❝s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✱ ❤❛✈✐♥❣ ❧♦✇ ♠❛ss ❛♥❞ str♦♥❣✲❝♦✉♣❧✐♥❣✳

❘❡❝t❛♥❣✉❧❛r P❧❛t❡

■♥ ♦r❞❡r t♦ st❛rt ✇✐t❤ ❛ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ ❛ t✇♦ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ s②st❡♠✱ ♦♥❡ ❤❛s t♦ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡
rectangular plate✱ t❤❛t ❤❛s ❛♥ ❡q✉❛t✐♦♥ ♦❢ ♠♦t✐♦♥ ✿

DP∇2∇2u− ρ
∂2u

∂t2
= 0 ✭✷✳✶✮

✇❤❡r❡ DP ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ ✢❡①✉r❛❧ r✐❣✐❞✐t②✳ ❚❤✐s ❡q✉❛t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ❢♦r♠❛❧❧② s♦❧✈❡❞
❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ ♣❧❛t❡ s✐♠♣❧② s✉♣♣♦rt❡❞ ❛♥❞ ♠❛❦✐♥❣ ❛ s❡♣❛r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t✇♦ ✐♥✈♦❧✈❡❞
✈❛r✐❛❜❧❡s ✭s♣❛t✐❛❧ ❛♥❞ t✐♠❡ ♦♥❡s✮✱ ♦♥❡ ❝❛♥ ✇r✐t❡

u(x, y, t) = U(x, y)cos(ωt) ✭✷✳✷✮

t❤❡ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ U(x, y) ❤❛s ❛ s✐♥✉s♦✐❞❛❧ s❤❛♣❡s

U(x, y) =
∞
∑

n=0

∞
∑

j=0

U0,njsin

(

nπx

Lx

)

sin

(

jπy

Ly

)

✭✷✳✸✮

t❤❡ t✇♦ s✐❞❡ ❧❡♥❣t❤s ❛r❡ Lx ❛♥❞ Ly✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ x ❛♥❞ y ❞✐r❡❝t✐♦♥s✳ ◆♦✇ t❤❡
❡✐❣❡♥❢r❡q✉❡♥❝✐❡s ♦❢ t❤❡ s②st❡♠ ❝❛♥ ❜❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ✇r✐t✐♥❣

Ωn,j = π2

√

DP

ρh

(

n2

Lx2

+
j2

Ly2

)

✭✷✳✹✮

✷✼
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❛♥❞ ❢♦r ❛ q✉❛❞r❛t✐❝ ♣❧❛t❡ t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ❛❜♦✈❡ ❜❡❝♦♠❡s

Ωn,j =
π2(n2 + j2)

L2

√

DP

ρh
✭✷✳✺✮

❙♦✱ ♦♥❡ ❤❛s t♦ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❛t s✐♠♣❧② s✉♣♣♦rt❡❞ ♣❧❛t❡s ❛r❡ s✉❜st❛♥t✐❛❧❧② ✐♠♣♦ss✐❜❧❡ t♦
❝r❡❛t❡ t❤❡♠ ♦♥ t❤❡ ♥❛♥♦ s❝❛❧❡✱ ✐♥ ❛❞❞✐t✐♦♥ t❤✐s ❡✐❣❡♥♠♦❞❡ ♣r♦❜❧❡♠ ✐s s♦ ❤❛r❞ t♦ s♦❧✈❡
❞✉❡ t♦ t❤❡s❡ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡ ❛ ❣♦♦❞ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜②
✉s✐♥❣ t❤❡ s♦ ❝❛❧❧❡❞ Rayleigh′s method ❢♦r t❤❡ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ❡✐❣❡♥❢r❡q✉❡♥❝②✳ ❚❤✐s ♠❡t❤♦❞
❝♦♥s✐sts ✐♥ ❝❤❡❝❦✐♥❣ ❛♥❞ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♥❣ t❤❡ ❦✐♥❡t✐❝ ❛♥❞ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❡♥❡r❣✐❡s t❤❛t ❛r❡ ✿

Wkin,max =
ω2

2
ρh

∫∫

U2dxdy ✭✷✳✻✮

❛♥❞

Upot,max =
1

2
DP

∫∫

(∇2U)2 + 2(1− ν)

[

(

∂2U

∂x∂y

)2

− ∂2U

∂x2
∂2U

∂y2

]

dxdy ✭✷✳✼✮

❚❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ❛❜♦✈❡✱ ❢♦r ❛ r❡❝t❛♥❣✉❧❛r ♣❧❛t❡✱ ❣✐✈❡s ❛♥ ❡①❛❝t s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧
♠♦❞❡ ✇✐t❤ ❛ ❣♦♦❞ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥

U(x, y) = c(x2 − (Lx/2)
2)2(y2 − (Ly/2)

2)2 ✭✷✳✽✮

❛♥❞ t❤❡ ❝❧❛♠♣❡❞ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛r❡ s❛t✐s✜❡❞ ❜②

∂U

∂x±Lx/2

= 0 and
∂U

∂y±Lx/2

= 0 ✭✷✳✾✮

❙♦✱ ✐♥s❡rt✐♥❣ ✐♥t♦ ❘❛②❧❡✐❣❤✬s ❡q✉❛t✐♦♥✱ t❤❡ ♠♦❞❡ s❤❛♣❡s ✐♥ ✭✷✳✽✮✱ ♦♥❡ ♦❜t❛✐♥s ❛ ❣♦♦❞
❛♣♣r♦①✐♠❛♥t s♦❧✉t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ♠♦❞❡

Ω1,1 = 6
√
2

√

7L4
x + 4L2

xL
2
y + 7L4

y

L4
xL

4
y

√

DP

ρh
✭✷✳✶✵✮

♦❜t❛✐♥✐♥❣ ❢♦r ❛ sq✉❛r❡ ♣❧❛t❡

Ω1,1 =
36

L2

√

DP

ρh
✭✷✳✶✶✮

❚❤✐s ❝❛♥ ❜❡ ❡①t❡♥❞ ❢♦r t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ ❡✐❣❡♥❢r❡q✉❡♥❝② ♦❢ ❛ ❜❡♥❞✐♥❣ ♣❧❛t❡✱ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡
✇r✐tt❡♥ ❛s

Ωn,j = αn,j
1

L2

√

DP

ρh
✭✷✳✶✷✮
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❈✐r❝✉❧❛r P❧❛t❡

❈♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ♥♦✇ t❤❡ circular plate✱ ♦♥❡ ❝❛♥ ❞✐r❡❝t❧② ♦❜t❛✐♥ t❤❡ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧
❡✐❣❡♥❢r❡q✉❡♥❝② ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡ ❘❛②❧❡✐❣❤ ♠❡t❤♦❞✱ ❤❛✈✐♥❣ ❛ ❣♦♦❞ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥✳ ❆s ♠❛❞❡
❢♦r t❤❡ rectangular plate✱ ♦♥❡ ❤❛s t♦ ❝❛❧❝✉❧❛t❡ t❤❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❛♥❞ ❦✐♥❡t✐❝ ❡♥❡r❣✐❡s t❤❛t
❝❛♥ ❜❡ ✇r✐t❡ ❛s

Wpot,max = πDP

∫ R

0

(

∂2U(r)

∂r2
+

1

r

∂U(r)

∂r

)

− 2(1− ν)
∂2U(r)

∂r2
1

r

∂U(r)

∂r
rdr ✭✷✳✶✸✮

❛♥❞

Wkin,max = πρh

∫ R

0

(U(r))2rdr ✭✷✳✶✹✮

❍❛✈✐♥❣ t❤❡ s♦ ❝❛❧❧❡❞ ❝❧✉♠♣❡❞ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✱ t❤❡ ♠♦❞❡ s❤❛♣❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡
❝♦rr❡❝t❧② ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❞ ❜②

U(r) = c

(

1−
( r

R

)2
)2

✭✷✳✶✺✮

❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❡q✉❛t✐♦♥s Wpot,max ≈ 32πDP/(3R
2) ❛♥❞ Wkin,max ≈ πhR2ρ/10 ❛r❡

♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② s✉❜st✐t✉t✐♥❣ ✭✷✳✶✺✮ ✐♥ ✭✷✳✶✸✮ ❛♥❞ ✭✷✳✶✹✮✱ ✉s✐♥❣ ♥♦✇ t❤❡ ❘❛②❧❡✐❣❤✬s ❡q✉❛t✐♦♥
♦♥❡ ♦❜t❛✐♥s t❤❡ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ❡✐❣❡♥❢r❡q✉❡♥❝②

Ω1,0 ≈ 10.33
1

R2

√

DP

hρ
✭✷✳✶✻✮

❆❣❛✐♥ t❤✐s ❝❛♥ ❜❡ ❡①t❡♥❞❡❞ ❢♦r ❛ ❣❡♥❡r❛❧ s♦❧✉t✐♦♥ ❢♦r ❛♥ ❡✐❣❡♥❢r❡q✉❡♥❝② ♣r♦❜❧❡♠s
♦❜t❛✐♥✐❣ ✿

Ωn,j = αn,j

√

DP

hρ
✭✷✳✶✼✮

✇✐t❤ t❤❡ αn,j ❝♦❡✣❝❡♥ts ❛r❡ ❛❝q✉✐r❡❞ ❜② ✉s✐♥❣ t❤❡ Rayleigh method✳

✷✳✶✳✶ ❋r❡❡ ❜❡♥❞✐♥❣ ✈✐❜r❛t✐♦♥ ♦❢ ♣❧❛t❡❞ ✉♥❞❡r t❡♥s✐❧❡ str❡ss
✭▼❡♠❜r❛♥❡s✮

❘❡❝t❛♥❣✉❧❛r ▼❡♠❜r❛♥❡

❚❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ rectangular membranes ❝❛♥ ❜❡ ❝♦rr❡❝t❧② ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜② t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t✇♦
❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❡q✉❛t✐♦♥ ♦❢ ♠♦t✐♦♥

σ∇2u− ρ
∂2u

∂t2
= 0 ✭✷✳✶✽✮
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✐♥ ♦r❞❡r t♦ ♦❜t❛✐♥ ❛ s♦❧✉t✐♦♥ t♦ t❤✐s ❡q✉❛t✐♦♥✱ ♦♥❡ ❤❛s t♦ ♣r♦❝❡❡❞ ✐♥ t❤❡ ✉s✉❛❧ ✇❛② ✉s❡❞
❢♦r t❤❡ ♣❧❛t❡s✳ ❯s✐♥❣ ✭✷✳✸✮ ❛♥❞ ✭✷✳✶✽✮✱ ✐t✬s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ♦❜t❛✐♥ t❤❡ ❡✐❣❡♥❢r❡q✉❡♥❝✐❡s t❤❛t
❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦

Ωn,j =

√

σ

ρ

√

n2π2

L2
x

j2π2

L2
y

✭✷✳✶✾✮

t❤❛t ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❛ sq✉❛r❡ ♠❡♠❜r❛♥❡ ❜❡❝♦♠❡s

Ωn,j = π
√

n2 + j2
1

L

√

σ

ρ
= π

√

n2 + j2
1

L
cσ ✭✷✳✷✵✮

❚❤✐s s♦❧✉t✐♦♥ ✐t✬s s♦ s✐♠✐❧❛r t♦ t❤❡ ♦♥❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❝❛s❡ ♦❢ ❛ str✐♥❣✳

❈✐r❝✉❧❛r ▼❡♠❜r❛♥❡s

❊✈❡♥ ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❛ circular membrane✱ ♦♥❡ ❝❛♥ ♦❜t❛✐♥ t❤❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❞
❡✐❣❡♥❢r❡q✉❡♥❝✐❡s ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡ ❘❛②❧❡✐❣❤ ♠❡t❤♦❞✳ ▼❛❦✐♥❣ ❛ ❝❤❛♥❣❡ ♦❢ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s✱ ✐t ✐s
♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ ♠♦❞❡ s❤❛♣❡s ♦❢ ❛ ❝✐r❝✉❧❛r ♠❡♠❜r❛♥❡ ✐♥ ❛ ❜❡tt❡r ✇❛②✳ ❚❤✐s ❝❤♦✐❝❡
✐s r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ s②st❡♠ ❣❡♦♠❡tr②✱ ✐♥ ❢❛❝t✱ ✐♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ ♦♥❡ ❤❛s t♦ ♣❛ss t♦ t❤❡ ❝✐r❝✉❧❛r
❝♦♦r❞✐♥❛t❡s✱ ✇❤❡r❡ r ✐s t❤❡ r❛❞✐❛❧ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡ ❛♥❞ ❘ ✐s t❤❡ r❛❞✐✉s ♦❢ t❤❡ ♠❡♠❜r❛♥❡

U(r) = c cos
πr

2R
✭✷✳✷✶✮

■♥ t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ❛❜♦✈❡ ✐s r❡♣r❡s❡♥t❡❞ t❤❡ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ♠♦❞❡✱ ✇❤✐❝❤ ❤❛s ❛♥ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ c✳
❙♦✱ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡ ❘❛②❧❡✐❣❤ ♠❡t❤♦❞ ♦♥❡ ❤❛s t♦ ❝❤❡❝❦ ❛♥❞ ❝❛❧❝✉❧❛t❡ t❤❡ ♠❛①✐♠❛❧ ❦✐♥❡t✐❝
❛♥❞ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❡♥❡r❣✐❡s t❤❛t ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♦♥❡s

Wkin,max =
1

2
ω2ρ

∫ R

0

U(r)22πrdr ✭✷✳✷✷✮

❛♥❞

Wpot,max =
1

2
σ

∫ R

0

(

∂U(r)

∂r

)2

2πrdr ✭✷✳✷✸✮

❯s✐♥❣ t❤❡ ❘❛②❧❡✐❣❤ ♣r✐♥❝✐♣❧❡ ✐t✬s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❛❝q✉✐r❡ ✇✐t❤ ❛ ❣♦♦❞ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ t❤❡
❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ♠♦❞❡ t❤❛t ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦

Ω1,0 ≈
π

2

√

π2 + 4

π2 − 4

1

r

√

σ

ρ
=

2.415

R

√

σ

ρ
✭✷✳✷✹✮

t❤✐s ✐s s♦ ❝❧♦s❡❞ t♦ t❤❡ ❝♦rr❡❝t ♦♥❡

2.404

R

√

σ

ρ
✭✷✳✷✺✮
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❖♥❝❡ ❛❣❛✐♥ ✐t✬s ❡✈✐❞❡♥t t❤❛t t❤❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♦❜t❛✐♥❡❞ ✈✐❛ ❘❛②❧❡✐❣❤ ♠❡t❤♦❞ ✐s ❝♦rr❡❝t
❛♥❞ ✐♥ t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ ❝❛s❡ ♦♥❡ ❝❛♥ ✇r✐t❡ t❤❡ ❡✐❣❡♥❢r❡q✉❡♥❝✐❡s ♦❢ t❤❡ ❝✐r❝✉❧❛r ♠❡♠❜r❛♥❡ ❛s

Ωn,j =
αn,j

R

√

σ

ρ
=
αn,j

R
cσ ✭✷✳✷✻✮

cσ ✐s t❤❡ ✈❡❧♦❝✐t② ♦❢ ❛ ✇❛✈❡ ♠♦✈✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ♠❡♠❜r❛♥❡✳

✷✳✷ ▼♦❞❡s ❙♣❧✐tt✐♥❣

▼❛❦✐♥❣ ❛ ❞❡❡♣❡r ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ ❛ ❝✐r❝✉❧❛r ♠❡♠❜r❛♥❡✱ ♦♥❡ ❝❛♥ ❛❧s♦ ❝❤❡❝❦ t❤❡ s♣❧✐tt✐♥❣ ♦❢ t❤❡
♠♦❞❡s✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡ t❤✐s ❜❡❤❛✈✐♦✉r✱ ♦♥❡ ❤❛s t♦ ❝♦♥s✐❞❡r ❛ ♠❡♠❜r❛♥❡ ✇✐t❤ ❛♥
♦✛✲❝❡♥t❡r❡❞ ❞✐s❝r❡t❡ st✐✛♥❡ss✱ ❛s s❤♦✇♥ ✐♥ ❬✷✺❪✳ ■♥ s✉❝❤ ❝❛s❡✱ ♦♥❡ ❝❛♥ ✇r✐t❡ t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥
♦❢ ♠♦t✐♦♥ ✐♥ t❤✐s ✇❛② ✿ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ❛❧s♦ t❤❛t t❤❡ ❧♦❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s♣r✐♥❣ ✇✐t❤ ❛ ❝♦♥st❛♥t k
❛r❡ r = r0 ❛♥❞ φ = 0

−σ∇2u+ ρ
∂2u

∂t2
− kuδ(r − r0)δ(φ) = 0 ✭✷✳✷✼✮

■♥ ♦r❞❡r t♦ ✇r✐t❡ t❤❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡ s♦❧✉t♦♥✱ ♦♥❡ ❤❛s t♦ ❡①♣❛♥❞ ❛ ♣❛✐r ♦❢ ❞❡❣❡♥❡r❛t❡ ♠♦❞❡s

u(r, φ, t) = g(m,n)(t)U
(m,n)
C (r, φ) + h(m,n)U

(m,n)
S (r, φ) ✭✷✳✷✽✮

❤❛✈✐♥❣ ❛s ♠♦❞❛❧ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s g(m,n)(t) ❛♥❞ h(m,n)(t) t❤❛t ❛❧s♦ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ t❤❡ ❝♦s✐♥❡
❛♥❞ s✐♥❡ ♠♦❞❡s ❛♥❞ ❤❛✈✐♥❣ ❛s ❡✐❣❡♥❢✉♥❝t✐♦♥s UC ❛♥❞ US ✇❤❡r❡ ❈ st❛②s ❢♦r ❝♦s✐♥❡ ✇❤✐❧❡
❙ st❛②s ❢♦r s✐♥❡ ♠♦❞❡s✳ ❙♦✱ ♠❛❦✐♥❣ t❤❡ ✐♥♥❡r ♣r♦❞✉❝ts ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧❧② ❢♦r ❡✈❡r②
❡✐❣❡♥❢✉♥❝t✐♦♥s ❛♥❞ ♠❛❦✐♥❣ ❛ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ♦❢ ♠♦t✐♦♥ ♦♥❡ ❣❡ts

g̈(m,n)+

[

DPγ
2
(m,n)

πρ
+

2kJ2
i (γ(m,n)r0)

πρb2J2
m+1(r0γ(m,n))

]

g(m,n) = 0 and ḧ(m,n)+

[

DPγ(m,n)

πρ

]

h(m,n) = 0

✭✷✳✷✾✮

■♥ t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ❛❜♦✈❡✱ J ❛r❡ ❇❡ss❡❧✬s ❢✉♥❝t✐♦♥s ❛♥❞ γ ✐s ❛ t❡r♠ t❤❛t ✐s ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ t♦ ω✳
◆♦✇ ✐t✬s ❝❧❡❛r t❤❛t t❤❡ ♣❛✐r ♦❢ ❞❡❣❡♥❡r❛t❡ ♠♦❞❡s ✐s ❜r♦❦❡♥✳ ■♥ ❢❛❝t ✐♥ ❛ ♠♦r❡ ❣❡♥❡r❛❧
❝❛s❡✱ ❛❧❧ t❤❡ ❞❡❣❡♥❡r❛t❡ ♠♦❞❡s ❛r❡ s♣❧✐t✳ ❚❤✐s ♣❤❡♥♦♠❡♥♦♥ t❤❛t ✐s ❝❛❧❧❡❞ ✧❢r❡q✉❡♥❝②
s♣❧✐tt✐♥❣✧ ♦❝❝✉rs ✇❤❡♥ t❤❡ ✐s♦tr♦♣② ♦❢ t❤❡ ❞❡❣❡♥❡r❛t❡ ♠♦❞❡s ✐s ❜r♦❦❡♥ ❜② ❛♥ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥
t❤❛t ❞❡str♦② t❤❡ s②st❡♠ s②♠♠❡tr②✳
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Chapter 3
❊①♣❡r✐♠❡♥t❛❧

✸✳✶ ▼❡❛s✉r❡♠❡♥t t❡❝❤♥✐q✉❡s

■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ ❛♥ ❛❝❝✉r❛t❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✈❛r✐♦✉s ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ❛♣♣❛r❛t✉s ✉s❡❞ ❢♦r
s❛♠♣❧❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❛t✐♦♥ ✇✐❧❧ ❜❡ ♠❛❞❡✳ ❚❤❡s❡ ❛r❡ ✿ t❤❡ ❱✐❜r♦♠❡t❡r✱ t❤❡ ❙❝❛♥♥✐♥❣
❡❧❡❝tr♦♥ ♠✐❝r♦s❝♦♣❡ ❛♥❞ t❤❡ ❘❛♠❛♥ s♣❡❝tr♦s❝♦♣②✳

✸✳✶✳✶ ❱✐❜r♦♠❡t❡r

❚❤❡ ❱✐❜r♦♠❡t❡r ✐s ✇✐❞❡❧② ✉s❡❞ ❢♦r ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ♦❢ ▼❊▼❙ ❛♥❞ ◆❊▼❙
s②st❡♠s✳ ■t ❛❧s♦ ❤❛s ❞✐✛❡r❡♥t ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧✐t✐❡s✱ ✇❤✐❝❤ ❛❧❧♦✇ t❤❡ ✉s❡r t♦ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡ t❤❡
s❤❛♣❡ ❛♥❞ ❛♣♣❡❛r❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ s②st❡♠ ✉♥❞❡r ❡①❛♠✐♥❛t✐♦♥✳ ▼♦r❡ ❞❡❡♣❧②✱ t❤❡ ✈✐❜r♦♠❡t❡r
❛❧❧♦✇s t♦ ❝❛rr② ♦✉t ✇❤❛t ❛r❡ t❤❡ s♦ ❝❛❧❧❡❞ ♥♦♥✲❝♦♥t❛❝t ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts✱ t❤✐s ✐s t❤❡ r❡❛s♦♥
✇❤② ✐t ✐s ✉s❡❞ ✐♥ ▼❊▼❙ ❘&❉✳ ❚❤❡s❡ ❛❧❧♦✇ t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ ❞②♥❛♠✐❝ ❛♥❞ st❛t✐❝ s②st❡♠s
t♦ ❜❡ ❝❛rr✐❡❞ ♦✉t t♦ ♦♣t✐♠✐③❡ t❤❡ q✉❛❧✐t② ❛♥❞ ❞❡s✐❣♥ ♦❢ ❛ ♣r♦❞✉❝t✳ ■t ✐s ❛❧s♦ ❛ ✈❡rs❛t✐❧❡
s②st❡♠✱ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ ❛❞❛♣t❡❞ ❛♥❞ ✉s❡❞ ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t t②♣❡s ♦❢ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ❛♥❞ ✐t ❝❛♥
❛❧s♦ ❜❡ ❛ss❡♠❜❧❡❞ ❛♥❞ tr❛♥s♣♦rt❡❞ ✐♥ ❛♥ ❡❛s✐❡r ✇❛②✳ ■♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ s❡❝t✐♦♥ t✇♦
❞✐✛❡r❡♥t ❜✉t ✉s❡❢✉❧ t♦♦❧s ✇❤✐❝❤ ❛r❡ t❤❡ ❙✉r❢❛❝❡ ▼❡tr♦❧♦❣② ❛♥❞ t❤❡ ❙❝❛♥♥✐♥❣ ❧❛s❡r
❱✐❜r♦♠❡tr② ✇✐❧❧ ❜❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞✳

❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✿ ❆ r❛♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ P♦❧②t❡❝❤ P▼✺✶ ❱✐❜r♦♠❡t❡r ❬✸✷❪

✸✸
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❙✉r❢❛❝❡ ▼❡tr♦❧♦❣②

❚❤✐s ✐s ❛♥ ❡①❝❡❧❧❡♥t t♦♦❧ t❤❛t ❛❧❧♦✇s t♦ ❛♥❛❧②③❡ t❤❡ ❞❡s✐❣♥ ♦❢ ♠✐❝r♦ ❛♥❞ ♥❛♥♦ str✉❝t✉r❡s✳
■♥ ❢❛❝t✱ ✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡ t❤❡ t♦♣♦❣r❛♣❤② ♦❢ t❤❡ s✉r❢❛❝❡ ♦❢ t❤❡ s❛♠♣❧❡ ✉♥❞❡r
❡①❛♠✐♥❛t✐♦♥✱ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❜❡ ❛❜❧❡ t♦ ✐❞❡♥t✐❢② ❛♥② ❞❡❢❡❝t t♦ ❡✈❡♥t✉❛❧❧② ✐♠♣r♦✈❡ t❤❡ q✉❛❧✐t②
❛♥❞ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ ♠✐❝r♦ ❛♥❞ ♥❛♥♦ str✉❝t✉r❡s✳ ❚❤❡ ✉s❡r ❝❛♥ ✐♥ ❢❛❝t ♣❡r❢♦r♠
t♦♣♦❣r❛♣❤✐❝ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ♦❜t❛✐♥✐♥❣ ✸❉ ❛♥❞ ✷❉ ♣r♦✜❧❡s t♦ ❛♥❛❧②③❡✳

▼❡❛s✉r❡♠❡♥ts

❚❤✐s t②♣❡ ♦❢ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ❛❧❧♦✇s ❛ ❤✐❣❤ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ❛❧♦♥❣ t❤❡ t❤r❡❡ ❈❛rt❡s✐❛♥ ❛①❡s
✭①✱②✱③✮✱ ❝r❡❛t✐♥❣ ❛ ✈❡r② ❛❝❝✉r❛t❡ ❛♥❞ ❞❡t❛✐❧❡❞ ♠❛♣ ♦❢ t❤❡ s❛♠♣❧❡ ✐♥ q✉❡st✐♦♥✳ ❚❤✐s t②♣❡
♦❢ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② s❤✐❢t✐♥❣ ❛♥ ✐♥t❡r❢❡r❡♥❝❡ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ✇✐t❤ ♥❛♥♦♠❡t❡r
♣r❡❝✐s✐♦♥ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ s❛♠♣❧❡✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ ✈❛r✐♦✉s ♣❛r❛♠❡t❡rs ❝❛♥ ❜❡ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞
❜② ✉s✐♥❣ t❤✐s t♦♦❧✱ ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡ ✿ ❋❧❛t♥❡ss✱ ❲❛✈✐♥❡ss✱ ❍❡✐❣❤t✱ P❛r❛❧❧❡❧✐s♠✱ ❆♥❣❧❡s✱
❘♦✉❣❤♥❡ss✱ ❈✉r✈❛t✉r❡s✱ ❱♦❧✉♠❡s✳ ❇♦t❤ t❤❡ r❡❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤✐s t②♣❡ ♦❢ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ❛♥❞
t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ r❡s✉❧ts ❛r❡ ❡❛s② ❢♦r ❛♥ ✐♥❡①♣❡r✐❡♥❝❡❞ ✉s❡r✳ ■♥ ❢❛❝t✱ t❤❡ ✉s❡r
♠✉st ❢♦❧❧♦✇ t❤❡s❡ s✐♠♣❧❡ st❡♣s✿

❼ ♣❧❛❝❡ t❤❡ s❛♠♣❧❡

❼ ❢♦❝✉s t❤❡ ♠✐❝r♦s❝♦♣❡

❼ ❞❡✜♥❡ t❤❡ ✈❡rt✐❝❛❧ s❝❛♥ ❛♥❞ t❤❡ ❡①♣♦s✉r❡ t✐♠❡

❼ st❛rt t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t

P❤②s✐❝s

❆s ♠❡♥t✐♦♥❡❞ ❛❜♦✈❡✱ t❤✐s s②st❡♠ ❡①♣❧♦✐ts t❤❡ ✐♥t❡r❢❡r❡♥❝❡ ♣❤❡♥♦♠❡♥♦♥ t❤❛t ✐s ❣❡♥❡r❛t❡❞
❜② s♣r❡❛❞✐♥❣ ❛ r❡❢❡r❡♥❝❡ ♦❜❥❡❝t ✐♥ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ s❛♠♣❧❡ ✉♥❞❡r ❡①❛♠✐♥❛t✐♦♥✳ ■♥t❡r❢❡r❡♥❝❡
✐s ❣❡♥❡r❛t❡❞ ✇❤❡♥ t✇♦ ♠♦♥♦❝❤r♦♠❛t✐❝ ❛♥❞ ❝♦❤❡r❡♥t ✇❛✈❡s ❛r❡ s✉♣❡r✐♠♣♦s❡❞✳ ❚❤✉s
❝♦♥str✉❝t✐✈❡ ♦r ❞❡str✉❝t✐✈❡ ✐♥t❡r❢❡r❡♥❝❡ ❝❛♥ ❜❡ ♦❜t❛✐♥❡❞✱ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ♣❤❛s❡
❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ t✇♦ ✇❛✈❡s✳ ❚❤❡ ✐♥t❡r❢❡r❡♥❝❡✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ♣r♦❞✉❝❡❞ ❜② t✇♦
s✉♣❡r✐♠♣♦s❡❞ ✇❛✈❡s✱ ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧❧② ✈❡r✐✜❡❞ ❜② ✉s✐♥❣ ❛ ▼✐❝❤❡❧s♦♥ ✐♥t❡r❢❡r♦♠❡t❡r✳
■♥ ❛ s②st❡♠ ♦❢ t❤✐s t②♣❡ t❤❡ ❧✐❣❤t ❜❡❛♠ ♣r♦❞✉❝❡❞ ❜② ❛ s♦✉r❝❡ ✐s s♣❧✐t ✐♥t♦ t✇♦ ♣❛rts ❜②
✉s✐♥❣ t❤❡ s♦ ❝❛❧❧❡❞ ❜❡❛♠ s♣❧✐tt❡r✳ ❆ r❛② ♦❢ ❧✐❣❤t ✇✐❧❧ ❜❡ ❞✐r❡❝t❡❞ t♦✇❛r❞s t❤❡ s❛♠♣❧❡✱
✇❤✐❧❡ t❤❡ ♦t❤❡r ✇✐❧❧ ❜❡ ❞✐r❡❝t❡❞ t♦✇❛r❞s t❤❡ r❡❢❡r❡♥❝❡ s❛♠♣❧❡✳ ❙✉❜s❡q✉❡♥t❧②✱ ❛♥
✐♥t❡r❢❡r❡♥❝❡ ♣❛tt❡r♥ ✇✐❧❧ ❜❡ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❜② t❤❡ ❧✐❣❤t t❤❛t ✇✐❧❧ ❜❡ r❡✢❡❝t❡❞ ❜♦t❤ ❢r♦♠ t❤❡
s❛♠♣❧❡ ✉♥❞❡r ❡①❛♠✐♥❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❢r♦♠ t❤❡ r❡❢❡r❡♥❝❡✱ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ ❞❡t❡❝t❡❞ ❜② ❛ ❝❛♠❡r❛✳
❚❤❡ ✉s❡ ♦❢ ♠♦♥♦❝❤r♦♠❛t✐❝ ✇❛✈❡s✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ ✇✐❧❧ ♦❢t❡♥ ❧❡❛❞ t♦ ✐♥❛❝❝✉r❛t❡ r❡s✉❧ts✱ ✐♥ ❢❛❝t ✐❢
t❤❡ s✉r❢❛❝❡ ✉♥❞❡r ❛♥❛❧②s✐s ✐s ❞✐s❝♦♥♥❡❝t❡❞ ♦r ❤❛s ❧❛r❣❡ st❡♣s✱ ♦♥❡ ♠✉st ✉s❡ ✇❤❛t ✐s
❝❛❧❧❡❞✿ ✧✇❤✐t❡ ❧✐❣❤t✧✳ ❚❤❡ ✇❤✐t❡ ❧✐❣❤t ✐s ❝♦♠♣♦s❡❞ ♦❢ ❛ ✈❡r② ❤✐❣❤ ♥✉♠❜❡r ♦❢
♠♦♥♦❝❤r♦♠❛t✐❝ ✇❛✈❡s t❤❛t ❤❛✈❡ ❛ ❞✐✛❡r❡♥t ✇❛✈❡❧❡♥❣t❤✳ ❚❤✐s ❡①♣❧❛✐♥s ✇❤② ✉s✐♥❣ t❤✐s
t②♣❡ ♦❢ ❧✐❣❤t t❤❡ ✐♥t❡r❢❡r❡♥❝❡ ✇✐❧❧ ❜❡ ❝r❡❛t❡❞ ♦♥❧② ♦♥ ❛ s♠❛❧❧ r❛♥❣❡ ♦❢ ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s✳ ❚❤✐s
t②♣❡ ♦❢ ✐♥t❡r❢❡r❡♥❝❡ ✐s ❝❛❧❧❡❞ ❈♦rr❡♦❧♦❣r❛♠✳ ❇② ❛♥❛❧②③✐♥❣ t❤❡ ❝♦rr❡♦❧♦❣r❛♠s ❛❢t❡r ❡❛❝❤
♠❡❛s✉r✐♥❣ ❝②❝❧❡✱ t❤❡ ❝♦rr❡❝t t♦♣♦❣r❛♣❤✐❝ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s✉r❢❛❝❡ ♦❢ t❤❡ s❛♠♣❧❡
✉♥❞❡r ❡①❛♠✐♥❛t✐♦♥ ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞✳
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❙❝❛♥♥✐♥❣ ▲❛s❡r ❱✐❜r♦♠❡tr②

❚❤✐s ❡①❝❡❧❧❡♥t t♦♦❧ ❛❧❧♦✇s t❤❡ ✉s❡r t♦ ♠❛❦❡ r❡❛❧ t✐♠❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ❛s ✇❡❧❧ ❛s
♥♦♥✲❝♦♥t❛❝t ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❛♥❛❧②③❡ ❛♥❞ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡ t❤❡ ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧
❜❡❤❛✈✐♦✉r ♦❢ t❤❡ s❛♠♣❧❡ ✉♥❞❡r ❡①❛♠✐♥❛t✐♦♥✳ ■♥ ❢❛❝t ♦♥❡ ❝❛♥ ❞❡t❡r♠✐♥❡ ❛♥❞ ❛♥❛❧②③❡ t❤❡
✈✐❜r❛t✐♦♥ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ❛♥❞ ✈❡❧♦❝✐t② ❛❝q✉✐r❡❞ ❛t ❛♥② s❛♠♣❧❡ ♣♦✐♥t✳ ■t ❛❧s♦ ❤❛s ❛ ✈❡r②
❤✐❣❤ r❡s♦❧✉t✐♦♥ t❤❛t ❛❧❧♦✇s t♦ ♦❜t❛✐♥ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts t❤❛t ❤❛✈❡ ❛ s♣❛t✐❛❧ ❛❝❝✉r❛❝② ♦❢ t❤❡
♣✐❝♦♠❡t❡rs ❛♥❞ ❛ ❢r❡q✉❡♥❝② s♣❡❝tr❛ t❤❛t ❝❛♥ r❡❛❝❤ ✷✹▼❍③ ❝❛♥ ❛❧s♦ ❜❡ ♦❜t❛✐♥❡❞✳

▼❡❛s✉r❡♠❡♥ts

❊✈❡♥ t❤✐s t②♣❡ ♦❢ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t✱ ❛s t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ♦♥❡✱ ✐s s✐♠♣❧❡ ❛♥❞ ✐♥t✉✐t✐✈❡ ❛❧s♦ ❢♦r ❛♥
✐♥❡①♣❡r✐❡♥❝❡❞ ✉s❡r✳ ■t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❛♥❛❧②③❡ ❛♥❞ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡ t❤❡ ❡♥t✐r❡ s✉r❢❛❝❡ ♦❢ t❤❡
s❛♠♣❧❡ ✐♥ ❛ ❧✐♠✐t❡❞ t✐♠❡✳ ❚❤❡ ✈✐❜r♦♠❡t❡r ✇✐❧❧ s❝❛♥ ❝❛r❡❢✉❧❧② ❛❧❧ t❤❡ ♣♦✐♥ts ♦❢ t❤❡ s✉r❢❛❝❡
s❡❧❡❝t❡❞ ❜② t❤❡ ✉s❡r ❛✉t♦♠❛t✐❝❛❧❧②✳ ❖♥❝❡ t❤❡ ❡♥t✐r❡ s❝❛♥ ✐s ✜♥✐s❤❡❞✱ ✐t ✇✐❧❧ ❜❡ ♣♦ss✐❜❧❡ t♦
❛♥❛❧②③❡ t❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝② s♣❡❝tr✉♠ ♦❢ t❤❡ s❛♠♣❧❡✱ ♦❜t❛✐♥✐♥❣ ✷❉ ♦r ✸❉ ✐♠❛❣❡s✱ ❜② s❡❧❡❝t✐♥❣
t❤❡ ❡①❛♠✐♥❡❞ ♠♦❞❡✳ ❚❤✐s ❛❧❧♦✇s t❤❡ ✉s❡r t♦ ❜❡ ❛❜❧❡ t♦ ♠❛❦❡ ❛♥ ❛❝❝✉r❛t❡ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ t❤❡
s❛♠♣❧❡✬s ❜❡❤❛✈✐♦✉r✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ t❤✐s s②st❡♠ ❤❛s ❛ s♦❢t✇❛r❡ ✇✐t❤ ❞✐✛❡r❡♥t ❢❡❛t✉r❡s ❧✐❦❡ ✿
t✐♠❡ ❞♦♠❛✐♥ ❛♥❛❧②s✐s✱ ❋❋❚✱ ❩♦♦♠ ❋❋❚✱ ❛✈❡r❛❣✐♥❣ ❛♥❞ ♣❡❛❦ ❤♦❧❞ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts✳

P❤②s✐❝s

❆ ▲❛s❡r ❉♦♣♣❧❡r ✈✐❜r♦♠❡t❡r ♠❡❛s✉r❡s t❤❡ ❉♦♣♣❧❡r ❢r❡q✉❡♥❝② s❤✐❢t ♦❢ ❜❛❝❦s❝❛tt❡r❡❞ ❧✐❣❤t
❢r♦♠ ❛ ♠♦✈✐♥❣ s✉r❢❛❝❡✳ ❚❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ✐s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❜② ❝♦♠♣❛r✐♥❣ t❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝②
✈❛r✐❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❧✐❣❤t r❡✢❡❝t❡❞ ✭♦r s❝❛tt❡r❡❞✮ ❜② t❤❡ ♠♦✈✐♥❣ s❛♠♣❧❡s ✉♥❞❡r t❡st
✇✐t❤ t❤❡ ❧❛s❡r ❜❡❛♠ r❡✢❡❝t❡❞ ❜② ❛ ✜①❡❞ r❡❢❡r❡♥❝❡ ♠✐rr♦r ❛♥❞ t❤❡ s✉r❢❛❝❡ ♦❢ t❤❡ s❛♠♣❧❡s
✉♥❞❡r t❡st✳ ❆ ✇❛✈❡❢♦r♠ ❣❡♥❡r❛t♦r ✐♥❝❧✉❞❡❞ ✐♥ t❤❡ ♠❛❝❤✐♥❡ ✐s ✉s❡❞ t♦ ❡①❝✐t❡ t❤❡
♣✐❡③♦❡❧❡❝tr✐❝ ❞✐s❦✱ ✇❤✐❝❤ ❣❡♥❡r❛t❡s t❤❡ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ✈✐❜r❛t✐♦♥ t♦ ♠♦✈❡ t❤❡ ♥❛♥♦♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧
s❡♥s♦r✳ ❚❤❡ ♠❡❛s✉r❡ ♦❢ t❤❡ ❜❡❛♠ ✈✐❜r❛t✐♦♥ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ♦♥ t❤❡ ♠✐❞❞❧❡ ♦❢ t❤❡ str✉❝t✉r❡ ✐s
t❤❡♥ ❝♦✉♣❧❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❡①❝✐t❛t✐♦♥ ✇❛✈❡❢♦r♠ t♦ s②♥❝❤r♦♥✐③❡ t❤❡ t✇♦ s✐❣♥❛❧s ❛♥❞ ❞❡t❡r♠✐♥❡
t❤❡ r❡s♦♥❛♥❝❡ s♣❡❝tr✉♠ ♦❢ t❤❡ s❝❛♥♥❡❞ ♦s❝✐❧❧❛t♦r✳ ❚♦ ❛❝❤✐❡✈❡ t❤✐s ♣❛rt✐❝✉❧❛r t②♣❡ ♦❢
♠❡❛s✉r❡♠❡♥t✱ t❤❡ ♣❤②s✐❝❛❧ ❡✛❡❝t t❤❛t ✐s t❛❦❡♥ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t ✐s t❤❡ ❞♦♣♣❧❡r ❡✛❡❝t✳ ■♥ ❢❛❝t
❛ ▲❛s❡r ❞♦♣♣❧❡r ✈✐❜r♦♠❡t❡r ♠❡❛s✉r❡s t❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝② s❤✐❢t ♦❢ ❧✐❣❤t t❤❛t ✐s r❡✢❡❝t❡❞ ❜② t❤❡
♠♦✈✐♥❣ s❛♠♣❧❡✳ ❚❤❡ r❡s✉❧t ♦❢ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ✇✐❧❧ ❜❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ❛♥❛❧②③✐♥❣ t❤❡
✈❛r✐❛t✐♦♥ ✐♥ ❢r❡q✉❡♥❝② ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❜❛❝❦s❝❛tt❡r❡❞ ❧✐❣❤t ❢r♦♠ t❤❡ ♠♦✈✐♥❣ s❛♠♣❧❡ ❛♥❞ t❤❡
❧✐❣❤t t❤❛t ❤❛s ❜❡❡♥ r❡✢❡❝t❡❞ ❜② t❤❡ r❡❢❡r❡♥❝❡ ♠✐rr♦r t❤❛t ✐s ✜①❡❞✳ ❚❤❡ s❛♠♣❧❡ ✉♥❞❡r
❛♥❛❧②s✐s ✐s ♠♦✈❡❞ ❜② ✉s✐♥❣ t❤✐s ♣✐❡③♦❡❧❡❝tr✐❝ ❞✐s❦✳ ❚❤❡ s✐❣♥❛❧ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ♠❡❛s✉r✐♥❣ t❤❡
✈✐❜r❛t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ s❛♠♣❧❡ ✐s t❤❡♥ ❝♦✉♣❧❡❞ t♦ t❤❡ ❡①❝✐t❛t✐♦♥ s✐❣♥❛❧ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ s②♥❝❤r♦♥✐③❡❞
t❤❡♠✱ ❞❡t❡r♠✐♥✐♥❣ t❤❡ r❡s♦♥❛♥❝❡ s♣❡❝tr✉♠✳
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✸✳✶✳✷ ❙❝❛♥♥✐♥❣ ❊❧❡❝tr♦♥ ▼✐❝r♦s❝♦♣❡

❆s s❤♦✇♥ ✐♥ ❬✶✽❪❬✶✾❪✱ t❤❡ ❙❝❛♥♥✐♥❣ ❊❧❡❝tr♦♥ ▼✐❝r♦s❝♦♣❡✱ ❙❊▼✱ ❛s ❛❧r❡❛❞② ✉♥❞❡r❧✐♥❡❞ ❜②
t❤❡ ♥❛♠❡ ✐ts❡❧❢✱ ❞♦❡s ♥♦t ✉s❡ ❡❧❡❝tr♦♠❛❣♥❡t✐❝ r❛❞✐❛t✐♦♥ t♦ ❞♦ ❛♥ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ t❤❡ s❛♠♣❧❡
s✉r❢❛❝❡✱ ❜✉t ✐t ✉s❡s ❛♥ ❡❧❡❝tr♦♥ s♦✉r❝❡✳ ❚❤❡s❡ ❡❧❡❝tr♦♥s ❛r❡ ❝❛❧❧❡❞ ♣r✐♠❛r② ❡❧❡❝tr♦♥s ❛♥❞
t❤❡② ❛r❡ ❢♦❝✉s❡❞ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ✉s❡ ♦❢ ❡❧❡❝tr♦♠❛❣♥❡t✐❝ ❧❡♥s❡s ❛♥❞ ❞❡✢❡❝t❡❞ ❜② ♦❜❥❡❝t✐✈❡
❧❡♥s✳ ❚❤❡② ❣♦ t♦ ✐♠♣✐♥❣ t❤❡ s❛♠♣❧❡ ✉♥❞❡r ❡①❛♠✐♥❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❞❡✢❡❝t✐♦♥ ❧❡♥s ❛r❡
❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ♣❡r❢♦r♠ t❤❡ s❝❛♥ ❛r❡❛s ♦❢ t❤❡ s❛♠♣❧❡✳

❋✐❣✉r❡ ✸✳✷✿ ❙❝❛♥♥✐♥❣ ❡❧❡❝tr♦♥ ♠✐❝r♦s❝♦♣❡ ❬✸✸❪

❚❤❡ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ♣r♦❝❡ss ✐s t❤❡r❡❢♦r❡ t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❡❧❡❝tr♦♥
❜❡❛♠ ❛♥❞ t❤❡ s❛♠♣❧❡ ♠❛t❡r✐❛❧✳ ❚❤✐s t②♣❡ ♦❢ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ✐s ✈❡r② ❝♦♠♣❧❡①✱ ✐♥ ❢❛❝t ❳✲r❛②s✱
❡❧❡❝tr♦♥s ❆✉❣❡r✱ ❡❧❡❝tr♦♥s ❜❛❝❦s❝❛tt❡r❡❞ ❛♥❞ s❡❝♦♥❞❛r② ❡❧❡❝tr♦♥s ❛r❡ ♣r♦❞✉❝❡❞✳ ❇②
❝♦❧❧❡❝t✐♥❣ ❛ ❝❡rt❛✐♥ t②♣❡ ♦❢ ❡❧❡❝tr♦♥s ✐t ✇✐❧❧ ❛❧s♦ ❜❡ ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ♦❜t❛✐♥ ❛ ❝❡rt❛✐♥ ✐♠❛❣❡ ♦❢
t❤❡ s❛♠♣❧❡✱ ❜② tr❛♥s❢♦r♠✐♥❣ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ s✐❣♥❛❧ ✐♥t♦ ❛♥ ❡❧❡❝tr✐❝❛❧ s✐❣♥❛❧ ✇❤✐❝❤ ✐s
s✉❜s❡q✉❡♥t❧② ❛♠♣❧✐✜❡❞ ❛♥❞ ♠♦❞✉❧❛t❡❞✳ ❚❤❡ ♠❛❣♥✐✜❝❛t✐♦♥ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ r❛t✐♦ ❜❡t✇❡❡♥
t❤❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ ✐♠❛❣❡ ❛♥❞ t❤❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ r❡❣✐♦♥ ♦♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ s❝❛♥ ❤❛s ❜❡❡♥ ♣❡r❢♦r♠❡❞✳
❚❤✐s ❧❡❛❞s t♦ ❛ ❤✐❣❤ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ❜❧❛❝❦✲❛♥❞✲✇❤✐t❡ ✐♠❛❣❡✳ ❚❤✐s ✐s ✇❤② ❙❊▼ ✐♠❛❣❡s ❛r❡
✐♠♠❡❞✐❛t❡❧② ✐♥t❡❧❧✐❣✐❜❧❡ ❛♥❞ ✐♥t✉✐t✐✈❡ t♦ ✉♥❞❡rst❛♥❞✳ ❚❤❡ s❝❛♥♥✐♥❣ ❡❧❡❝tr♦♥ ♠✐❝r♦s❝♦♣❡
❝❛♥ ♦❜t❛✐♥ ✐♠❛❣❡s t❤❛t ❛♣♣❡❛r t♦ ❜❡ ❛❧♠♦st t❤r❡❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❡✈❡♥ ✐❢ ✐t ✐s ✉s❡❞ ♦♥
r❡❧❛t✐✈❡❧② ❧❛r❣❡ ♦❜❥❡❝ts ✭s✉❝❤ ❛s ❛♥ ✐♥s❡❝t✮✳ ❖❜✈✐♦✉s❧② t❤❡ ❙❊▼ ✇♦r❦s ✐♥ ✈❛❝✉✉♠ ✐♥
♦r❞❡r t♦ ❡❧✐♠✐♥❛t❡ ❛♥② t②♣❡ ♦❢ ❝♦♥t❛♠✐♥❛t✐♦♥ ✭✇✐t❤ ♣r❡ss✉r❡s ❜❡❧♦✇ 10−3 P❛✮✳
❈♦♥❞✉❝t✐✈❡ s❛♠♣❧❡s ❝❛♥ ❜❡ ❡❛s✐❧② ❛♥❛❧②③❡❞✱ ✇❤❡r❡❛s ♥♦♥✲❝♦♥❞✉❝t✐✈❡ s❛♠♣❧❡s ❛r❡ ♠♦r❡
❞✐✣❝✉❧t t♦ ❛♥❛❧②③❡✱ ✐♥ ❢❛❝t ✐t ✐s ❣♦♦❞ t♦ ♣❡r❢♦r♠ ❛ ♠❡t❛❧❧✐❝ ❝♦❛t✐♥❣ ♦♥ t❤❡♠✳

❙❊▼ ❙tr✉❝t✉r❡

❚❤❡ ❙❊▼ ✐s ❝♦♠♣♦s❡❞ ❜②❬✶✽❪❬✶✾❪ ✿
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❼ ❆♥ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ s♦✉r❝❡✱ ❝❛❧❧❡❞ ●✉♥✱ ✇❤❡r❡ ❡❧❡❝tr♦♥s ❛r❡ ♣r♦❞✉❝❡❞ ❛♥❞ ❛❝❝❡❧❡r❛t❡❞✳
❚❤❡ ●✉♥ ♣r♦❞✉❝❡s ❡❧❡❝tr♦♥s ❜② t❤❡r♠✐♦♥✐❝ ❡✛❡❝t✱ ❡✈❡♥ ✐❢ t❤❡r❡ ❛r❡ s♦✉r❝❡s t❤❛t
❡①♣❧♦✐t q✉❛♥t✉♠ ♣❤❡♥♦♠❡♥❛ s✉❝❤ ❛s ❋✐❡❧❞ ❊♠✐ss✐♦♥✳

❼ ❆ s②st❡♠ ♦❢ ❡❧❡❝tr♦♠❛❣♥❡t✐❝ ❧❡♥s❡s ✐s s✐t✉❛t❡❞ ✐♥t♦ t❤❡ ❝❡♥tr❛❧ ❜♦❞② ♦❢ t❤❡ ❙❊▼✳
❚❤❡s❡ ❧❡♥s❡s ❛❧❧♦✇ t♦ ❢♦❝✉s t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥ ❜❡❛♠ ❜② r❡❞✉❝✐♥❣ ✐ts ❞✐❛♠❡t❡r✳ ❚❤❡② ❤❛✈❡
❛ ✈❡r② ❝♦♠♣❧❡① ❣❡♦♠❡tr②✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ t❤❡ ❧❡♥s❡s ❛r❡ ✐♥t❡r♣♦s❡❞ ♦♣❡♥✐♥❣s✱ ✇❤✐❝❤
✜❧t❡r t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥s ❜② r❡❞✉❝✐♥❣ t❤❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ ❜❡❛♠✳ ❚❤❡ ❧❛st ❧❡♥s ❛❝ts ❛s ❛♥
♦❜❥❡❝t✐✈❡✱ ❜② ♠❛❦✐♥❣ t❤❡ s❝❛♥✳ ❍♦✇❡✈❡r t❤❡ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ✐s r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ ❜❡❛♠
❞✐❛♠❡t❡r ♦❢ t❤❡ ●✉♥✿ ✈❡r② s♠❛❧❧ ❜❡❛♠s ❧❡❛❞ t♦ ❤✐❣❤ r❡s♦❧✉t✐♦♥s✳

❼ ❚❤❡ ❙❊▼ ♣♦ss❡ss❡s s♣❡❝✐❛❧ ❞❡t❡❝t♦rs✱ ✇❤✐❝❤ ❝♦❧❧❡❝t t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥s t❤❛t ❛r❡ ♣r♦❞✉❝❡❞
❜② t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ s❛♠♣❧❡ ❛♥❞ t❤❡ ♣r✐♠❛r② ❜❡❛♠✳ ❚❤❡② ❝❛♥ ♣✐❝❦ ✉♣
s❡❝♦♥❞❛r② ❡❧❡❝tr♦♥s ♦r ❜❛❝❦ s❝❛tt❡r❡❞ ❡❧❡❝tr♦♥s ✭✇❤✐❝❤ ✇✐❧❧ ❜❡ ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ❧❛t❡r✮✳
❚❤❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s❛♠♣❧❡ ✐s ❛❧s♦ ❝❧♦s❡❧② ❧✐♥❦❡❞ t♦ t❤❡ ♥❛t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥s
t❤❛t ❛r❡ ❝♦❧❧❡❝t❡❞ ❛♥❞ ❛❝q✉✐r❡❞✳

❋✐❣✉r❡ ✸✳✸✿ ❙❊▼ str✉❝t✉r❡ ❬✸✹❪

■♥t❡r❛❝t✐♦♥ ✈♦❧✉♠❡

❆s ✐s ✇❡❧❧ ❦♥♦✇♥✱ t❤❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥s ❛r❡ ❧❛r❣❡❧② ✐♥❢❡r✐♦r t♦ t❤♦s❡ ♦❢ t❤❡
❛t♦♠s ♦❢ ✇❤✐❝❤ t❤❡ s❛♠♣❧❡ ✐s ♠❛❞❡✳ ❚❤✐s ✐s ✇❤② t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥s
❛♥❞ t❤❡ s❛♠♣❧❡ ✐ts❡❧❢ ✐s ♥♦t ♦♥❧② r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ s✉r❢❛❝❡ ❜✉t ❛❧s♦ t♦ s❡✈❡r❛❧ ✉♥❞❡r❧②✐♥❣
❛t♦♠✐❝ ❧❛②❡rs✳ ❚❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ✈♦❧✉♠❡ ❤❛s ❛ ♣❡❛r s❤❛♣❡ ♦r s♣❤❡r❡ s❤❛♣❡✱ ❛♥❞ ✐t ❞❡♣❡♥❞s
♦♥ t❤❡ ♥❛t✉r❡ ♦❢ t❤❡ s❛♠♣❧❡✱ ♣r❡❝✐s❡❧② ❢r♦♠ t❤❡ ❛t♦♠✐❝ ♥✉♠❜❡r ❩✳ ■❢ t❤❡ s❛♠♣❧❡ ❝♦♥s✐sts
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♦❢ ❛t♦♠s t❤❛t ❤❛✈❡ ❛ ❧♦✇ ❛t♦♠✐❝ ♥✉♠❜❡r✱ t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ✈♦❧✉♠❡ ✇✐❧❧ ❜❡ ♠♦r❡ s✐♠✐❧❛r t♦
❛ ♣❡❛r✱ ❝❧♦s❡ t♦ t❤❡ s✉r❢❛❝❡ ❛♥❞ t❡♥❞✐♥❣ t♦ ✇✐❞❡♥ ✐♥ ❞❡♣t❤✳ ■❢ t❤❡ s❛♠♣❧❡ ✐s ♠❛❞❡ ✉♣ ♦❢
❛t♦♠s ✇✐t❤ ❛ ❤✐❣❤ ❛t♦♠✐❝ ♥✉♠❜❡r✱ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥s ✇✐❧❧ ❢❛❝❡ ♠✉❝❤ ♠♦r❡ ❞✐✣❝✉❧t② ✐♥
♣❡♥❡tr❛t✐♥❣ t❤❡ s❛♠♣❧❡✳ ❚❤✐s ✐s ✇❤② t❤❡ ✈♦❧✉♠❡ ♦❢ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ✇✐❧❧ ❜❡ r❡❞✉❝❡❞ ✐♥t♦ ❛
s♣❤❡r❡ ♦❢ s♠❛❧❧❡r ❞✐♠❡♥s✐♦♥s✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥s ❞❡t❡❝t❡❞ ❜② t❤❡ s❡♥s♦rs ❝❛♥
❝♦♠❡ ❢r♦♠ ❞✐✛❡r❡♥t ❞❡♣t❤s ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ✈♦❧✉♠❡ ❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡ r❡♣♦rt ❞✐✛❡r❡♥t
✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✳

■t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❞✐st✐♥❣✉✐s❤ ❢♦✉r ♠❛✐♥ ③♦♥❡s ❢r♦♠ ✇❤✐❝❤ ❢♦✉r ❞✐✛❡r❡♥t t②♣❡s ♦❢ ❡❧❡❝tr♦♥s
❝♦♠❡✿

❼ ❆✉❣❡r ❡❧❡❝tr♦♥s✿ t❤❡② ❝♦♠❡ ❢r♦♠ t❤❡ ♠♦st s✉♣❡r✜❝✐❛❧ ❛r❡❛s ✭✶✲✺ ♥♠ ❞❡♣t❤✮ ❛♥❞
t❤❡② ❛r❡ r❡❧❡❛s❡❞ ❜② ❆✉❣❡r ❡✛❡❝t✳

❼ ❙❡❝♦♥❞❛r② ❡❧❡❝tr♦♥s✿ ❤❛✈✐♥❣ ❡♥❡r❣✐❡s ❜❡t✇❡❡♥ ✵ ❛♥❞ ✺✵ ❡❱✱ t❤❡② ❝♦♠❡ ❢r♦♠ t❤❡
s✉r❢❛❝❡ ❧❛②❡rs ♦❢ t❤❡ ♠❛ss✐✈❡ s❛♠♣❧❡ ✭✺✲✺✵ ♥♠✮✳

❼ ❇❛❝❦s❝❛tt❡r❡❞ ❡❧❡❝tr♦♥s✿ t❤❡② ❤❛✈❡ ❡♥❡r❣✐❡s ❝❧♦s❡ t♦ t❤❛t ♦❢ t❤❡ ♣r✐♠❛r② ❜❡❛♠
✭✷✵✲✸✵ ❦❡❱✮ ❛♥❞ t❤❡② ❝❛♥ ❝♦♥s❡q✉❡♥t❧② ❡♠❡r❣❡ ❢r♦♠ r❡❣✐♦♥s t❤❛t ❛r❡ ❞❡❡♣❡r t❤❛♥
t❤❡ ✈♦❧✉♠❡ ♦❢ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ✭✐♥ t❤❡ ♦r❞❡r ♦❢ s♦♠❡ ❤✉♥❞r❡❞s ♦❢ ♥♠✮✳

❼ ❳✲❘❛②s✿ t❤❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ ❳✲r❛②s ❡♠❡r❣❡ ❢r♦♠ t❤❡ ❞❡❡♣❡st r❡❣✐♦♥ ♦❢ t❤❡
✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ✈♦❧✉♠❡ ✭✐♥ t❤❡ ♦r❞❡r ♦❢ ❛ ❢❡✇ ♠✐❝r♦♥s✮✱ ✇✐t❤ ♣♦♦r s♣❛t✐❛❧ r❡s♦❧✉t✐♦♥
❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s s✐❣♥❛❧s✳

❋✐❣✉r❡ ✸✳✹✿ ■♥t❡r❛❝t✐♦♥ ✈♦❧✉♠❡ ♦❢ ❡❧❡❝tr♦♥s ❬✸✺❪



✸✳✶✳ ▼❊❆❙❯❘❊▼❊◆❚ ❚❊❈❍◆■◗❯❊❙ ✸✾

❇❛❝❦s❝❛tt❡r❡❞ ❡❧❡❝tr♦♥s

❚❤❡ ❜❛❝❦s❝❛tt❡r❡❞ ❡❧❡❝tr♦♥s ✈♦❧✉♠❡ ♦❢ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❤❛s ❛ ❧❛r❣❡ s✐③❡ ❛♥❞ ✐t ✐s str✐❝t❧②
❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦♥ t❤❡ ❛t♦♠✐❝ ♥✉♠❜❡r ❩✳ ❇❛❝❦s❝❛tt❡r❡❞ ❡❧❡❝tr♦♥s ❢r♦♠ ❛t♦♠s ✇✐t❤ ❤✐❣❤
❛t♦♠✐❝ ♥✉♠❜❡r ❩ ✇✐❧❧ ❣✐✈❡ r✐s❡ t♦ ❛ ♠♦r❡ ✐♥t❡♥s❡ s✐❣♥❛❧✱ ✐♥ ❢❛❝t t❤❡② ❛♣♣❡❛r t♦ ❜❡ ❧✐❣❤t❡r
♦♥ t❤❡ ♠♦♥✐t♦r✱ ✉♥❧✐❦❡ t❤♦s❡ ❝♦♥st✐t✉t❡❞ ❜② ❛t♦♠s ✇✐t❤ s♠❛❧❧❡r ❞❛r❦❡r ❛t♦♠✐❝ ♥✉♠❜❡r ❩✳
❚❤❡s❡ ❡❧❡❝tr♦♥s ♣❡r♠✐t ❛❧s♦ t♦ r❡✈✐❛❧ t❤❡ ❝♦♥st✐t✉❡♥ts ♦❢ t❤❡ s❛♠♣❧❡✱ s✐♠✐❧❛r❧② t♦ t❤❡
❆✉❣❡r ❡❧❡❝tr♦♥s✳

❙❡❝♦♥❞❛r② ❡❧❡❝tr♦♥s

❚❤❡ s❡❝♦♥❞❛r② ❡❧❡❝tr♦♥ ❛r❡ ✈❡r② ✐♠♣♦rt❛♥t ❢♦r t❤❡ ❤✐❣❤✲r❡s♦❧✉t✐♦♥ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
s❛♠♣❧❡✳ ❚❤❡② ❤❛✈❡ s✉❝❤ ❛ s♠❛❧❧ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ✈♦❧✉♠❡ t❤❛t ✐t ♣❡r♠✐ts t♦ ❞❡t❡❝t t❤❡
s♠❛❧❧❡st ❞❡t❛✐❧s ✇✐t❤ ❛ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ ✺ ♥♠✳ ❚❤❡② ❛❧s♦ ♣❡r♠✐t t♦ ❝r❡❛t❡ ✸❉
❤✐❣❤❧②✲❞❡t❛✐❧❡❞ ✐♠❛❣❡s✳
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✸✳✶✳✸ ❘❛♠❛♥ ❙♣❡❝tr♦s❝♦♣②

❆s s❤♦✇♥ ✐♥ ❬✷✵❪ ❬✷✶❪✱ ❘❛♠❛♥ s♣❡❝tr♦s❝♦♣② ✐s ✇✐❞❡❧② ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ s❛♠♣❧❡s t❤❛t
❝❛♥ ❜❡ ✐♥ ❞✐✛❡r❡♥t ♣❤②s✐❝❛❧ ♣❤❛s❡s✿ ❜♦t❤ s♦❧✐❞ ❛♥❞ ❧✐q✉✐❞ ♦r ✐♥ ❣❛s✳ ❚❤✐s t②♣❡ ♦❢
♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ✐s ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧✱ ✐t ✐s ❛❧s♦ ❛ ♥♦♥✲✐♥✈❛s✐✈❡ t❡❝❤♥✐q✉❡ ✭t❤❡ s❛♠♣❧❡ ✐s ♥♦t
❛✛❡❝t❡❞ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t✮✳ ❚❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ✐♥ ❛ ✈❡r② s❤♦rt t✐♠❡
❛♥❞ t❤❡ ♣r❡♣❛r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ❞♦❡s ♥♦t r❡q✉✐r❡ ❛♥② s❛♠♣❧❡ ♣r❡♣❛r❛t✐♦♥✳ ❚❤❡
♠❛✐♥ ❡✛❡❝t t❤❛t ✐s ❡①♣❧♦✐t❡❞ ✐s ❘❛♠❛♥ s❝❛tt❡r✐♥❣✳ ❚❤❡ s❛♠♣❧❡ ✐s ✐♠♣r❡ss❡❞ ❜② ❛
♠♦♥♦❝❤r♦♠❛t✐❝ ❡❧❡❝tr♦♠❛❣♥❡t✐❝ r❛❞✐❛t✐♦♥ ♣r♦❞✉❝❡❞ ❜② ❛ ❧❛s❡r s♦✉r❝❡✳ ■t ✐♥t❡r❛❝ts ✇✐t❤
t❤❡ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ❝♦♥st✐t✉❡♥ts ♦❢ t❤❡ s❛♠♣❧❡✱ ❛t♦♠s ❛♥❞ ♠♦❧❡❝✉❧❡s✱ ❜② ♦s❝✐❧❧❛t✐♥❣ t❤❡✐r
❡❧❡❝tr✐❝ ❞✐♣♦❧❡✳ ❉✐✛✉s❡ r❛❞✐❛t✐♦♥ ✐s ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ❢♦r t❤❡ ❛❢♦r❡♠❡♥t✐♦♥❡❞ ❛♥❛❧②s✐s✱ ✐♥ ❢❛❝t
✐t ✐s ❝♦♠♣♦s❡❞ ❜② ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ✇✐t❤ ❞✐✛❡r❡♥t ❡♥❡r❣✐❡s✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ✿ t❤❡ ❘❛②❧❡✐❣❤
❝♦♠♣♦♥❡♥t t❤❛t ✐s r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ ❡❧❛st✐❝ ❞✐✛✉s✐♦♥ ♣r♦❝❡ss✱ ♥♦ ❡♥❡r❣② ✐s ❡①❝❤❛♥❣❡❞ ✇✐t❤
t❤❡ s❛♠♣❧❡✱ ❛♥❞ t❤❡ ❙t♦❦❡s ✲ ❛♥t✐ ❙t♦❦❡s ❝♦♠♣♦♥❡♥ts t❤❛t ❛r❡ r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ ✐♥❡❧❛st✐❝
❞✐✛✉s✐♦♥ ♣r♦❝❡ss✳

▼✐❝r♦ ❘❛♠❛♥ ❛♣♣❛r❛t✉s

■t ✐s ❛♥ ❛♣♣❛r❛t✉s t❤❛t ✉s❡s t❤❡ ❘❛♠❛♥ ❡✛❡❝t t♦ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡ ❛ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ♠❛t❡r✐❛❧✳ ❚❤❡
t②♣❡ ♦❢ ♠❛t❡r✐❛❧ ✐s ✐❞❡♥t✐✜❡❞ ❬✷✵❪ ❬✷✶❪ ❜② ♠❡❛s✉r✐♥❣ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❡♥❡r❣② s❤✐❢t ❛♥❞
❝♦♠♣❛r✐♥❣ ✐t ✇✐t❤ t❤❡ ♣❤♦♥♦♥✐❝ ❡♥❡r❣✐❡s t❛❜❧❡ ✳

❋✐❣✉r❡ ✸✳✺✿ ▼✐❝r♦ ❘❛♠❛♥ ❛♣♣❛r❛t✉s
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❼ ❆♥ ✐♥t❡♥s❡✱ ❝♦❧❧✐♠❛❜❧❡ ❛♥❞ ❝✐r❝✉♠s❝r✐❜❛❜❧❡ ♣❤♦t♦♥✐❝ ✢✉① s♦✉r❝❡ ✭❧❛s❡r s♦✉r❝❡✮ ✐s
✉s❡❞✳ ❈♦❧❧✐♠❛❜❧❡ ♠❡❛♥s t❤❛t ✐t ✐s ❝♦♥✜♥❡❞ ❛s ❛ ❝②❧✐♥❞❡r✱ t❤✐s ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ ✐s ❣✐✈❡♥
❜② t❤❡ ❝♦❤❡r❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❧❛s❡r s♦✉r❝❡✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❞✐❛♠❡t❡r ✐s ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ❢r♦♠ t❤❡
❞✐st❛♥❝❡ t♦ ✇❤✐❝❤ ✐t ✐s ♣r♦❥❡❝t❡❞✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ t❤❡ s♦✉r❝❡ ✐s ❛❧♠♦st
♠♦♥♦❝❤r♦♠❛t✐❝ ✭✇✐t❤ ❛ ❣♦♦❞ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥✮✿ t❤❡r❡ ✐s ❛ s❡t ♦❢ ✇❛✈❡s ✇❤✐❝❤ ❛r❡
✈❡r② ❝❧♦s❡ t♦ ❡❛❝❤ ♦t❤❡r ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❋♦✉r✐❡r ❛♥❛❧②s✐s✱ s♦ ✐t ❝❛♥ ❜❡ t❛❦❡♥ ❢♦r ❛
♠♦♥♦❝❤r♦♠❛t✐❝ s♦✉r❝❡✳ ❚❤✐s ❢❡❛t✉r❡ ✐s ♥❡❝❡ss❛r② t♦ ❡✈❛❧✉❛t❡ t❤❡ ❘❛♠❛♥ ❡✛❡❝t
s❤✐❢t✿ ✇✐t❤ ❛ ♣♦❧②❝❤r♦♠❛t✐❝ ✇❛✈❡ ✐t ✇♦✉❧❞ ❤❛✈❡ t❤❡ ♦✈❡r❧❛♣ ♦❢ ❛❧❧ t❤❡ s❤✐❢ts✳

❼ ❚❤❡ ✜rst ♥♦t❝❤ ✜❧t❡r ✐s s❡t ♦♥ t❤❡ ❝❤r♦♠❛t✐❝ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ♦❢ t❤❡ ❧❛s❡r✱ s♦ ❛s t♦
tr❛♥s♠✐t ♦♥❧② t❤❡ ❧✐❣❤t tr✐❣❣❡r❡❞ ✐♥❡❧❛st✐❝❛❧❧② ❢r♦♠ t❤❡ s❛♠♣❧❡✱ t❤❡ ❧❛s❡r
❝♦♠♣♦♥❡♥t ✐s ✐♥st❡❛❞ r❡✢❡❝t❡❞✳ ❚❤❡ ✜❧t❡r ✐s ♥♦t ✐❞❡❛❧✱ s♦ t❤❡r❡ ✐s ❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢
❛❜♦✉t 10−4✱ ❞✉❡ t♦ t❤❡ st❛t❡ ♦❢ t❤❡ ❛rt✱ t❤❛t ❛ ♣❤♦t♦♥ ♦❢ ✇❛✈❡❧❡♥❣t❤ ❡q✉❛❧ t♦ t❤❛t
♦❢ t❤❡ s♦✉r❝❡ ✐s tr❛♥s♠✐tt❡❞✳ ❚❤✐s ✜❧t❡r ✐s r❡❛❧✐③❡❞ ❜② s✉♣❡r✐♠♣♦s✐♥❣ ❞✐✛❡r❡♥t
❧❛tt✐❝❡s✱ ❡①♣❧♦✐t✐♥❣ ✐♥t❡r❢❡r❡♥t✐❛❧ ❡✛❡❝ts✳

❼ ❚❤❡ s♣❡❝tr♦♣❤♦t♦♠❡t❡r ✐s ❝♦✉♣❧❡❞ ✇✐t❤ ❛♥ ♦♣t✐❝❛❧ ♠✐❝r♦s❝♦♣❡ t♦ ❢♦❝✉s t❤❡ ❜❡❛♠ ❛t
t❤❡ ❞✐❡❧❡❝tr✐❝ ❧✐♠✐t✱ ✐♥ s✉❝❤ ❛ ✇❛② ❛s t♦ ♦♣t✐❝❛❧❧② ✐♥t❡rr♦❣❛t❡ t❤❡ s✉r❢❛❝❡ ♦❢ t❤❡
♠❛t❡r✐❛❧ ✐♥ ❛♥ ❡①tr❡♠❡❧② ❝✐r❝✉♠s❝r✐❜❡❞ r❡❣✐♦♥ ✭✶µm✮✳ ❚❤❡ ❞❡❢❡❝t ✐s t❤❛t t❤❡
❢♦❝✉s❡❞ ❧❛s❡r ♣r♦❞✉❝❡s ❛ ✈❡r② ❤✐❣❤ ✢♦✇ ❛♥❞ ✐❢ t❤❡ t❤❡r♠❛❧ ❝♦♥❞✉❝t✐✈✐t② ✐s
♥♦t✐❝❡❛❜❧② ❤✐❣❤✱ ✐t r❛✐s❡s t❤❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡✱ r❡s✉❧t✐♥❣ ✐♥ ❝r②st❛❧❧✐③✐♥❣ ❣❧❛ss② s✉r❢❛❝❡s
❢♦r ❡①❛♠♣❧❡✳

❼ ❚❤❡♥ t❤❡r❡ ✐s ❛ tr❛❞✐t✐♦♥❛❧ ♠✐rr♦r t♦ ❞✐r❡❝t t❤❡ ❜❡❛♠ t♦✇❛r❞s ❛ s❡❝♦♥❞ ♥♦t❝❤ ✜❧t❡r
✇❤✐❝❤ ❤❛s t❤❡ s❛♠❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s ❛s t❤❡ ✜rst ♦♥❡ ❛♥❞ ✐t ❤❡❧♣s t♦ ❝❧❡❛♥ t❤❡ ❜❡❛♠
❢r♦♠ t❤❡ r❡s✐❞✉❛❧ ❡❧❛st✐❝ ❝♦♠♣♦♥❡♥t✳ ❚❤❡ ♦♣t✐❝❛❧ ✜❧tr❛t✐♦♥ ✇♦r❦ ✐s ♠❛❞❡ ♠♦r❡
❡✣❝✐❡♥t✱ ✐♥ t❤❡ ♦r❞❡r ♦❢ 10−8✳ ❚❤❡ ❜❡❛♠ t❤✉s ❛rr✐✈❡s ❛t ❛ ❞✐✛r❛❝t✐♦♥ ❣r❛t✐♥❣ t❤❛t
r❡✢❡❝ts t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❝❤r♦♠❛t✐❝ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ❛t ❞✐✛❡r❡♥t ❛♥❣❧❡s✳ ❚❤❡ ♣♦❧②❝❤r♦♠❛t✐❝
❜❡❛♠ ✐s t❤❡r❡❢♦r❡ ❞✐s♣❡rs❡❞ ✐♥ ✈❛r✐♦✉s ❞✐r❡❝t✐♦♥s✳

❼ ❆ ❈❈❉ ❝❛♠❡r❛ ✭❝❤❛r❣❡ ❝♦✉♣❧❡❞ ❞❡✈✐❝❡✮ ✐s ✉s❡❞ t♦ r❡❛❧✐③❡ t❤❡ ✈✐❜r❛t✐♦♥ s♣❡❝tr✉♠
♦❢ t❤❡ ❡①❝✐t❡❞ ♠❛t❡r✐❛❧✱ ✇❤✐❝❤ ♣❧♦ts r❛❞✐❛t✐♦♥ ✐♥t❡♥s✐t② ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ ❡♥❡r❣②✳
❚❤❡r❡ ✇✐❧❧ ❛❧✇❛②s ❜❡ r❡s✐❞✉❛❧ r❛❞✐❛t✐♦♥✱ s♦ t❤❡r❡ ✇✐❧❧ ❜❡ ♣❡❛❦s ❞✉❡ t♦ ✐♥❡❧❛st✐❝✱ ❜✉t
❛❧s♦ ❡❧❛st✐❝ s❝❛tt❡r✐♥❣✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐t ❝❛♥ ❜❡ ❞❡✲❡♠♣❤❛s✐③❡❞ ❜❡❝❛✉s❡ ♦❢ s♣❡❝tr❛❧
❞✐✛❡r❡♥t ❝♦♠♣♦♥❡♥ts✳

❯s✐♥❣ t❤✐s ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t s②st❡♠ ✐t ✐s ❛❧s♦ ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❝❛rr② ♦✉t ❛ str❡ss ❛♥❛❧②s✐s✳ ❚❤✐s ✐s
❞✉❡ t♦ t❤❡ s❤✐❢t t❤❛t ✐s ✈✐s✐❜❧❡ ♦♥ t❤❡ ❘❛♠❛♥ s♣❡❝tr✉♠✳ ❚❤❡ t❡♥s✐❧❡ str❡ss ❝❛✉s❡s ❛
r❡❞✲s❤✐❢t✱ ✇❤✐❧❡ ❛ ❝♦♠♣r❡ss✐♦♥ str❡ss ❧❡❛❞s t♦ ❛ ❜❧✉❡✲s❤✐❢t✳

●r❛♣❤❡♥❡ ❘❛♠❛♥ ❙♣❡❝tr✉♠

❆s s❤♦✇♥ ✐♥ ❧✐t❡r❛t✉r❡✱ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡ ✐♥ ❬✷✻❪✱ t❤❡ ❘❛♠❛♥ s♣❡❝tr♦s❝♦♣② ♠❛❦❡s ✐t ♣♦ss✐❜❧❡ t♦
❛♥❛❧②③❡ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t ♠❛t❡r✐❛❧s ♦♥ ❛ s✉r❢❛❝❡ ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡ t②♣❡ ♦❢ str❡ss t❤❛t
♠❛② ❜❡ ♣r❡s❡♥t✳ ■♥ t❤❡ st✉❞② ♦❢ ❣r❛♣❤❡♥❡ ❞r✉♠s✱ ✐t ✐s ✐♠♣♦rt❛♥t t♦ r❡❝♦❣♥✐③❡ t❤❡
♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ❣r❛♣❤❡♥❡ ❛❜♦✈❡ ❛♥❞ ♥❡❛r t❤❡ ❤♦❧❡s✳ ■♥ ❢❛❝t t❤✐s t②♣❡ ♦❢ s♣❡❝tr♦s❝♦♣② ❛❧❧♦✇s
t♦ ♦❜t❛✐♥ ❛ ❧❛r❣❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✳ ■t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ✉♥❞❡rst❛♥❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❘❛♠❛♥
s♣❡❝tr✉♠ ✿ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❧❛②❡rs✱ q✉❛❧✐t②✱ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ❞❡❢❡❝ts✱ ❞♦♣✐♥❣✱ t❤❡r♠❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s
❛♥❞ str❛✐♥✳ ❚❤❡ t②♣✐❝❛❧ ❘❛♠❛♥ s♣❡❝tr✉♠ ♦❢ ❣r❛♣❤❡♥❡ ♣♦ss❡ss❡s ❞✐✛❡r❡♥t ♣❡❛❦s✳ ❚❤❡
t❤r❡❡ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ♦♥❡s ❛r❡✿ t❤❡ ♣❡❛❦ ❉ t❤❛t ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ❛❜♦✉t ✶✸✺✵ cm−1✱ t❤❡ ♣❡❛❦
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● ✇❤✐❝❤ ✐s ❛❜♦✉t ✶✺✽✵ cm−1 ❛♥❞ t❤❡ ✷❉ ♣❡❛❦ t❤❛t ✐s ❛r♦✉♥❞ ✷✼✵✵ cm−1✳ ❆ str✐❦✐♥❣
❡①❛♠♣❧❡ ✐s s❤♦✇♥ ✐♥ ❬✷✻❪✳ ❚❤❛♥❦s t♦ ❘❛♠❛♥ s♣❡❝tr♦s❝♦♣②✱ t❤❡② s❝❛♥ t❤❡ ❡♥t✐r❡ s✉r❢❛❝❡✱
✈❡r✐❢②✐♥❣ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ❣r❛♣❤❡♥❡ ❛♥❞ ✐ts ♣r♦♣❡rt✐❡s✳ ■♥ ❢❛❝t✱ t❤❡② r❡✈❡❛❧ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢
t❤❡ s✐♥❣❧❡ ❧❛②❡r ❣r❛♣❤❡♥❡ t❤❛t ✐s s✉s♣❡♥❞❡❞ ❛❜♦✈❡ t❤❡ ❤♦❧❡s ❛♥❞ t❤❡② ❛❧s♦ ♥♦t✐❝❡ t❤❛t ✐t
❜❡❝♦♠❡s ♠♦r❡ str❡ss❡❞ ❜② ❣♦✐♥❣ ❝❧♦s❡❧② t♦ t❤❡♠✳ ❚❤✐s ✐s ❤✐❣❤❧② ✈✐s✐❜❧❡ ❢r♦♠ t❤❡ ✐♥❝r❡❛s❡
♦❢ t❤❡ ♣❡❛❦ ❉✳ ◆❡❛r t❤❡ ❤♦❧❡ t❤❡ ❣r❛♣❤❡♥❡ t♦t❛❧❧② ❧♦s❡s ✐ts ❤♦♥❡②❝♦♠❜ ❣❡♦♠❡tr②
❜❡❝♦♠✐♥❣ ❛♠♦r♣❤♦✉s✱ ✇❤❡r❡❛s ❢❛r ❢r♦♠ t❤❡ ❤♦❧❡ t❤❡ ❣r❛♣❤❡♥❡ ❤❛s ❛ ❝❡rt❛✐♥ ♥✉♠❜❡r ♦❢
❞❡❢❡❝ts✳ ❚❤✐s ✐s ❞✉❡ t♦ t❤❡ str❡ss ❢♦r♠❡❞ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ tr❛♥s❢❡r✳ ❆ t②♣✐❝❛❧ ❘❛♠❛♥ ❣r❛♣❤❡♥❡
s♣❡❝tr✉♠ ✐s s❤♦✇♥ ✐♥ t❤❡ ✜❣✉r❡ ❜❡❧♦✇

❋✐❣✉r❡ ✸✳✻✿ ❘❛♠❛♥ ❙♣❡❝tr✉♠ ♦✈❡r ❣r❛♣❤❡♥❡ ❞r✉♠s ❬✷✻❪
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✸✳✷ ❋❛❜r✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ ❢r❡❡ s✉s♣❡♥❞❡❞ ❣r❛♣❤❡♥❡ ❧❛②❡r

■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ t❤❡ ❡♥t✐r❡ ♠❛♥✉❢❛❝t✉r✐♥❣ ♣r♦❝❡ss ♦❢ t❤❡ ❞❡✈✐❝❡ ✇✐❧❧ ❜❡ tr❡❛t❡❞✳ ■t st❛rts
❢r♦♠ t❤❡ ❞❡♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ ❣r❛♣❤❡♥❡ ♦♥ ❝♦♣♣❡r ❛♥❞ ✐t ❝♦♥t✐♥✉❡s ✇✐t❤ t❤❡ ❞❡s✐❣♥ ❛♥❞ t❤❡
❢❛❜r✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s✉❜str❛t❡✳ ❆t t❤❡ ❡♥❞ t❤❡r❡ ✐s t❤❡ ❣r❛♣❤❡♥❡ tr❛♥s❢❡r ♣r♦❝❡ss✳

✸✳✷✳✶ ●r❛♣❤❡♥❡ ♦♥ ❈✉

❚❤❡ ♠♦st ❝♦♠♠♦♥ ❛♥❞ s✐♠♣❧❡ t❡❝❤♥✐q✉❡ t♦ ♦❜t❛✐♥✐♥❣ ❣r❛♣❤❡♥❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦
♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ❡①❢♦❧✐❛t✐♦♥✳ ■t ❛❧❧♦✇s t♦ ♦❜t❛✐♥ ❛ ❤✐❣❤✲q✉❛❧✐t② ❣r❛♣❤❡♥❡✱ ✐♥ ❢❛❝t ✐ts ❡❧❡❝tr♦♥✐❝
❛♥❞ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s ❛r❡ ✈❡r② ❝❧♦s❡ t♦ t❤❡ ✐❞❡❛❧ ♦♥❡s✳ ❍♦✇❡✈❡r t❤❡ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧
❡①❢♦❧✐❛t✐♦♥ ❤❛s ❛ ❜✐❣ ❧✐♠✐t✿ ✐t ❞♦❡s ♥♦t ❛❧❧♦✇ t♦ ♦❜t❛✐♥ ❧❛r❣❡✲s✐③❡❞ ❣r❛♣❤❡♥❡ ❧❛②❡rs✳ ❚❤✐s
♣r♦❜❧❡♠ ❝❛♥ ❜❡ ♦✈❡r❝♦♠❡ ❜② ✉s✐♥❣ ❈❤❡♠✐❝❛❧ ❱❛♣♦r ❉❡♣♦s✐t✐♦♥ ✭❈❱❉✮✳ ■t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦
❝♦✈❡r ❧❛r❣❡ ❛r❡❛s ❜② ✉s✐♥❣ t❤✐s ♠❡t❤♦❞✳ ●r❛♣❤❡♥❡ ❝❛♥ ❜❡ ❝❤❡♠✐❝❛❧❧② ❞❡♣♦s✐t❛t❡❞ ♦✈❡r
❞✐✛❡r❡♥t ♠❡t❛❧s✱ ❜✉t ❝♦♣♣❡r ❈✉ ✐s t❤❡ ❜❡st ❝❤♦✐❝❡ ❛s s❤♦✇♥ ✐♥ ❬✷✽❪✳

❋✐❣✉r❡ ✸✳✼✿ ●r❛♣❤❡♥❡ ❞❡♣♦s✐t❡❞ ♦✈❡r ❈♦♣♣❡r ✈✐❛ ❈❤❡♠✐❝❛❧ ✈❛♣♦r ❞❡♣♦s✐t✐♦♥

❚❤❡ ✢❡①✐❜❧❡ ❈✉ ❢♦✐❧s ❛r❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❛t ❧♦✇ ❝♦st✳ ●✐✈❡♥ t❤❡ ❧♦✇ s♦❧✉❜✐❧✐t② ♦❢ ❝❛r❜♦♥ ✐♥
❈♦♣♣❡r ❛t t❡♠♣❡r❛t✉r❡s ❛r♦✉♥❞ ✶✵✵✵✲✶✺✵✵ ➦❈✱ ✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ♦❜t❛✐♥ ❧❛r❣❡ ❛r❡❛s ✐♥
✇❤✐❝❤ ❞❡♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ ❙✐♥❣❧❡ ❧❛②❡r ●r❛♣❤❡♥❡ ✭❙▲●✮ ✐s ♣r❡❞♦♠✐♥❛♥t✳ ■♥ ❢❛❝t t❤❡ ❜② ❧❛②❡r
r❡❣✐♦♥s ♦✈❡r t❤❡ s✉r❢❛❝❡ ✐s ♦✈❡r ✺%✳ ❚❤✐s ♣r♦❝❡ss ✐s ♣❡r❢♦r♠❡❞ t❤r♦✉❣❤ ❈❤✐❧❛❜ ✐♥
❈❤✐✈❛ss♦✳ ❚❤❡ ♣r♦❝❡ss ❢♦❧❧♦✇s t❤❡s❡ st❡♣s ✿

❼ ●r❛♣❤❡♥❡ ✇❛s ❣r♦✇♥ ♦♥ ❝♦♠♠❡r❝✐❛❧ ❈✉ ❢♦✐❧s ✭●♦♦❞ ❋❡❧❧♦✇✱ ✷✺ µ♠✲t❤✐❝❦✱ ♣✉r✐t②
✾✾✳✾%✮ ✐♥ ❛ ❝♦❧❞✲✇❛❧❧ ❝❤❡♠✐❝❛❧ ✈❛♣♦r ❞❡♣♦s✐t✐♦♥ ✭❈❱❉✮ r❡❛❝t♦r✱ ♦♣❡r❛t✐♥❣ ❛t ❧♦✇
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♣r❡ss✉r❡ ✭◆❆◆❖❈❱❉✲✽● s②st❡♠ ❢r♦♠ ▼♦♦r✜❡❧❞✮✳ ❚❤❡ ❈✉ ❢♦✐❧s ✇❡r❡ ✜rst ❝❧❡❛♥❡❞
✐♥ ❍❈❧ ❛q✉❡♦✉s s♦❧✉t✐♦♥ ✭✶✵%✮ ❢♦r ✶✵ ♠✐♥ t♦ r❡♠♦✈❡ ❝♦♥t❛♠✐♥❛♥ts ❛♥❞ ♥❛t✐✈❡
❝♦♣♣❡r ♦①✐❞❡✱ ❛♥❞ ❛✐r ❞r✐❡❞✳

❼ ❆❢t❡r t❤❛t✱ ♣r❡✲❤❡❛t✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❈✉ ❢♦✐❧s ✇❛s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❛t ✶✵✵✵ ➦❈ ❢♦r ✶✵ ♠✐♥ ✉♥❞❡r
♣✉r❡ ❆r ✢♦✇✱ ❛♥❞ t❤❡♥ ❢♦r ✸✵ s ✐♥ r❡❞✉❝✐♥❣ ❆r✰H2 ✭✾✵%✱ ✶✵%✮ ❛t♠♦s♣❤❡r❡
❝♦♥❞✐t✐♦♥s t♦ ❢✉rt❤❡r r❡♠♦✈❡ ❈✉ ♦①✐❞❡ r❡s✐❞✉❡ ❢r♦♠ t❤❡ s✉r❢❛❝❡✳

❼ ❚❤❡ ❣r♦✇t❤ ♦❢ ❣r❛♣❤❡♥❡ ✇❛s t❤❡♥ ❝❛rr✐❡❞ ♦✉t ❛t ✶✵✵✵ ➦❈ ❢♦r ✸✵✵ s✱ ✐♥ ❛ ♠✐①❡❞
❛t♠♦s♣❤❡r❡ ♦❢ ❆r ✭✽✵%✮✱ H2 ✭✶✵%✮ ❛♥❞ CH4 ✭✶✵%✮✳

❼ ❚❤❡ ❣r❛♣❤❡♥❡✴❈✉ s❛♠♣❧❡s ✇❡r❡ ✜♥❛❧❧② ❝♦♦❧❡❞ ❞♦✇♥ ❛s ❢❛st ❛s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ✷✵✵ ➦❈ ✐♥
r❡❞✉❝✐♥❣ ❆r✰H2 ✭✾✵%✱ ✶✵%✮ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✱ ❛♥❞ t❤❡♥ ✉♣ t♦ r♦♦♠ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ✐♥ ✐♥❡rt
❆r ❛t♠♦s♣❤❡r❡✳
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✸✳✷✳✷ ❙✉❜str❛t❡ ❋❛❜r✐❝❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❉❡s✐❣♥

❆s s❤♦✇♥ ✐♥ ❬✶✼❪✱ ❛ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ st❡♣ ✐♥ t❤❡ ❞❡s✐❣♥ ♦❢ t❤❡ ❡♥t✐r❡ ❞❡✈✐❝❡ ✐s t❤❡
♠❛♥✉❢❛❝t✉r❡ ♦❢ t❤❡ s✉❜str❛t❡✳ ❋✐rst ♦❢ ❛❧❧ ✐t ✐s ✐♠♣♦rt❛♥t t♦ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ t❤❡
♠❛t❡r✐❛❧✱ ✐♥ ❢❛❝t ✐t ♠✉st ❤❛✈❡ ❛ s✉r❢❛❝❡ t❤❛t ❛❧❧♦✇s ❛♥ ❡①❝❡❧❧❡♥t ❛❞❤❡s✐♦♥ t♦ ❣r❛♣❤❡♥❡✳
❖♥❡ ♦❢ t❤❡ ❜❡st ❝❤♦✐❝❡ ✐s t❤❡ ❙✐❧✐❝♦♥ ❞✐♦①✐❞❡ SiO2✳ ❙♦✱ ✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ r❡❛❧✐③❡ t❤❡ ❞❡s✐❣♥
❜② ❦♥♦✇✐♥❣ t❤❡ s✉❜str❛t❡ ♠❛t❡r✐❛❧✳
❙✐♥❝❡ ❛ ❧✐t❤♦❣r❛♣❤② ♣r♦❝❡ss ✇✐❧❧ ❜❡ ❝❛rr✐❡❞ ♦✉t✱ t❤❛♥❦s t♦ t❤❡ ✉s❡ ♦❢ ❛ s♦❢t✇❛r❡ ❝❛❧❧❡❞
❈❧❡✇✐♥✱ t❤❡ ♠❛s❦✬s ❞❡s✐❣♥ ✐s ♠❛❞❡✳ ■t ❤❛s ❝✐r❝✉❧❛r ❤♦❧❡s ✇✐t❤ ❞✐✛❡r❡♥t ❞✐❛♠❡t❡rs r❛♥❣✐♥❣
❢r♦♠ ✺µm t♦ ✺✵ µm✳
❚❤❡ ✇❤♦❧❡ ♣r♦❝❡ss ✐s ❝❛rr✐❡❞ ♦✉t ❛t t❤❡ ❈❤✐❧❛❜ ❧❛❜♦r❛t♦r②✳

❼ ❚❤❡ ✜rst st❡♣ ❝♦♥s✐sts ✐♥ ♣r♦♣❡r❧② ❝❧❡❛♥✐♥❣ ❡❛❝❤ s❧✐❝❡ ♦❢ SiO2 ✇✐t❤ P✐r❛♥❤❛ ✐♥ ♦r❞❡r
t♦ ❡❧✐♠✐♥❛t❡ ❛♥② r❡s✐❞✉❛❧ ❞✉st ♦r ♦t❤❡r ❝♦♥t❛♠✐♥❛♥ts✳ ❙✉❜s❡q✉❡♥t❧② ❛ s♣✐♥✲❝♦❛t✐♥❣
✐s ❝❛rr✐❡❞ ♦✉t ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ♦❜t❛✐♥ ❛ ✉♥✐❢♦r♠ r❡s✐st ✇✐t❤ ❛ ❣♦♦❞ ❛❞❤❡s✐♦♥✳

❼ ❆❢t❡r ❤❛✈✐♥❣ ❛❞❡q✉❛t❡❧② ♣❡r❢♦r♠❡❞ t❤❡ ❧✐t❤♦❣r❛♣❤✐❝ ♣r♦❝❡ss ✭❤❛✈✐♥❣ ❝❤❡❝❦❡❞ t❤❛t
t❤❡ ❤♦❧❡s ❤❛✈❡ t❤❡ ❝♦rr❡❝t ♣r♦✜❧❡s✮ ✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ♣r♦❝❡❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❡t❝❤✐♥❣ ♦❢ t❤❡
r❡s✐st ✭❛❜♦✉t ✶✺s✮✳

❼ ❆❣❛✐♥✱ ❛❢t❡r ❝❤❡❝❦✐♥❣ t❤❛t t❤❡ ♣r♦✜❧❡s ♦❢ t❤❡ ❤♦❧❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ t❤❡
♣r❡❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ✈❛❧✉❡s✱ ♦♥❡ ❝❛♥ ♣r♦❝❡❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❡t❝❤✐♥❣ ♦❢ t❤❡ SiO2 t❤r♦✉❣❤ t❤❡
✉s❡ ♦❢ t❤❡ ❇❖❊ ✻✿✶✱ ❛❜♦✉t ✶✺♠✐♥ ❢♦r ❤♦❧❡s ✇✐t❤ ❛ ❞❡♣t❤ ♦❢ ✶ µm✳ ❲❡t ❡t❝❤✐♥❣ ✐s
❡①❝❡❧❧❡♥t ✐❢ ♦♥❡ ✇❛♥ts t♦ ❞✐❣ ❤♦❧❡s t❤❛t ❤❛✈❡ ❛ ❞❡♣t❤ ♦❢ ❛❜♦✉t ✶ µm✱ ❜✉t ✐❢ ✐t ✐s
♥❡❝❡ss❛r② t♦ ❣❡t ❤♦❧❡s ✇✐t❤ ❛ ❣r❡❛t❡r ❞❡♣t❤ ✐t ✐s ❜❡tt❡r t♦ ✉s❡ t❤❡ ❘■❊✳ ❚❤❡ ❘■❊
❤❛s ❛ ❞❡❝✐❞❡❞❧② ❣r❡❛t❡r ❆s♣❡❝t ❘❛t✐♦✳

❖♥❝❡ t❤❡ ❡t❝❤✐♥❣ ✐s ❝❛rr✐❡❞ ♦✉t✱ ✐t ✐s ❝♦♥t✐♥✉❡❞ ✇✐t❤ ❛ ✇❛s❤✐♥❣ ✐♥ ✇❛t❡r✳ ■❢ t❤❡
❞✐♠❡♥s✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❤♦❧❡s ❞✐❛♠❡t❡rs r❡✢❡❝t t❤❡ ♣r❡✲❡st❛❜❧✐s❤❡❞ ✈❛❧✉❡s✱ t❤❡ ♣r♦❝❡ss ✐s
✜♥✐s❤❡❞✳
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✸✳✷✳✸ ●r❛♣❤❡♥❡ ❚r❛♥s❢❡r

❚❤❡ ❣r❛♣❤❡♥❡ tr❛♥s❢❡r ✐s t❤❡ ♠♦st ❞✐✣❝✉❧t✱ ❝r✐t✐❝❛❧ ❛♥❞ ❞❡❧✐❝❛t❡ st❡♣✳ ■♥ ❢❛❝t✱ t❤❡ q✉❛❧✐t②
♦❢ t❤❡ ❞❡✈✐❝❡ ❞❡♣❡♥❞s str✐❝t❧② ♦♥ ✐t✳ ❚❤✐s st❡♣ ❝❛♥ ❜❡ ❞♦♥❡ ✐♥ t✇♦ ✇❛②s✳ ❚❤❡ ✜rst ✐s ❛
❲❡t tr❛♥s❢❡r✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♦♥❡ ✐s ❛ ❉r② tr❛♥s❢❡r✳

❲❡t ❚r❛♥s❢❡r

❆s s❤♦✇♥ ✐♥ ❬✶✻❪❬✶✼❪❬✸✼❪✱ t❤❡ ❈✉ ❢♦✐❧ ♦♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ❣r❛♣❤❡♥❡ ❤❛s ❜❡❡♥ ❞❡♣♦s✐t❡❞ ✐s
❛❞❡q✉❛t❡❧② ✜①❡❞ t♦ t❤❡ s❧✐❝❡ ♦❢ SiO2 t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ✉s❡ ♦❢ ❛ t❛♣❡✳ ❚❤✐s st❡♣ ♠✉st ❜❡ ❞♦♥❡
❛❞❡q✉❛t❡❧② t♦ ♦❜t❛✐♥ ❛♥ ❡①❝❡❧❧❡♥t s♣✐♥ ❝♦❛t✐♥❣✳ ❚❤❡ ♣r❡❢❡r❛❜❧❡ ♣♦❧②♠❡r t❤❛t ✐s ❧❛r❣❡❧②
✉s❡❞ ✐♥ ❣r❛♣❤❡♥❡ tr❛♥s❢❡r ♣r♦❝❡ss ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ♣♦❧②♠❡t❤②❧ ♠❡t❤❛❝r②❧❛t❡ P▼▼❆✳

❋✐❣✉r❡ ✸✳✽✿ ●r❛♣❤❡♥❡ ❲❡t tr❛♥s❢❡r

❼ ❚❤❡ s♣✐♥✲❝♦❛t✐♥❣ ✐s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ✇✐t❤ t✇♦ st❡♣s ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❣❡t ❛ ✇✐❞t❤ ♦❢ ❛❜♦✉t ✷✵✵
♥♠ ♦❢ P▼▼❆ ♦✈❡r t❤❡ ❈✉✴●r❛♣❤❡♥❡ s✐❞❡✳ ❚❤❡ ❙♣✐♥ st❡♣ ✐s ✿

✕ t✐♠❡ ✶✵s✱ ❛❝❝ ✺✵✵ ♠✴s2✱ ❘P▼ ✶✵✵✵

✕ t✐♠❡ ✸✵s✱ ❘P▼ ✶✵✵✵

❼ ❖♥❝❡ t❤❡ s♣✐♥ st❡♣ ✐s ✜♥✐s❤❡❞ ✐t ✐s ✐♠♣♦rt❛♥t t♦ ❝❤❡❝❦ t❤❛t t❤❡ s✐❞❡ ♦❢ ❈✉ ✇✐t❤♦✉t
t❤❡ ❣r❛♣❤❡♥❡ ❤❛s ♥♦ P▼▼❆ r❡s✐❞✉❡s✱ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡r❡ ✐s t❤❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐t② t❤❛t ❞✉r✐♥❣
t❤❡ s♣✐♥✱ ♣❛rt ♦❢ P▼▼❆ ❝❛♥ ✢♦✇ ♦♥ t❤❡ ❜❛❝❦ s✐❞❡ ♦❢ t❤❡ ❈✉ ❢♦✐❧✳ ■❢ t❤✐s ❤❛♣♣❡♥s
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t❤❡ P▼▼❆ ♦♥ t❤❡ ❜❛❝❦ s✐❞❡ ♠✉st ❜❡ r❡♠♦✈❡❞ ✇✐t❤ ❆❝❡t♦♥❡ ✉s✐♥❣ ❛ t✐♣✳ ❚❤❡
❝♦❛t✐♥❣ ✐s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❢♦r t❤r❡❡ ♠✐♥✉t❡s ❛t ✶✺✵➦❈✳

❼ ❚❤❡ ❊t❝❤✐♥❣ ♦❢ ❈✉ ✐s ♥♦✇ ♣❡r❢♦r♠❡❞✳ ❆ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ❋❡rr✐❝ ❈❤❧♦r✐❞❡ FeCl3 ✐s ✉s❡❞✳
❲❤❡♥ ❛❧❧ t❤❡ ❈✉ ✐s ❡t❝❤❡❞ t❤❡ P▼▼❆✴●r❛♣❤❡♥❡ ✐s ❞r♦✇❡❞ ♦✉t ❛♥❞ ❞✐♣♣❡❞ ✐♥ ❛
❜❛❦❡r ✇✐t❤ ❞❡♠✐♥❡r❛❧✐③❡❞ ✇❛t❡r ❢♦r t✇♦ t✐♠❡s✳ ❚❤✐s ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ♣r♦❝❡ss ✐s
♣❡r❢♦r♠❡❞ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ❝♦♥t❛♠✐♥❛♥ts ♦❢ ❋❡ ❛♥❞ ❈❧ ❝❛♥ ❜❡ r❡❧❡✈❛♥t✳

❼ ❙✉❜s❡q✉❡♥t❧② t❤❡ P▼▼❆✴●r❛♣❤❡♥❡ ✐s tr❛♥s❢❡rr❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❜❛❦❡r ✇✐t❤ t❤❡
❞❡♠✐♥❡r❛❧✐③❡❞ ✇❛t❡r ❞✐r❡❝t❧② ♦♥ t❤❡ s✉❜str❛t❡ ♦❢ ✐♥t❡r❡st✳

❼ ❚❤❡ ✜♥❛❧ st❡♣ ✐s t❤❡ ❡t❝❤✐♥❣ ♦❢ t❤❡ P▼▼❆✳ ❚❤✐s ❡t❝❤✐♥❣ ❝❛♥ ❜❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ✐♥ t✇♦
❞✐✛❡r❡♥t ✇❛②s✳ ■♥ ❢❛❝t ✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❡t❝❤ t❤❡ P▼▼❆ ✇✐t❤ ❛ ❲❡t ♦r ❉r② ❡t❝❤✐♥❣✳

✕ ❚❤❡ ❲❡t ❡t❝❤✐♥❣ ✐s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❆❝❡t♦♥❡ ✐♥ ❛ ❜❡❦❡r✳

✕ ❚❤❡ ❉r② ❡t❝❤✐♥❣ ✐s ❝❛rr✐❡❞ ♦✉t ❜② ❡✈❛♣♦r❛t✐♥❣ t❤❡ P▼▼❆✳ ❚❤❡ ❞❡✈✐❝❡ ✐s ♣✉t
✐♥t♦ ❢✉r♥❛❝❡ ❛t ❧♦✇ ♣r❡ss✉r❡ ❛♥❞ ✐♥ ✈❛❝✉✉♠✳ ❲❤❡♥ t❤❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ♦❢ ✹✵✵➦❈
✐s r❡❛❝❤❡❞✱ ✸✵✵ s❝❝♠ ❆r ✐s ✢✉①❡❞✳ ❚❤✐s ✐s ♠❛✐♥t❛✐♥❡❞ ❢♦r t❤r❡❡ t♦ ❢♦✉r ❤♦✉rs✳

❉r② ❡t❝❤✐♥❣ s❤♦✇s s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② ❜❡tt❡r r❡s✉❧ts t❤❛♥ ❲❡t ❡t❝❤✐♥❣✳
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❉r② tr❛♥s❢❡r

❆s s❤♦✇♥ ✐♥ ❬✶✺❪❬✶✻❪❬✸✻❪✱ t❤❡ ❈✉ ❢♦✐❧ ♦♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ❣r❛♣❤❡♥❡ ❤❛s ❜❡❡♥ ❞❡♣♦s✐t❡❞ ✐s
❛❞❡q✉❛t❡❧② ✜①❡❞ t♦ t❤❡ s❧✐❝❡ ♦❢ SiO2 t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ✉s❡ ♦❢ ❛ t❛♣❡✳ ❚❤✐s st❡♣ ♠✉st ❜❡ ❞♦♥❡
❛❞❡q✉❛t❡❧② t♦ ♦❜t❛✐♥ ❛♥ ❡①❝❡❧❧❡♥t s♣✐♥ ❝♦❛t✐♥❣✳ ❚❤❡ ♣r❡❢❡r❛❜❧❡ ♣♦❧②♠❡r t❤❛t ✐s ❧❛r❣❡❧②
✉s❡❞ ✐♥ ❣r❛♣❤❡♥❡ tr❛♥s❢❡r ♣r♦❝❡ss ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ♣♦❧②♠❡t❤②❧ ♠❡t❤❛❝r②❧❛t❡ P▼▼❆✳

❋✐❣✉r❡ ✸✳✾✿ ●r❛♣❤❡♥❡ ❉r② tr❛♥s❢❡r

❼ ❚❤❡ s♣✐♥✲❝♦❛t✐♥❣ ✐s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ✇✐t❤ t✇♦ st❡♣s ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❣❡t ❛ ✇✐❞t❤ ❛r♦✉♥❞ ✷✵✵
♥♠ ♦❢ P▼▼❆ ♦✈❡r t❤❡ ❈✉✴●r❛♣❤❡♥❡ s✐❞❡✳

✕ t✐♠❡ ✶✵s✱ ❛❝❝ ✺✵✵ ♠✴s2✱ ❘P▼ ✶✵✵✵

✕ t✐♠❡ ✸✵s✱ ❘P▼ ✶✵✵✵

❼ ❖♥❝❡ t❤❡ s♣✐♥ st❡♣ ✐s ✜♥✐s❤❡❞ ✐t ✐s ✐♠♣♦rt❛♥t t♦ ❝❤❡❝❦ t❤❛t t❤❡ s✐❞❡ ♦❢ ❈✉ ✇✐t❤♦✉t
t❤❡ ❣r❛♣❤❡♥❡ ❤❛s ♥♦ P▼▼❆ r❡s✐❞✉❡s✱ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡r❡ ✐s t❤❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐t② t❤❛t ❞✉r✐♥❣
t❤❡ s♣✐♥✱ ♣❛rt ♦❢ P▼▼❆ ❝❛♥ ✢♦✇ ♦♥ t❤❡ ❜❛❝❦ s✐❞❡ ♦❢ t❤❡ ❈✉ ❢♦✐❧✳ ■❢ t❤✐s ❤❛♣♣❡♥s
t❤❡ P▼▼❆ ♦♥ t❤❡ ❜❛❝❦ s✐❞❡ ♠✉st ❜❡ r❡♠♦✈❡❞ ✇✐t❤ ❆❝❡t♦♥❡ ✉s✐♥❣ ❛ t✐♣✳ ❚❤❡
❝♦❛t✐♥❣ ✐s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❢♦r t❤r❡❡ ♠✐♥✉t❡s ❛t ✶✺✵➦❈✳

❼ ❆❢t❡r ❝❛r❡❢✉❧❧② r❡♠♦✈✐♥❣ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ✇❛t❡r ♦♥ t❤❡ s✉r❢❛❝❡ ♦❢ t❤❡ P▼▼❆✱ t❤❡
P❉▼❙ ✐s ♣r❡ss❡❞ ♦♥ t❤❡ P▼▼❆✴●r❛♣❤❡♥❡ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ♦❜t❛✐♥ ❛♥ ❡①❝❡❧❧❡♥t
❛❞❤❡s✐♦♥✳
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❼ ❚❤❡ ❊t❝❤✐♥❣ ♦❢ ❈✉ ✐s ♣❡r❢♦r♠❡❞✳ ❆ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ❋❡rr✐❝ ❈❤❧♦r✐❞❡ FeCl3 ✐s ✉s❡❞✳
❲❤❡♥ ❛❧❧ t❤❡ ❈✉ ✐s ❡t❝❤❡❞ t❤❡ P❉▼❙✴P▼▼❆✴●r❛♣❤❡♥❡ ✐s ❞r♦✇❡❞ ♦✉t ❛♥❞ ❞✐♣♣❡❞
✐♥ ❛ ❜❛❦❡r ✇✐t❤ ❞❡♠✐♥❡r❛❧✐③❡❞ ✇❛t❡r ❢♦r t✇♦ t✐♠❡s✳ ❚❤✐s ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ♣r♦❝❡ss ✐s
♣❡r❢♦r♠❡❞ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ❝♦♥t❛♠✐♥❛♥ts ♦❢ ❋❡ ❛♥❞ ❈❧ ❝❛♥ ❜❡ r❡❧❡✈❛♥t✳

❼ ❙✉❜s❡q✉❡♥t❧② t❤❡ P❉▼❙✴P▼▼❆✴●r❛♣❤❡♥❡ ✐s ♣r❡ss❡❞ ♦♥ t❤❡ s✉❜str❛t❡ ❛♥❞ ❛
❝♦❛t✐♥❣ ✐s ♣❡r❢♦r♠❡❞✳ ❍❡❛t✐♥❣ P▼▼❆ ♦✈❡r ✐ts tr❛♥s✐t✐♦♥ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ✐♥❝r❡❛s❡s t❤❡
❛❞❤❡s✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ❣r❛♣❤❡♥❡ ❛♥❞ t❤❡ s✉❜str❛t❡ ❛♥❞ ❛❢t❡r t❤❛t t❤❡ P❉▼❙ ✐s r❡♠♦✈❡❞✳

❼ ❚❤❡ ✜♥❛❧ st❡♣ ✐s t❤❡ ❡t❝❤✐♥❣ ♦❢ t❤❡ P▼▼❆✳ ❚❤✐s ❡t❝❤✐♥❣ ❝❛♥ ❜❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ✐♥ t✇♦
❞✐✛❡r❡♥t ✇❛②s✳ ■♥ ❢❛❝t ✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❡t❝❤ t❤❡ P▼▼❆ ✇✐t❤ ❛ ❲❡t ♦r ❉r② ❡t❝❤✐♥❣✳

✕ ❚❤❡ ❲❡t ❡t❝❤✐♥❣ ✐s ♣❡r❢♦♠❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❆❝❡t♦♥❡ ✐♥ ❛ ❜❛❦❡r✳

✕ ❚❤❡ ❉r② ❡t❝❤✐♥❣ ✐s ❝❛rr✐❡❞ ♦✉t ❜② ❡✈❛♣♦r❛t✐♥❣ t❤❡ P▼▼❆✳ ❚❤❡ ❞❡✈✐❝❡ ✐s ♣✉t
✐♥t♦ ❢✉r♥❛❝❡ ❛t ❧♦✇ ♣r❡ss✉r❡ ❛♥❞ ✐♥ ✈❛❝✉✉♠✳ ❲❤❡♥ t❤❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ♦❢ ✹✵✵➦❈
✐s r❡❛❝❤❡❞✱ ✸✵✵ s❝❝♠ ❆r ✐s ✢✉①❡❞✳ ❚❤✐s ✐s ♠❛✐♥t❛✐♥❡❞ ❢♦r t❤r❡❡ t♦ ❢♦✉r ❤♦✉rs✳

❉r② ❡t❝❤✐♥❣ s❤♦✇s s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② ❜❡tt❡r r❡s✉❧ts t❤❛♥ ❲❡t ❡t❝❤✐♥❣✳
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Chapter 4
❘❡s✉❧ts

■♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❜t❛✐♥❡❞ ✇✐❧❧ ❜❡ ❞✐s❝✉ss❡❞✳ ❋✐rst❧② t❤❡ s❛♠♣❧❡s t❤❛t ❤❛✈❡ ❜❡❡♥
♠❛♥✉❢❛❝t✉r❡❞ ❛t ❈❤✐❧❛❜ ❛♥❞ P♦❧✐t❡❝♥✐❝♦ ❞✐ ❚♦r✐♥♦ ❧❛❜♦r❛t♦r✐❡s ✇✐❧❧ ❜❡ ❞✐s❝✉ss❡❞ ❛♥❞
t❤❡♥ t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❛t✐♦♥ ✇✐❧❧ ❜❡ ♣r❡s❡♥t❡❞✳

✹✳✶ ❋❛❜r✐❝❛t❡❞ s❛♠♣❧❡

❙❡✈❡r❛❧ s❛♠♣❧❡s ✇❡r❡ ♠❛♥✉❢❛❝t✉r❡❞✳ ❚❤❡② ❛r❡ ❝❛❧❧❡❞ ●✶✾✽✱ ●✷✵✵✱ ●✷✵✺ ✱ ●P❉▼❙✱
●✷✵✺♥✱ ●✷✶✶✲✇❡t✱ ●✷✶✶✲❞r②✱ ●✷✶✼✱ ●✷✶✽✳ ❚❤❡② ✇❡r❡ ♠❛♥✉❢❛❝t✉r❡❞ ❜② t✇♦ ❞✐✛❡r❡♥t
t②♣❡s ♦❢ ❣r❛♣❤❡♥❡ tr❛♥s❢❡r✳ ❚❤❡ ✜rst s❛♠♣❧❡s ❛r❡ ♣r♦❞✉❝❡❞ ✈✐❛ ❲❡t tr❛♥s❢❡r ✲ ❲❡t
❡t❝❤✐♥❣✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ P▼▼❆ ✐s r❡♠♦✈❡❞ ✉s✐♥❣ ❆❝❡t♦♥❡✳ ●✐✈❡♥ t❤❡ ✈❛r✐♦✉s ♣r♦❜❧❡♠s
❡♥❝♦✉♥t❡r❡❞✱ ✐t ✇❛s s✉❜s❡q✉❡♥t❧② ❞❡❝✐❞❡❞ t♦ tr② t♦ ❝❤❛♥❣❡ t❤❡ t②♣❡ ♦❢ tr❛♥s❢❡r✱
❝♦♥t✐♥✉✐♥❣ ✇✐t❤ ❛ ❉r② tr❛♥s❢❡r ✲ ❲❡t ❡t❝❤✐♥❣ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✉s✐♥❣ t❤❡ P❉▼❙ ❛s ❛ s✉♣♣♦rt✳
❋✐♥❛❧❧②✱ ❛ ❣♦♦❞ ❝♦♠♣r♦♠✐s❡ ✇❛s ❛❝❤✐❡✈❡❞ ❜② ✉s✐♥❣ ❛ ♣r♦❝❡ss ✈✐❛ ❲❡t tr❛♥s❢❡r ✲ ❉r②
❡t❝❤✐♥❣✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ P▼▼❆ ❡✈❛♣♦r❛t❡s ❜② ✉s✐♥❣ ❛ ❢✉r♥❛❝❡✳ ❚❤✐s ♣r♦❝❡ss ❤❛s ❛❧❧♦✇❡❞ t♦
♦❜t❛✐♥ s❛♠♣❧❡s t❤❛t ❛r❡ ❝❧❡❛♥❡r ❛♥❞ ✇✐t❤ ❛ ✈❛st ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❣r❛♣❤❡♥❡ ♠❡♠❜r❛♥❡s
❝♦✈❡r✐♥❣ t❤❡ ❡①❝❛✈❛t❡❞ ❤♦❧❡s✳

✹✳✶✳✶ ❙❛♠♣❧❡ ❲❡t tr❛♥s❢❡r✲❲❡t ❊t❝❤✐♥❣

■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ t❤❡ ✜rst s❛♠♣❧❡s t❤❛t ❛r❡ ❢❛❜r✐❝❛t❡❞ ❛r❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞✳ ❚❤❡ s✉❜str❛t❡ ✇❛s
❢❛❜r✐❝❛t❡❞ ❛♥❞ ❞❡s✐❣♥❡❞ ✐♥ t❤❡ ❈❤✐❧❛❜ ❧❛❜♦r❛t♦r②✳ ❚❤❡s❡ s❛♠♣❧❡s ❤❛✈❡ t❤❡ s❛♠❡ ❞❡s✐❣♥✳
❈✐r❝✉❧❛r ❤♦❧❡s ❛r❡ ❡①❝❛✈❛t❡❞ ✇✐t❤ ❛ ❞✐✛❡r❡♥t ❞✐❛♠❡t❡rs t❤❛t ❣♦ ❢r♦♠ ✺ µm t♦ ✺✵ µm
✇✐t❤ ❛ ❞❡♣t❤ ♦❢ ✶ µm✳ ❚❤✐s ❞❡♣t❤ ✐s r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ ❡t❝❤✐♥❣ t❤❛t ✐s ❛♥ ✐s♦tr♦♣✐❝ ✇❡t
❡t❝❤✐♥❣ ✉s✐♥❣ ❇❖❊ ✻✿✶✳ ❚❤❡ ❣r❛♣❤❡♥❡ tr❛♥s❢❡r ✇❛s ♠❛❞❡ ❢r♦♠ P♦❧✐t❡❝♥✐❝♦ ❞✐ ❚♦r✐♥♦ ❛t
▲✐♠❛❞❡❧✳ ■t ✐s ❛ ❲❡t tr❛♥s❢❡r ❛s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s s❡❝t✐♦♥✱ ✇✐t❤ ❛ ✜♥❛❧ ❲❡t
❡t❝❤✐♥❣ ♦❢ t❤❡ P▼▼❆ ✉s✐♥❣ ❆❝❡t♦♥❡✳

❚❤r❡❡ s❛♠♣❧❡s ❛r❡ ♠❛❞❡ ✇✐t❤ t❤✐s ❦✐♥❞ ♦❢ ♣r♦❝❡ss✳ ❚❤❡② ❛r❡ ✿ ●✶✾✽✱ ●✷✵✵ ❛♥❞ ●✷✵✺✳
❉✉❡ t♦ t❤❡ ✐♠♣♦ss✐❜✐❧✐t② ♦❢ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③✐♥❣ t❤❡♠ ✇✐t❤ t❤❡ ✧❲❤✐t❡ ▲✐❣❤t ▼♦❞❡✧ ♦❢ t❤❡
❱✐❜r♦♠❡t❡r ❛s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s s❡❝t✐♦♥✱ ✐t ✇❛s ✉s❡❞ ❛ ❙❝❛♥♥✐♥❣ ❡❧❡❝tr♦♥
♠✐❝r♦s❝♦♣❡✳ ●✐✈❡♥ t❤❡ ❤✐❣❤ q✉❛❧✐t② ❛♥❞ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♠❛❣❡s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ t❤❡
❙❊▼✱ ✐t ✇❛s t❤❡♥ ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❝❛rr② ♦✉t ❛ ❞❡t❛✐❧❡❞ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ t❤❡ s❛♠♣❧❡s ♣r♦❞✉❝❡❞✳

✺✶
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●✶✾✽✱ ●✷✵✵✱ ●✷✵✺

❚❤❡s❡ t❤r❡❡ s❛♠♣❧❡s ✇❡r❡ ♣r♦❞✉❝❡❞ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ s❛♠❡ tr❛♥s❢❡r ♣r♦❝❡ss ❛♥❞ t❤❡② s❤♦✇
✈❡r② s✐♠✐❧❛r r❡s✉❧ts✳ ❚❤❡s❡ s❛♠♣❧❡s ❛r❡ ♣❛rt✐❝✉❧❛r❧② ❞✐rt②✱ ✇✐t❤ ❞✐✛❡r❡♥t ❝♦♥t❛♠✐♥❛♥ts
❛♥❞ ✐♠♣✉r✐t✐❡s✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ♥♦t ♣❡r❢❡❝t ❡t❝❤✐♥❣ ♦❢ ❈♦♣♣❡r✳ ▼♦r❡♦✈❡r ✐t ✐s
♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ♥♦t✐❝❡ ❤♦✇ ✐♥ ❞✐✛❡r❡♥t r❡❣✐♦♥s t❤❡ s❛♠♣❧❡s ❛r❡ ❝♦✈❡r❡❞ ❜② ❛ ♣♦❧②♠❡r✐❝ ❧❛②❡r✱
t❤✐s ✐s ❞✉❡ t♦ ❛♥ ✐♠♣❡r❢❡❝t ❡t❝❤✐♥❣ ♦❢ t❤❡ P▼▼❆ ✉s✐♥❣ ❆❝❡t♦♥❡✳ ❆ ✈❡r② s❤♦rt ♥✉♠❜❡r ♦❢
❣r❛♣❤❡♥❡ ♠❡♠❜r❛♥❡s ❝♦✈❡r t❤❡ ❤♦❧❡s ❛♥❞ t❤❡② ❛r❡ s✐t✉❛t❡❞ ✐♥ t❤❡ ❝❧❡❛♥❡st r❡❣✐♦♥ ♦❢ t❤❡
s❛♠♣❧❡s✳ ❚❤❡s❡ ♠❡♠❜r❛♥❡s ❤❛✈❡ s♦♠❡ ❞❡❢❡❝ts✱ t❤❡② ❛r❡ ❜r♦❦❡♥ ❛♥❞ ❝r❛❝❦❡❞ ✐♥ s♦♠❡
♣♦✐♥ts✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ ❛ ❧♦t ♦❢ ❝♦✈❡r❡❞ ❤♦❧❡s ❤❛✈❡ ❛ t❤✐❝❦ ❛♥❞ ❝♦rr✉❣❛t❡❞ ♠❡♠❜r❛♥❡s✱ ♥♦t
❝♦♠♣❛r❛❜❧❡ t♦ t❤❡ ❣r❛♣❤❡♥❡ ♦♥❡✳ ❚❤✐s ✐s ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❞✐✣❝✉❧t② ♦❢ t❤❡ ❲❡t✲tr❛♥s❢❡r
♣r♦❝❡ss✱ t❤❡ ❣r❛♣❤❡♥❡ ❤❛s ❢♦❧❞❡❞ ✐ts❡❧❢✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ t❤❡s❡ t❤✐❝❦❡r ♠❡♠❜r❛♥❡s ❛r❡ ❜r♦❦❡♥
♦r s♣❧✐tt❡❞ ❛s ✇❡❧❧✳ ❚❤❡s❡ ♠❡♠❜r❛♥❡s✬ s❤❛♣❡ ✐s ♣r♦❜❛❜❧② ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❡✈❛♣♦r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
❆❝❡t♦♥❡ ❛❢t❡r t❤❡ ❡t❝❤✐♥❣ ♦❢ t❤❡ P▼▼❆ t❤❛t ❜r❡❛❦❡s t❤❡♠✳ ❆❧❧ ♦❢ t❤❡s❡ ❛s♣❡❝ts ❛r❡
s❤♦✇♥ ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✜❣✉r❡s ✿

❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✿ ●r❛♣❤❡♥❡ ❉r✉♠ ✇✐t❤ ❛ ❢♦❧❞❡❞✱ ❝♦rr✉❣❛t❡❞ ❛♥❞ ❜r♦❦❡♥ ❣r❛♣❤❡♥❡ ♠❡♠❜r❛♥❡



✹✳✶✳ ❋❆❇❘■❈❆❚❊❉ ❙❆▼P▲❊ ✺✸

❋✐❣✉r❡ ✹✳✷✿ ❘❡❣✐♦♥ ✇✐t❤ ❤♦❧❡s ♦❢ ✸✵µm ♦❢ ❞✐❛♠❡t❡r✱ ❧❛r❣❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ♣♦❧②♠❡r ❛♥❞ ❢♦❧❞❡❞
❣r❛♣❤❡♥❡

❋✐❣✉r❡ ✹✳✸✿ ●r❛♣❤❡♥❡ ❞r✉♠ ✇✐t❤ ❝r❛❝❦❡❞ ♠❡♠❜r❛♥❡ ♥❡❛r t❤❡ ❡❞❣❡s ♦❢ t❤❡ ❤♦❧❡



✺✹ ❈❍❆P❚❊❘ ✹✳ ❘❊❙❯▲❚❙

✹✳✶✳✷ ❙❛♠♣❧❡ ❉r② tr❛♥s❢❡r✲❲❡t ❊t❝❤✐♥❣

■♥ ♦r❞❡r t♦ ♦✈❡r❝♦♠❡ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❛❜♦✈❡✱ ❛ ♥❡✇ ❦✐♥❞ ♦❢ ❣r❛♣❤❡♥❡ tr❛♥s❢❡r ✐s
❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ■t ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ❛ ❉r② tr❛♥s❢❡r ❛s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❛ ♣r❡✈✐♦✉s s❡❝t✐♦♥✱ ✇✐t❤ ❛
✜♥❛❧ ❡t❝❤✐♥❣ ♦❢ t❤❡ P▼▼❆ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ✈✐❛ ❲❡t ✉s✐♥❣ ❆❝❡t♦♥❡✳ ❊✈❡♥ ✐♥ t❤✐s ❝❛s❡ t❤r❡❡
s❛♠♣❧❡ ❛r❡ ♣r♦❞✉❝❡❞✱ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡ s❛♠❡ st❡♣s✳ ❚❤❡② s❤♦✇s t❤❡ s❛♠❡ r❡s✉❧ts✳ ❚❤❡② ❛r❡
✈❡r② ❞✐rt②✱ ✇✐t❤ ❛ ❧❛r❣❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ❝♦♥t❛♠✐♥❛♥ts ❛♥❞ ✐♠♣✉r✐t✐❡s ❛♥❞ t❤❡r❡ ✐s ❛❧s♦ ❛ ❧❛r❣❡
♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ❝r②st❛❧s✳ ❚✇♦ s❛♠♣❧❡s ❤❛✈❡ ❝♦♠♣❧❡t❡❧② ✉♥❝♦✈❡r❡❞ ❤♦❧❡s ❛♥❞ ❛ ❧♦t ♦❢ t❤❡✐r
♠❡♠❜r❛♥❡s ❛r❡ ❝♦❧❧❛♣s❡❞ ✐♥s✐❞❡ t❤❡ ❤♦❧❡s✳ ❖♥❧② t❤❡ t❤✐r❞ s❛♠♣❧❡ s❤♦✇s ❝♦✈❡r❡❞ ❤♦❧❡s✳

❋✐❣✉r❡ ✹✳✹✿ ❈♦❧❧❛♣s❡❞ ♠❡♠❜r❛♥❡ ♦❢ ❣r❛♣❤❡♥❡ ✐♥s✐❞❡ t❤❡ ❤♦❧❡✱ ❛ ❧❛r❣❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ✐♠♣✉r✐t✐❡s
❛r❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ♥❡❛r t❤❡ ❡❞❣❡s

❆s ✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ♥♦t❡✱ ♥❡✇❧②✱ t❤❡r❡ ❛r❡ ❛ ✈❡r② t❤✐❝❦ ♠❡♠❜r❛♥❡s t❤❛t ❝♦✈❡rs t❤❡ ❤♦❧❡s✱
✐♥ ❢❛❝t t❤❡ ❡❞❣❡s ❛r❡ ♥♦t s♦ ✈✐s✐❜❧❡✳ ❚❤❡s❡ ♠❡♠❜r❛♥❡s ❛r❡ ❛❧s♦ ❜r♦❦❡♥ ❛♥❞ ❝r❛❝❦❡❞ ❛♥❞ ❛
❧❛r❣❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ✐♠♣✉r✐t✐❡s ✐s ❝❧❡❛r❧② ✈✐s✐❜❧❡✳ ❚❤✐s ✐s ❞✉❡ t♦ t❤❡ ✐♠♣❡r❢❡❝t ❡t❝❤✐♥❣ ♦❢ t❤❡
❈♦♣♣❡r✳ ❚❤❡s❡ t❤r❡❡ s❛♠♣❧❡s s❤♦✇ t❤❡ ✇♦rst r❡s✉❧ts ❜❡❝❛✉s❡ ♦❢ t❤❡ ❞✐✣❝✉❧t② t♦ r❡❛❧✐③❡
t❤❡ ❉r②✲tr❛♥s❢❡r✳ ❚❤❡ ♠♦st ✐♠♣♦rt❛♥t ♣r♦❜❧❡♠ ✇❛s t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ✇❛t❡r ♦♥ t❤❡
P❉▼❙✴P▼▼❆✴❣r❛♣❤❡♥❡ ❛❢t❡r t❤❡ t✇♦ ✇❛s❤❡s✳ ■♥ ❢❛❝t ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❝♦❛t✐♥❣ t❤❡
P❉▼❙ ❣♦ t♦ ❛tt❛❝❤s t♦ t❤❡ s✉❜str❛t❡ ❜❡❝❛✉s❡ ♦❢ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ✇❛t❡r ✇❤✐❝❤✱ ✐❢ ❤❡❛t❡❞✱
❢♦r♠ ✈❡r② ❤✐❣❤ ❜♦✉♥❞ ❖✲❍ ✇✐t❤ t❤❡ SiO2 s✉❜str❛t❡✳



✹✳✶✳ ❋❆❇❘■❈❆❚❊❉ ❙❆▼P▲❊ ✺✺

❋✐❣✉r❡ ✹✳✺✿ ●r❛♣❤❡♥❡ ❞r✉♠ ✇✐t❤ ❛ t❤✐❝❦ ❛♥❞ ❞✐rt② ♠❡♠❜r❛♥❡

❋✐❣✉r❡ ✹✳✻✿ ●r❛♣❤❡♥❡ ❞r✉♠ ✇✐t❤ ❛ t❤✐❝❦ ❛♥❞ ❞✐rt② ❝r❛❝❦❡❞ ♠❡♠❜r❛♥❡



✺✻ ❈❍❆P❚❊❘ ✹✳ ❘❊❙❯▲❚❙

✹✳✶✳✸ ❙❛♠♣❧❡ ❲❡t tr❛♥s❢❡r✲❉r② ❊t❝❤✐♥❣

❉✉❡ t♦ t❤❡ ✇♦rst r❡s✉❧ts ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ✉s✐♥❣ ❉r②✲tr❛♥s❢❡r ❛s ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ❛❜♦✈❡✱ ✐t ✇❛s
❞❡❝✐❞❡❞ t♦ ♣r♦❝❡❡❞ ✇✐t❤ ❛ ❲❡t✲tr❛♥s❢❡r ♦❢ ❣r❛♣❤❡♥❡✳ ❚❛❦✐♥❣ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠s
❡♥❝♦✉♥t❡r❡❞ ✐♥ t❤❡ ✜rst tr❛♥s❢❡r ♣r♦❝❡ss❡s✱ ✐t ✇❛s ❞❡❝✐❞❡❞ t♦ ♦♣t ❢♦r ❛ ❉r② ❡t❝❤✐♥❣ ♦❢ t❤❡
P▼▼❆✳ ❆s ❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s s❡❝t✐♦♥✱ t❤❡ P▼▼❆ ✇❛s ❡t❝❤❡❞ ❜② ✉s✐♥❣ ❛ ❢✉r♥❛❝❡✳
❚❤❡ ❢✉r♥❛❝❡ ✐s ❤❡❛t❡❞ ❛t ❛ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ♦❢ ✹✵✵➦❈ ❛♥❞ ✐t ✐s ✢✉①❡❞ ❢♦r ❢♦✉r ❤♦✉rs ❆r
✸✵✵s❝❝♠✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ ♦♥❡ s❛♠♣❧❡ ✇❛s ❢❛❜r✐❝❛t❡❞ ✈✐❛ ❲❡t✲tr❛♥s❢❡r ❲❡t✲❡t❝❤✐♥❣✱ ✐♥ ♦r❞❡r
t♦ ♠❛❦❡ ❛ str✐❝t ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ t✇♦ s❛♠♣❧❡ t❤❛t ❛r❡ ♣r♦❞✉❝❡❞ ❜② ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡
♥❡✇ ❉r② st❡♣✳
❚❤❡s❡ t❤r❡❡ s❛♠♣❧❡s ❛r❡ ✿ ●✷✵✺♥✱ ●✷✶✶✲✇❡t✱ ●✷✶✶✲❞r②

●✷✵✺♥

❚❤✐s s❛♠♣❧❡ ✐s ♣r♦❞✉❝❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ♥❡✇ ❉r② ❡t❝❤✐♥❣ st❡♣✱ ✐t ✐s st✐❧❧ ♣❛rt✐❛❧❧② ❞✐rt②✱ ✇✐t❤
t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ✈❛r✐♦✉s ❝♦♥t❛♠✐♥❛♥ts ❛♥❞ ✐♠♣✉r✐t✐❡s✱ ❜✉t t❤❡r❡ ✐s ❛ ❧❛r❣❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢
❝♦✈❡r❡❞ ❤♦❧❡s✳ ■♥ ❢❛❝t ✐t ✇❛s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❝❛rr② ♦✉t ❛ st❛t✐st✐❝s ❛♠♦♥❣ t❤❡ s✉r✈✐✈✐♥❣
♠❡♠❜r❛♥❡s ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ❝♦❧❧❛♣s❡❞ ♦♥❡s✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ❢r♦♠ t❤❡ ❣❡♦♠❡tr✐❝❛❧
♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ♠❛❞❡ ♦♥ t❤❡ ❤♦❧❡s✱ ❛♥ ✐♥❝r❡❛s❡ ✐♥ t❤❡ ❤♦❧❡ ❞✐❛♠❡t❡r ♦❢ ✺ µm ❤❛s ❜❡❡♥
♥♦t❡❞✳ ❚❤✐s ✐s ❞✉❡ t♦ ❛♥ ✐♥❝♦rr❡❝t ❡t❝❤✐♥❣ t✐♠❡ ♦❢ t❤❡ ❙✐❧✐❝♦♥ ❞✐♦①✐❞❡ SiO2✳
❚❤✐s st❛t✐st✐❝s s❤♦✇s t❤❛t ✿

❉✐❛♠❡t❡r P❡r❝❡♥t❛❣❡
✺✺µm ✻%
✺✵µm ✶✵%
✹✺µm ✷✵%
✹✵µm ✹✷✱✺ %
✸✺ µm ✸✽✱✼✺%
✸✵µm ✷✸✱✷✺%
✷✺µm ✸✷✱✹%
✷✵µm ✺✺%
✶✺µm ✺✵✱✺%
✶✵µm ✻✶✱✸%

❋✐❣✉r❡ ✹✳✼✿ ❙t❛t✐st✐❝ ●✷✵✺

❆s s❡❡♥ ❢r♦♠ t❤❡ st❛t✐st✐❝s✱ t❤❡ ♠❡♠❜r❛♥❡ r❡s✐st❛♥❝❡ ❝♦✈❡r✐♥❣ t❤❡ ❤♦❧❡s ✐s ❝❧♦s❡❧② ❧✐♥❦❡❞
t♦ t❤❡ ❞✐❛♠❡t❡r ♦❢ t❤❡ ❤♦❧❡ ✐ts❡❧❢✳ ❚❤❡ ❤♦❧❡s t❤❛t ❤❛✈❡ ❛ ❞✐❛♠❡t❡r ♦❢ ✶✵ µm ❤❛✈❡ ❛ r❛t❡
♦❢ s✉r✈✐✈❛❧ t♦ t❤❡ ♣r♦❝❡ss t❤❛t r❡❛❝❤❡s ✻✵ %✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ❤♦❧❡s t❤❛t ❤❛✈❡ ❛ ❞✐❛♠❡t❡r ♦❢ ✺✺
µm ❤❛✈❡ ❛ s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② ❧♦✇❡r s✉r✈✐✈❛❧ r❛t❡ t❤❛t t✉r♥s ♦✉t t♦ ❜❡ ❛r♦✉♥❞ ❛t ✻ %✳ ❚❤❡s❡
♠❡♠❜r❛♥❡s ❛r❡ ♥♦t s♦ t❤✐❝❦ ❛♥❞ ❝♦rr✉❣❛t❡❞✱ ❜✉t ❛❧s♦ ✇✐t❤ t❤✐s ♥❡✇ ❉r② ❡t❝❤✐♥❣ ♦❢ t❤❡
P▼▼❆ t❤❡② ❛r❡ ❜r♦❦❡♥ ❛♥❞ ❝r❛❝❦❡❞ ✐♥ ❞✐✛❡r❡♥t ♣♦✐♥ts✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ ✐♥ t❤✐s ❝❛s❡ ✐t ✇❛s
❛❧s♦ ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❝❤❡❝❦ ❝♦rr❡❝t❧② t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ❛ s✐♥❣❧❡ ❧❛②❡r ❣r❛♣❤❡♥❡ s❤❡❡ts ✉s✐♥❣ t❤❡
❘❛♠❛♥ s♣❡❝tr♦s❝♦♣② ♦❜t❛✐♥✐♥❣ t❤❡ ❝♦rr❡❝t r❡s✉❧ts ❛s r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ t❤❡ ✜❣✉r❡ ❜❡❧♦✇✳
❚❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ♣❡❛❦s ❉✱ ● ❛♥❞ ✷❉ ✐s ❝❧❡❛r❧② ✈✐s✐❜❧❡✳ ❚❤❡ ❉ ♣❡❛❦ t❤❛t ✐s r❡❧❛t❡❞ t♦
t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ❞❡❢❡❝ts✱ ✐s ♥♦t s♦ ♣❡❛❦❡❞✳ ❚❤✐s ♠❡❛♥s t❤❛t t❤❡ ❣r❛♣❤❡♥❡ ♣r♦❞✉❝❡❞ ✇✐t❤
t❤❡ ❈❤❡♠✐❝❛❧ ✈❛♣♦r ❞❡♣♦s✐t✐♦♥ ❈❱❉ ♣r♦❝❡ss ❤❛s ❛ ❣r❡❛t q✉❛❧✐t②✳



✹✳✶✳ ❋❆❇❘■❈❆❚❊❉ ❙❆▼P▲❊ ✺✼

❋✐❣✉r❡ ✹✳✽✿ ❘❛♠❛♥ s♣❡❝tr✉♠ ♦❢ ●✷✵✺♥✱ ♦❜t❛✐♥❡❞ ♦✈❡r ❛ ❣r❛♣❤❡♥❡ ♠❡♠❜r❛♥❡

❋✐❣✉r❡ ✹✳✾✿ ●r❛♣❤❡♥❡ ❞r✉♠s ♦❢ ✷✵µm ♦❢ ❞✐❛♠❡t❡r✱ ✇✐t❤ ❛ ❧❛r❣❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝♦✈❡r❡❞ ❤♦❧❡s



✺✽ ❈❍❆P❚❊❘ ✹✳ ❘❊❙❯▲❚❙

❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✵✿ ●r❛♣❤❡♥❡ ❞r✉♠ ♦❢ ✸✺µm ✇✐t❤ s♦♠❡ ✐♠♣✉r✐t✐❡s

❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✶✿ ●r❛♣❤❡♥❡ ❞r✉♠ ♦❢ ✺✵µm ✇✐t❤ ✐♠♣✉rt✐❡s ❛♥❞ ❤♦❧❡s
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●✷✶✶✲✇❡t

❚❤✐s s❛♠♣❧❡ s❤♦✇s t❤❡ s❛♠❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s ❛s t❤❡ ✜rst s❛♠♣❧❡ ♣r♦❞✉❝❡❞ ✈✐❛
❲❡t✲tr❛♥s❢❡r ❲❡t✲❡t❝❤✐♥❣✳ ❆s ✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ s❡❡ ✐♥ t❤❡ ✜❣✉r❡ ❜❡❧♦✇✱ t❤❡ s❛♠♣❧❡ r❡s✉❧ts
❝♦♠♣❧❡t❡❧② ✉♥❝♦✈❡r❡❞ ✇✐t❤ ❛ ❧❛r❣❡ ♥✉♠❜❡rs ♦❢ ✐♠♣✉r✐t✐❡s ❛♥❞ ❝♦♥t❛♠✐♥❛♥ts✳ ❖♥❧② ❢❡✇
❤♦❧❡s ❛r❡ ❝♦✈❡r❡❞ ❛♥❞ ❤❛✈❡ t❤✐❝❦❡r ❛♥❞ ❝♦rr✉❣❛t❡❞ ♠❡♠❜r❛♥❡s t❤❛t ❛r❡ ❛❧s♦ ❜r♦❦❡♥ ❛♥❞
s♣❧✐t ✐♥ s♦♠❡ ♣♦✐♥ts✳

●✷✶✶✲❞r②

❚❤✐s s❛♠♣❧❡ ✐s ♥♦t ❣♦♦❞ ❛s ●✷✵✺♥ ❜✉t ✐t s❤♦✇s ❛ ❜❡tt❡r q✉❛❧✐t② r❡s♣❡❝t t❤❡ ●✷✶✶✲✇❡t✳
❚❤✐s s❛♠♣❧❡ ✐s ♥♦t ❛s ❞✐rt② ❛s ●✷✶✶✲✇❡t ❛♥❞ ✐t s❤♦✇s t♦ ❤❛✈❡ s♦♠❡ ♠❡♠❜r❛♥❡s t❤❛t ❛r❡
♥♦t s♦ t❤✐❝❦ ❛♥❞ ♥♦t ❝♦rr✉❣❛t❡❞✱ ❜✉t t❤❡② ❛r❡ ❜♦✉♥❞❡❞ ❛♥❞ ✇✐t❤ ❛ ❧❛r❣❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢
❝r❛❝❦s ❛♥❞ s♣❧✐ts✳ ❉❡s♣✐t❡ t❤❡ ✉♥s❛t✐s❢❛❝t♦r② r❡s✉❧t✱ ✐t ✐s ❡✈✐❞❡♥t t❤❛t t❤❡ P▼▼❆✬s ❉r②
❡t❝❤✐♥❣ r❡s✉❧ts ♠✉❝❤ ❜❡tt❡r t❤❛♥ ❲❡t ❡t❝❤✐♥❣✳

❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✷✿ ●✷✶✶✲✇❡t ●r❛♣❤❡♥❡ ❞r✉♠ ✇✐t❤ ❛ t❤✐❝❦✱ ❝r❛❝❦❡❞ ❛♥❞ ❞✐rt② ♠❡♠❜r❛♥❡



✻✵ ❈❍❆P❚❊❘ ✹✳ ❘❊❙❯▲❚❙

❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✸✿ ●✷✶✶✲✇❡t ❘❡❣✐♦♥ ✇✐t❤ ❤♦❧❡s ♦❢ ✷✵µm✱ ♥♦ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ❝♦✈❡r❡❞ ❤♦❧❡s

❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✹✿ ●✷✶✶✲❞r② ❜♦✉♥❞❡❞ ❣r❛♣❤❡♥❡ ❞r✉♠ ✇✐t❤ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ✐♠♣✉r✐t✐❡s ♥❡❛r t❤❡ ❡❞❣❡s



✹✳✶✳ ❋❆❇❘■❈❆❚❊❉ ❙❆▼P▲❊ ✻✶

❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✺✿ ●✷✶✶✲❞r② ❣r❛♣❤❡♥❡ ❞r✉♠ ✇✐t❤ ✐♠♣✉r✐t✐❡s ♥❡❛r t❤❡ ❡❞❣❡s



✻✷ ❈❍❆P❚❊❘ ✹✳ ❘❊❙❯▲❚❙

❯s✐♥❣ t❤✐s ♥❡✇ ❦✐♥❞ ♦❢ ♣r♦❝❡ss ❲❡t tr❛♥s❢❡r ✲ ❉r② ❡t❝❤✐♥❣✱ t✇♦ ♦t❤❡r s❛♠♣❧❡s ❛r❡
❢❛❜r✐❝❛t❡❞ ✿ ●✷✶✼ ❛♥❞ ●✷✶✽✳

●✷✶✼

❚❤✐s s❛♠♣❧❡ s❤♦✇s s❡✈❡r❛❧ ❝♦♠♣❧❡t❡❧② ❝♦✈❡r❡❞ ♠❡♠❜r❛♥❡s✱ ❜✉t ❛s ✐t ✐s ❡❛s✐❧② ✈✐s✐❜❧❡
t❤❡r❡ ✐s ❛ ✈❛st ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ❝♦♥t❛♠✐♥❛♥ts✱ ✐♠♣✉r✐t✐❡s ❛♥❞ ❝r②st❛❧s✳ ❚❤✐s ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ❞✐rt ✐s
❞✉❡ t♦ t❤❡ ✐♥❝♦rr❡❝t ❡t❝❤✐♥❣ ♦❢ ❈♦♣♣❡r✳ ■t ❤❛s ✐♥❞❡❡❞ ❜❡❡♥ ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ♥♦t✐❝❡ ❤♦✇ t❤❡
❡t❝❤✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❈♦♣♣❡r ✐s ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ t♦ t❤❡ st❛t❡ ♦❢ ✐ts ♦①✐❞❛t✐♦♥✳ ■♥ ❢❛❝t t❤❡
❣r❛♣❤❡♥❡✴❈✉ ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡ ❢❛❜r✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤✐s ❞❡✈✐❝❡ ✐s s♦ ♦❧❞✳ ❆s ✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ s❡❡ t❤❡
❛❣✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❣r❛♣❤❡♥❡✴❈✉ ❞❛② ❜② ❞❛②

❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✻✿ ●r❛♣❤❡♥❡✴❈✉ ❢♦✐❧ ❞❛② ♦♥❡

❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✼✿ ●r❛♣❤❡♥❡✴❈✉ ❢♦✐❧ ❞❛② t✇♦



✹✳✶✳ ❋❆❇❘■❈❆❚❊❉ ❙❆▼P▲❊ ✻✸

❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✽✿ ●r❛♣❤❡♥❡✴❈✉ ❢♦✐❧ ❞❛② t❤r❡❡

❆s s❤♦✇♥ ✐♥ t❤❡ ✜❣✉r❡s ❛❜♦✈❡✱ t❤❡ ♥❡✇❧② ♣r♦❞✉❝❡❞ ❣r❛♣❤❡♥❡✴❈✉ s❤❡❡t ✐s ❤✐❣❤❧② ❝❧❡❛♥
❛♥❞ ✇✐t❤♦✉t ✐♠♣✉r✐t✐❡s✱ ❜✉t ❛❧r❡❛❞② ❛❢t❡r ✷✹ ❤♦✉rs ♦♥❡ ♥♦t❡s t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ❜❧❛❝❦ ❞♦ts
❛♥❞ ♣❛t❝❤❡s t❤❛t ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ t❤❡ ♦①✐❞❛t✐♦♥✳ ❆❢t❡r ✹✽ ❤♦✉rs t❤❡ ❣r❛♣❤❡♥❡✴❈✉ s❤❡❡t
r❡s✉❧ts ✐♥ ❡✈❡♥ ♠♦r❡ ♣r♦♥♦✉♥❝❡❞ ❛♥❞ ❝❧❡❛r❧② ✈✐s✐❜❧❡ ❜❧❛❝❦ s♣♦ts✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ ❛✈♦✐❞ t❤✐s
♣r♦❜❧❡♠✱ ✐t ✇❛s tr✐❡❞ t♦ s♣✐♥ ❛♥❞ ❝♦❛t t❤❡ P▼▼❆ ♦✈❡r t❤❡ ❣r❛♣❤❡♥❡✴❈✉ s❤❡❡t✳ ❇✉t
❡✈❡♥ ✐♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ t❤❡ r❡s✉❧ts ❛r❡ ✐❞❡♥t✐❝❛❧ t♦ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ♦♥❡s✱ ❛❢t❡r ❢❡✇ ❞❛②s t❤❡
❣r❛♣❤❡♥❡✴❈✉ ❢♦✐❧ r❡s✉❧ts ❝♦♠♣❧❡t❡❧② ♦①✐❞❛t❡❞✳



✻✹ ❈❍❆P❚❊❘ ✹✳ ❘❊❙❯▲❚❙

●✷✶✽

❚❤✐s ✐s t❤❡ ❧❛st s❛♠♣❧❡ t❤❛t ❤❛s ❜❡❡♥ ♣r♦❞✉❝❡❞✳ ■t ❤❛s ❜❡❡♥ ✉s❡❞ ❛ ♥❡✇ ❣r❛♣❤❡♥❡✴❈✉
❢♦✐❧ ❛❧s♦ ❝❧❡❛♥❡❞ ✇✐t❤ ❛ ❜❛t❤ ♦❢ ❍❈❧✳ ■t s❤♦✇s ❣r❡❛t r❡s✉❧ts✳ ❚❤✐s s❛♠♣❧❡ r❡s✉❧ts s♦ ❝❧❡❛♥
❛♥❞ ✇✐t❤♦✉t ❛ ❧❛r❣❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ❝♦♥t❛♠✐♥❛♥ts ❛♥❞ t❤❡ ♠❡♠❜r❛♥❡s ❛r❡ ♥♦t s♦ t❤✐❝❦ ❛♥❞
♥♦t ❝♦rr✉❣❛t❡❞ ❛s s❤♦✇♥ ✐♥ t❤❡ ✜❣✉r❡ ❜❡❧♦✇✳ ❙♦♠❡ ♦❢ t❤❡s❡ ♠❡♠❜r❛♥❡s ❤❛✈❡ s♦♠❡
❜r❡❛❦s✱ ❝r❡❡♣s ❛♥❞ s♣❧✐t ❜✉t ♦t❤❡r ♠❡♠❜r❛♥❡s ❞♦ ♥♦t s❤♦✇ t❤❡♠✳

❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✾✿ ●✷✶✼ ●r❛♣❤❡♥❡ ❞r✉♠ ✇✐t❤ ❛ ❧❛r❣❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ✐♠♣✉r✐t✐❡s

❋✐❣✉r❡ ✹✳✷✵✿ ●✷✶✼ ●r❛♣❤❡♥❡ ❞r✉♠s ✇✐t❤ ❛ ❧❛r❣❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ✐♠♣✉r✐t✐❡s ❛♥❞ ❤♦❧❡s
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❋✐❣✉r❡ ✹✳✷✶✿ ●✷✶✽ ❘❡❣✐♦♥ ✇✐t❤ ❞✐✛❡r❡♥t ❣r❛♣❤❡♥❡ ❞r✉♠s✱ s♦♠❡ ❝♦✈❡r❡❞ ❤♦❧❡s ❛r❡ ✈✐s✐❜❧❡

❋✐❣✉r❡ ✹✳✷✷✿ ●✷✶✽ ●r❛♣❤❡♥❡ ❞r✉♠ ✇✐t❤ s♦♠❡ ❤♦❧❡s
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✹✳✷ ❈❤❛r❛❝t❡r✐③❛t✐♦♥

❚❤r❡❡ s❛♠♣❧❡s ❛r❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ ❜② t❤❡ ✉s❡ ♦❢ t❤❡ ❱✐❜r♦♠❡t❡r ❛t ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t
t❡♠♣❡r❛t✉r❡✱ ❛s ❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s s❡❝t✐♦♥✳ ❚❤❛♥❦s t♦ ✐t✱ ✐t ✇❛s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦
❛❝q✉✐r❡ t❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝② s♣❡❝tr✉♠ ❢♦r ❡❛❝❤ ♠❡❛s✉r❡❞ ♠❡♠❜r❛♥❡✱ ✇✐t❤♦✉t ❛♥② ❛❝t✉❛t✐♦♥
✉s✐♥❣ ♦♥❧② t❤❡ t❤❡r♠❛❧ ♥♦✐s❡✱ t❤❛t ✐t ✇❛s ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❝❤❡❝❦ s♦♠❡ ♠❡♠❜r❛♥❡
♣r♦♣❡rt✐❡s✳ ❆ t②♣✐❝❛❧ s♣❡❝tr✉♠ ♦❢ ❣r❛♣❤❡♥❡ ❞r✉♠s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ✉s✐♥❣ t❤❡ ❱✐❜r♦♠❡t❡r
❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ✿

❋✐❣✉r❡ ✹✳✷✸✿ ●r❛♣❤❡♥❡ ❞r✉♠✬s s♣❡❝tr✉♠

❚❤❡ s♣❡❝tr✉♠✱ ♠❛❣♥✐t✉❞❡ ✈❡rs✉s ❢r❡q✉❡♥❝②✱ s❤♦✇s t❤❡ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ ❜❡❤❛✈✐♦r
♦❢ t❤❡ ♠❡♠❜r❛♥❡ ✉♥❞❡r ❡①❛♠✐♥❛t✐♦♥✳ ❆s r❡♣♦rt❡❞ ❜② t❤❡ t❤❡♦r② ♦❢ t❤❡ ❝✐r❝✉❧❛r
♠❡♠❜r❛♥❡✱ ✐t ✈✐❜r❛t❡s ✐♥ ❞✐✛❡r❡♥t ♠♦❞❡s ✇❤✐❝❤ ❤❛✈❡ t❤❡✐r ♦✇♥ ❢r❡q✉❡♥❝② ❛♥❞
♠❛❣♥✐t✉❞❡✳ ■♥ t❤❡ ✜❣✉r❡ ❛❜♦✈❡ ❡❛❝❤ ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ ♠♦❞❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ❛ ♣r❡❝✐s❡ ♣❡❛❦✳
❚❤❡ ✜rst ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ ♠♦❞❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ ✜rst ♣❡❛❦✱ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ ♠♦❞❡
❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♣❡❛❦✱ ❡t❝✳✳✳ ❚❤❡ ♠♦❞❡s s❤❛♣❡ ♦❢ ❛ ❝✐r❝✉❧❛r ♠❡♠❜r❛♥❡ ❛r❡
r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✜❣✉r❡✳
■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ t❤❛♥❦s t♦ t❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝② s♣❡❝tr✉♠ ♦❜t❛✐♥❡❞✱ ✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❛❝q✉✐r❡ t❤❡
♣r❡❝✐s❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡ ❢r❡q✉❡♥❝② ❛♥❞ t❤❡ ◗ ❢❛❝t♦r✳ ❇♦t❤ ♦❢ t❤❡♠ ❛r❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜②
✉s✐♥❣ t❤❡ s♦❢t✇❛r❡ ❖r✐❣✐♥✳ ❚❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❞❛t❛ ❛r❡ ✜tt❡❞ t❤r♦✉❣❤ ❖r✐❣✐♥ ✉s✐♥❣ t❤❡
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❋✐❣✉r❡ ✹✳✷✹✿ P❤②s✐❝❛❧ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ♠♦❞❡s s❤❛♣❡ ♦❢ ❛ ❝✐r❝✉❧❛r ♠❡♠❜r❛♥❡ ❬✸✽❪

✧◆♦♥✲❧✐♥❡❛r ❝✉r✈❡ ✜t t♦♦❧✧ ✭❚♦♦❧❜❛r ✴ ❆♥❛❧②s✐s ✴ ◆♦♥✲❧✐♥❡❛r ❝✉r✈❡ ✜t✮✳ ❚❤✐s t♦♦❧ ❛❧❧♦✇s
t♦ ✈✐❡✇ t❤❡ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧s ❢♦r t❤❡ ✜t ❛♥❞ t❤❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐t② t♦ ❡❞✐t t❤❡♠✳ ❚❤❡ ❝✉r✈❡
♣r♦♣♦s❡❞ t♦ ✜t t❤❡ ♣❡❛❦s ✐s t❤❡ ▲♦r❡♥t③✐❛♥✱ ✇❤♦s❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s ❛r❡ ✿

y = y0 +
2A

π

w

4(x− xc)2 + w2
✭✹✳✶✮

✇❤❡r❡ ✿

❼ y0 ❂ ❜❛s❡❧✐♥❡

❼ xc ❂ ♠❛①✐♠✉♥ ❛❜s❝✐ss❛ ♦❢ t❤❡ ❝✉r✈❡

❼ A ❂ ❛r❡❛ ✉♥❞❡r t❤❡ ❝✉r✈❡

❼ w ❂ ❋❲❍▼

❲❤✐❧❡ t❤❡ ♠♦❞❡ ❢r❡q✉❡♥❝② ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❛❜s❝✐ss❛ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② t❤❡ ◆♦♥
❧✐♥❡❛r ✜t✱ t❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ◗ ❢❛❝t♦r r❡s✉❧ts ♠♦r❡ ❝♦♠♣❧❡①✳ ■♥ ❢❛❝t ✐t ✐s ♥❡❝❡ss❛r② t♦
♣❡r❢♦r♠ t❤❡ ◆♦♥ ▲✐♥❡❛r ❋✐t ♦♥❧② ❛❢t❡r ❤❛✈✐♥❣ sq✉❛r❡❞✲❡❧❡✈❛t❡❞ t❤❡ ♠❛❣♥✐t✉❞❡ ♦❢ t❤❡
s✐❣♥❛❧✳ ■♥ t❤✐s ✇❛②✱ t❤❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ◗ ❢❛❝t♦r ✈❛❧✉❡ r❡s✉❧ts ♠♦r❡ ❛❝❝✉r❛t❡✳ ❚❤❡ ◗ ❢❛❝t♦r
❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ✿

Q =
xc
w

✭✹✳✷✮

❛♥ ❡①❛♠♣❧❡ ✐s s❤♦✇❡❞ ✐♥ t❤❡ ✜❣✉r❡ ❜❡❧♦✇
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❋✐❣✉r❡ ✹✳✷✺✿ ◆♦♥ ❧✐♥❡❛r ▲♦r❡♥t✐❛♥ ✜t ♦❢ ❇✷❍✶ ✶✼✳✺µm ❣r❛♣❤❡♥❡ ❞r✉♠

■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ ❤❛✈✐♥❣ t❤❡ ♣r❡❝✐s❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ ✜rst ♠♦❞❡✱ ♦♥❡ ❝❛♥ ❛❧s♦ ♦❜t❛✐♥ ❛ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡
t❡♥s✐♦♥ t❤❛t t❤❡ ♠❡♠❜r❛♥❡ ❤❛s✳ ❚❤✐s ✐s s✐♠♣❧❡ t♦ ♦❜t❛✐♥✱ ✐♥ ❢❛❝t t❤❡ t❡♥s✐♦♥ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s
t♦ ✿

σ = ρh
R2f 2

α1

✭✹✳✸✮

✇❤❡r❡

❼ σ ✐s t❤❡ t❡♥s✐♦♥

❼ ρ ✐s t❤❡ ♠❛ss ❞❡♥s✐t②

❼ h ✐s t❤❡ ❤❡✐❣t❤

❼ R ✐s t❤❡ r❛❞✐✉s ♦❢ t❤❡ ♠❡♠❜r❛♥❡

❼ f ✐s t❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝② ✈❛❧✉❡

❼ α1 ✐s t❤❡ ♠♦❞❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥t t❤❛t ❢♦r t❤❡ ✜rst ♠♦❞❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ✷✳✹✵✹
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✹✳✷✳✶ ❈❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ s❛♠♣❧❡s

❚❤❡s❡ ❛r❡ t❤❡ t❤r❡❡ s❛♠♣❧❡s ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ♠❡❛s✉r❡❞ ❛♥❞ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ ✿ ❊P❋▲ ✭❛ s❛♠♣❧❡
♣r♦❞✉❝❡❞ ❢r♦♠ ❊P❋▲✮✱ ●✷✵✺♥ ❛♥❞ ●✷✶✼ ✭ t✇♦ s❛♠♣❧❡ ♣r♦❞✉❝❡❞ ❢r♦♠ P♦❧✐t❡❝♥✐❝♦ ❞✐
❚♦r✐♥♦✮✳ ❇❡❢♦r❡ ❞♦✐♥❣ t❤❡ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✈❛r✐♦✉s ♠❡♠❜r❛♥❡s✱ ✐t ✇❛s
❝❛rr✐❡❞ ♦✉t t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ✉s❡ ♦❢ t❤❡ ❱✐❜r♦♠❡t❡r ✐♥ ✧❲❤✐t❡ ❧✐❣❤t ▼♦❞❡✧ ❛♥❞ ❙❝❛♥♥✐♥❣
❡❧❡❝tr♦♥ ♠✐❝r♦s❝♦♣❡ ❙❊▼✱ ❛ ❝❛r❡❢✉❧ ✐♥✈❡st✐❣❛t✐♦♥ ✐♥t♦ ✇❤✐❝❤ ♠❛♥✉❢❛❝t✉r❡❞ ❤♦❧❡s ✇❡r❡
❛❝t✉❛❧❧② ❝♦✈❡r❡❞✳

❋✐❣✉r❡ ✹✳✷✻✿ ■♠❛❣❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ✇✐t❤ ✧❲❤✐t❡ ❧✐❣❤t ♠♦❞❡✧ ♦❢ ❛ r❡❣✐♦♥ ✇✐t❤ ✶✼✱✺µm ❤♦❧❡s ♦❢
t❤❡ s❛♠♣❧❡ ❊P❋▲

❋✐❣✉r❡ ✹✳✷✼✿ ■♠❛❣❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ✇✐t❤ ❙❊▼ ♦❢ ❛ r❡❣✐♦♥ ✇✐t❤ ✸✺µm ❤♦❧❡s ♦❢ t❤❡ s❛♠♣❧❡ ●✷✵✺♥
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❚❤❡ ✜rst ✐♠❛❣❡✱ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ✉s✐♥❣ t❤❡ ✈✐❜r♦♠❡t❡r ✐♥ ✧❲❤✐t❡ ▲✐❣❤t ▼♦❞❡✧✱ s❤♦✇s ❤♦✇
t❤❡ ❝♦✈❡r❡❞ ❤♦❧❡s ❤❛✈❡ ❛ ❣r❡❡♥ ♦r ❜❧✉❡ ❝♦❧♦r✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ✉♥❝♦✈❡r❡❞ ❤♦❧❡s ❤❛✈❡ ❛ ✇❤✐t❡
❝♦❧♦r✳ ❚❤❡ s❡❝♦♥❞ ✐♠❛❣❡ ✇❛s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ✉s✐♥❣ t❤❡ ❙❊▼✱ t❤❡ ❤♦❧❡s ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❝♦✈❡r❡❞
s❤♦✇ ❛ ❞❛r❦❡r ❝♦❧♦r✱ ✇❤✐❧❡ ✉♥❝♦✈❡r❡❞ ♦♥❡s s❤♦✇ ❛ ❜r✐❣❤t❡r ❡❞❣❡✳ ❚❤✐s ✐s ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❢❛❝t
t❤❛t t❤❡ ❣r❛♣❤❡♥❡ ♠❡♠❜r❛♥❡s ❛r❡ ❝♦❧❧❛♣s❡❞ ✐♥s✐❞❡ t❤❡ ❤♦❧❡s✳ ■♥ t❤❡ ✜rst ✐♠❛❣❡ t❤❡
♠❡❛s✉r❡❞ ♠❡♠❜r❛♥❡ ✐s ❝✐r❝❧❡❞ ✐♥ r❡❞✱ ✇❤✐❧❡ ✐♥ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♦♥❡ ❛❧❧ t❤❡ ♠❡♠❜r❛♥❡s t❤❛t
❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♠❡❛s✉r❡❞ ✐♥ t❤❛t r❡❣✐♦♥ ♦❢ ❝✐r❝✉❧❛r ❤♦❧❡s ✇✐t❤ ❛ ❞✐❛♠❡t❡r ♦❢ ✸✺ µm ❛r❡
❝✐r❝✉❧❛t❡❞ ✐♥ r❡❞✳ ❚❤❡ s❛♠♣❧❡s✱ ❛s ❛❧r❡❛❞② ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s s❡❝t✐♦♥✱ ❤❛✈❡
✈❛r✐♦✉s r❡❣✐♦♥s ✇✐t❤ ❝✐r❝✉❧❛r ❤♦❧❡s ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t ❞✐❛♠❡t❡rs✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ ❛ss✐❣♥ ❛ ♥❛♠❡ t♦
t❤❡ ♠❡❛s✉r❡❞ ♠❡♠❜r❛♥❡✱ t❤❡ ✜rst ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ♥❛♠❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ r❡❣✐♦♥✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡
s❡❝♦♥❞ ♣❛rt ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ ♣r❡❝✐s❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❤♦❧❡ ✐♥ t❤❛t ♣❛rt✐❝✉❧❛r r❡❣✐♦♥✳

❊P❋▲ s❛♠♣❧❡

❚❤❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ r❡s✉❧ts ❛r❡ r❡s✉♠❡❞ ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t❛❜✉❧❛r✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ ✜rst
❢♦✉t❤ ♠♦❞❡s ✐♥ ❬❍③❪✱ t❤❡ ◗ ❢❛❝t♦r ❛♥❞ t❤❡ ♠❡♠❜r❛♥❡ t❡♥s✐♦♥ ✐♥ ❬◆✴♠❪ ❛r❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞✳

50µm ❋✐rst ▼♦❞❡ ❙❡❝♦♥❞ ▼♦❞❡ ❚❤✐r❞ ▼♦❞❡ ❋♦✉rt❤ ▼♦❞❡ ◗❢❛❝t♦r ❚❡♥s✐♦♥
❆✷❇✷ ✶✱✻✵❊✰✵✻ ✸✱✶✻❊✰✵✻ ✸✱✺✺❊✰✵✻ ✸✱✾✻❊✰✵✻ ✸✷✶✱✾ ✵✱✵✵✽✼
❆✶❆✹ ✶✱✸✺❊✰✵✻ ✶✱✾✼❊✰✵✻ ✷✱✷✵❊✰✵✻ ✷✱✽✵❊✰✵✻ ✶✹✼✱✶ ✵✱✵✵✻✷
❇✶❆✹ ✺✱✺✷❊✰✵✺ ✾✱✵✻❊✰✵✺ ✾✱✽✵❊✰✵✺ ✶✶✶✼✵✵✵ ✶✶✸✱✺ ✵✱✵✵✶✵
❇✶❇✹ ✽✱✵✼❊✰✵✺ ✶✱✶✺❊✰✵✻ ✶✱✹✶❊✰✵✻ ✶✱✺✸❊✰✵✻ ✷✷✵✱✺ ✵✱✵✵✷✷

❋✐❣✉r❡ ✹✳✷✽✿ ❊P❋▲ ♠❡❛s✉r❡❞ ❣r❛♣❤❡♥❡ ❞r✉♠s ✇✐t❤ ❛ r❛❞✐✉s ♦❢ 50µm

25µm ❋✐rst ▼♦❞❡ ❙❡❝♦♥❞ ▼♦❞❡ ❚❤✐r❞ ▼♦❞❡ ❋♦✉rt❤ ▼♦❞❡ ◗❢❛❝t♦r ❚❡♥s✐♦♥
❆✶❊✼ ✷✱✹✶❊✰✵✻ ✸✱✼✵❊✰✵✻ ✺✱✹✺❊✰✵✻ ✻✱✺✺❊✰✵✻ ✾✵✱✷ ✵✱✵✵✹✾
❆✶❊✹ ✷✱✺✸❊✰✵✻ ✹✱✽✾❊✰✵✻ ✻✱✸✺❊✰✵✻ ✻✱✽✵❊✰✵✻ ✶✸✶✱✹ ✵✱✵✵✺✹
❆✶●✻ ✷✱✷✶❊✰✵✻ ✸✱✹✵❊✰✵✻ ✸✱✹✽❊✰✵✻ ✺✱✵✺❊✰✵✻ ✷✼✽✱✸ ✵✱✵✵✹✶
❈✸❆✸ ✸✱✷✽❊✰✵✻ ✼✱✷✺❊✰✵✻ ✸✸✽✱✼ ✵✱✵✵✾✷
❈✸●✹ ✷✱✶✽❊✰✵✻ ✹✱✽✽❊✰✵✻ ✶✹✷✱✶ ✵✱✵✵✹✵
❈✸❋✻ ✷✱✽✹❊✰✵✻ ✺✱✾✵❊✰✵✻ ✻✱✹✵❊✰✵✻ ✼✱✻✵❊✰✵✻ ✶✶✸✱✻ ✵✱✵✵✻✾
❈✸❇✸ ✷✱✺✼❊✰✵✻ ✸✱✼✽❊✰✵✻ ✺✱✻✵❊✰✵✻ ✻✱✻✵❊✰✵✻ ✸✶✵✱✺ ✵✱✵✵✺✻

❋✐❣✉r❡ ✹✳✷✾✿ ❊P❋▲ ♠❡❛s✉r❡❞ ❣r❛♣❤❡♥❡ ❞r✉♠s ✇✐t❤ ❛ r❛❞✐✉s ♦❢ 25µm
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20µm ❋✐rst ▼♦❞❡ ❙❡❝♦♥❞ ▼♦❞❡ ❚❤✐r❞ ▼♦❞❡ ❋♦✉rt❤ ▼♦❞❡ ◗❢❛❝t♦r ❚❡♥s✐♦♥
❈✸●✷ ✹✱✺✽❊✰✵✻ ✵✱✵✶✶✺
❈✸❈✺ ✹✱✵✽❊✰✵✻ ✷✸✾✱✻ ✵✱✵✵✾✶
❈✸●✸ ✹✱✹✺❊✰✵✻ ✵✱✵✶✵✽
❈✸❈✼ ✸✱✻✹❊✰✵✻ ✺✱✽✽❊✰✵✻ ✻✱✾✸❊✰✵✻ ✽✱✸✶❊✰✵✻ ✶✻✽✱✷ ✵✱✵✵✼✷

❋✐❣✉r❡ ✹✳✸✵✿ ❊P❋▲ ▼❡❛s✉r❡❞ ❣r❛♣❤❡♥❡ ❞r✉♠s ✇✐t❤ ❛ r❛❞✐✉s ♦❢ 20µm

17, 5µm ❋✐rst ▼♦❞❡ ❙❡❝♦♥❞ ▼♦❞❡ ❚❤✐r❞ ▼♦❞❡ ❋♦✉rt❤ ▼♦❞❡ ◗❢❛❝t♦r ❚❡♥s✐♦♥
❇✷■✽ ✹✱✸✺❊✰✵✻ ✻✱✼✵❊✰✵✻ ✵✱✵✵✼✾
❇✷■✶ ✸✱✵✵❊✰✵✻ ✹✱✺✾❊✰✵✻ ✹✱✾✻❊✰✵✻ ✻✱✸✽❊✰✵✻ ✶✻✷✱✷ ✵✱✵✵✸✼
❇✷❍✼ ✹✱✼✾❊✰✵✻ ✷✻✻✱✶ ✵✱✵✵✾✻
❇✷❍✹ ✹✱✺✽❊✰✵✻ ✻✱✼✵❊✰✵✻ ✵✱✵✵✽✽
❇✷❍✶ ✷✱✾✼❊✰✵✻ ✹✱✺✹❊✰✵✻ ✹✱✽✾❊✰✵✻ ✻✱✵✸❊✰✵✻ ✷✶✺✱✺ ✵✱✵✵✸✼
❇✷●✼ ✸✱✺✸❊✰✵✻ ✺✱✼✽❊✰✵✻ ✽✱✶✷❊✰✵✻ ✶✽✶✱✽ ✵✱✵✵✺✷
❇✷●✷ ✷✱✽✽❊✰✵✻ ✸✱✻✵❊✰✵✻ ✺✱✼✵❊✰✵✻ ✵✱✵✵✸✹

❋✐❣✉r❡ ✹✳✸✶✿ ❊P❋▲ ♠❡❛s✉r❡❞ ❣r❛♣❤❡♥❡ ❞r✉♠s ✇✐t❤ ❛ r❛❞✐✉s ♦❢ 17, 5µm

15µm ❋✐rst ▼♦❞❡ ❙❡❝♦♥❞ ▼♦❞❡ ❚❤✐r❞ ▼♦❞❡ ❋♦✉rt❤ ▼♦❞❡ ◗❢❛❝t♦r ❚❡♥s✐♦♥
❇✷◆✽ ✹✱✺✶❊✰✵✻ ✺✱✽✹❊✰✵✻ ✼✱✷✽❊✰✵✻ ✼✱✺✻❊✰✵✻ ✷✶✾✱✸ ✵✱✵✵✻✷
❇✷◆✶✵ ✹✱✹✽❊✰✵✻ ✺✱✽✸❊✰✵✻ ✼✱✷✹❊✰✵✻ ✼✱✺✶❊✰✵✻ ✸✸✻✱✶✺ ✵✱✵✵✻✷
❇✷◆✻ ✸✱✺✸❊✰✵✻ ✺✱✷✵❊✰✵✻ ✼✱✻✼❊✰✵✻ ✽✱✹✽❊✰✵✻ ✵✱✵✵✸✽
❇✷❇✶✶ ✷✱✶✼❊✰✵✻ ✸✱✷✸❊✰✵✻ ✸✱✻✻❊✰✵✻ ✹✱✷✷❊✰✵✻ ✾✹✱✶ ✵✱✵✵✶✹
❇✷❇✾ ✹✱✹✺❊✰✵✻ ✵✱✵✵✻✶
❇✷◆✸ ✹✱✵✻❊✰✵✻ ✻✱✹✼❊✰✵✻ ✾✱✸✹❊✰✵✻ ✵✱✵✵✺✵
❈✸❋✹ ✹✱✵✸❊✰✵✻ ✻✱✻✶❊✰✵✻ ✼✱✾✶❊✰✵✻ ✽✱✺✶❊✰✵✻ ✶✾✸✱✶ ✵✱✵✵✺✵

❋✐❣✉r❡ ✹✳✸✷✿ ❊P❋▲ ♠❡❛s✉r❡❞ ❣r❛♣❤❡♥❡ ❞r✉♠s ✇✐t❤ ❛ r❛❞✐✉s ♦❢ 15µm

10µm ❋✐rst ▼♦❞❡ ❙❡❝♦♥❞ ▼♦❞❡ ❚❤✐r❞ ▼♦❞❡ ❋♦✉rt❤ ▼♦❞❡ ◗❢❛❝t♦r ❚❡♥s✐♦♥
❈✸◆✶✵ ✺✱✽✽❊✰✵✻ ✶✱✵✺❊✰✵✼ ✶✶✷✱✹ ✵✱✵✵✹✼
❈✸◆✾ ✺✱✻✵❊✰✵✻ ✼✱✺✶❊✰✵✻ ✾✱✹✵❊✰✵✻ ✶✱✵✸❊✰✵✼ ✵✱✵✵✹✸
❈✸■✶✵ ✺✱✹✻❊✰✵✻ ✾✱✹✺❊✰✵✻ ✶✱✶✺❊✰✵✼ ✶✱✶✾❊✰✵✼ ✽✽✱✾ ✵✱✵✵✹✶
❈✸❍✾ ✻✱✵✾❊✰✵✻ ✾✱✺✷❊✰✵✻ ✶✱✵✸❊✰✵✼ ✶✱✷✺❊✰✵✼ ✾✷✱✻✽ ✵✱✵✵✺✵
❈✸❍✶✵ ✺✱✽✹❊✰✵✻ ✶✱✷✺❊✰✵✼ ✶✱✸✹❊✰✵✼ ✶✱✽✻❊✰✵✼ ✽✼✱✻ ✵✱✵✵✹✻
❈✸❍✽ ✻✱✸✹❊✰✵✻ ✶✱✵✸❊✰✵✼ ✶✱✺✹❊✰✵✼ ✷✶✾✱✶ ✵✱✵✵✺✺
❈✸❍✼ ✻✱✼✵❊✰✵✻ ✶✱✸✽❊✰✵✼ ✵✱✵✵✻✶
❈✸◗✷ ✹✱✼✼❊✰✵✻ ✼✱✷✸❊✰✵✻ ✶✱✵✵❊✰✵✼ ✶✱✸✻❊✰✵✼ ✵✱✵✵✸✶
❈✸P✷ ✼✱✵✹❊✰✵✻ ✶✱✶✷❊✰✵✼ ✷✶✹✱✶ ✵✱✵✵✻✽
❈✸❘✶ ✺✱✾✵❊✰✵✻ ✾✱✷✷❊✰✵✻ ✶✱✷✻❊✰✵✼ ✵✱✵✵✹✼
❈✸❍✻ ✺✱✾✻❊✰✵✻ ✾✱✽✽❊✰✵✻ ✶✱✶✻❊✰✵✻ ✶✱✻✸❊✰✵✼ ✶✵✸ ✵✱✵✵✹✽

❋✐❣✉r❡ ✹✳✸✸✿ ❊P❋▲ ♠❡❛s✉r❡❞ ❣r❛♣❤❡♥❡ ❞r✉♠s ✇✐t❤ ❛ r❛❞✐✉s ♦❢ 10µm
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9µm ❋✐rst ▼♦❞❡ ❙❡❝♦♥❞ ▼♦❞❡ ❚❤✐r❞ ▼♦❞❡ ❋♦✉rt❤ ▼♦❞❡ ◗❢❛❝t♦r ❚❡♥s✐♦♥
❈✸◆✾ ✶✱✵✶❊✰✵✼ ✶✱✶✼❊✰✵✼ ✶✱✺✽❊✰✵✼ ✶✱✻✽❊✰✵✼ ✵✱✵✶✶✸
❈✸▲✾ ✼✱✽✵❊✰✵✻ ✶✱✺✽❊✰✵✼ ✻✼✱✺ ✵✱✵✵✻✼
❈✸▲✽ ✽✱✹✽❊✰✵✻ ✶✱✵✾❊✰✵✼ ✶✱✾✼❊✰✵✼ ✽✷✱✶ ✵✱✵✵✽✵
❈✸▲✼ ✼✱✵✷❊✰✵✻ ✶✱✶✷❊✰✵✼ ✶✱✹✶❊✰✵✼ ✵✱✵✵✺✹
❈✸■✾ ✽✱✶✹❊✰✵✻ ✶✱✺✸❊✰✵✼ ✽✸✱✾ ✵✱✵✵✼✸
❈✸■✼ ✽✱✸✼❊✰✵✻ ✶✱✼✺❊✰✵✼ ✶✱✾✷❊✰✵✼ ✶✷✶✱✶ ✵✱✵✵✼✼
❈✸❍✼ ✽✱✶✼❊✰✵✻ ✶✱✶✽❊✰✵✼ ✶✱✸✹❊✰✵✼ ✶✱✻✵❊✰✵✼ ✽✼✱✽ ✵✱✵✵✼✹
❈✸◆✼ ✽✱✹✵❊✰✵✻ ✶✱✷✺❊✰✵✽ ✶✱✼✽❊✰✵✼ ✵✱✵✵✼✽

❋✐❣✉r❡ ✹✳✸✹✿ ❊P❋▲ ♠❡❛s✉r❡❞ ❣r❛♣❤❡♥❡ ❞r✉♠s ✇✐t❤ ❛ r❛❞✐✉s ♦❢ 9µm

6µm ❋✐rst ▼♦❞❡ ❙❡❝♦♥❞ ▼♦❞❡ ❚❤✐r❞ ▼♦❞❡ ❋♦✉rt❤ ▼♦❞❡ ◗❢❛❝t♦r ❚❡♥s✐♦♥
❈✸▲✶✶ ✼✱✺✸❊✰✵✻ ✶✱✶✼❊✰✵✼ ✶✱✼✷❊✰✵✼ ✶✷✽✱✸ ✵✱✵✵✷✽
❈✸▲✽ ✾✱✷✸❊✰✵✻ ✼✾✱✺ ✵✱✵✵✹✷
❈✸■✽ ✾✱✸✵❊✰✵✻ ✶✱✾✹❊✰✵✼ ✽✻✱✺ ✵✱✵✵✹✷
❈✸▲✶✵ ✽✱✵✼❊✰✵✻ ✶✱✹✻❊✰✵✼ ✵✱✵✵✸✷
❈✸■✶✵ ✼✱✾✵❊✰✵✻ ✶✱✶✸❊✰✵✼ ✶✱✻✺❊✰✵✼ ✵✱✵✵✸✵
❈✸❉✶✹ ✾✱✵✺❊✰✵✻ ✶✱✻✾❊✰✵✼ ✶✱✼✽❊✰✵✼ ✾✾✱✶ ✵✱✵✵✹✵
❈✸▲✾ ✻✱✷✸❊✰✵✻ ✾✱✶✾❊✰✵✻ ✶✱✸✾❊✰✵✼ ✵✱✵✵✶✾
❈✸■✾ ✾✱✸✶❊✰✵✻ ✽✹✱✽ ✵✱✵✵✹✷
❈✸❉✶✸ ✼✱✸✹❊✰✵✻ ✵✱✵✵✷✻
❈✸❉✶✷ ✶✱✶✹❊✰✵✼ ✵✱✵✵✻✹
❈✸❍✻ ✼✱✹✻❊✰✵✻ ✶✱✶✼❊✰✵✼ ✶✱✹✻❊✰✵✼ ✾✺✱✽ ✵✱✵✵✷✼
❈✸❍✽ ✶✱✵✹❊✰✵✼ ✶✱✶✽❊✰✵✼ ✶✱✹✹❊✰✵✼ ✶✱✾✶❊✰✵✼ ✵✱✵✵✺✸

❋✐❣✉r❡ ✹✳✸✺✿ ❊P❋▲ ♠❡❛s✉r❡❞ ❣r❛♣❤❡♥❡ ❞r✉♠s ✇✐t❤ ❛ r❛❞✐✉s ♦❢ 6µm
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5µm ❋✐rst ▼♦❞❡ ❙❡❝♦♥❞ ▼♦❞❡ ❚❤✐r❞ ▼♦❞❡ ❋♦✉rt❤ ▼♦❞❡ ◗❢❛❝t♦r ❚❡♥s✐♦♥
❈✸❘✼ ✶✱✶✷❊✰✵✼ ✵✱✵✵✹✸
❈✸▲✾ ✶✱✸✺❊✰✵✼ ✵✱✵✵✻✷
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❈✸▲✽ ✶✱✸✵❊✰✵✼ ✵✱✵✵✺✽
❈✸◆✼ ✶✱✹✷❊✰✵✼ ✵✱✵✵✻✽
❈✸■✶✵ ✽✱✵✵❊✰✵✻ ✵✱✵✵✷✶
❈✸▲✶✵ ✶✱✵✻❊✰✵✼ ✶✱✹✽❊✰✵✼ ✶✱✾✽❊✰✵✼ ✶✵✾✱✷ ✵✱✵✵✸✽
❈✸❍✶✵ ✾✱✸✽❊✰✵✻ ✵✱✵✵✸✵
❈✸❉✶✵ ✽✱✻✺❊✰✵✻ ✶✱✹✼❊✰✵✼ ✶✱✽✸❊✰✵✼ ✻✻✱✷ ✵✱✵✵✷✺
❈✸❘✸ ✶✱✶✾❊✰✵✼ ✶✱✾✷❊✰✵✼ ✶✹✷✱✷ ✵✱✵✵✹✽
❈✸❚✷ ✶✱✷✹❊✰✵✼ ✶✱✺✽❊✰✵✼ ✵✱✵✵✺✷
❈✸❇✶✸ ✽✱✻✻❊✰✵✻ ✶✱✷✼❊✰✵✼ ✶✱✻✾❊✰✵✼ ✶✱✾✵❊✰✵✼ ✵✱✵✵✷✺
❈✸❆✶✹ ✽✱✽✹❊✰✵✻ ✶✱✼✵❊✰✵✼ ✶✱✽✺❊✰✵✼ ✾✹✱✽ ✵✱✵✵✷✻

❋✐❣✉r❡ ✹✳✸✻✿ ❊P❋▲ ♠❡❛s✉r❡❞ ❣r❛♣❤❡♥❡ ❞r✉♠s ✇✐t❤ ❛ r❛❞✐✉s ♦❢ 5µm

4µm ❋✐rst ▼♦❞❡ ❙❡❝♦♥❞ ▼♦❞❡ ❚❤✐r❞ ▼♦❞❡ ❋♦✉rt❤ ▼♦❞❡ ◗❢❛❝t♦r ❚❡♥s✐♦♥
❈✸❋✶✷ ✶✱✸✻❊✰✵✼ ✵✱✵✵✹✵
❇✷◗✼ ✶✱✹✽❊✰✵✼ ✶✸✶✱✹ ✵✱✵✵✹✽
❈✸❍✶✵ ✶✱✹✶❊✰✵✼ ✵✱✵✵✹✸
❇✷❋✻ ✼✱✸✹❊✰✵✻ ✶✱✵✷❊✰✵✼ ✶✹✱✼ ✵✱✵✵✶✶
❇✷❘✽ ✶✱✶✵❊✰✵✼ ✶✱✻✶❊✰✵✼ ✵✱✵✵✷✻

❋✐❣✉r❡ ✹✳✸✼✿ ❊P❋▲ ♠❡❛s✉r❡❞ ❣r❛♣❤❡♥❡ ❞r✉♠s ✇✐t❤ ❛ r❛❞✐✉s ♦❢ 4µm

3µm ❋✐rst ▼♦❞❡ ❙❡❝♦♥❞ ▼♦❞❡ ❚❤✐r❞ ▼♦❞❡ ❋♦✉rt❤ ▼♦❞❡ ◗❢❛❝t♦r ❚❡♥s✐♦♥
❈✸❍✽ ✶✱✷✶❊✰✵✼ ✻✹✱✾ ✵✱✵✵✶✽
❈✸▼✶✷ ✶✱✸✺❊✰✵✼ ✶✷✼✱✼ ✵✱✵✵✷✷
❈✸▲✼ ✶✱✸✶❊✰✵✼ ✹✾✱✼ ✵✱✵✵✷✶

❋✐❣✉r❡ ✹✳✸✽✿ ❊P❋▲ ♠❡❛s✉r❡❞ ❣r❛♣❤❡♥❡ ❞r✉♠s ✇✐t❤ ❛ r❛❞✐✉s ♦❢ 3µm
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●✷✵✺♥ s❛♠♣❧❡

❚❤❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ r❡s✉❧ts ❛r❡ r❡s✉♠❡❞ ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t❛❜✉❧❛r✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ ✜rst
❢♦✉t❤ ♠♦❞❡s ✐♥ ❬❍③❪✱ t❤❡ ◗ ❢❛❝t♦r ❛♥❞ t❤❡ ♠❡♠❜r❛♥❡ t❡♥s✐♦♥ ✐♥ ❬◆✴♠❪ ❛r❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞✳

55µm ❋✐rst ▼♦❞❡ ❙❡❝♦♥❞ ▼♦❞❡ ❚❤✐r❞ ▼♦❞❡ ❋♦✉rt❤ ▼♦❞❡ ◗❢❛❝t♦r ❚❡♥s✐♦♥
❇✶❈✺ ✼✱✸✵❊✰✵✺ ✶✱✺✺❊✰✵✻ ✷✽✾✱✶ ✵✱✵✵✷✶
❇✷❈✸ ✶✱✵✷❊✰✵✻ ✶✱✹✽❊✰✵✻ ✶✱✻✷❊✰✵✻ ✵✱✵✵✹✶
❇✶❊✶ ✻✱✵✷❊✰✵✺ ✽✱✻✻❊✰✵✺ ✾✱✷✵❊✰✵✺ ✶✱✶✷❊✰✵✻ ✹✼✻✱✷ ✵✱✵✵✶✹

❋✐❣✉r❡ ✹✳✸✾✿ ●✷✵✺ ♠❡❛s✉r❡❞ ❣r❛♣❤❡♥❡ ❞r✉♠s ✇✐t❤ ❛ r❛❞✐✉s ♦❢ 50µm

50µm ❋✐rst ▼♦❞❡ ❙❡❝♦♥❞ ▼♦❞❡ ❚❤✐r❞ ▼♦❞❡ ❋♦✉rt❤ ▼♦❞❡ ◗❢❛❝t♦r ❚❡♥s✐♦♥
❇✶❈✺ ✻✱✸✷❊✰✵✺ ✾✱✽✸❊✰✵✺ ✶✱✵✼❊✰✵✻ ✶✱✸✷❊✰✵✻ ✵✱✵✵✶✸
❆✷❉✷ ✶✱✵✷❊✰✵✻ ✷✱✷✼❊✰✵✻ ✹✻✻✱✶ ✵✱✵✵✵✸
❆✷❆✷ ✶✱✵✻❊✰✵✻ ✵✱✵✵✵✸

❋✐❣✉r❡ ✹✳✹✵✿ ●✷✵✺ ♠❡❛s✉r❡❞ ❣r❛♣❤❡♥❡ ❞r✉♠s ✇✐t❤ ❛ r❛❞✐✉s ♦❢ 45µm

45µm ❋✐rst ▼♦❞❡ ❙❡❝♦♥❞ ▼♦❞❡ ❚❤✐r❞ ▼♦❞❡ ❋♦✉rt❤ ▼♦❞❡ ◗❢❛❝t♦r ❚❡♥s✐♦♥
❇✷❊✺ ✶✱✸✽❊✰✵✻ ✶✱✾✼❊✰✵✻ ✷✹✻✱✶ ✵✱✵✵✺✶
❇✷❇✺ ✾✱✻✺❊✰✵✺ ✶✱✹✾❊✰✵✻ ✶✱✻✽❊✰✵✻ ✶✱✼✽❊✰✵✻ ✶✶✽✱✸ ✵✱✵✵✷✺
❇✶❊✺ ✽✱✼✽❊✰✵✺ ✶✱✷✻❊✰✵✻ ✶✱✹✵❊✰✵✻ ✶✱✺✽❊✰✵✻ ✵✱✵✵✷✶
❇✶❊✸ ✼✱✵✹❊✰✵✺ ✶✱✶✺❊✰✵✻ ✶✱✸✵❊✰✵✻ ✶✱✹✽❊✰✵✻ ✵✱✵✵✶✸
❇✶❉✺ ✼✱✾✹❊✰✵✺ ✶✱✶✸❊✰✵✻ ✶✱✷✺❊✰✵✻ ✶✱✹✽❊✰✵✻ ✹✵✷✱✶ ✵✱✵✵✶✼
❇✶❉✹ ✼✱✼✵❊✰✵✺ ✶✱✷✺❊✰✵✻ ✶✱✹✸❊✰✵✻ ✶✱✼✸❊✰✵✻ ✶✹✾✱✷ ✵✱✵✵✶✻
❇✶❉✸ ✼✱✸✺❊✰✵✺ ✶✱✵✹❊✰✵✻ ✶✱✸✹❊✰✵✻ ✶✱✺✾❊✰✵✻ ✶✻✷✱✸ ✵✱✵✵✶✹
❇✶❈✺ ✼✱✹✼❊✰✵✺ ✶✱✶✾❊✰✵✻ ✶✱✷✻❊✰✵✻ ✶✱✻✶❊✰✵✻ ✶✹✶✱✾ ✵✱✵✵✶✺
❇✶❇✺ ✽✱✶✸❊✰✵✺ ✶✱✷✵❊✰✵✻ ✶✱✸✼❊✰✵✻ ✶✱✺✻❊✰✵✻ ✷✾✸✱✹ ✵✱✵✵✶✼
❆✷❊✸ ✶✱✶✻❊✰✵✻ ✷✱✵✶❊✰✵✻ ✷✱✹✼❊✰✵✻ ✷✱✽✼❊✰✵✻ ✵✱✵✵✸✻
❆✷❉✸ ✶✱✵✾❊✰✵✻ ✶✱✼✻❊✰✵✻ ✷✱✹✼❊✰✵✻ ✹✱✶✹❊✰✵✻ ✶✻✼✱✷ ✵✱✵✵✸✷
❆✷❈✺ ✾✱✼✽❊✰✵✺ ✶✱✸✾❊✰✵✻ ✶✱✽✻❊✰✵✻ ✷✱✵✻❊✰✵✻ ✷✹✶✱✶ ✵✱✵✵✷✺
❆✷❈✹ ✶✱✵✶❊✰✵✻ ✶✱✻✸❊✰✵✻ ✶✱✾✼❊✰✵✻ ✷✱✾✵❊✰✵✻ ✵✱✵✵✷✼
❆✷❆✷ ✶✱✵✽❊✰✵✻ ✶✱✺✵❊✰✵✻ ✶✱✺✽❊✰✵✻ ✷✱✶✼❊✰✵✻ ✵✱✵✵✸✶
❆✷❆✶ ✽✱✾✾❊✰✵✺ ✶✱✻✸❊✰✵✻ ✶✱✾✷❊✰✵✻ ✸✱✵✻❊✰✵✻ ✾✽✱✹ ✵✱✵✵✷✷

❋✐❣✉r❡ ✹✳✹✶✿ ●✷✵✺ ❡❛s✉r❡❞ ❣r❛♣❤❡♥❡ ❞r✉♠s ✇✐t❤ ❛ r❛❞✐✉s ♦❢ 40µm
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40µm ❋✐rst ▼♦❞❡ ❙❡❝♦♥❞ ▼♦❞❡ ❚❤✐r❞ ▼♦❞❡ ❋♦✉rt❤ ▼♦❞❡ ◗❢❛❝t♦r ❚❡♥s✐♦♥
❇✷●✻ ✶✱✵✵❊✰✵✻ ✶✱✺✺❊✰✵✻ ✶✱✼✻❊✰✵✻ ✷✱✾✶❊✰✵✻ ✸✵✵✱✽ ✵✱✵✵✷✶
❇✷●✼ ✾✱✼✵❊✰✵✺ ✶✱✸✻❊✰✵✻ ✶✱✻✵❊✰✵✻ ✶✱✽✾❊✰✵✻ ✵✱✵✵✷✵
❇✷●✺ ✾✱✵✸❊✰✵✺ ✶✱✸✸❊✰✵✻ ✶✱✼✺❊✰✵✻ ✶✱✽✻❊✰✵✻ ✶✾✹✱✻ ✵✱✵✵✶✼
❇✷●✹ ✾✱✶✺❊✰✵✽ ✶✱✸✼❊✰✵✻ ✶✱✹✹❊✰✵✻ ✶✱✽✸❊✰✵✻ ✶✽✼✱✼ ✵✱✵✵✶✽
❇✷❋✼ ✽✱✵✸❊✰✵✺ ✶✱✺✾❊✰✵✻ ✶✱✻✺❊✰✵✻ ✶✱✽✺❊✰✵✻ ✸✸✼✱✾ ✵✱✵✵✶✹
❇✷❊✼ ✽✱✶✸❊✰✵✺ ✶✱✽✺❊✰✵✻ ✶✱✾✽❊✰✵✻ ✷✱✻✽❊✰✵✻ ✸✵✺✱✽ ✵✱✵✵✶✹
❇✷❊✻ ✽✱✹✽❊✰✵✺ ✶✱✸✶❊✰✵✻ ✷✱✶✻❊✰✵✻ ✷✱✸✸❊✰✵✻ ✷✷✶✱✼ ✵✱✵✵✶✺
❇✷❉✹ ✼✱✸✼❊✰✵✺ ✶✱✵✵❊✰✵✻ ✶✱✷✺❊✰✵✻ ✶✱✺✻❊✰✵✻ ✸✶✹✱✾ ✵✱✵✵✶✶
❇✷❈✼ ✽✱✺✼❊✰✵✺ ✶✱✷✷❊✰✵✻ ✶✱✸✵❊✰✵✻ ✶✱✻✻❊✰✵✻ ✷✸✼✱✷ ✵✱✵✵✶✺
❇✷❇✷ ✽✱✾✽❊✰✵✺ ✶✱✷✹❊✰✵✻ ✶✱✻✽❊✰✵✻ ✶✱✽✸❊✰✵✻ ✶✻✾✱✺ ✵✱✵✵✶✼
❇✷❆✶ ✶✱✵✷❊✰✵✻ ✶✱✻✾❊✰✵✻ ✸✱✷✶❊✰✵✻ ✵✱✵✵✷✷
❆✷❋✹ ✶✱✼✼❊✰✵✻ ✷✱✾✶❊✰✵✻ ✺✱✵✻❊✰✵✻ ✺✱✻✷❊✰✵✻ ✵✱✵✵✻✺

❋✐❣✉r❡ ✹✳✹✷✿ ●✷✵✺ ❡❛s✉r❡❞ ❣r❛♣❤❡♥❡ ❞r✉♠s ✇✐t❤ ❛ r❛❞✐✉s ♦❢ 35µm

35µm ❋✐rst ▼♦❞❡ ❙❡❝♦♥❞ ▼♦❞❡ ❚❤✐r❞ ▼♦❞❡ ❋♦✉rt❤ ▼♦❞❡ ◗❢❛❝t♦r ❚❡♥s✐♦♥
❇✷●✺ ✶✱✶✻❊✰✵✻ ✷✱✼✹❊✰✵✻ ✵✱✵✵✷✷
❇✷❋✸ ✶✱✶✶❊✰✵✻ ✶✱✻✶❊✰✵✻ ✷✱✵✸❊✰✵✻ ✸✱✶✹❊✰✵✻ ✶✽✸✱✺ ✵✱✵✵✷✵
❇✷❊✺ ✶✱✵✺❊✰✵✻ ✶✱✹✼❊✰✵✻ ✶✱✼✸❊✰✵✻ ✶✱✾✹❊✰✵✻ ✷✱✵✵❊✰✵✷ ✵✱✵✵✶✽
❇✷❊✹ ✽✱✸✼❊✰✵✺ ✶✱✶✼❊✰✵✻ ✶✱✹✵❊✰✵✻ ✶✱✼✹❊✰✵✻ ✶✻✺✱✻ ✵✱✵✵✶✶
❇✷❈✺ ✾✱✵✷❊✰✵✺ ✶✱✷✻❊✰✵✻ ✶✱✽✷❊✰✵✻ ✶✱✾✹❊✰✵✻ ✶✻✸✱✽ ✵✱✵✵✶✸
❇✷❈✹ ✶✱✵✽❊✰✵✻ ✶✱✹✾❊✰✵✻ ✶✱✼✶❊✰✵✻ ✷✱✵✵❊✰✵✻ ✵✱✵✵✶✾
❇✷❇✻ ✶✱✶✶❊✰✵✻ ✶✱✼✻❊✰✵✻ ✶✱✾✽❊✰✵✻ ✷✱✷✽❊✰✵✻ ✷✻✸✱✶ ✵✱✵✵✷✵
❇✷❇✹ ✶✱✵✾❊✰✵✻ ✶✱✺✼❊✰✵✻ ✶✱✾✸❊✰✵✻ ✷✱✷✵❊✰✵✻ ✶✺✻✱✼ ✵✱✵✵✶✾
❆✷●✷ ✶✱✼✺❊✰✵✻ ✹✱✵✶❊✰✵✻ ✷✺✺✱✻ ✵✱✵✵✹✾
❆✷❋✹ ✶✱✼✼❊✰✵✻ ✷✱✾✶❊✰✵✻ ✺✱✵✻❊✰✵✻ ✺✱✻✷❊✰✵✻ ✵✱✵✵✺✵
❆✷❇✹ ✶✱✻✶❊✰✵✻ ✸✱✶✾❊✰✵✻ ✹✱✽✵❊✰✵✻ ✶✻✵✱✺ ✵✱✵✵✹✷
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❋✐❣✉r❡ ✹✳✹✸✿ ●✷✵✺ ♠❡❛s✉r❡❞ ❣r❛♣❤❡♥❡ ❞r✉♠s ✇✐t❤ ❛ r❛❞✐✉s ♦❢ 30µm

30µm ❋✐rst ▼♦❞❡ ❙❡❝♦♥❞ ▼♦❞❡ ❚❤✐r❞ ▼♦❞❡ ❋♦✉rt❤ ▼♦❞❡ ◗❢❛❝t♦r ❚❡♥s✐♦♥
❇✷❇✺ ✶✱✷✹❊✰✵✻ ✶✱✾✵❊✰✵✻ ✷✱✵✽❊✰✵✻ ✷✱✻✾❊✰✵✻ ✶✵✱✷✷✵✽✻✺✻✷ ✵✱✵✵✶✽
❇✷❆✼ ✶✱✹✽❊✰✵✻ ✷✱✷✽❊✰✵✻ ✷✱✾✹❊✰✵✻ ✸✱✶✾❊✰✵✻ ✷✼✼✱✷✸✺✸✶✻✶ ✵✱✵✵✷✻
❇✷❆✺ ✾✱✽✽❊✰✵✺ ✶✱✹✹❊✰✵✻ ✶✱✻✷❊✰✵✻ ✷✱✵✹❊✰✵✻ ✾✼✱✺✼✽✻✺✶✶✸ ✵✱✵✵✶✷
❆✷●✸ ✶✱✽✷❊✰✵✻ ✷✱✺✶❊✰✵✻ ✸✱✶✶❊✰✵✻ ✸✱✹✻❊✰✵✻ ✶✽✹✱✽✷✹✺✵✽ ✵✱✵✵✸✾
❆✷❋✶ ✶✱✻✷❊✰✵✻ ✷✱✸✹❊✰✵✻ ✷✱✼✻❊✰✵✻ ✸✱✷✽❊✰✵✻ ✶✻✼✱✵✶✶✹✾✹✸ ✵✱✵✵✸✶
❆✷❉✻ ✶✱✻✺❊✰✵✻ ✷✱✺✹❊✰✵✻ ✸✱✸✸❊✰✵✻ ✸✱✽✻❊✰✵✻ ✷✺✷✱✸✻✹✾✻✽ ✵✱✵✵✸✷
❆✷❆✶ ✶✱✽✶❊✰✵✻ ✷✱✹✼❊✰✵✻ ✷✱✼✷❊✰✵✻ ✸✱✶✵❊✰✵✻ ✷✵✻✱✸✶✸✸✾✵✸ ✵✱✵✵✸✾

❋✐❣✉r❡ ✹✳✹✹✿ ●✷✵✺ ♠❡❛s✉r❡❞ ❣r❛♣❤❡♥❡ ❞r✉♠s ✇✐t❤ ❛ r❛❞✐✉s ♦❢ 25µm
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25µm ❋✐rst ▼♦❞❡ ❙❡❝♦♥❞ ▼♦❞❡ ❚❤✐r❞ ▼♦❞❡ ❋♦✉rt❤ ▼♦❞❡ ◗❢❛❝t♦r ❚❡♥s✐♦♥
❆✷❊✾ ✶✱✹✹❊✰✵✻ ✶✱✽✸❊✰✵✻ ✷✱✺✷❊✰✵✻ ✸✱✷✾❊✰✵✻ ✽✾✱✼ ✵✱✵✵✶✼
❆✷❉✾ ✶✱✼✶❊✰✵✻ ✷✱✾✽❊✰✵✻ ✹✱✶✷❊✰✵✻ ✶✶✵✱✽ ✵✱✵✵✷✹
❆✷❇✻ ✶✱✾✽❊✰✵✻ ✷✱✺✵❊✰✵✻ ✸✱✵✽❊✰✵✻ ✽✺✱✻ ✵✱✵✵✸✷
❆✷❇✹ ✶✱✼✵❊✰✵✻ ✷✱✸✷❊✰✵✻ ✷✱✼✸❊✰✵✻ ✸✱✶✺❊✰✵✻ ✶✱✺✼❊✰✵✷ ✵✱✵✵✷✸
❆✷❆✹ ✶✱✷✾❊✰✵✻ ✶✱✾✻❊✰✵✻ ✷✱✹✽❊✰✵✻ ✸✱✵✽❊✰✵✻ ✷✵✺✱✺ ✵✱✵✵✶✹
❆✷❆✸ ✷✱✶✷❊✰✵✻ ✸✱✺✹❊✰✵✻ ✹✱✽✹❊✰✵✻ ✺✱✸✺❊✰✵✻ ✶✸✼✱✼ ✵✱✵✵✸✻
❆✷❆✷ ✶✱✹✼❊✰✵✻ ✸✱✷✽❊✰✵✻ ✽✶✱✾ ✵✱✵✵✶✼
❆✷❆✶ ✷✱✸✼❊✰✵✻ ✸✱✷✻❊✰✵✻ ✹✱✻✸❊✰✵✻ ✵✱✵✵✹✻

❋✐❣✉r❡ ✹✳✹✺✿ ●✷✵✺ ♠❡❛s✉r❡❞ ❣r❛♣❤❡♥❡ ❞r✉♠s ✇✐t❤ ❛ r❛❞✐✉s ♦❢ 20µm

20µm ❋✐rst ▼♦❞❡ ❙❡❝♦♥❞ ▼♦❞❡ ❚❤✐r❞ ▼♦❞❡ ❋♦✉rt❤ ▼♦❞❡ ◗❢❛❝t♦r ❚❡♥s✐♦♥
❇✷●✼ ✶✱✾✵❊✰✵✻ ✷✱✹✽❊✰✵✻ ✸✱✶✺❊✰✵✻ ✸✱✺✼❊✰✵✻ ✶✸✵✱✶ ✵✱✵✵✶✾
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❋✐❣✉r❡ ✹✳✹✻✿ ●✷✵✺ ♠❡❛s✉r❡❞ ❣r❛♣❤❡♥❡ ❞r✉♠s ✇✐t❤ ❛ r❛❞✐✉s ♦❢ 15µm

15µm ❋✐rst ▼♦❞❡ ❙❡❝♦♥❞ ▼♦❞❡ ❚❤✐r❞ ▼♦❞❡ ❋♦✉rt❤ ▼♦❞❡ ◗❢❛❝t♦r ❚❡♥s✐♦♥
❇✷▲✾ ✷✱✵✾❊✰✵✻ ✸✱✶✵❊✰✵✻ ✹✱✹✻❊✰✵✻ ✹✱✾✷❊✰✵✻ ✵✱✵✵✶✸
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❆✷❉✺ ✹✱✷✽❊✰✵✵ ✺✱✺✹❊✰✵✻ ✶✷✹✱✾ ✵✱✵✵✺✹
❆✷❈✺ ✺✱✶✾❊✰✵✻ ✵✱✵✵✽✵
❆✷❈✹ ✸✱✷✷❊✰✵✻ ✹✱✷✼❊✰✵✻ ✼✱✻✾❊✰✵✻ ✾✱✶✹❊✰✵✻ ✶✷✵✱✻ ✵✱✵✵✸✶

❋✐❣✉r❡ ✹✳✹✼✿ ●✷✵✺ ♠❡❛s✉r❡❞ ❣r❛♣❤❡♥❡ ❞r✉♠s ✇✐t❤ ❛ r❛❞✐✉s ♦❢ 10µm

10µm ❋✐rst ▼♦❞❡ ❙❡❝♦♥❞ ▼♦❞❡ ❚❤✐r❞ ▼♦❞❡ ❋♦✉rt❤ ▼♦❞❡ ◗❢❛❝t♦r ❚❡♥s✐♦♥
❇✷❈✹ ✸✱✶✸❊✰✵✻ ✼✱✺✾❊✰✵✻ ✾✱✻✵❊✰✵✻ ✶✱✶✹❊✰✵✼ ✵✱✵✵✶✸
❇✷❇✹ ✺✱✹✶❊✰✵✻ ✼✱✻✻❊✰✵✻ ✾✱✽✶❊✰✵✻ ✶✱✶✾❊✰✵✼ ✵✱✵✵✸✽
❇✷❆✽ ✹✱✶✹❊✰✵✻ ✺✱✶✺❊✰✵✻ ✼✱✷✽❊✰✵✻ ✶✱✷✽❊✰✵✼ ✶✷✶✱✺ ✵✱✵✵✷✸
❇✷❆✼ ✽✱✵✻❊✰✵✻ ✵✱✵✵✽✺
❆✷❈✹ ✾✱✶✸❊✰✵✺ ✺✷✱✷ ✵✱✵✵✵✶
❆✷❇✸ ✺✱✹✻❊✰✵✻ ✽✱✽✷❊✰✵✻ ✶✱✶✺❊✰✵✼ ✶✱✸✽❊✰✵✼ ✵✱✵✵✸✾
❆✷❇✸ ✻✱✹✷❊✰✵✻ ✽✱✾✶❊✰✵✻ ✾✱✾✾❊✰✵✻ ✶✱✶✶❊✰✵✽ ✶✸✶✱✽ ✵✱✵✵✺✹
❆✷❆✸ ✹✱✹✷❊✰✵✻ ✻✱✸✾❊✰✵✻ ✼✱✸✽❊✰✵✻ ✽✱✺✸❊✰✵✻ ✽✾✱✾ ✵✱✵✵✷✻
❆✷❆✷ ✽✱✽✽❊✰✵✻ ✵✱✵✶✵✹

❋✐❣✉r❡ ✹✳✹✽✿ ●✷✵✺ ♠❡❛s✉r❡❞ ❣r❛♣❤❡♥❡ ❞r✉♠s ✇✐t❤ ❛ r❛❞✐✉s ♦❢ 5µm
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●✷✶✼

❚❤❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ r❡s✉❧ts ❛r❡ r❡s✉♠❡❞ ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t❛❜✉❧❛r✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ ✜rst
❢♦✉t❤ ♠♦❞❡s ✐♥ ❬❍③❪✱ t❤❡ ◗ ❢❛❝t♦r ❛♥❞ t❤❡ ♠❡♠❜r❛♥❡ t❡♥s✐♦♥ ✐♥ ❬◆✴♠❪ ❛r❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞✳

50µm ❋✐rst ▼♦❞❡ ❙❡❝♦♥❞ ▼♦❞❡ ❚❤✐r❞ ▼♦❞❡ ❋♦✉rt❤ ▼♦❞❡ ◗❢❛❝t♦r ❚❡♥s✐♦♥
❈✸❆✶ ✶✱✺✾❊✰✵✻ ✷✱✷✻❊✰✵✻ ✸✱✶✵❊✰✵✻ ✸✱✺✶❊✰✵✻ ✾✱✶✹✰✵✷ ✵✱✵✵✽

❋✐❣✉r❡ ✹✳✹✾✿ ●✷✶✼ ♠❡❛s✉r❡❞ ❣r❛♣❤❡♥❡ ❞r✉♠s ✇✐t❤ ❛ r❛❞✐✉s ♦❢ 50µm

40µm ❋✐rst ▼♦❞❡ ❙❡❝♦♥❞ ▼♦❞❡ ❚❤✐r❞ ▼♦❞❡ ❋♦✉rt❤ ▼♦❞❡ ◗❢❛❝t♦r ❚❡♥s✐♦♥
❈✸❇✸ ✷✱✵✼❊✰✵✻ ✸✱✵✻❊✰✵✻ ✸✱✷✵❊✰✵✻ ✸✱✺✷❊✰✵✻ ✺✷✹ ✵✱✵✵✽
❈✸❆✸ ✶✱✻✹❊✰✵✻ ✷✱✺✺❊✰✵✻ ✸✱✶✺❊✰✵✻ ✸✱✺✶❊✰✵✻ ✵✱✵✵✼

❋✐❣✉r❡ ✹✳✺✵✿ ●✷✶✼❡❛s✉r❡❞ ❣r❛♣❤❡♥❡ ❞r✉♠s ✇✐t❤ ❛ r❛❞✐✉s ♦❢ 40µm

20µm ❋✐rst ▼♦❞❡ ❙❡❝♦♥❞ ▼♦❞❡ ❚❤✐r❞ ▼♦❞❡ ❋♦✉rt❤ ▼♦❞❡ ◗❢❛❝t♦r ❚❡♥s✐♦♥
❈✸❊✺ ✷✱✸✶❊✰✵✻ ✸✱✸✺❊✰✵✻ ✹✱✹✻❊✰✵✻ ✹✱✻✵❊✰✵✻ ✵✱✵✵✷
❈✸❇✹ ✶✱✽✷❊✰✵✻ ✷✱✻✻❊✰✵✻ ✷✱✾✻❊✰✵✻ ✸✱✻✶❊✰✵✻ ✶✱✺✶❊✰✵✸ ✵✱✵✵✶
❈✸❇✸ ✶✱✾✹❊✰✵✻ ✷✱✽✹❊✰✵✻ ✸✱✸✵❊✰✵✻ ✹✱✵✺❊✰✵✻ ✵✱✵✵✷
❈✸❆✷ ✷✱✼✻❊✰✵✻ ✸✱✽✺❊✰✵✻ ✹✱✻✸❊✰✵✻ ✺✱✷✵❊✰✵✻ ✵✱✵✵✸

❋✐❣✉r❡ ✹✳✺✶✿ ●✷✶✼ ♠❡❛s✉r❡❞ ❣r❛♣❤❡♥❡ ❞r✉♠s ✇✐t❤ ❛ r❛❞✐✉s ♦❢ 20µm

10µm ❋✐rst ▼♦❞❡ ❙❡❝♦♥❞ ▼♦❞❡ ❚❤✐r❞ ▼♦❞❡ ❋♦✉rt❤ ▼♦❞❡ ◗❢❛❝t♦r ❚❡♥s✐♦♥
❈✸❆✶ ✷✱✹✸❊✰✵✻ ✸✱✻✾❊✰✵✻ ✺✱✵✵❊✰✵✻ ✽✱✽✼❊✰✵✻ ✵✱✵✵✵✽

❋✐❣✉r❡ ✹✳✺✷✿ ●✷✶✼ ♠❡❛s✉r❡❞ ❣r❛♣❤❡♥❡ ❞r✉♠s ✇✐t❤ ❛ r❛❞✐✉s ♦❢ 10µm
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Chapter 5

❉✐s❝✉ss✐♦♥ ♦❢ r❡s✉❧ts

■♥ ♦r❞❡r t♦ ♦❜t❛✐♥ ❛ ❣r❡❛t ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ s❛♠♣❧❡s ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞✱ ✐t ✇❛s ❞❡❝✐❞❡❞
t♦ st✉❞② t❤❡✐r ❛✈❡r❛❣❡ ❜❡❤❛✈✐♦r✳ ●✐✈❡♥ t❤❡ ❤✐❣❤ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♠❡♠❜r❛♥❡s ✇❤✐❝❤ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥
♠❡❛s✉r❡❞✱ t❤✐s ✇❛s ♠❛❞❡ ♦♥ t❤❡ ❊P❋▲ s❛♠♣❧❡ ❛♥❞ ♦♥ t❤❡ ●✷✵✺♥ s❛♠♣❧❡✳ ❚❤✐s t②♣❡ ♦❢
st✉❞② ❧❡❛❞s t♦ ♦❜t❛✐♥ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ ✜rst ♠❡❛s✉r❡❞ ♠♦❞❡s✱ ❞❡r✐✈✐♥❣ t❤❡✐r
st❛♥❞❛r❞ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ❛♥❞ r❡♣r❡s❡♥t✐♥❣ t❤❡♠ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❞✐❛♠❡t❡r ♦❢ t❤❡ ♠❡♠❜r❛♥❡s✳
❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ s✐♥❝❡ ❛❧❧ t❤❡ ♠❡♠❜r❛♥❡s ❛r❡ t❡♥s✐♦♥❡❞✱ ❛♥ ❛✈❡r❛❣❡ t❡♥s✐♦♥ ❤❛s ❜❡❡♥
♦❜t❛✐♥❡❞ ❛♥❞ ✐t ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ✿ σEPFL❂✵✳✵✵✺ ❬◆✴♠❪ ❢♦r t❤❡ ❊P❋▲ s❛♠♣❧❡ ❛♥❞
σG205n❂✵✳✵✵✸❬◆✴♠❪ ❢♦r ●✷✵✺♥✳ ■♥ t❤❡ t✇♦ ❣r❛♣❤s ❜❡❧♦✇✱ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ tr❡♥❞s ♦❢ t❤❡ ✜rst
♠♦❞❡s ✐♥ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ❞✐❛♠❡t❡r ♦❢ t❤❡ ❝✐r❝✉❧❛r ♠❡♠❜r❛♥❡s ❛r❡ t❤❡♥ r❡♣♦rt❡❞ ❢♦r ❡❛❝❤
s❛♠♣❧❡✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ t❡♥s✐♦♥ ✈❛❧✉❡s ♦❜t❛✐♥❡❞✱ ✐t ✇❛s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦
❝❛❧❝✉❧❛t❡ t❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝② ♦❢ t❤❡ ✜rst ♠♦❞❡ ❢♦r ❡❛❝❤ r❛❞✐✉s ❜② ✉s✐♥❣

Ω1,i =
2.404

Ri

√

σAverage

ρh
✭✺✳✶✮

✇❤❡r❡ Ω1,i ✐s t❤❡ ✜rst ♠♦❞❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ t❤❡ r❛❞✐✉s ✐✱ Ri ✐s t❤❡ ✐ r❛❞✐✉s ✱ ✷✳✹✵✹
❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ♣r♦♣❡r ♦❢ ✜rst ♠♦❞❡✱ ρ ✐s t❤❡ ♠❛ss ❞❡♥s✐t② ♦❢ ❣r❛♣❤❡♥❡✱ ❤
✐s t❤❡ ❤❡✐❣❤t ❛♥❞ σAverage ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ t❡♥s✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s❛♠♣❧❡✳ ❚❤❛♥❦s t♦
t❤✐s ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ✐t ✇❛s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ♦❜t❛✐♥ t❤❡ ❜❡st ✜t ♦❢ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❞❛t❛✳ ❚❤✐s ✐s
r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❣r❡❡♥ ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❣r❛♣❤s✳ ❆s ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ ✐♥ ❜♦t❤ ❝❛s❡s✱ ❊P❋▲ ❛♥❞
●✷✵✺♥ s❛♠♣❧❡s✱ t❤❡ tr❡♥❞ r❡s✉❧ts t♦ ❜❡ ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ t♦ ✶✴❘✱ ❛s ♣r❡❞✐❝t❡❞ ❜② ❝✐r❝✉❧❛r
♠❡♠❜r❛♥❡ t❤❡♦r②✳ ▼❡♠❜r❛♥❡s ✇✐t❤ ❛ s❤♦rt ❞✐❛♠❡t❡r ❤❛✈❡ ❛♥ ❤✐❣❤❡r ❢r❡q✉❡♥❝② ✐♥
r❡s♣❡❝t t♦ t❤♦s❡ ✇✐t❤ ❛ ❧❛r❣❡r ❞✐❛♠❡t❡r✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ t❤❡ t✇♦ s❛♠♣❧❡s s❤♦✇ ❛✈❡r❛❣❡
t❡♥s✐♦♥s t❤❛t ❛♣♣❡❛r t♦ ❤❛✈❡ t❤❡ s❛♠❡ ♦r❞❡r ♦❢ ♠❛❣♥✐t✉❞❡✳ ❚❤✐s ❧❡❛❞s t♦ ♥♦t❡ t❤❛t t❤❡
t✇♦ ♠❡❛s✉r❡❞ s❛♠♣❧❡s✱ ❊P❋▲ ❛♥❞ ●✷✵✺♥✱ r❡♣♦rt ✈❡r② s✐♠✐❧❛r ❢r❡q✉❡♥❝② ❜❡❤❛✈✐♦rs✳

✽✶
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❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✿ ❆✈❡r❛❣❡ ❢r❡q✉❡♥❝② ✇✐t❤ st❛♥❞❛r❞ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ✈s ❞✐❛♠❡t❡r ♦❢ t❤❡ ❊P❋▲ s❛♠♣❧❡

❉✐❛♠❡t❡r µm ❆✈❡r❛❣❡ ❋✐rst ▼♦❞❡ ❉❡✈✳❙t
✺✵ ✶✱✵✽❊✰✵✻ ✹✱✽✷❊✰✵✺
✷✺ ✷✱✺✼❊✰✵✻ ✸✱✽✷❊✰✵✺
✷✵ ✹✱✵✻❊✰✵✻ ✸✱✸✷❊✰✵✺
✶✼✱✺ ✸✱✼✸❊✰✵✻ ✽✱✷✼❊✰✵✺
✶✺ ✸✱✽✾❊✰✵✻ ✽✱✸✺❊✰✵✺
✶✵ ✺✱✾✶❊✰✵✻ ✺✱✾✷❊✰✵✺
✾ ✼✱✽✾❊✰✵✻ ✶✱✶✵❊✰✵✻
✻ ✽✱✻✵❊✰✵✻ ✶✱✹✺❊✰✵✻
✺ ✶✱✶✵❊✰✵✼ ✷✱✶✼❊✰✵✻
✹ ✶✱✷✷❊✰✵✼ ✸✱✵✻❊✰✵✻
✸ ✶✱✷✾❊✰✵✼ ✼✱✸✵❊✰✵✺

❋✐❣✉r❡ ✺✳✷✿ ❆✈❡r❛❣❡ ❢r❡q✉❡♥❝② ✈❛❧✉❡s ✇✐t❤ st❛♥❞❛r❞ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ♦❢ ❊P❋▲ s❛♠♣❧❡



✽✸

❋✐❣✉r❡ ✺✳✸✿ ❆✈❡r❛❣❡ ❢r❡q✉❡♥❝② ✇✐t❤ st❛♥❞❛r❞ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ✈s ❞✐❛♠❡t❡r ♦❢ t❤❡ ●✷✵✺ s❛♠♣❧❡

❉✐❛♠❡t❡r µm ❆✈❡r❛❣❡ ❋✐rst ▼♦❞❡ ❉❡✈✳❙t
✺✺ ✼✱✽✹❊✰✺ ✷✱✶✹❊✰✺
✺✵ ✾✱✵✹❊✰✺ ✷✱✸✻❊✰✺
✹✺ ✾✱✸✸❊✰✺ ✶✱✽✽❊✰✺
✹✵ ✾✱✻✶❊✰✺ ✷✱✻✽❊✰✺
✸✺ ✶✱✸✹❊✰✻ ✹✱✹✸❊✰✺
✸✵ ✶✱✺✷❊✰✻ ✸✱✵✻❊✰✺
✷✺ ✶✱✼✻❊✰✻ ✸✱✼✵❊✰✺
✷✵ ✷✱✺✽❊✰✻ ✾✱✻✾❊✰✺
✶✺ ✷✱✽✸❊✰✻ ✶✱✺✷❊✰✻
✶✵ ✺✱✷✵❊✰✻ ✷✱✹✹❊✰✻

❋✐❣✉r❡ ✺✳✹✿ ❆✈❡r❛❣❡ ❢r❡q✉❡♥❝② ✈❛❧✉❡s ✇✐t❤ st❛♥❞❛r❞ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ♦❢ ●✷✵✺♥ s❛♠♣❧❡
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❚❤❡ s❛♠❡ st✉❞② ❤❛s ❜❡❡♥ ❞♦♥❡ ❢♦r t❤❡ ◗ ❋❛❝t♦r✳ ❆s ❝❧❡❛r❧② ❡✈✐❞❡♥t✱ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ◗
❢❛❝t♦rs ❢♦r ❜♦t❤ s❛♠♣❧❡s ❞♦ ♥♦t ❢♦❧❧♦✇ ❛ ♣❛rt✐❝✉❧❛r tr❡♥❞✱ ❜✉t ✐ts ✈❛❧✉❡s ✐♥ ❜♦t❤ s❛♠♣❧❡s
❛r❡ r❡❞✉❝❡❞ ❛s t❤❡ ❞✐❛♠❡t❡r ❞❡❝r❡❛s❡s✳ ❚❤✐s ✐s ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❞✐✣❝✉❧t② ✐♥ ♦❜t❛✐♥✐♥❣ ❛ ❝❧❡❛r
s✐❣♥❛❧ ❢r♦♠ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ✉s✐♥❣ t❤❡ ❱✐❜r♦♠❡t❡r ❢♦r ♠❡♠❜r❛♥❡ ✇✐t❤ ❛ s❤♦rt
r❛❞✐✉s ❛♥❞ ✐t ❛❧s♦ ❜❡❝♦♠❡s ♠♦r❡ ❞✐✣❝✉❧t t♦ ♠❛❦❡ ❛ ❣♦♦❞ ◆♦♥ ❧✐♥❡❛r ▲♦r❡♥t✐❛♥ ✜t ❜②
✉s✐♥❣ ❖r✐❣✐♥✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ◗ ❢❛❝t♦r ✈❛❧✉❡s ♦❜t❛✐♥❡❞✱ ❢♦r ❜♦t❤ s❛♠♣❧❡s✱ ❤❛✈❡
t❤❡ s❛♠❡ ♦r❞❡r ♦❢ ♠❛❣♥✐t✉❞❡✳

❋✐❣✉r❡ ✺✳✺✿ ❆✈❡r❛❣❡ ◗ ❢❛❝t♦r ✇✐t❤ st❛♥❞❛r❞ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ✈s ❞✐❛♠❡t❡r ♦❢ t❤❡ ❊P❋▲ s❛♠♣❧❡

❉✐❛♠❡t❡r µm ◗ ❢❛❝t♦r ❉❡✈✳❙t
✺✵ ✷✵✵✱✽ ✾✸✱✸
✷✺ ✷✵✵✱✸ ✶✵✹✱✸
✷✵ ✷✵✸✱✻ ✺✶
✶✼✱✺ ✷✵✻✱✹ ✹✺✱✹
✶✺ ✷✶✵✱✻ ✾✾✱✺
✶✵ ✶✸✶✱✶ ✺✽✱✽
✾ ✽✽✱✺ ✶✾✱✽
✻ ✾✺✱✼ ✶✼✱✻
✺ ✶✵✹✱✷ ✷✼✱✺
✹ ✼✸✱✶ ✽✷✱✺
✸ ✽✵✱✽ ✹✶✱✸

❋✐❣✉r❡ ✺✳✻✿ ❆✈❡r❛❣❡ ◗ ❢❛❝t♦r ✈❛❧✉❡s ✇✐t❤ st❛♥❞❛r❞ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ♦❢ ❊P❋▲ s❛♠♣❧❡



✽✺

❋✐❣✉r❡ ✺✳✼✿ ❆✈❡r❛❣❡ ◗ ❢❛❝t♦r ✇✐t❤ st❛♥❞❛r❞ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ✈s ❞✐❛♠❡t❡r ♦❢ t❤❡ ●✷✵✺♥ s❛♠♣❧❡

❉✐❛♠❡t❡r µm ◗ ❢❛❝t♦r ❉❡✈✳❙t
✺✺ ✸✽✷✱✻ ✶✸✷✱✸
✺✵ ✹✻✻✱✶ ✵
✹✺ ✷✵✷✱✶ ✾✸✱✻
✹✵ ✷✺✷✱✸ ✻✸✱✷
✸✺ ✶✽✻✱✸ ✹✶✱✸
✸✵ ✶✼✵✱✽ ✾✶✱✽
✷✺ ✶✷✹✱✸ ✹✺✱✼
✷✵ ✶✸✵✱✶ ✵
✶✺ ✶✶✽✱✽ ✻✱✺
✶✵ ✾✽✱✾ ✸✺✱✾

❋✐❣✉r❡ ✺✳✽✿ ❆✈❡r❛❣❡ ◗ ❢❛❝t♦r ✈❛❧✉❡s ✇✐t❤ st❛♥❞❛r❞ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ♦❢ ●✷✵✺♥ s❛♠♣❧❡

✺
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✺✳✶ ❙♣❧✐tt✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡s

❚❤✐s t②♣❡ ♦❢ ❛✈❡r❛❣❡ ❛♥❛❧②s✐s ✇❛s ❝❛rr✐❡❞ ♦✉t ❜② ❝♦❧❧❡❝t✐♥❣ t❤❡ ✈❛❧✉❡s r❡♣♦rt❡❞ ❜② t❤❡
✜rst ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ ♠♦❞❡ ❢♦r ❡❛❝❤ s❛♠♣❧❡s✳ ❚❤❡ r❡❛s♦♥ ✐s t❤❛t ♠♦st ♦❢ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡❞
❣r❛♣❤❡♥❡ ♠❡♠❜r❛♥❡s r❡♣♦rt t❤❡ ♣❤❡♥♦♠❡♥♦♥ ♦❢ s♣❧✐tt✐♥❣ ♠♦❞❡s✱ ❛s s❤♦✇♥ ✐♥ ❬✷✼❪✳ ❚❤✐s
s♣❧✐tt✐♥❣ ♦❢ ♠♦❞❡s✱ ❛s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s s❡❝t✐♦♥✱ str✐❝t❧② ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡
♦❢ ❝r❛❝❦s ✐♥ t❤❡ ♠❡♠❜r❛♥❡ ❛♥❞ ✐t ✐s ❞✉❡ t♦ ❛ s②♠♠❡tr② ❜r❡❛❦✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❝✐r❝✉❧❛r
♠❡♠❜r❛♥❡✳ ❆s r❡♣♦rt❡❞ ✐♥ t❤❡ ✜❣✉r❡ ❜❡❧♦✇✱ t❤❡r❡ ❛r❡ s✐① ❝❛s❡s ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡
♣❤❡♥♦♠❡♥♦♥ ♦❢ ♠♦❞❡ s♣❧✐tt✐♥❣ ❛♣♣❡❛r✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ ❤✐❣❤❧✐❣❤t t❤✐s ♣❤❡♥♦♠❡♥♦♥✱ t❤❡
❢r❡q✉❡♥❝✐❡s ✇❤✐❝❤ t❤❡ ♠♦❞❡s s❤♦✉❧❞ ❤❛✈❡ ✇✐t❤♦✉t t❤❡ s♣❧✐t ❛r❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞✳ ❉✉❡ t♦ t❤❡
❝✐r❝✉❧❛r ♠❡♠❜r❛♥❡ t❤❡♦r②✱ t❤❡ ♠♦❞❡s ❛r❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s ✿

Ωi =
αi

α1

Ω1 ✭✺✳✷✮

✇❤❡r❡ Ωi ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ ❢rq✉❡♥❝② ♦❢ t❤❡ ✐ ♠♦❞❡✱ αi ✐s t❤❡ s♣❡❝✐✜❝ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ♦❢ ♠♦❞❡
✐✱ α1 ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥t r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ ✜rst ♠♦❞❡ ❛♥❞ Ω1 ✐s t❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝② ♦❢
t❤❡ ✜rst ♠♦❞❡✳ ❚❤❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ ✜rst t❤r❡❡ ♠♦❞❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ α1 ❂ ✷✳✹✵✹✱
α2 ❂ ✸✳✽✸✷ ❛♥❞ α3 ❂ ✺✳✶✸✺✳ ■♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ s♣❡❝tr✉♠ t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❛♥❞ t❤❡
t❤✐r❞ ♠♦❞❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❜② ✉s✐♥❣ t❤❡ t❤❡♦r② ❛r❡ r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❜❧✉❡ ❧✐♥❡✳

❋✐❣✉r❡ ✺✳✾✿ ❋r❡q✉❡♥❝② s♣❡❝tr✉♠ ♦❢ ❇✷❍✶ ♠❡♠❜r❛♥❡✱ t❤❡ ❜❧✉❡ ❧✐♥❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡
♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❛♥❞ t❤✐r❞ ♠♦❞❡s
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❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✵✿ ❋r❡q✉❡♥❝② s♣❡❝tr✉♠ ♦❢ ❇✷❇✶✶ ♠❡♠❜r❛♥❡✱ t❤❡ ❜❧✉❡ ❧✐♥❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡
♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❛♥❞ t❤✐r❞ ♠♦❞❡s

❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✶✿ ❋r❡q✉❡♥❝② s♣❡❝tr✉♠ ♦❢ ❈✸❋✹ ♠❡♠❜r❛♥❡✱ t❤❡ ❜❧✉❡ ❧✐♥❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡
♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❛♥❞ t❤✐r❞ ♠♦❞❡s
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❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✷✿ ❋r❡q✉❡♥❝② s♣❡❝tr✉♠ ♦❢ ❈✸❍✻ ♠❡♠❜r❛♥❡✱ t❤❡ ❜❧✉❡ ❧✐♥❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡
♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❛♥❞ t❤✐r❞ ♠♦❞❡s

❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✸✿ ❋r❡q✉❡♥❝② s♣❡❝tr✉♠ ♦❢ ❈✸■✶✵ ♠❡♠❜r❛♥❡✱ t❤❡ ❜❧✉❡ ❧✐♥❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡
♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❛♥❞ t❤✐r❞ ♠♦❞❡s
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❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✹✿ ❋r❡q✉❡♥❝② s♣❡❝tr✉♠ ♦❢ ❇✶❆✹ ♠❡♠❜r❛♥❡✱ t❤❡ ❜❧✉❡ ❧✐♥❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡
♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❛♥❞ t❤✐r❞ ♠♦❞❡s



✾✵ ❈❍❆P❚❊❘ ✺✳ ❉■❙❈❯❙❙■❖◆ ❖❋ ❘❊❙❯▲❚❙

❯s✐♥❣ ❈♦♠s♦❧ ✐t ✐s ❛❧s♦ ♣♦ss✐❜❧❡ ♠❛❦❡ ❛♥ ❛❝❝✉r❛t❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥✱ ❞✉❡ t♦ ❛ s✐♠♣❧❡r ❣❡♦♠❡tr②
s❤❛♣❡ ♦❢ t❤❡ ♠❡♠❜r❛♥❡ ❇✶❆✹ ♦❢ t❤❡ ❊P❋▲ s❛♠♣❧❡✱ ♦♥❡ ♦❜t❛✐♥s t❤❡ ♠♦❞❡ s❤❛♣❡ ❛♥❞ t❤❡
❡✐❣❡♥❢r❡q✉❡♥❝✐❡s ♦❢ t❤❡ ♠❡♠❜r❛♥❡✳ ❚❤❛♥❦s t♦ ❛♥ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡
❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ✈❛❧✉❡s ❛♥❞ t❤❡ s✐♠✉❧❛t❡❞ ♦♥❡s✱ ✐t ✇❛s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ✈❡r✐❢② t❤❛t t❤❡ ❞❛t❛
r❡♣♦rt❡❞ ❜② t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ r❡✢❡❝t t❤❡ r❡❛❧ ♦♥❡s ❡①❝❡♣t ❢♦r s♠❛❧❧ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ❞✉❡ t♦ t❤❡
✐♠♣❡r❢❡❝t ❣❡♦♠❡tr✐❝❛❧ ❛❝❝✉r❛❝② ♦❢ t❤❡ ♠❡♠❜r❛♥❡ s❤❛♣❡ ❝r❡❛t❡❞ ❢♦r t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥✳
❋✐rst❧② t❤❡ ♠❡♠❜r❛♥❡ s❤❛♣❡ ✐s r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ✈✐❛ ❙❊▼✱ s❡❝♦♥❞❧② t❤❡ s✐♠✉❧❛t❡❞ r❡s✉❧ts
♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ❈♦♠s♦❧✳ ❚❤❡ r❡s✉❧ts ❛r❡ r❡♣♦rt❡❞ ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t❛❜✉❧❛r ✇❤❡r❡ t❤❡
❡✐❣❡♥❢r❡q✉❡♥❝✐❡s ❛r❡ ✐♥ ✉♥✐ts ♦❢ ❬❍③❪✳

50µm ❋✐rst ▼♦❞❡ ❙❡❝♦♥❞ ▼♦❞❡ ❚❤✐r❞ ▼♦❞❡ ❋♦✉rt❤ ▼♦❞❡
❇✶❆✹ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ✺✱✺✷❊✰✵✺ ✾✱✵✻❊✰✵✺ ✾✱✽✵❊✰✵✺ ✶✱✶✷❊✰✵✻
❇✶❆✹ s✐♠✉❧❛t❡❞ ✺✱✵✵❊✰✵✺ ✾✱✹✹❊✰✵✺ ✶✱✶✼❊✰✵✻ ✶✱✻✾❊✰✵✻

❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✺✿ ❊P❋▲ ❇✶❆✹ ❣r❛♣❤❡♥❡ ♠❡♠❜r❛♥❡ ✇✐t❤ ❛ ❞✐❛♠❡t❡r ♦❢ 50µm

❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✻✿ ❋r❡q✉❡♥❝② s♣❡❝tr✉♠ ♦❢ ❇✶❆✹ ♠❡♠❜r❛♥❡✱ t❤❡ ❜❧✉❡ ❧✐♥❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡
♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ ✜rst ❢♦✉r ♠♦❞❡s



✺✳✶✳ ❙P▲■❚❚■◆● ❖❋ ❚❍❊ ▼❖❉❊❙ ✾✶

❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✼✿ ■♠❛❣❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ✇✐t❤ ❙❊▼ ♦❢ ❇✶❆✹ ♠❡♠❜r❛♥❡ ✇✐t❤ ✺✵µm ♦❢ ❞✐❛♠❡t❡r

❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✽✿ ▼♦❞❡ s❤❛♣❡ ❛♥❞ ❡✐❣❡♥❢r❡q✉❡♥❝② ♦❢ t❤❡ ✜rst ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ ♠♦❞❡ ♦❢ ❇✶❆✹ ♠❡♠✲
❜r❛♥❡
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❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✾✿ ▼♦❞❡ s❤❛♣❡ ❛♥❞ ❡✐❣❡♥❢r❡q✉❡♥❝② ♦❢ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ ♠♦❞❡ ♦❢ ❇✶❆✹
♠❡♠❜r❛♥❡

❋✐❣✉r❡ ✺✳✷✵✿ ▼♦❞❡ s❤❛♣❡ ❛♥❞ ❡✐❣❡♥❢r❡q✉❡♥❝② ♦❢ t❤❡ t❤✐r❞ ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ ♠♦❞❡ ♦❢ ❇✶❆✹
♠❡♠❜r❛♥❡
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❋✐❣✉r❡ ✺✳✷✶✿ ▼♦❞❡ s❤❛♣❡ ❛♥❞ ❡✐❣❡♥❢r❡q✉❡♥❝② ♦❢ t❤❡ ❢♦✉rt❤ ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ ♠♦❞❡ ♦❢ ❇✶❆✹
♠❡♠❜r❛♥❡

❋✐❣✉r❡ ✺✳✷✷✿ ▼♦❞❡ s❤❛♣❡ ❛♥❞ ❡✐❣❡♥❢r❡q✉❡♥❝② ♦❢ t❤❡ ✜❢t❤ ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ ♠♦❞❡ ♦❢ ❇✶❆✹ ♠❡♠✲
❜r❛♥❡
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❚❤❡ s♣❧✐tt✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡s ✇✐❧❧ ❛❧❧♦✇ t♦ ✐♠♠❡❞✐❛t❡❧② ❝❤❡❝❦ t❤❡ st❛t✉s ❛♥❞ q✉❛❧✐t② ♦❢ t❤❡
♠❡♠❜r❛♥❡✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ s♣❧✐tt❡❞ ♠♦❞❡s s❡❡♠s t♦ ❜❡ ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ t♦ t❤❡
♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝r❛❝❦s ♦r ❣❡♦♠❡tr✐❝ ❞❡❢❡❝ts ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ♣r❡s❡♥t ♦♥ ✐t✳ ❆s ❛ r❡s✉❧t✱ t❤❡ s♣❧✐tt✐♥❣
♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡s ♠❛❦❡s ✐t ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❝❤❡❝❦ ✇❤❡t❤❡r t❤❡ ♠❡♠❜r❛♥❡ ❤❛s ❞❡❢❡❝ts ♦r ♥♦t✱
✇✐t❤♦✉t ✉s✐♥❣ t❤❡ ❙❝❛♥♥✐♥❣ ❡❧❡❝tr♦♥ ♠✐❝r♦s❝♦♣❡ ❙❊▼ ♦r t❤❡ ❱✐❜r♦♠❡t❡r ✐♥ ✧❲❤✐t❡
▲✐❣❤t ▼♦❞❡✧✳
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❈♦♥❝❧✉s✐♦♥s

❆s ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ t❤❡ ❧❛st ❝❤❛♣t❡r✱ t❤❡ ❊P❋▲ ❛♥❞ ●✷✵✺♥ ❣r❛♣❤❡♥❡ ❞r✉♠s s❛♠♣❧❡s ❛r❡
❛♥❛❧②③❡❞ ❛♥❞ t❤❡② str✐❝t❧② r❡♣♦rt❡❞ s✐♠✐❧❛r ❜❡❤❛✈✐♦rs✳ ■♥ ❜♦t❤ ❝❛s❡s t❤❡ tr❡♥❞s ♦❢ t❤❡
r❡s♣❡❝t✐✈❡ ✜rst ❛✈❡r❛❣❡ ❢r❡q✉❡♥❝② ♠♦❞❡s ❛r❡ ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ t♦ ✶✴❘✱ ✇❤❡r❡ ❘ ✐s t❤❡ r❛❞✐✉s
♦❢ t❤❡ ❞r✉♠✳ ❚❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ t❡♥s✐♦♥ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ t✇♦ s❛♠♣❧❡ ✐s ♠✉❝❤ s✐♠✐❧❛r✱ σEPFL ❂
✵✳✵✵✺❬◆✴♠❪ ❢♦r t❤❡ ❊P❋▲ s❛♠♣❧❡ ❛♥❞ σG205n ❂ ✵✳✵✵✸❬◆✴♠❪ ❢♦r t❤❡ ●✷✵✺ ♦♥❡ ✇❤✐❝❤ ✇❛s
❢❛❜r✐❝❛t❡❞ ✐♥ P♦❧✐t❡❝♥✐❝♦ ❞✐ ❚♦r✐♥♦✳ ❚❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ◗ ❢❛❝t♦rs ✈❛❧✉❡ ❢♦r ❜♦t❤ s❛♠♣❧❡s ❤❛✈❡
t❤❡ s❛♠❡ ♦r❞❡r ♦❢ ♠❛❣♥✐t✉❞❡✱ ❛♥❞ ✐t s❤♦✇s t❤❡ s❛♠❡ tr❡♥❞ ♦❢ ❞❡❝r❡❛s✐♥❣ ✇✐t❤ t❤❡
❞✐❛♠❡t❡r ♦❢ t❤❡ ❤♦❧❡✳ ❚❤✐s tr❡♥❞ ♠❛✐♥❧② ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t✇♦ ❢❛❝t♦rs✱ ✐♥ ❢❛❝t t❤❡ q✉❛❧✐t② ♦❢
t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ✭s✐❣♥❛❧ t♦ ♥♦✐s❡ r❛t✐♦✮ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ✉s✐♥❣ t❤❡ ❱✐❜r♦♠❡t❡r ✇♦rs❡♥✐♥❣ ❛s
t❤❡ ❞✐❛♠❡t❡r ♦❢ t❤❡ ❞r✉♠ ❞❡❝r❡❛s❡s✱ ✐♥ ❛❞❞✐t✐♦♥ t❤❡ q✉❛❧✐t② ♦❢ t❤❡ ◆♦♥ ▲✐♥❡❛r ▲♦r❡♥③✐❛♥
✜t✱ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ✇✐t❤ ❖r✐❣✐♥ s♦❢t✇❛r❡✱ ✐s str♦♥❣❧② ❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦♥ t❤❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ♠❡❛s✉r❡❞
s✐❣♥❛❧✱ ✇❤✐❝❤ r❡s✉❧ts ✇♦rst ❢♦r ❝✐r❝✉❧❛r ♠❡♠❜r❛♥❡s t❤❛t ❤❛✈❡ ❛ s❤♦rt ❞✐❛♠❡t❡r✱ ❛s ❛❧r❡❛❞②
♠❡♥t✐♦♥❡❞✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ✐t ❤❛s ❜❡❡♥ ✈❡r✐✜❡❞ t❤❛t ♠❛♥② ♦❢ t❤❡ ❣r❛♣❤❡♥❡ ♠❡♠❜r❛♥❡s ✉♥❞❡r
❡①❛♠✐♥❛t✐♦♥ s❤♦✇ t❤❡ ♣❤❡♥♦♠❡♥♦♥ ♦❢ s♣❧✐tt✐♥❣ t❤❡ ♠♦❞❡s✱ t❤❛t ✇❛s ❛❧s♦ s✐♠✉❧❛t❡❞ ❜②
✉s✐♥❣ ❈♦♠s♦❧ s♦❢t✇❛r❡✳ ❚❤✐s ♣❤❡♥♦♠❡♥♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣❧♦✐t❡❞ ❛s ❛ ♥♦✈❡❧ ❛♣♣r♦❛❝❤ t♦
❞❡t❡r♠✐♥❡ t❤❡ ❣r❛♣❤❡♥❡ ♠❡♠❜r❛♥❡ q✉❛❧✐t②✳ ■♥ ❢❛❝t✱ ✇❤✐❧❡ ❛♥ ✐♥t❛❝t ♠❡♠❜r❛♥❡ s❤♦✇s ❛
❢r❡q✉❡♥❝② s♣❡❝tr✉♠ t❤❛t ❢♦❧❧♦✇ t❤❡ ❝✐r❝✉❧❛r ♠❡♠❜r❛♥❡ t❤❡♦r②✱ t❤❡ ♣❤❡♥♦♠❡♥♦♥ ♦❢
s♣❧✐tt✐♥❣ ♦❝❝✉rs ♦♥ ♠❡♠❜r❛♥❡s ✇❤❡r❡ ❝r❛❝❦s ❛♥❞ ❜r❡❛❦❛❣❡s ❛r❡ ♣r❡s❡♥t✳ ❚❤❡s❡ ❞❡❢❡❝ts
❜r❡❛❦ t❤❡ s②♠♠❡tr② ♦❢ t❤❡ ♠❡♠❜r❛♥❡ ❧❡❛❞✐♥❣ t♦ t❤❡ s♣❧✐t ♦❢ t❤❡ ❞❡❣❡♥❡r❛t❡ ♠♦❞❡s✳ ❚❤❡
s❛♠♣❧❡s t❤❛t s❤♦✇ t❤❡ ❜❡st r❡s✉❧ts ❛r❡ t❤♦s❡ ♣r♦❞✉❝❡❞ ✈✐❛ ❲❡t✲tr❛♥s❢❡r ❉r②✲❡t❝❤✐♥❣ ♦❢
t❤❡ P▼▼❆✳ ❚❤✐s ✇❛s ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ✇✐t❤ ❛ ❞❡t❛✐❧❡❞ st✉❞② ♦❢ t❤❡ ✈❛r✐♦✉s tr❛♥s❢❡r ♣r♦❝❡ss❡s
♦❢ ❣r❛♣❤❡♥❡ ♦✈❡r t❤❡ s✉❜str❛t❡✳ ■♥st❡❛❞✱ t❤❡ ❲❡t tr❛♥s❢❡r✲❲❡t ❡t❝❤✐♥❣ ♦❢ t❤❡ P▼▼❆
♣r♦❝❡ss ❛♥❞ t❤❡ ❉r②✲tr❛♥s❢❡r ❲❡t✲❡t❝❤✐♥❣ ♦❢ t❤❡ P▼▼❆ ♣r♦❝❡ss ❣❛✈❡ t❤❡ ✇♦rst r❡s✉❧ts✳
❚❤❡ ❜r❡❛❦t❤r♦✉❣❤ ✇❛s ❧✐♥❦❡❞ t♦ t❤❡ ❉r② ❡t❝❤✐♥❣ ♦❢ t❤❡ P▼▼❆ ❝❛rr✐❡❞ ♦✉t ❜② t❤❡r♠❛❧
r❡♠♦✈❛❧ ❜② ✐♥s❡rt✐♥❣ t❤❡ s❛♠♣❧❡ ✐♥t♦ ❛ ❤♦t ❢✉r♥❛❝❡✳ ❚❤❡ s❛♠♣❧❡s tr❡❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤✐s
❛♣♣r♦❛❝❤ s❤♦✇❡❞ ❛ ❤✐❣❤❡r ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝♦✈❡r❡❞ ❤♦❧❡s✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ t❤❡ q✉❛❧✐t② ♦❢ ❣r❛♣❤❡♥❡ ✐s
❝❧♦s❡❧② ❧✐♥❦❡❞ t♦ t❤❡ ❛❣✐♥❣ q✉❛❧✐t② ♦❢ t❤❡ ❈♦♣♣❡r ✇❤❡r❡ ✐t ✐s ❞❡♣♦s✐t❡❞✱ ✐♥ ❢❛❝t t❤❡ ❜❡st
❣r❛♣❤❡♥❡ ❞r✉♠ s❛♠♣❧❡s ✇❡r❡ ♣r♦❞✉❝❡❞ ✇✐t❤ ✧❢r❡s❤✧ ❣r❛♣❤❡♥❡✳ ❋r♦♠ t❤❡ r❡s✉❧ts
♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ t❤✐s ✇♦r❦✱ ✐t ✐s ✉♥❞❡r❧✐♥❡❞ ❤♦✇ ❣r❛♣❤❡♥❡ r❡♣r❡s❡♥ts ❛ ♠❛t❡r✐❛❧ ✇✐t❤ ✈❡r②
✐♥t❡r❡st✐♥❣ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s✳ ■ts ❧♦✇ ♠❛ss ❞❡♥s✐t② ❧❡❛❞s t♦ t❤❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐t② ♦❢
❢❛❜r✐❝❛t✐♥❣ ♥❛♥♦♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ r❡s♦♥❛t✐♥❣ ❞❡✈✐❝❡ s❤♦✇✐♥❣ ❤✐❣❤ ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s ✇♦r❦✐♥❣ r❛♥❣❡s
♦❢ t❤❡ ♦r❞❡r ♦❢ t❡♥s ♦❢ ▼❍③✱ ♣❛✈✐♥❣ t❤❡ ✇❛② t♦ t❤❡✐r ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❛s ❛ ❤✐❣❤ s❡♥s✐t✐✈✐t②
♠❛ss✱ ❢♦r❝❡ ❛♥❞ ♣r❡ss✉r❡ s❡♥s♦rs✳
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❇✐❜❧✐♦❣r❛♣❤②

❬✶❪ ❆✳ ❑✳ ●❡✐♠ ❛♥❞ ❑✳ ❙✳ ◆♦✈♦s❡❧♦✈ ✧❚❤❡ r✐s❡ ♦❢ ❣r❛♣❤❡♥❡✧✱✷✵✵✼✱ ◆❛t✳ ▼❛t❡r✳

❬✷❪ ❆✳ ❑✳ ●❡✐♠ ❛♥❞ ❑✳ ❙✳ ◆♦✈♦s❡❧♦✈✱ ✏❊❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞ ❡✛❡❝t ✐♥ ❛t♦♠✐❝❛❧❧② t❤✐♥ ❝❛r❜♦♥
✜❧♠s✑✱ ✷✵✵✹✱ ❙❝✐❡♥❝❡

❬✸❪ ❆✳ ❑✳ ●❡✐♠ ❛♥❞ ❑✳ ❙✳ ◆♦✈♦s❡❧♦✈✱✏❚❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ ❣r❛♣❤❡♥❡✑✱✷✵✵✾✱❘❡✈✳
▼♦❞✳ P❤②s✳

❬✹❪ ❈✳ ▲❡❡ ❛♥❞ ❏✳ ❍♦♥❡✱✏▼❡❛s✉r❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ❡❧❛st✐❝ ♣r♦♣❡rt✐❡s ❛♥❞ ✐♥tr✐♥s✐❝ str❡♥❣t❤ ♦❢
♠♦♥♦❧❛②❡r ❣r❛♣❤❡♥❡✑✱✷✵✵✽✱ ❙❝✐❡♥❝❡

❬✺❪ ❘✐❝❤❛r❞ ❋❡②♥♠❛♥✱✏P❧❡♥t② ♦❢ ❘♦♦♠ ❛t t❤❡ ❇♦tt♦♠✑✱✷✵✵✽

❬✻❪ ▼❛ss✐♠✐❧✐❛♥♦ ❉✐ ❱❡♥tr❛✱ ❏❛♠❡s ❊✳ ❍✉❣❤❡s ❏r❀ ❙t❡♣❤❛♥❡ ❊✈♦②✱ ✧■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ t♦
◆❛♥♦s❝❛❧❡ ❙❝✐❡♥❝❡ ❛♥❞ ❚❡❝❤♥♦❧♦❣② ✭◆❛♥♦str✉❝t✉r❡ ❙❝✐❡♥❝❡ ❛♥❞ ❚❡❝❤♥♦❧♦❣②✮✧✱
❇❡r❧✐♥♦✱ ❙♣r✐♥❣❡r✱ ✷✵✵✹

❬✼❪ ❏✳❙❝♦tt ❇✉♥❝❤✱ ❆r❡♥❞ ▼✳✈❛♥ ❞❡r ❩❛♥❞❡✱ ✧❊❧❡❝tr♦♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ❘❡s♦♥❛t♦rs ❢r♦♠
●r❛♣❤❡♥❡ ❙❤❡❡ts✧✱ ✷✵✵✼✱ ❙❝✐❡♥❝❡

❬✽❪ ❱❡r❣❛r❛✲❈r✉③✱ ❆✳ ❇❛❝❤t♦❧❞✱ ✧❋♦r❝❡ s❡♥s✐t✐✈✐t② ♦❢ ♠✉❧t✐❧❛②❡r ❣r❛♣❤❡♥❡
♦♣t♦♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ❞❡✈✐❝❡s✧✱ ✷✵✶✻✱ ◆❛t✉r❡ ❈♦♠✉♥✐❝❛t✐♦♥s

❬✾❪ ❆❜❤✐♥❛♥❞❛♥ ❇♦r❛❤✱ ▼❛♥❞❛r ▼ ❉❡s❤♠✉❦❤✱ ✧▲♦✇ t❡♥s✐♦♥ ❣r❛♣❤❡♥❡ ❞r✉♠s ❢♦r
❡❧❡❝tr♦♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ♣r❡ss✉r❡ s❡♥s✐♥❣✧✱ ✷✵✶✺✱ ✷❉ ▼❛t❡r✐❛❧s

❬✶✵❪ ▼②✉♥❣✲❍♦ ❇❛❡ ❛♥❞ ❨✉♥ ❉❛♥✐❡❧ P❛r❦✱ ✧❇r✐❣❤t ✈✐s✐❜❧❡ ❧✐❣❤t ❡♠✐ss✐♦♥ ❢r♦♠
❣r❛♣❤❡♥❡✧✱ ✷✵✶✺✱ ◆❛t✉r❡ ♥❛♥♦t❡❝❤♥♦❧♦❣②

❬✶✶❪ ❑❡♥♥❡t❤ ❙❤❡♣❛r❞ ❛♥❞ ❏❛♠❡s ❍♦♥❡✱ ✧●r❛♣❤❡♥❡ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ♦s❝✐❧❧❛t♦rs ✇✐t❤ t✉♥❛❜❧❡
❢r❡q✉❡♥❝②✧✱ ✷✵✶✸✱ ◆❛t✉r❡ ♥❛♥♦t❡❝❤♥♦❧♦❣②

❬✶✷❪ ❘✳ ❱✐❥❛② ❛♥❞ ▼❛♥❞❛r ▼✳ ❉❡s❤♠✉❦❤✱ ✧❉②♥❛♠✐❝❛❧ str♦♥❣ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❛♥❞ ♣❛r❛♠❡tr✐❝
❛♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ♠♦❞❡s ♦❢ ❣r❛♣❤❡♥❡ ❞r✉♠s✧✱ ✷✵✶✻✱ ◆❛t✉r❡
♥❛♥♦t❡❝❤♥♦❧♦❣②

❬✶✸❪ ❑✐❧❤♦❊♦♠❛ ✱ ❍❛r♦❧❞❙✳P❛r❦❜✱ ✧◆❛♥♦♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ r❡s♦♥❛t♦rs ❛♥❞ t❤❡✐r ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ✐♥
❜✐♦❧♦❣✐❝❛❧✴❝❤❡♠✐❝❛❧ ❞❡t❡❝t✐♦♥✿◆❛♥♦♠❡❝❤❛♥✐❝s ♣r✐♥❝✐♣❧❡s✧✱ ✷✵✶✶✱ P❤②s✐❝s ❘❡♣♦rts

❬✶✹❪ ❱✐❧❧❛♥✉❡✈❛✱ ◆❛♥♦♠❡❝❤❛♥✐❝✱ ✷✵✶✸✱ ❙♣r✐♥❣❡r
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❬✶✺❪ ❏✐ ❲♦♥ ❙✉❦✱ ❛♥❞ ❘♦❞♥❡② ❙✳ ❘✉♦✛✱ ✧❚r❛♥s❢❡r ♦❢ ❈❱❉✲●r♦✇♥ ▼♦♥♦❧❛②❡r ●r❛♣❤❡♥❡
♦♥t♦ ❆r❜✐tr❛r② ❙✉❜str❛t❡s✧✱ ✷✵✶✶ ✱ ❆❈❙ ◆❛♥♦

❬✶✻❪ ❙✳ ❑❛t❛r✐❛ ❛♥❞ ▼✳❈✳ ▲❡♠♠❡✱ ✧●r❛♣❤❡♥❡ ♠❡t❤♦❞ ❢♦r t❤❡ ❢❛❜r✐❝❛t✐♦♥ ♦❢
♠❡♠❜r❛♥❡✲❜❛s❡❞ ◆❡♠s✧✱ ✷✵✶✻✱ ❊❧s❡✈✐❡r

❬✶✼❪ ❘♦❜❡rt ❆✳ ❇❛rt♦♥ ✱ ❏❡❡✈❛❦ P❛r♣✐❛✱ ✧❋❛❜r✐❝❛t✐♦♥ ❛♥❞ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ ❣r❛♣❤❡♥❡
♥❛♥♦❡❧❡❝tr♦♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ s②st❡♠s✧✱ ✷✵✶✶

❬✶✽❪ ▼❝▼✉❧❧❛♥✱ ❉✳ ✧❙❝❛♥♥✐♥❣ ❡❧❡❝tr♦♥ ♠✐❝r♦s❝♦♣② ✶✾✷✽✕✶✾✻✺✧✱ ✷✵✵✻

❬✶✾❪ ▼❝▼✉❧❧❛♥✱ ❉✳ ✧❱♦♥ ❆r❞❡♥♥❡ ❛♥❞ t❤❡ s❝❛♥♥✐♥❣ ❡❧❡❝tr♦♥ ♠✐❝r♦s❝♦♣❡✧✱ ✶✾✽✽

❬✷✵❪ ●❛r❞✐♥❡r✱ ❉✳❏✳ Pr❛❝t✐❝❛❧ ❘❛♠❛♥ s♣❡❝tr♦s❝♦♣②✳ ✶✾✽✾✳ ❙♣r✐♥❣❡r✲❱❡r❧❛❣✳

❬✷✶❪ ❏✐♠❡♥❡③✲❙❛♥❞♦✈❛❧✱ ✧▼✐❝r♦✲❘❛♠❛♥ s♣❡❝tr♦s❝♦♣②✿ ❛ ♣♦✇❡r❢✉❧ t❡❝❤♥✐q✉❡ ❢♦r ♠❛t❡r✐❛❧s
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