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Nota

Si rendono necessarie alcune precisazioni, anche a completamento del
frontespizio (e della bibliografia).

Questa tesi mi e stata proposta dal prof. Ivo Montrosset, che ne ha coor-
dinato di fatto 'intero svolgimento; la sua esperienza si ¢ rivelata preziosa
per trovare la ‘via’ Per ragioni di servizio non e (piu) ufficialmente relatore,
ma ha seguito completamente anche la stesura della tesi, nonostante un dila-
tamento dei tempi — non dovuto comunque a ragioni accademiche o formali —
oltre quello “normale”. La prof.ssa Mariangela Gioannini, invece, ha seguito
molto da vicino, in una prima fase, prevalentemente gli aspetti legati alla
simulazione (sia la messa a punto dei modelli che la loro implementazione),
mediante un approccio molto diretto. Le indicazioni e spunti forniti da en-
trambi i docenti sono risultati, quindi, complementari e maggiormente utili
per affrontare e completare tutte le fasi di questa tesi.



Sommario

Questa tesi, di calcolo, studia la dinamica di laser a semiconduttore Quan-
tum Dot (QD). 11 dispositivo studiato e formato da un ensemble di QD, di
tipo self-assembled InAs/GaAs, accoppiati dal Wetting Layer (struttura bi-
dimensionale), che fa da ‘riserva’ di portatori. Ogni singolo dot puo emettere
ed il guadagno ottico complessivo viene ad essere il contributo di tutti i dot
laseranti. Sono analizzati i casi di emissione solo da Ground State, solo da
Excited State e da entrambi simultaneamente. Il modello di partenza con-
siste in un sistema di Rate Equation (RE) per elettroni, lacune e fotoni; si
descrive una dinamica separata per elettroni e lacune (modello non eccito-
nico). Per la dinamica delle lacune, tra i livelli permessi, si assumono due
ipotesi: una dinamica infinitamente veloce (ipotesi di termalizzazione) e una
dinamica finita.

Si studia la dinamica in regime di piccolo segnale, in cui si pud supporre
che il sistema si comporti in modo lineare. Si linearizzano le RE attorno
ad un punto in polarizzazione, dalle quali ricavare la funzione di risposta
armonica.

Si trova che le risposte, nei due casi esaminati, discostano di poco. In
particolare, nell’ipotesi di dinamica finita delle lacune, si ottiene una riduzio-
ne di banda poco significativa, suggerendo una certa plausibilita dell’ipotesi
di termalizzazione.
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Capitolo 1

I Quantum Dot

1.1 Laser a semiconduttore Quantum Dot

La principale motivazione che sta dietro i laser a semiconduttore Quantum
Dot (QD) ¢ di avere un dispositivo con le seguenti caratteristiche (vantaggi):

« singola frequenza della radiazione emessa;

« il guadagno massimo del materiale e il guadagno differenziale ¢ almeno
2-3 ordini di grandezza piu alto dei laser a quantum well (QW);

« vantaggi dovuti alle piccole dimensioni: bassa potenza e alta frequenza
di operazione, ampia modulazione di banda, bassa dinamica di chirp,
basso fattore di allargamento di riga, bassa corrente di soglia;

« maggiore stabilita della corrente di soglia rispetto alla temperatura
(non ¢ necessario un controllo esterno per la temperatura).

Queste caratteristiche sono conseguenza della natura discreta della densita
degli stati o Density Of States (DOS).

Una delle principali differenze, con i tradizionali dispositivi a semicon-
duttore, e che il picco di emissione delle frequenze ¢ molto sensibile sia alla
dimensione che alla composizione. La luce emessa ha la lunghezza d’onda
determinata dai livelli di energia (piuttosto che dall’energia di band-gap); ne
deriva una maggiore flessibilita rispetto alle lunghezze d’onda di interesse. Le
dimensioni di questi dispositivi sono dell’ordine di 2-10 nm (decine di atomi).

Nella figura ¢ rappresentata una struttura di tipo dots in a well [17].
La regione attiva, formata da uno stack di 7 layer di QD self-assembled
(paragrafo di InA{Y|¢ posta tra 2 layer di AlGaAs (cladding). I dot sono

!Semiconduttore a band-gap diretto.
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Figura 1.1: Struttura di un tipico laser a semiconduttore QD.

ricoperti con un layer di InGaAs di 5nm di spessore (capping). I layer di QD
sono separati da layer di GaAs (spacer) aventi spessore di 33-50 nm.

1.1.1 Confinamento quantico

Il quantum dot ¢ una nanostruttura di materiale semiconduttore in cui
un profilo di potenziale confina i portatori, nelle tre dimensioni spaziali, nel
range della loro lunghezza d’onda di De Broglie (buca di potenziale). In
un tipico reticolo semiconduttore, a temperatura ambiente (energia termi-
ca di 26 meV), un elettrone ha una lunghezza d’onda di De Broglie attorno
ai 10 nm; il confinamento del potenziale ¢ poche volte questo valore. Tutti i
gradi di liberta della propagazione dei portatori sono quantizzati; per ’esten-
sione della regione di confinamento, ci si riferisce ai QD anche come struttura
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zero dimensionale (0D). Per comparazione, il materiale bulk (nessun confi-
namento) ¢ 3D, i quantum well (confinamento in una direzione) sono 2D
e i quantum wire (confinamento in due direzioni) ¢ 1D. La quantizzazione
dell’energia avviene nella direzione di confinamento] Il confinamento porta
alla quantizzazione dello spettro dei portatori (energie permesse) e quindi in-
fluenza la DOS. La dipendenza della DOS (p) dall’energia (F) per differenti
dimensionalita (d) & espressa da

,O(E) o Ed/2—1

cond=1, 2, 3. Per un QD la DOS consiste un una somma di funzioni ¢ in
corrispondenza delle energie permesse (figura .

L’inversione di popolazione, necessaria per il laseramento, avviene piu
efficientemente se lo strato di materiale attivo passa da 3D a 0D. Infatti ad
un abbassamento della dimensionalita corrisponde un aumento della DOS a
bordo banda: maggiore ¢ la porzione di portatori iniettati che contribuiscono
all’inversione di popolazione e al guadagno. La DOS, quindi, gioca un ruolo
chiave per le proprieta fisiche del dispositivo.

1.1.2 Caratteristiche ideali

Un dispositivo ideale consiste in un array perfetto di QD identici e il
potenziale di confinamento, di ogni dot, ¢ considerato infinitamente profondo.
In questo caso le caratteristiche dell’intero array corrispondono a quelle di
un singolo dot, ma con una maggiore sovrapposizione del campo ottico con
gli stati attivi dei portatori.

Il forte confinamento dei portatori nel dot fa si che non & possibile estrarli
tramite eccitazione termica: il comportamento del QD ideale non risente di
fluttuazioni di temperatura.

Un’altra conseguenza, derivante dalla natura della DOS, e che I'inversione
di popolazione (numero di elettroni in banda di conduzione maggiore che in
banda di valenza) si ottiene facilmente (guadagno differenziale alto). Infatti
nel QD sono disponibili solo gli stati otticamente attivi e conseguentemente

2La quantizzazione viene formalmente espressa nel modo seguente:
e caso 3D: [H,k] =0

e caso 2D: |
e caso 1D: |
e caso 0D: [H,k] #0

H, k.] # 0, quantizzazione lungo z;
H

, k2] # 0, quantizzazione lungo z; [ﬁ , k2] # 0, quantizzazione lungo x;

dove [,] esprime la commutazione tra i due operatori H (hamiltoniana del sistema) e
k = (kg ky, k.)T (vettore d’onda).

10
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Bulk 3D D(E)

Ec

Film 2D D(E)

Wire 1D p(E)

Dot 0D

Figura 1.2: DOS ideale per le diverse dimensionalita (banda di conduzione; E.
indica l'energia di band-gap).

i portatori iniettati possono occupare solo quelli. Nei dispositivi a dimensio-
nalita maggiore, invece, sono riempiti prima tutti gli stati a energia piu bassa
di quelli otticamente attivi. Questo significa che & necessaria una maggiore
iniezione di corrente per raggiungere l'inversione; cio spiega perché la soglia
dei QD & piu bassa.

L’alto guadagno differenziale spiega perché sia possibile una veloce mo-
dulazione diretta del dispositivo: devono essere mossi un numero limitato di
portatori per cambiare in modo significativo il guadagno.

La natura discreta della DOS fa si che un sistema con piu popolazioni
differenti di QD non presenta fenomeni di guadagno/assorbimento tra le varie
popolazioni (le DOS hanno le funzioni ¢ in corrispondenza di livelli energetici
diversi). Questo non succede per i materiali bulk o QW.

Un’altra caratteristica dei QD e il basso fattore di allargamento di riga,
aef, dal quale risulta un basso chirp (modulazione spuria di frequenza ossia
variazione della lunghezza d’onda di emissione sotto modulazione diretta).
Si puo esprimere ayep come

et X 1,/ 4

dove n! ¢ la variazione differenziale dell’indice di rifrazione rispetto alla den-
sita dei portatori e ¢’ ¢ il guadagno differenziale; n. e ¢’ sono legati dalle

11
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relazioni di Kramers-Kronig. Il basso valore di ayer si ha per due motivi:
1. Talto valore di ¢' dei QD rispetto agli altri materiali;

2. per un profilo di guadagno simmetrico rispetto alla lunghezza d’onda
(approssimazione lorenziana), la variazione di indice & zero all’energia
di risonanza (quindi senza chirp).

1.1.3 Caratteristiche reali

Gli array reali sono caratterizzati da una distribuzione delle dimensioni
dei dot; questo influenza la DOS (allargamento e abbassamento dei picchi).
In questo caso il comportamento tende ad essere simile a quello di una strut-
tura di tipo bulk. Piu in generale un array di dot reali si discosta dal caso
ideale per fluttuazioni nella dimensione, composizione e localizzazione; per
questo i dot mostrano differenti autofunzioni ed autovalori (le energie permes-
se per i portatori) del hamiltoniana. Tali variazioni avvengono lentamente
da un dot all’altro. Dato che le variazioni per un dot sono diverse da quelle
degli altri dot, si parla di inhomogeneous broadening, in contrapposizione al
homogeneous broadenz'ng.ﬁ]

Come conseguenza le funzioni simil-d della DOS sono distribuite ognuna
su piu energie di transizione possibili (e in generale diverse per ogni dot).
In questo caso, poiché il contributo di ogni dot non e alla stessa energia,
risulta che i valori di picco della DOS sono piu bassi e di conseguenza anche
i valori di guadagno. La corrente di soglia si alza rispetto al caso ideale,
perché risulta meno efficiente il riempimento degli stati otticamente attivi.
La riduzione del guadagno differenziale, con una rottura di una simmetria
perfetta dello spetto di guadagno, provoca un valore di e finito e quindi si
presenta il fenomeno del chirp.

Un dot reale ha un profilo di potenziale di confinamento con un’altezza
finita. Questo significa che quando I'energia termica ¢ maggiore dell’energia
relativa alla barriera, tra il dot e il materiale che lo circonda, & possibile per i
portatori uscire dal dot. Di conseguenza il dispositivo a QD avra una soglia
in corrente dipendente dalla temperatura.

Si riportano alcuni valori tipici per sistemi reali:

o densita di corrente di soglia a temperatura ambiente: 50 <200 A /cm?;

o guadagno differenziale: 7 x 10~ cm?;

3Per un singolo dot reale non avviene I'inhomogeneous broadening delle funzioni simil-6
della DOS: questo avviene per un array reale di dot, poiché la DOS totale consiste nella
somma delle DOS relative a tutti i dot del array.

12
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Figura 1.3: Evoluzione della densita di corrente di soglia. [10].
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1.2 Evoluzione storica

Il primo a mostrare I’emissione di luce coerente da un diodo a semicon-
duttore (il primo diodo laser) fu Robert N. Hall ed il suo gruppo di lavoro
al centro di ricerca General Electric nel novembre del 1962. Questo laser era
formato da una giunzione p-n di GaAs (omogiunzione) in cui si iniettano gli
elettroni dal lato n e le lacune dal lato pE| La densita di corrente di soglia
osservata era di 105 A/cm? ad una temperatura di 4,2 K (figura ; si ope-
rava in modalita pulsata. L’efficienza quantica esterna era ben al di sotto
del 1% e quindi I’energia pompata elettricamente veniva convertita quasi
completamente in calore. L’efficienza cosi bassa ¢ dovuta al fatto che nelle
strutture ad omogiunzione non ¢’¢ un buon confinamento dei portatori nella
regione attiva. Comunque i laser a semiconduttore risultano molto compatti
se comparati agli altri tipi di laser.

Verso la fine degli anni '60 furono riportati (da Alferov, Hayashi e Panish)
i laser a doppia eterostruttura (DH). In questo tipo di struttura lo strato at-
tivo (con bassa energia di band-gap), ¢ inserito tra due strati con energia di
band-gap maggiore.ﬂ Il vantaggio di un laser DH ¢ che la regione dove i por-
tatori liberi, elettroni e lacune, esistono simultaneamente (la regione attiva)
é confinata al sottile strato intermedio. Questo significa che molte piu coppie
elettrone-lacuna possono contribuire all’amplificazione e non ne rimangono

4Quello che si considera ¢ il moto degli elettroni e delle lacune nelle bande
rispettivamente di conduzione (BC) e di valenza (BV).
>Giunzione tra due semiconduttori chimicamente diversi.

13
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cosl tante escluse come nella periferia a bassa amplificazione. Inoltre, la luce
viene riflessa dalla eterogiunzione: la luce viene confinata nella regione dove
avviene I'amplificazione. Questo ha permesso un abbassamento della densita
di corrente di soglia di due ordini di grandezza. Il primo laser funzionante in
modalita ad onda continua fu un dispositivo a doppia eterostruttura.

Nel 1969 si ha il funzionamento a temperatura ambiente dei laser a
semiconduttore.

Il problema delle strutture DH semplici ¢ che il sottile strato intermedio
(la regione attiva) e troppo piccolo per confinare efficacemente la luce. A
tal fine vengono aggiunti altri due strati esternamente ai tre di una strut-
tura DH semplice. Gli strati aggiunti, per confinare la luce in maniera piu
efficace, devono avere un indice di rifrazione inferiore ai tre strati centrali.
La struttura e chiamata eterostruttura a confinamento separato (Separate
Confinement Heterostructure o SCH). Quasi tutti i diodi laser commerciali
prodotti dal 1990 sono stati di tipo SCH.

I dispositivi di questa fase storica erano di tipo bulk e quindi mostravano
alcune caratteristiche non desiderabili come un’alta corrente di soglia, una
forte dipendenza dalla temperatura e un alto chirp. La ricerca si concentro
sullo sviluppo di dispositivi che non mostravano tali caratteristiche.

Successivamente ci fu la scoperta del confinamento degli elettroni in strut-
ture a bassa dimensionalita, con proprieta completamente diverse dai mate-
riali bulk. Si tratta dell’effetto quantum size: quando lo strato attivo ha
uno spessore di 10nm o meno, la distribuzione energetica degli elettroni e
lacune confinati in esso, diventa (da bande continue) a livelli discreti. Nel
caso in cui il movimento dei portatori e fortemente confinato in una direzio-
ne, mentre si possono muovere liberamente nelle altre due dimensioni, si ha
un materiale QW; questi dispositivi sono superiori a quelli di tipo bulk in
quasi tutti gli aspetti. L’idea che questo effetto poteva essere usato nei laser
a semiconduttore fu per prima suggerita da Henry e Dingle nel 1975. Nello
stesso anno, gli stessi, descrissero una ulteriore riduzione della dimensionalita
verso strutture quantum wire, con una densita degli stati caratterizzate da
singolarita ai bordi delle sotto-bande (figura e una conseguente ulterio-
re riduzione della densita di corrente di soglia. Tra la fine degli anni 70 e
I'inizio degli 80 risalgono le prime realizzazioni di strutture QW mediante
tecniche di crescita Metal-Organic Chemical Vapor Deposition (MOCVD) e
Molecular Beam Epitaxy (MBE). Con queste tecniche infatti era possibile
formare strati spessi pochi nanometri in eterostrutture.

La teoria che descrive il QD fu proposta per prima da Arakawa e Sakaki
nel 1982; al 1984 risale la descrizione delle dinamiche di modulazione e pro-
prieta spettrali (Arakawa e Yariv). Nel 1994 fu realizzato il primo laser a
QD di tipo self-assembled (paragrafo in cui le energie erano pienamente

14
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quantizzate in entrambe le bande, ma lo spettro di guadagno era fortemen-
te ‘inhomogeneously broadened’. I QD mostrano caratteristiche superiori,
rispetto alle altre strutture, dovute al forte confinamento dei portatori attivi.

1.3 Tecniche di fabbricazione

La fabbricazione di dot di alta qualita e un problema di soluzione non
semplice, a causa delle dimensioni in gioco. Solamente negli ultimi anni e
stato possibile produrre array di dot estesi ed uniformi su base regolare. Le
tecniche di fabbricazione possono essere raggruppate in tre gruppi.

La prima tecnica usata per realizzare QD fu l'inclusione di particelle na-
nometriche di semiconduttore (CdS o CdSe) in una matrice di silice (SiOs). I
dot cosi prodotti andavano bene se usati, grazie alle loro righe di assorbimen-
to, come filtri di colore. I dot prodotti in questo modo non sono pero adatti
per applicazioni di tipo elettro-ottico, dato che il materiale semiconduttore
risulta elettricamente isolato dalla silice da cui ¢ circondato.

Nel secondo gruppo si possono includere vari tipi di tecniche. Un tipi-
co esempio ¢ la tecnica di dry etching utilizzata per produrre geometrie in
strutture a film sottile, come ad esempio strutture di tipo pillar. In questo
modo possono essere prodotti dot abbastanza regolari in array quasi perfetti;
di contro le dimensioni laterali sono limitate dai processi litografici che, nel
caso migliore, sono nel range dei 10nm. Inoltre questo processo causa seri
danni al materiale semiconduttore su un range di 50 nm e cio costituisce una
seria limitazione per I'uso del metodo alle scale pit piccole possibili. Uno dei
punti di forza di questo metodo & la possibilita, usando la litografia a fascio
elettronico, di fare dot di forma arbitraria.

Il terzo metodo e detto self-assembled ed ¢ ad oggi il metodo piu uti-
lizzato. L’idea base di questa tecnica e quella di depositare il materiale di
cui sara fatto il dot su un substrato avente una differente costante reticolare.
Per depositare il materiale dei dot si usano principalmente due tecniche:

» Metal-Organic Vapor Phase Epitaxy (MOVPE) ossia crescita epitas-
siale mediante deposizione chimica da fase vapore con precursori metal-
organici; le fasi gassose sono in condizioni di bassa pressione (2 =+

100 kPa);

» Molecular Beam Epitaxy (MBE) ossia deposizione epitassiale di tipo
fisico che, in condizioni di flusso molecolare, permette di crescere film
di spessore atomico; per permettere il flusso molecolare si opera in
condizioni di alto vuoto (pressione di fondo ~107® Pa).

15



1 — I Quantum Dot

Lo strato epitassiale (ad esempio InAs) che si va a depositare ha una co-
stante reticolare maggiore del substrato (ad esempio GaAs). Come risultato
del moderato disadattamento reticolare (mismatch), con deformazioni nette
di almeno ~ 2% tra i due semiconduttori, si ha una deformazione a cui ¢
associata un’energia. Il materiale del dot tendera ad attaccarsi insieme in
piccole isole 3D (fase di nucleazione) al fine di minimizzare la deformazione
superficiale: questo da luogo alla formazione dei dot. La formazione delle
isole si deve al rilassamento elastico sui bordi delle facce, alla minimizzazione
dell’energia delle facce e all’interazione tra le isole vicine attraverso il sub-
strato. L’energia elastica derivante dal mismatch e, per i primi monostrati,
compensata da forze di superficie, ma quando viene aggiunto altro materiale,
porta alla formazione di domini tridimensionali. Il processo di formazione
delle isole riduce 'energia di deformazione, ma incrementa l’energia di su-
perficie: il processo di crescita ¢ determinato dall’equilibrio di queste due
energie competitiveﬂ La crescita, quindi, avviene attraverso la formazione di
uno strato iniziale monoatomico (strato 2D), che costituisce il wetting layer
(WL), e successivamente di isole (figura [L.4). Il WL & dello stesso materiale
dei dot e consiste delle prime molecole depositate sul substrato di crescita;
in tal modo si forma un film sottile e uniforme prima che abbia inizio la
formazione dei dot. Continuando nella crescita, le isole tendono a fondersi
insieme (fase di coalescenza), per cui la crescita viene arrestata prima che
vengano meno le caratteristiche Volute.m La dimensione, la forma, la densita
di area e le proprieta ottiche dipendono dai parametri di crescita, come la
temperatura, il rate di crescita e la quantita di materiale deposto.ﬂ Successi-
vamente i dot formati vengono ricoperti con un materiale ad alto band-gap
(possibilmente dello stesso materiale del substrato). A questo punto viene
ripetuto il processo per crescere un altro array di dot (sopra il materiale ad
alto band-gap).

I dot cosi formati hanno dimensioni tipiche di 15-20nm con un’altezza
di 8nm; tra un dot e i primi vicini c¢i sono tipicamente 50-100nm. I dot
risultano in posizioni casuali sulla superficie. La disposizione casuale fa si
che i differenti dot interagiscono in modo differente con quelli vicini e cio
costituisce un contributo al inhomogeneous broadening. La dimensione dei
dot (che dipende anche dal substrato su cui sono formati) risulta diversa da
un layer all’altro. Questa fluttuazione delle dimensioni dei dot da un altro
contributo al inhomogeneous broadening. L’alta densita (10'° cm™2), invece,

6La deformazione, che porta alla formazione dei dot, influenza anche il potenziale di con-
finamento dei portatori. Inoltre, cambiando la geometria della superficie del dot, cambia
I’energia di band-gap.

"Questo metodo di crescita & noto anche come crescita Stranski-Krastanov.

8Per ridurre il gradiente di densita si ruota opportunamente il substrato di crescita.
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Figura 1.4: Fasi di crescita di dot self-assembled. [18].

Figura 1.5: Immagine AFM di QD ad alta densita; ad ogni tacca visibile sulla base
dell’immagine corrispondono 200 nm. Fonte [9].

fa si che ci sia una buona sovrapposizione con il campo ottico e cio permette di
ottenere un alto guadagno. La ﬁguramostra una immagine AFM (Atomic
Force Microscope) relativa ad caso di una densita di dot (self-assembled di
InAs formati con MBE su substrato di GaAs) per area di 5,9 x 101 cm™2;
questo valore e un parametro di simulazione usato in questa tesi (tabella.
Generalmente la forma dei dot e stimata essere di tipo piramidale o a lente.
Questa forma esiste prima che il dot venga ricoperto dal materiale di capping.
In seguito viene meno la netta separazione tra i due materiali a causa di
fenomeni di diffusione del materiale del dot nel layer di capping; la struttura
risultante non & ben conosciutal’

Una caratteristica delle strutture self-assembled e la presenza del WL,
che connette i dot di ciascun layer. II WL & molto importante per le caratte-
ristiche di cattura del dispositivo: fa da linea di alimentazione dei portatori
quando si pompa elettricamente il dispositivo; questo e particolarmente im-
portante se i dot non riempiono omogeneamente il piano su cui si formano,

9La funzione d’onda dipende anche dalla forma del dot, poiché questa influenza il profilo
spaziale del potenziale di confinamento.
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in quanto, diminuisce 'efficienza di cattura dei portatori.

Un punto di forza del metodo self-assembled & che e possibile crescere
una gran quantita di dot ravvicinati, abbastanza omogenei e con un buon
confinamento. La densita dei dot, pero, non puo essere controllata in modo
indipendente e la natura casuale del processo di formazione rende difficile
ridurre I'inhomogeneous broadening. Inoltre questo metodo risulta costoso.

1.4 Applicazioni

L’alta velocita di un dispositivo a QD, nel range delle lunghezze d’onda
di 1,3 pm e 1,55 pm, possono trovare applicazione nell’ambito delle telecomu-
nicazioni.

[ dispositivi a QD possono essere usati come laser ad alta potenza (sor-
genti ottiche con potenze d’uscita dell’ordine del watt o piﬁ).@

Un sistema con piu popolazioni di dot, si presta all’amplificazione con-
temporanea di canali ottici multipli indipendenti. Questo ¢ dovuto ad effetti
di cross gain (ed assorbimento). In generale c’¢ la possibilita di adattare lo
spettro di guadagno agendo sulla distribuzione della dimensione dei dot.

Le strutture a QD sono utilizzate, per il loro spettro di emissione a righe,
anche come filtri ottici. Dal 2013, si sono iniziati ad utilizzare tali filtri alla
retroilluminazione LED (Light Emitting Diode) nei display a cristalli liquidi.
Questo permetterebbe di ottenere un pit ampio spettro di colori[:f] rispetto
all’'uso del solo filtro RGB (Red Green Blue)[?]

I dispositivi QD sono anche candidati come emettitori/rilevatori nel re-
gime del lontano infrarosso, senza la necessita di operare a temperature infe-
riori a quella ambiente. Questo ¢ dovuto ai tempi di scattering piu bassi (o
piuttosto tempi di rilassamento) rispetto a strutture QWE

Un QD, poiché ha una DOS simile a quella di un atomo, puo essere
usato come atomo ‘artificiale’. Usare un sistema di QD, rispetto agli atomi
veri, da dei vantaggi per via delle maggiori dimensioni in gioco ed ¢ un
sistema piu controllabile, poiché ¢ molto piu facile tenere un dot separato
da cio che lo circonda. Questa caratteristica puo essere usata nell’ambito
della computazione quantistica. In tale contesto i QD self-assembled vengono

10T] motivo di questo tipo di vantaggio non & pienamente compreso, ma ha un ruolo
chiave il basso valore dell’allargamento di riga.

HTecnicamente il gamut del modello di colore del display.

1211 modello di colore rimane, quindi, anche con 'aggiunta del filtro a QD, RGB.

13Nelle strutture QW & necessario operare a basse temperature per abbassare il rate di
scattering (cioeé si aumenta il tempo di coerenza).
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Wafer VN395 (Sample MC069)

Distributed Bragg Reflector
20 pairs of Al, Ga, ,As/GaAs layers

Single layer of InAs quantum dots in a
GaAs cavity of thickness ~ 1.
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Figura 1.6: Immagine SEM (Scanning Electron Microscope) di una struttura a QD
usata come sorgente a singolo fotone; lo strato piu scuro sulla parte
superiore ¢ il capping layer (strato di contatto). Fonte [18].

utilizzati come sorgenti a singolo fotoneEl In particolare e stata studiata
I'emissione da singoli dot di InAs in strutture di tipo micropillar [I§]. In
questa struttura i dot sono in una cavita Fabry—Perot di dimensioni tali
da avere la risonanza al modo della cavita (onda stazionaria). Questo serve
perché il sistema di dot ¢ eccitato otticamente. L’emissione di singoli fotoni in
dot eccitati elettricamente ¢ stata dimostrata nel 2009 (Bimberg et al) ad una
temperatura di 15 K. Il dispositivo usato era simile a quello descritto sopra
ed era formato da un layer di QD di InAs/GaAs di densita di 5 x 10% cm™2,
incorporato in una struttura a diodo p—i—n; anche in questo caso il layer
di dot era confinato in una cavita risonante, realizzata con specchi DBR di
GaAs/AlGaAs. Questa struttura e riportata nella figura

MUn elettrone e una lacuna, con spin opposti, possono ricombinarsi emettendo un
fotone.

15Un laser & una sorgente di fotoni, che sono le ‘particelle’ pitt abbondanti nell’Universo.
La teoria della coerenza [19] [20] fornisce gli strumenti matematici per descrivere una
sorgente di luce; a tal fine bisogna utilizzare la funzione di correlazione al secondo ordine,
funzione del ritardo temporale o intervallo di correlazione tra due fotoni emessi (quella al
primo ordine non basta). Le sorgenti di luce si possono distinguere in:

« sorgente termica (il corpo nero);
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o laser ideale;
« sorgente di singoli fotoni (un atomo, un QD).

Nel caso di luce termica la radiazione € incoerente: i fotoni emessi hanno diverso momen-
to (quindi diversa direzione), diversa frequenza, diversa fase (essendo diversa la lunghezza
d’onda non c¢’¢ fasamento) e diversa polarizzazione. Inoltre, i fotoni arrivano in gruppi.

La radiazione emessa da un laser e¢ coerente. Nell’emissione stimolata, infatti, i fotoni
creati ed emessi simultaneamente — i fotoni sono bosoni e non risentono, quindi, della pres-
sione di degenerazione — sono totalmente coerenti con quello incidente: hanno lo stesso
momento, fase, frequenza, e polarizzazione del fotone incidente. La monocromaticita e
correlata con la coerenza temporale (le onde conservano la stessa fase nel tempo), mentre
la direzionalita & correlata con la coerenza spaziale (le onde hanno la stessa fase in tutti
i punti della sezione del fascio). La funzione di correlazione al secondo ordine risulta co-
stante, conseguenza del fatto che, ciascuna emissione & un evento indipendente da tutte le
altre emissioni; due fotoni possono essere separati da qualunque ritardo, cioe gli intervalli
di tempo relativi all’emissione di due fotoni qualunque sono casuali (distribuzione pois-
soniana). Si osserva anche che, una sorgente monocromatica & solo ideale in quanto, per
la relazione tempo-frequenza, in accordo con il principio di indeterminazione, richiede un
tempo infinito. Infatti, la 6 di Dirac nel dominio della frequenza (positiva) € la trasforma-
ta di Fourier di una sinusoide che ha supporto temporale (—oo,+00). Le sinusoidi reali,
essendo ‘troncate’, danno trasformate a supporto finito e diverso da zero, quindi in tal
senso, tali segnali non sono monocromatici.

Nel caso di emissione di singoli fotoni, la correlazione al secondo ordine risulta nulla
per ritardo nullo (perfetto antibunching). L’emissione di due fotoni qualunque risulta
temporalmente separata da un ritardo finito, cioe i fotoni arrivano separatamente.
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Capitolo 2

Modelli per Quantum Dot

I fenomeni di transizione di portatori tra i livelli di energia permessi in
un semiconduttore, sono caratterizzati da tempi — fortemente dipendenti dal
tipo di transizione — responsabili della dinamica ‘intrinseca’ di un dispositivo
a semiconduttore. Questa dinamica si puo descrivere con un modello a Rate
Equation (RE) ossia equazioni di bilancio per la concentrazione di portatori
e fotoni, che descrivono la loro variazione ‘istantanea’ (equazioni differenziali
nel tempo). Per una modulazione di piccolo segnale, queste equazioni sono
analoghe a quelle che descrivono corrente e tensione in un circuito RLC.
Quindi la risposta di modulazione elettro-ottica deve mostrare una frequenza
di risonanza, al di sopra della quale la risposta scende rapidamente. I modelli
a RE, presi in esame ed utilizzati per derivare la dinamica dei laser a QD,
sono di tipo non eccitonico, cioé descrivono sia la popolazione di elettroni
che di lacune. In questi modelli lo ‘scenario’ per le lacune non ¢ quindi
considerato ‘simmetrico’ rispetto a quello degli elettroni.

2.1 Rate Equation per laser a semicondutto-
re

La densita dei portatori nella regione attiva ¢ governata da un processo
dinamico. Per descrivere questo processo, e il raggiungimento dello stato
stazionario per i portatori, si puo usare un modello di pompaggio elettrico,
schematizzato nella figura 2.1} Supponendo la neutralita di carica si puo fare
riferimento solo agli elettroni; a questa condizione ci si avvicina comunque
per alti livelli di iniezione di corrente.

La corrente iniettata fornisce un termine di generazione, mentre la perdita
di portatori e descritta da un termine di ricombinazione. Si puo scrivere
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corrente iniettata S

N
. . . . ricombinazione
inversione di popolazione No .
stimolata
MODELLO
POMPAGGIO
ELETTRICO ricombinazione

AR su trappole
emissione

spontanea ricombinazione Auger

Figura 2.1: Modello di pompaggio elettrico in cui la concentrazione di portatori
liberi (V) ¢ il risultato del bilancio dei vari fenomeni di ricombinazio-
ne; quando N raggiunge quella richiesta dall’inversione di popolazione
(Np) ha inizio ’emissione stimolata.

I’equazione di bilancio come

011];7 = Ggen — Rrec (2.1)
dove N e la densita di portatori (elettroni), ¢ il tempo, Ggen € il tasso di
portatori iniettati (processo di generazione) e Ry ¢ il tasso di ricombinazione
dei portatori per unita di volume nella regione attiva.

Nelle condizioni di stato stazionario, dN/dt = 0, il tasso di generazione
e pari a quello di ricombinazione.

Nel modello viene inclusa anche la perdita di corrente dovuta all’esistenza
di percorsi attorno alla regione attiva, che contribuiscono a ridurre 1’efficienza
quantica interna, la quale indica la frazione di corrente terminale che genera
portatori nella regione attiva. Dato che il numero di elettroni iniettati nella
regione attiva, per unita di tempo, & espresso da n;1/q (dove 7; & lefficienza
quantica interna, I ¢ la corrente iniettata e ¢ € la carica del portatore) risulta

che I
Th
Ggen = — 2.2
ge qv ( )
dove V' e il volume della regione attiva.
Il processo di ricombinazione include pitt meccanismi (transizioni) tramite
i quali il sistema rilassa verso 1’equilibrio termodinamico. Si hanno i seguenti

tipi di ricombinazione:
« radiativi (emissione di luce):

— ricombinazione spontanea;
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— ricombinazione stimolata;
« non radiativi (senza emissione di luce):

— ricombinazione su trappole;

— ricombinazione Auger.

Nei processi radiativi, ogni volta che una coppia elettrone-lacuna ricom-
bina, si genera un fotone.

Il tasso di ricombinazione spontanea € proporzionale alla probabilita di
scontro tra elettroni in BC e buche in BV (urto a due corpi).

L’emissione stimolata ¢ il fenomeno inverso dell’assorbimento, per cui per
avere maggiore probabilita di indurre diseccitazione che di essere assorbito,
un fotone deve trovare piu elettroni in BC che in BV, cioe e necessario che
ci sia inversione di popolazione. Questa condizione viene raggiunta iniettan-
do corrente nella regione attiva in modo da aumentare la concentrazione di
portatori. Il tasso di ricombinazione stimolata ¢ proporzionale (tramite la
stessa costante che caratterizza il tasso di assorbimento) al flusso di fotoni,
alla concentrazione di elettroni in BC e lacune in BV. Il fenomeno corrispon-
de allo scontro di tre particelle (cinetica del terzo ordine). Questa situazione
e molto lontana dall’equilibrio termodinamico, per cui il decadimento di un
elettrone in stato eccitato, su cui incide il fotone, € estremamente VeloceE]

Le ricombinazioni non radiative si possono descrivere con due tipi di
meccanismo: la ricombinazione su trappole e la ricombinazione Auger.

La ricombinazione su trappole (difetti puntuali, superfici e interfacce nella
regione attiva) avviene se sono presenti livelli intermedi nel gap (le trappole)
che possono catturare un portatore. Il tasso & proporzionale alla concentra-
zione di trappole e di portatore libero. La ricombinazione, normalmente non
radiativa (IR termico), & una cinetica del primo ordine.

Nella ricombinazione Auger, 'energia di ricombinazione elettrone-lacuna
non viene emessa come fotone, ma utilizzata (come energia cinetica) per
eccitare in livelli ad alta energia un altro portatore, che poi termalizzera
disperdendo in calore la sua energia. Dal punto di vista cinetico si tratta di
urto a tre particelle.

In aggiunta a contributi radiativi e non, bisogna considerare anche la
perdita dei portatori dalla regione attiva prima di ricombinare. Questo puo

!Considerando la struttura a bande di un laser a semiconduttore si ha che nella zona
attiva, aumentando la concentrazione di portatori (plasma) si ha NP > N? dove N &
la concentrazione di elettroni, P quella delle lacune e NV; la concentrazione di elettroni
nella regione intrinseca. L’inversione di popolazione si raggiunge quando i pseudo livelli
di Fermi delle bande sono separati da una energia maggiore di quella del gap dell’attivo.
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avvenire per emissione termoionica o, se la barriera di potenziale trasversa
e/o laterale non ¢ sufficientemente alta, per diffusione laterale.
Quindi il tasso di ricombinazione totale si esprime come

Rrec = Rsp + Ry + Ry + Rst (23)

dove Ry, ¢ il tasso di ricombinazione spontanea, R, ¢ il tasso di ricombina-
zione non radiativo, R) ¢ il tasso di perdita di portatori e Ry ¢ il tasso di
emissione stimolata.

Ciascuno dei termini suddetti dipende dall’esistenza dei portatori. Si puo
esprimere il tasso di ricombinazione come

Riec = BN? + (AN + CN?) + Ry (2.4)

in cui Ry, ~ BN? e Ry, + R ~ (AN + C’N3)E| Il coefficiente B ¢ chiamato
coefficiente di ricombinazione bimolecolare. Poiché la ricombinazione spon-
tanea richiede la presenza di una coppia elettrone-lacuna, il tasso corrispon-
dente tende ad essere proporzionale al prodotto delle densita degli elettroni e
delle lacune, quindi proporzionale ad N? (N rappresenta anche la densita di
lacune)ﬂ I centri di ricombinazione non richiedono I'esistenza simultanea di
elettroni e lacune, per cui il tasso tende ad essere proporzionale ad N. Nella
ricombinazione Auger il tasso tende ad essere proporzionale a N3 (sensibile
quindi ad alte concentrazioni di portatori) poiché si ha simultaneamente la
coppia elettrone-lacuna ricombinante e la terza particella che riceve ’energia
di ionizzazione.

I tassi Rsp, Rur € Ry rappresentano processi di decadimento naturali (o
non stimolati) di portatori (che puo, in virtu di quanto esposto sopra, essere
espresso in serie di potenze di N); Ry, invece, richiede la presenza di fotoni.
Si possono descrivere i processi di decadimento naturali mediante il tempo
di vita dei portatori, 7. In assenza di fotoni, o di un termine di generazione,
la descrive il decadimento della concentrazione di portatori

S

dt 7
dove N/T = Ry, + Ry + Ry (per confronto con R,..). La definisce 7 (che
in generale non ¢ indipendente da N).

(2.5)

2La dipendenza dei tassi di ricombinazione dalle concentrazione dipende dalle appros-
simagzioni fatte per descrivere il sistema di portatori. In questo caso non si considera lo
spin (oltre ad assumere la neutralita di carica). [11].

3La probabilita di occupazione, sia degli elettroni che delle lacune, dipende linearmente
da N; la probabilita di ricombinazione deve essere proporzionale al prodotto delle due
probabilita di occupazione.
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[

Si puo scrivere I’equazione di bilancio dei portatori come

dN  nl N
AN_nmd N g 2.6
dt qV T ' (26)

in cui il termine R e trascurabile nel caso in cui la densita di fotoni sia bassa
(laser sotto soglia).

La descrizione della dinamica della regione attiva necessita anche dell’e-
quazione di bilancio per la densita di fotoni, che includa sia la generazione
che la perdita degli stessi. Si considera 1’emissione di luce in un singolo modo
della cavita laser (tipicamente ci sono pitt modi ottici).

Ogni volta che una coppia elettrone-lacuna e stimolata a ricombinare si
genera un altro fotone. Il principale termine di generazione di fotoni, sopra
la soglia, ¢ Ry, mentre solo una piccola frazione di Ry, contribuisce al tasso
di generazione di fotoni per il modo. I fotoni occupano 'intero volume della
cavita, V,, che ¢ maggiore del volume della regione attiva occupato dagli
elettroni, V. Consegue che il tasso di generazione di densita di fotoni e
pari a [V/V,]Ry. Il rapporto V/V, ¢ chiamato fattore di confinamento ed ¢
indicato con I'; ovviamente I' < 1.

Le perdite di fotoni dal modo avvengono nella cavita per assorbimento
ottico e scattering, oltre che per I'accoppiamento della cavita con ['uscita per
mezzo degli specchi (trasmissione); una porzione del modo ¢ infatti accop-
piata a un mezzo di uscita (fibra ottica). Dato che tutta la luce emessa deve
essere coerente (stessa lunghezza d’onda, direzione di propagazione, polariz-
zazione e fase), parte di essa deve rimanere dentro la cavita in modo che &
sempre lo ‘stesso’ fotone a indurre I’emissione stimolata; questo feed back ¢
ottenuto tramite la riflessione agli specchi. Si puo caratterizzare la perdita
netta dei fotoni mediante il tempo di vita (del fotone o piuttosto della cavita),
Tp, analogamente a come ¢ stato fatto per caratterizzare il decadimento dei
portatori.

4Si puo dare, a questo punto, l'interpretazione fenomenologica, nel dominio del tempo,
del “ritardo di accensione” o turn-on delay del laser (paragrafi 5.4.1 e 5.4.2 di [13]). Se la
corrente all’istante ¢ = 0, passa da zero ad un valore sopra soglia, la densita dei portatori
aumenta, riempiendo la regione attiva, mentre la densita dei fotoni rimane bassa finché non
si raggiunge la condizione di inversione di popolazione (la densita dei portatori raggiunge
il valore soglia). A questo punto, la ricombinazione stimolata inizia a limitare un ulteriore
incremento della densita dei portatori, mentre la densita dei fotoni inizia ad aumentare, ma
cio avviene con un ritardo temporale rispetto all’iniezione. All’aumentare della corrente
diminuisce questo ritardo, il che suggerisce che diminuisce il tempo di vita dei portatori,
funzione della corrente. Le proprieta del ritardo di accensione dell’emissione stimolata
da GS (Ground State), per varie correnti iniettate, ¢ mostrato in [4] a pagina 1147; si
tratta di un modello eccitonico per QD con i seguenti stati nella banda di conduzione:
WL (Wetting Layer), ES (Excited State) e GS (Ground State).
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Tenendo conto della generazione e perdita di fotoni si puo scrivere la loro
equazione di bilancio come
dN, N,

= IRy + I'ByyRep — —
dt v+ I Rep Tp

(2.7)

dove N, ¢ la densita di fotoni e Sy, ¢ il fattore di emissione spontanea, che
indica la frazione di fotoni emessi per emissione spontanea accoppiati con
il modo della cavita laserﬂ Dall’equazione si ricava che in assenza dei
termini di generazione, I'Ry + I3, Ry, 1 fotoni decadono esponenzialmente
nel tempo con una costante di decadimento pari a 7, (definizione di tempo
di vita).

Le equazioni di bilancio per portatori e fotoni sono due equazioni accop-
piate, che possono essere risolte per lo stato stazionario e per la risposta
dinamica del laser. Per esprimere la soluzione & necessario esplicitare la
dipendenza dei tassi di ricombinazione, e quindi anche di Ry, da N e Nj,.

L’emissione stimolata ¢ un processo di guadagno per i fotoni. La densita
di fotoni aumenta da un valore iniziale di N, ad un valore di N, + AN,, dopo
aver percorso una (piccola) lunghezza Az di regione attiva. Si assume, per
semplicita (e senza perdere di generalita), una piena sovrapposizione tra la
regione attiva e il campo di fotoni (I" = 1). Si puo descrivere la crescita di
fotoni definendo un guadagno per unita di lunghezza g, che ¢ il guadagno del
materiale. La crescita di fotoni e

N, + AN, = N, e94* (2.8)

Se Az < 1si ha che €94 ~ 1+gAz; essendo Az = v, At, dove vy ¢ la velocita
di gruppo, si ha che I'incremento di fotoni ¢ dato da AN, = N,gv,At. Si
puo esprimere, a questo punto, il tasso di emissione stimolata come

AN
= v (2.9)

Il sistema delle equazioni di bilancio o Rate Equation (RE) per la densita
di elettroni e fotoni e

Rst -

dN nl N
- = — — —w,qgN, 2.10
dt qv T Ugg P ( )
dN. N,
d—tp = I'vggN, + I'BspRep — T—p (2.11)
p

L’emissione spontanea pud avvenire a tutte le frequenze dello spettro di guadagno e
in tutte le direzioni spaziali, ma solo una piccola frazione di tutti i fotoni emessi entrano
nel modo. Nel caso di accoppiamento uniforme a tutti i modi (tutti i modi ricevono la
stessa quantita di emissione spontanea), Ss, € proprio il reciproco del numero totale di
modi ottici della cavita nella larghezza di banda dell’emissione spontanea.
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La quantita I'g rappresenta il guadagno modale.

Il guadagno e una funzione della densita dei portatori, che puo essere
approssimato, almeno in condizioni di piccolo segnale, da una dipendenza
lineare:

g~ a(N — Ny) (2.12)

dove a ¢ il guadagno differenziale, 0g/ON, e Ny, € la densita dei portatori
alla trasparenzalf| [l

Seguono considerazioni sulla potenza ottica in gioco. La potenza (totale)
generata spontaneamente ¢ data da

P, = hvR,,V (2.13)

dove hv & l'energia di un fotone e V' il volume della regione attiva (R,
rappresenta il numero di fotoni generati per unita di tempo per unita di
volume). La potenza di uscita del modo ¢ data da

NoVo

Tp

Pyt = nohv (2.14)

dove 1y & Vefficienza otticd’| del laser e dipende dalla frazione di potenza
riflessa sulla cavita.

2.2 Guadagno di soglia

Le perdite della cavita sono state caratterizzate da una costante di de-
cadimento dei fotoni o tempo di vita 7,, che puo essere espresso in termini
di perdite associate alla propagazione ottica nella cavita e di perdite relative
agli specchi. Le perdite nette del modo danno il valore di guadagno netto
richiesto per raggiungere la soglia di laseramento.

b1l fattore di guadagno/assorbimento per un sistema trova giustificazione nella regola
aurea di Fermi, da cui si ricava l'espressione del fattore di guadagno del materiale g(fw).

"Per completezza si riporta anche il seguente aspetto. Dove ¢’e guadagno c¢’¢ anche una
(leggera) diminuzione di concentrazione di portatori, che causa un aumento dell’indice di
rifrazione rispetto alla zona dove non vi & guadagno; si ha per questo un guidaggio da
guadagno. L’iniezione di portatori, invece, abbassa 'indice di rifrazione. Il legame tra
indice di rifrazione n, e densita di portatori ¢ An o« —AN (guida ottica).

8L efficienza ottica del laser & data da

Om

N A
Mo o + (o)

dove il fattore F' ¢ la frazione di potenza trasmessa attraverso lo specchio (e persa dalla
cavita), oy, rappresenta le perdite relative agli specchi e (a;) rappresenta la perdita interna
media della cavita (paragrafo |2.2]).
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Figura 2.2: Cavita laser con le sezioni attiva e passiva e il modo guidato. [13].

Si consideri I'energia ottica di un diodo laser che si propaga in una guida
d’onda dielettrica, confinata sia trasversalmente che lateralmente. Il campo
elettrico puo essere espresso come

E(z,y,z,t) = ey EoU(z,y) el (=) (2.15)

dove €, ¢ il versore dell’asse y (polarizzazione TE), E, ¢ 'ampiezza del cam-
po, U(x,y) il profilo di campo trasverso normalizzato (modo guidato), w la
pulsazione, z la direzione assiale della guida (zy ¢ il piano trasverso), G la
costante di propagazione complessa, con cui il modo si propaga; 5 include
sia le perdite modali interne che il guadagno modale trasverso.

La figura mostra la cavita laser divisa in due sezioni: una sezione
attiva di lunghezza L, ed una passiva di lunghezza L, (si assume che non
ci sia discontinuita di impedenza all’interfaccia tra le due sezioni). I valori
di guadagno g, e delle perdite interne «;, hanno valori differenti nelle due
sezioni; nella regione passiva, per definizione, ¢ = 0 e a; = ;. Le per-
dite interne sono le perdite che avvengono sia per assorbimento che per i
vari fenomeni di scattering ottico possibili (interfacce attivo-cladding rugose,
portatori liberi, fluttuazioni di indice di rifrazione), oltre che, per fenomeni
di diffrazione e modi non allineati con la cavita. Il modo di propagazione e
riflesso dagli specchi, con coefficienti di riflessione in ampiezza di r; ed ry. 11
campo, confinato dal salto di indice di rifrazione, non viaggia tutto dentro
lattivo, ma la sua coda viaggia negli strati di confinamento (cladding), che
non guadagnano !’

Affinché il modo del laser raggiunga la soglia, il guadagno nella sezione
attiva deve essere incrementato al punto che tutte le perdite (di propaga-
zione e degli specchi) sono compensate, cosi che il campo elettrico replica
esattamente se stesso dopo un viaggio circolare, lungo 'asse z, nella cavita.

911 fattore di confinamento del campo (paragrafo i puo essere definito anche in
relazione alla frazione di campo presente nell’attivo.
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Quindi la soglia di laseramento e raggiunta quando l'intensita luminosa ¢ la
stessa dopo aver attraversato il dispositivo, essere stata riflessa, e ritornata
nel punto di partenza. Questo corrisponde alle condizioni al contorno in z

del campo: . .
E(2L) = E(0) (2.16)

da cui i i
Ty e~ 2(BainLatBp,nlp) — | (2.17)

Si puo osservare quanto segue:
« il campo si propaga assialmente come e/%?;

e 111y corrisponde alle perdite per le due riflessioni agli specchi in z =0
ez=1;

o il fattore 2 nell’esponente corrisponde al ‘giro’ di andata e ritorno della
luce nella cavita (lunghezza 2L);

e 1 a secondo membro corrisponde ad avere la stessa intensita di campo
dopo il percorso di 2L nella cavita (condizione di soglia);

o il pedice th sta ad indicare che I'equazione definisce un valore soglia
per .

L’equazione complessa 2.17] si puo spezzare, esplicitando le componenti di
B, in due equazioni che danno la descrizione in ampiezza e in fase. [I3]. La
parte in ampiezza ¢

rirg elevgin—ia)La=aiplp — 9 (2.18)
dove
o elww9mla & ] fattore corrispondente al guadagno;
o e @ala—aiple & ] fattore corrispondente alle perdite.

Risolvendo per I, gL, si ottiene

1
FzygthLa = ai,aLa + Oéi’pr +In E (219)

con R = rirs.
In considerazione che I, L,/L ~ I, I, = I' con L, > X e definendo la
media spaziale delle perdite interne della cavita come

iaLa i L
(o) = = JLF% . (2.20)
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si puo esprimere il guadagno alla soglia dall’equazione [2.19}

1.1
(@, = Lgn = (u) + 7 In = (2.21)
Le perdite dovranno essere recuperate dal guadagno distribuito su tutta
la lunghezza L,; maggiore ¢ L,, minore ¢ la necessita di guadagno. Per

convenienza il termine di perdita relativo agli specchi viene definito come

Q= 2ln]1% (2.22)
Inoltre si puo scrivere che
:p = il + Tllm = v (() + am) (2.23)
e quindi che
(@) = () + o = L (2.24)

UgTp
dove v, € la velocita di gruppo del modo (include sia la dispersione del mate-
riale che della guida). L’equazione permette di ricavare, dai parametri
di perdita della cavita, il guadagno di soglia.

Il guadagno, per lo stato stazionario di un laser operante sopra la soglia,
deve essere uguale al suo valore soglia: se il guadagno fosse piu alto di questo
valore, ’ampiezza del campo dovrebbe continuare a crescere indefinitivamen-
te. Questo implica che anche la densita dei portatori deve rimanere bloccata
ad un valore di soglia: la concentrazione di portatori non puo pitt aumentare
e 'incremento di iniezione aumentera solo piu I'intensita di luce emessa; alla
soglia. g = g(New)-

2.3 Il modello macro-stato lacune

Si considera un ensemble di laser QD a semiconduttore self-assembled
di InAs cresciuti su substrato di GaAs (InAs/GaAs). Il modello si basa
su un sistema di RE che descrive la dinamica di elettroni, lacune e fotoni;
si tratta di un modello non eccitonico in quanto si descrive una dinamica
diversa per elettroni e lacune. Nella figura ¢ mostrato il diagramma
con gli stati permessi in BC e BV, con le rispettive densita di portatori e
le costanti di tempo per i processi di cattura e rilassamento. Si indica con
ni’h il numero di portatori (elettroni, e, o lacune, h), normalizzato rispetto
al numero totale di QD, nello stato & € {SCH,WL,ES,GS,QD+WL}; gli

acronimi indicano rispettivamente: Separate Confinement Heterostructure
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Figura 2.3: Diagramma delle bande di conduzione (a) e di valenza (b) con i li-
velli confinati per i portatori, la loro densita e i tempi di cattu-
ra/rilassamento; la struttura si ripete, anche se il rapporto tra dot
laseranti e non laseranti non &, in generale, di 1+1 (profilo di potenziale
pseudo-periodico). [I].

(BC e BV), Wetting Layer (BC), Excited State (BC), Ground State (BC),
QD+WL (BV). I portatori sono iniettati nella barriera SCH (confinamento
bulk); il WL accoppia tutti i dot; in BC si hanno gli stati confinati GS ed
ES; in BV ci sono cinque stati confinati in QD: GS e quattro ES (ES;23.4).
L’ensemble di dot & formato da due popolazioni: quelli laseranti (I'insieme
di tutti i dot che raggiungono la condizione di soglia) e quelli non laseranti
(I'insieme di tutti i dot che non possono mai raggiungere la condizione di
soglia a causa del basso guadagno); questi ultimi non vengono considerati.
Per la BC si hanno quattro RE: una per ogni stato elettronico. In BV si
assume una termalizzazione (dinamica infinitamente veloce) delle lacune tra
gli stati permessi (stati confinati nel dot e WL), che sono energeticamente
molto ravvicinati rispetto a quelli degli elettroni (la massa efficace delle la-
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cune ¢ maggiore rispetto a quella degli elettroni). La termalizzazione delle
lacune avviene perché la differenza tra i relativi livelli energetici ¢ inferiore
all’energia termica kgT', pari a 26 meV (la temperatura di operazione T &
quella ambiente; kg ¢ la costante di Boltzmann). Gli stati interessati dal-
la termalizzazione sono descritti come un unico stato chiamato macro-stato
QD+WL, a cui corrisponde una sola RE. Una ulteriore RE descrive le lacune
in SCH.
Il sistema di RE per le densita di portatori e fotoni sono:

e e e
dngcy . I _ Nscn wr, (2.25)
dt "ngmwLq TS Tese. WL
e e [§] e e e
dnyy, _ n§cu _ Pwn Pwn ”VVLG (1— peg) + "Es
dt e Te T T " Prs T
S esc,WL nr,WL c,ES esc,ES (2 26)
ne ne '
‘WL e GS
— ——Gu(1 = pgg) + ——
TC,GS 7-esc,GS%VVL

dn$ ns ng ng ¢
af = e Gall = plg) = = B (1= pige) + (1= i)

de TeES TeseBS TGS Tesc,GS
Mg
- RstES - RspES — e
-
nr,ES
(2.27)
dngg  npg n¢ WL ng¢
= (1—pas) — = (1 — phs) + lGn(l — Pas) — —
de TGS Tese,GS TGS Tese,GS—WL
NGs
— Rstas — Rspas — —
an,GS
(2.28)
dsgs SES
= BopRsprs + grsses — (2.29)
dt Tp,ES
dSGS Crels)
= BspRspas + gassas — (2.30)
dt TvaS
dnb nh nh
+WL SCH D+WL
Qd = h hQ — Rt tor — Rsptot — Rirtot (2'31)
t Ts 7_esc,QD—I—WL
h
dngoy . I _ ndon "QD+WL (2.32)
dt namwLg e Tehsc,QD+WL

La corrente I (corrente di bias o di polarizzazione) ¢ iniettata in SCH, ma
solo una frazione di questa corrente, pari a 7;, genera portatori nella regione

attiva (paragrafo [2.1]).

32



2 — Modelli per Quantum Dot

Si indica con G, la frazione (probabilita di esistenza) di dot laseranti;
la frazione di dot non laseranti, G, non viene considerata, ma la normaliz-
zazione dell’intero ensemble di dot tiene conto di entrambe le popolazioni:
Gn+ G =1.

Si indicano con:

e nq la densita di dot per layer;

« ny il numero di layer che formano lo stack (figura ;
o w la larghezza della guida d’onda;

o L la lunghezza del laser.

I tempi che caratterizzano le transizioni dei portatori tra i livelli energetici
Sono:

o 7% tempo di trasporto, per elettroni/lacune, in SCH (tempi di diffu-
sione da SCH a WL);

e

. TS’SWLZ tempo di fuga, per elettroni/lacune, da WL a SCH (effetti

e
termici);

* Tepg: tempo di cattura, per gli elettroni, da WL ad ES;

* Teeps: tempo di fuga, per gli elettroni, da ES a WL;

¢ Ty gs: tempo di rilassamento, per gli elettroni, da ES a GS;
* Teeqs: tempo di fuga, per gli elettroni, da GS ad ES.

Nel modello si considera anche una probabilita non nulla di cattura diretta,
per gli elettroni in BC, da WL a GS; i tempi dei relativi tassi sono indicati
con:

* Teas: tempo di cattura, per gli elettroni, da WL a GS;
* TeeGsowr: tempo di fuga, per gli elettroni, da GS a WL.

[ tempi di vita dei portatori (elettroni), per ricombinazione non radiativa,
in WL, ES e GS sono rispettivamente indicati con 75w, Ty gss Terqs- La
transizione non radiativa da SCH ¢é trascurata.

Gli altri parametri sono:

e Tpas, Tprs: tempi di vita dei fotoni rispettivamente alla lunghezza
d’onda di GS e alla lunghezza d’onda di ES; tiene conto sia delle perdite
agli specchi che delle perdite intrinseche della cavita (equazione [2.23));
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e [p: fattore di emissione spontanea.

La probabilita di occupazione di ciascuno stato elettronico e definita da

NGS ES
PGSES = o A (2.33)
B #Gs,Ean

con pgg = 2 e pupg = 4, che sono rispettivamente la degeneracy di GS e di
ES; 1 — pgg ps rappresenta la probabilita di trovare posti non occupati in GS
ed ES (stato di portatore vuoto). Questi fattori sono chiamati anche Pauli
blocking factor e si suppongono pari ad 1 per gli stati SCH e WL; quindi
si assume che in tali stati, che sono rispettivamente 3D e 2D, il numero di
portatori puo essere infinito. Per energie molto elevate, infatti, gli stati liberi
sono cosl numerosi che il principio di esclusione e praticamente inoperante.
Si puo supporre uno spettro continuo ad alta energia (risoluzione inferiore a
ksT) [

La termalizzazione delle lacune nel macro-stato QD+WL, con uno pseudo
livello di Fermi EF, permette di esprimere la loro probabilita di occupazione
mediante la distribuzione di Fermi-Dirac

h o ].
Pk = 1+ eER-Ep)/ksT

(2.34)

dove EP ¢ il livello di energia in BV corrispondente allo stato & confinato nel
QD.E Questo permette di ottenere la densita di lacune nel macro-stato:

n}éD+WL = 5{17\/L In(1 + e(E?_E‘I}VL)/kBT) + Z MZPII:; (2.35)

dove

o EY. ¢&lenergia, per le lacune, dello stato WL;

11 principio di esclusione vale per elettroni e lacune, che sono fermioni (mentre la
coppia elettrone-lacuna descritta come eccitone ¢ un bosone). La funzione d’onda di due
fermioni nello stesso stato e identicamente nulla: impossibile per due fermioni condividere
lo stesso stato. La distribuzione di Fermi-Dirac che vale per i fermioni, tende, per energie
crescenti (e maggiori dell’energia di Fermi), alla distribuzione di Maxwell-Boltzmann, che
¢ propria delle particelle classiche e per le quali il principio di esclusione non vale.

HTa distribuzione si usa, per I'analisi dei dispositivi a semiconduttore, anche in condi-
zioni di quasi equilibrio termodinamico, introducendo gli pseudo livelli di Fermi (uno in
BC e uno in BV), che mantengono il significato di ‘baricentri’ energetici per i portatori
nella relativa banda. Questa assunzione & lecita per bassi livelli di iniezione.
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o 6%, ¢laDOS efficace bidimensionale delle lacune nel WL, normalizzata
rispetto al numero totale di QDB

[

I tempi di fuga sono tali da garantire 1’equilibrio termodinamico senza
eccitazione esterna (l'iniezione di corrente) e senza perdita di portatori (per
ricombinazioni radiative e non). L’equilibrio termodinamico si esprime impo-
nendo 'uguaglianza dei tassi tra i due livelli interessati dal trasferimento di
portatori, pesati dalla probabilita di trovare posti vuoti nel livello destinazio-
ne (funzione della distribuzione di Fermi-Dirac). La condizione di equilibrio
termodinamico puo essere espressa, in BC, dalle seguenti relazioni tra i tempi

121,a DOS bidimensionale & pari a % u(E—EY;) dove u(E) ¢ la funzione di Heaviside,
nulla per E < 0 e pari ad 1 per E > 0; E&; & energia permessa ricavata dalla equazione
di Schrodinger nella direzione di confinamento. Questa DOS e la densita superficiale degli
stati in energia (risulta per unitd di area poiché espressione ingloba la divisione per
larea totale del gas bidimensionale). La massa efficace, m*, supposta isotropa, ¢ data da
0,043 mg per gli elettroni e 0,4 mg per le lacune, dove mg € la massa dell’elettrone libero.
La DOS a un solo gradino permette di integrare sulle energie:

i ]. h h
- — (Ef 7EWL)/]CBT
/ESVL ST dE = kgTIn(1 +e )

La quantita (51{,‘% ingloba, oltre alla DOS bidimensionale, anche kg7 derivante
dall’integrazione.

13Con riferimento alla situazione definita in uno spazio cartesiano nella nota [2} si fanno
le seguenti osservazioni sul ruolo della funzione d’onda nel WL e in SCH.

Nel caso WL (gas di Fermi bidimensionale) il moto dei portatori ¢ impedito solo orto-
gonalmente alle pareti della buca di potenziale in z, dove z & la direzione di confinamento.
La funzione d’onda di una particella puo esprimersi come il prodotto di due fattori:

o fattore dipendente da z, ricavata dalla soluzione dell’equazione di Schrodinger con
il profilo di potenziale della buca in z; definisce il problema agli autovalori, quindi,
le energie permesse; il modulo quadro di questo fattore da la distribuzione dei
portatori nella direzione di confinamento z;

o e k2@ e=iky¥  che avendo modulo quadro pari ad 1, descrive una delocalizzazione
nel piano zy dei portatori (interpretazione di onda di probabilitd associata alla
materia).

Nel caso SCH invece, la funzione d’onda da un termine di probabilita pari a
’e‘jkwx e—ikyy g=ikaz|? 1, che corrisponde, quindi, al moto libero dei portatori nel-
le tre direzioni spaziali (le equazioni del moto si possono ricavare dalle relazioni di
commutazione).

Nelle strutture reali, anche per i gradienti di concentrazione delle specie chimiche coinvol-
te nella composizione del dispositivo (fenomeni di diffusione), la transizione della funzione

d’onda da ‘localizzata’ a ‘delocalizzata’ avviene in modo graduale.
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di fuga e i corrispondenti tempi di cattura/rilassamento:

1 s mgemp e L (2.36)
Tesc,as  HaGs TGS
(]
: 1 = o(B&s—Ey)/knT el (2.37)
Tesc,GS—WL HGs Te,GS
1 O et 1 (2.38)
Tesc,ES HES T¢ ES

[ tempi di fuga da WL a SCH, sia per gli elettroni che per le lacune, si consi-
derano costanti, trascurando 'interazione con il WL e quindi la dipendenza
da n%’\;“L .H

La densita di fotoni emessi, normalizzato rispetto al numero totale di
QD, e rappresentato da sgggs per i fotoni alla lunghezza d’onda di GS e di
ES. Le quantita ggs gs tengono conto del guadagno alle lunghezze d’onda di
emissione di GS e di ES. Questi coefficienti di guadagno sono espressi come
tassi: O (o . |

Jas.ms — n(PGs ps + Pésps, — 1) (2.39)
Tg GS,ES
dove TyGs,Es sono costanti di tempo ‘di guadagno’, che includono la dipen-
denza dal fattore di confinamento ottico I, dal guadagno del materiale gt
e dalla velocita di gruppo v,; per 'equazione , TeGs,Es deve essere pari a
(Fgmatvg)_l'

I termini Ry s s rappresentano i tassi di emissione stimolata per GS ed
ES; i termini Rg,qgrs sono i tassi di emissione spontanea per GS ed ES.
Questi termini corrispondono ad un aumento dei fotoni ed a una perdita di
elettroni (e lacune) e quindi accoppiano le RE dei fotoni con quelle degli
elettroni (e lacune). Le espressioni di questi tassi radiativi e

« per Iemissione stimolata (guadagno di fotoni):
R s ps = gas Es SGs,Es (2.40)
e per 'emissione spontanea:

e h
Guhics ESPGs ESPGS ES,
Tsp GS,ES

Ry asps = (2.41)

dove Ty, gs Es € il tempo di vita dei portatori dovuto all’emissione spon-
tanea.

M[a condizione sui tassi a cui obbediscono questi tempi sono formulate assumendo che
la probabilita di trovare posti vuoti nel WL sia pari ad 1; questo fa si che questi tempi
dipendono da n%{,hL. Anche gli altri tempi considerati in BC, in generale, dipendono da
Ny, Si considera lo scattering solo con elettroni.
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I termini R ot € Rsptor tengono conto rispettivamente del tasso di emis-
sione stimolata totale e del tasso di emissione spontanea totale. Questi tas-
si costituiscono una diminuzione della concentrazione di lacune nel macro-
stato QD+WL, quindi accoppiano la relativa RE con quelle dei fotoni (ed
elettroni). I tassi sono espressi come

Rsttot - Rst as + RstES (242)

Rsptot = Rsp ags + Rsp ES (243)

Il termine R, tiene conto del tasso di ricombinazione non radiativa
totale ed & un contributo alla perdita di lacune nel macro-stato QD+WL; si
esprime come

ne ns ns
Rnrtot — eGS eES eWL (244)
an,GS an,ES an,WL
e quindi costituisce un termine di accoppiamento con le RE degli elettroni.
Le principali approssimazioni che sono state assunte sono:

 la regione attiva consiste di una sola popolazione di QD;

 tutti i dot della popolazione sono uguali per dimensione, forma e com-
posizione;

o tutti i dot sono neutri (stesso numero di elettroni e lacune);

 si considerano le quantita in gioco come media rispetto alla posizione
nella cavita (approssimazione di campo medio);

e i processi di cattura, fuga e ricombinazione sono considerati indipen-
denti dall’iniezione.

2.4 Emissione da GS

I1 modello & quello non eccitonico con termalizzazione lacune (modello a
macro-stato lacune QD+WL).

2.4.1 Lo stato stazionario

Quando gli ingressi sono costanti nel tempo (in questo caso la corrente
iniettata I), anche le uscite lo sono (in questo caso le densita di portatori e
fotoni); questo ¢ il regime stazionario.

Lo stato stazionario € ottenuto risolvendo il sistema delle RE mediante il
solutore numerico ode23s, implementato in ambiente Matlab®(paragrafo.

37



2 — Modelli per Quantum Dot

Il sistema di equazioni non lineare ha le derivate temporali nulle, essendo,
a regime, costanti nel tempo le densita (normalizzate) di portatori e fotoni.
Tali densita sono determinate per vari valori della corrente iniettata, che e
assunta come parametro indipendente del sistema; di conseguenza sono deter-
minati, in virtl delle equazioni [2.39] [2.33] e [2.34], anche i valori di guadagno
modale.

La potenza ottica emessa € proporzionale alla densita di fotoni normaliz-
zata, sgs, il cui andamento rispetto alla corrente & mostrato in figura E
La corrente di soglia, Iy, per I'emissione stimolata relativa allo stato GS,
¢ approssimativamente pari a 4mA. Per una corrente inferiore a quella di
soglia si puo trascurare ’emissione stimolata; 'iniezione di corrente serve
solo a rifornire i portatori persi per emissione spontanea (radiazione incoe-
rente) e ricombinazione non radiativa; la densita di fotoni ¢ vicina a zero
e I'emissione spontanea aumenta all’aumentare della corrente iniettata. Al-
lavvicinarsi alla soglia, I'emissione stimolata (radiazione coerente) diventa
dominante andando ad incrementare ‘velocemente’ il numero di fotoni nel
modo (e quindi la potenza ottica emessa); 'andamento ¢ linearﬂ e 'emis-
sione spontanea ¢ bloccata al suo valore soglia. La caratteristica e la corrente
di soglia dipendono dalla temperatura, ma tale dipendenza non viene analiz-
zata (la temperatura di operazione & sempre quella ambiente). La figura
mostra ’andamento delle densita normalizzate di portatori rispetto alla cor-
rente; la figura mostra la probabilita di occupazione degli elettroni negli
stati ES e GS rispetto alla corrente. Le curve delle densita di portatori (e
conseguentemente quelle relative alle probabilita di occupazione) presentano
un ‘ginocchio’ in prossimita del valore di Iy,.

2.4.2 La linearizzazione delle RE

Per studiare le caratteristiche statiche del laser si considerano le RE con
d/dt = 0 (stato stazionario). Per studiare il comportamento dinamico del
laser, in risposta ad una modulazione della corrente iniettata, ¢ necessario
considerare le RE con d/dt # 0. In questo caso non e possibile procedere
per via analitica, in quanto, non si puo ottenere 1’espressione simbolica della

15T parametri di riferimento, per il modello a macro-stato lacune, sono quelli “Arakawa”.
Tuttavia, nella figura si riporta anche il caso per il set di parametri “Gready lento”,
poiché in seguito tornera utile. A tal proposito si veda il paragrafo

16Sopra soglia, la pendenza della curva (il rapporto incrementale) rappresenta il numero
di fotoni emessi rispetto al numero di portatori iniettati (la corrente I); se si esprime
da sags la potenza ottica, tenendo conto dell’energia del fotone (Awgs), detto rapporto &
Uefficienza quantica esterna.
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Figura 2.4: Andamento della densita normalizzata di fotoni GS rispetto alla
corrente di bias (set a confronto).
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Figura 2.5: Emissione da GS: andamento delle densita normalizzate di elettroni

(curve blu) e lacune (curva rossa) rispetto alla corrente di bias (set
Arakawa).
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Figura 2.6: Probabilita di occupazione degli elettroni negli stati GS ed ES rispetto
alla corrente di bias (set Arakawa).

soluzioneFj] Se si vuole una soluzione per via analitica bisogna fare delle ap-
prossimazioni. Si considerano le RE assumendo che le variazioni dinamiche
delle densita di portatori e fotoni, dal loro valore stazionario, siano piccole;
questo permette di fare un’approssimazione al primo ordine rispetto alle va-
riazioni delle densita di portatori e fotoni ed ottenere delle risposte di piccolo
segnale delle variabili dinamiche. Quindi I’analisi dinamica lineare serve per
trovare I’evoluzione del sistema in un piccolo intorno del punto di equilibrio
statico (o punto di lavoro), trovato con I'analisi statica non lineare.

Le RE, esprimendo le derivate temporali delle densita di portatori e fotoni,
descrivono una dinamica (temporale) di un sistema con memoria; tale memo-
ria e dovuta ai valor: iniziali delle variabili che sono sottoposte a derivazione
e che dipendono, quindi, dall’intera storia passata. Nel caso stazionario, non
essendoci evoluzione temporale, il sistema € senza memoriaEF]

17In genere, non si puod ottenere I’espressione della/delle soluzioni in termini di funzioni
elementari, pur essendone garantita l’esistenza da teoremi. Si procede, per altro, per
via numerica (nel senso di metodo numerico) anche nei casi, poco frequenti, in cui tale
possibilita esista, ma troppo costosa in termini computazionali (numero di operazioni
elementari da compiere). Qui non si dirime su questa questione.

8Per analogia con un circuito RLC, gli induttori e i condensatori sono gli elementi con
memoria (la relazione costitutiva & un’equazione differenziale nel tempo), mentre i resistori
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Considerando la corrente e le densita di portatori e fotoni come variabili
dinamiche, si calcolano i differenziali di tutte le RE. Tali differenziali possono
anche essere trovati considerando, per tutte le variabili dinamiche, lo sviluppo
di Taylor attorno allo stato stazionario, arrestato al primo ordine; trascuran-
do i termini di prodotti che coinvolgono due o piu termini di piccolo segnale
(i differenziali di ordine superiore al primo) e annullando le soluzioni di stato
stazionario, si ottengono le RE approssimate per i differenziali delle densita,
identiche ai differenziali delle RE. [13]. Si applica, quindi, il modello a RE
intorno ad un punto di polarizzazione (a cui corrisponde lo stato staziona-
rio), attorno al quale si linearizza, per ricavare il modello di piccolo segnale.
Quindi il sistema reale in esame si comporta come un sistema lineardﬂ in
regime di piccoli segnali.

Il modello analitico per piccolo segnale, relativo all’emissione solo da GS,
¢ ricavato dalle RE, senza 1’equazione per sgg. Il sistema considerato ¢ quindi
7 x 7. 1 differenziali delle RE si calcolano differenziando rispetto alla corren-
te e alle densita, considerando che il guadagno (equazione , e il tasso
di emissione spontanea (equazione sono funzione delle probabilita di
occupazione, che sono funzione delle densita (equazione ; per i termi-
ni relativi ai tassi pesati dalle probabilita di occupazione si applica, quindi,
banalmente la regola di differenziazione di un prodotto. I calcoli portano,
raccogliendo i termini simili per le densita, alle seguenti RE differenziate,
espresse in notazione matricialeﬂ

jt(dxt) — —A(dX,) +dB, (2.45)

dove

sono elementi senza memoria (relazione costitutiva di tipo algebrico).
9In genere i sistemi reali non sono lineari; un esempio di ‘forte’ non linearita & data
dagli effetti di soglia, come la soglia di emissione stimolata di un laser.

(i)
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ajr a2 0 O
Q21 Q22 (A23 A4
0 as asz as;

o O O
o O O
S OO OO

A=10 a2 a3 G a5 a6
0 O O Q54 Q55 As6
0 ae agz ass Qg5 Aes Q67
L 0 0 0 0 0 ar arr |
_[(t)_
0
0
1
B,=—10
Tinj 0
0
_I(t)_

I differenziali si intendono applicati ai singoli elementi dei vettori, in cui il
pedice t sta ad indicare la dipendenza dal tempo.
Si definisce un tempo di iniezione, T, che, per confronto con il termine

di ‘iniezione’ in SCH (equazioni e , risulta pari a
Tinj = ngmwLq

Si suppone inoltre che, durante il laseramento, 1; = 1, per tutte le simulazioni,
sia analitiche che numeriche.

La matrice A risulta sparsa; questa e la conseguenza di aver considerato
solo le transizioni da un livello energetico ai primi vicini, assumendo una
probabilita nulla negli altri casi (la probabilita diminuisce all’aumentare della
differenza di energia). In un’interpretazione circuitale cio corrisponde ad un
grafo con nodi ‘poco’ connessi (le maglie del circuito); la topologia con ‘poche’
maglie ‘grandi’ corrisponde ad una matrice sparsa; il considerare la cattura
diretta, da WL a GS, rende solo meno sparsa la matrice. Si rimanda alla
nota 29| per ulteriori considerazioni.

Gli elementi non identicamente nulli della matrice sparsa A dipendono
dai seguenti valori stazionari:

* 5GS;
o densita di elettroni;

e EP (da cui dipende, per 1a[2.34 pi) P

2lEssendo EP uno pseudo livello di Fermi, deve dipendere dall’iniezione (quasi equilibrio
termodinamico).
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Quindi, questi elementi di matrice dipendono dalla corrente di polarizzazione.
La loro espressione risulta essere, in base ai calcoli effettuati, la seguente:

1
a11 = —
e
1
a2 = ——5
Tesc,WL
1
(21 = ——
TS
(S ($]
Uy — 1 + G (1 — pis) + 1 4 Ga(1 — pgs)
22 — e Te e Te
esc, WL c,ES nr,WL c,GS
e
G — 1 Ny
23 — e e e
esc,ES C,ESMES
e
gy — WL 1
24 — e e Te
c,aGsHas esc,GS—WL
(¢}
_ Gn(1 — pis)
a2 = ——— o
TC,ES
e (5] €
o — wi 1 1 — pls NGs 4 1
33 — Te e e Te Te G e Te
C,ES/‘I’ES esc,ES r,GS esc,GS nMES nr,ES
e (53
gy = — NEs . 1 — pis
e e e
Tr,GSGnlU’GS Tesc,GS
(53
_ Gn(1 — pGS)
Qg2 = —— o
Te,GS
(&} e
(43 = s ngs
(] e e
Ty,GS Tesc,GanNEs
h e
ny 1 — pi S 1 n 1
ES ES GS PGs WL
Qg4 = + + +

e e e e (] e e e
Tr,GSGnluGS Tesc,aS  TgGSHGS TspGS  Tnr,gs Tc,GSHGS  Tesc,GS—WL

Gu(ps + pts — 1)

Q45 =
TgGS
h
e — Gusas IpGs 1 Ipés
o onk onh
gGS QD+WL QD+WL
h
- ﬁsppGS SGS

54 = — -

Tsp GS TgGSHGS
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Gl + phe — 1 1
(Pas + Pés ) i per I < Iy,

TgGS Tp,GS
0

QAs5 =
per I > [y

h
GnSGS 8pGS
asg — —

I
Tgas ONGpywL

Ag2 = —

a3 = —5
an,ES

h
SGS i PGs 1
TeasMas  TspGS  TarGs
e h
Gn(pGs + pés — 1)
TgGS
h
1 GnSGS apGS
Aee = h + a h
Tesc,QD+WL TgGs ONGpLwL
1

~ +h
7—S
1

Agq =

Qg5 =

Qg7 =

are = ——
Tesc,QD—i—WL

1

arr = —-
h

TS

Si assume, in ayg, che@

_Ores (2.46)

b
Ondprwr

Inoltre

Opls _aplés OE¢

_ _ 0nks (o)
8”%D+WL OE} an}éD+WL OEf '

DED

22]] legame tra le probabilita di occupazione, per elettroni e lacune, & dato dalla

condizione di neutralita di carica, esprimibile come
e + e 4 e 4 e _ . h 4 h
NscH T MwrL T NEs T Ngs = NQD+wL T "SCcH

dove le densita n¢ e nh sono date, rispettivamente, dalla [2.33[e dalla |2.35
as.Es © QD4+wL
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Si calcola che

8p1,; e(E};—E}l)/kBT
DEr ~ (1 + oBL-EN/hsTY2p, T (2.48)
dove pP e data dalla m
Si calcola anche che
NG wr, _ b e(Br — By ) kT LY % (2.49)
oL} (14 eE-B)/mT e i FOB} ‘

,,,,,

dove ngp wy, € data dalla [2.35 sostituendo la nella [2.49) si ottiene

h h h h
angDJrWL B oh e BBy /keT o(ER—ED) /kgT

h

OE} N (1+ e(EP—E{}VL)/kBT)kBT ™ kGS%Sl Hi (1+ e(E;}Q—E?)/kBT)2kBT

(2.50)

Infine, sostituendo la [2.48 (con k = GS) e la nella 2.47) si ottiene
(semplificando kgT)

,,,,,

EbL —EM/kgT 5{}1\/ EM—EL V/ksT Eh—EN)/kgT

Opts _ el Lel

+ > c
o (1+e(EgS—Ep)/kBT)2 1 + e(Bf—FEgy)/ksT “k(1+e(Eg—E?)/kBT)2
(2.51)

I
INGD +wi

Questa espressione va sostituita nei termini asq, as6 € agg.

Ponendo (non calcolando i differenziali delle densita) sopra la soglia as; =0,
si tiene conto della condizione di laseramento (equazione [2.24)), senza nessuna
approssimazione. Questo significa che si include implicitamente il contributo,
nel coefficiente di guadagno ggs, anche dei dot non laseranti per homogeneous
broadening (allargamento omogeneo), discusso nel paragrafo ﬁ @ Sotto

ZQuesto contribuisce a migliorare 1’accordo tra il simulatore analitico (basato sulla
linearizzazione delle RE) e il simulatore numerico (integrazione numerica delle RE). 11
simulatore numerico descrive, infatti, sia la frazione di dot laseranti che non laseranti, e
tiene conto per questi ultimi del loro contributo per I’allargamento omogeneo dello spettro
di guadagno ottico. Il coefficiente di guadagno, riportato anche in [I], & dato da

Gu(pls +pbs — 1) L Gales + Plés — 1)
Tg GS Tg GS

gGgs = “Yhomo
dove le quantita con ’apice sono relative alla frazione di dot non laseranti. Il secondo
termine, quindi, rappresenta il contributo dei dot non laseranti, pesato dal coefficiente
Yhomo € [0, 1], che rappresenta la frazione di questo contributo. Per tutte le simulazioni
numeriche, si € posto Yhomo = 0,5.

24In [8] si riporta, per un caso eccitonico, un valore di allargamento omogeneo della
riga di emissione, di circa 10 meV, corrispondente anche a misure sperimentali (profilo di
allargamento lorenziano).
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la soglia, I’espressione di as5 € ottenuta differenziando. L’accordo, sia sopra
che sotto soglia, dovuto a questo termine, sara tanto migliore quanto piu e
alto il valore di G, (diminuiscono i dot non laseranti). Questo avviene per
i parametri Arakawa, in cui G, = 0,99 (tabella ; in questo caso, sopra
soglia, risulta ass ~ 0.

In virtu di quanto osservato su ass, si osserva anche che, sopra soglia per
il set Arakawa, si ha

GL(pe ho—1 1
(Pas +pas — 1) ~ (2.52)

TgGS Tp,GS

ed essendo il primo membro l'espressione di a45 = ags (la matrice A presenta
delle ‘simmetrie/antisimmetrie’, conseguenza del bilancio dei tassi nelle RE)

si ha che
1

Tp,GS

Le RE differenziate ('equazione matriciale sono ancora un sistema
di equazioni differenziali nel dominio del tempo, ma di un sistema lineare.
Tali equazioni si possono ricondurre, mediante la trasformata di Laplace, a
un sistema di equazioni algebriche nel dominio della pulsazione complessﬂ
Sotto opportune condizioniﬁ la trasformata di Fourier di queste funzioni
(dominio armonico), coincide con la trasformata di Laplace se la pulsazione
complessa ¢ pari a jw; di conseguenza ¢ possibile passare dal dominio di
Laplace al dominio armonico (o viceversa) ponendo la variabile complessa
pari a jw. Il dominio armonico va bene studiare i sistemi linearzﬂ (gli elementi

Q45 = Qg5 ~

25La pulsazione complessa, oltre che essere un parametro da cui dipende I'integrale di
Laplace, rappresenta anche 1’estensione in campo complesso della pulsazione ‘ordinaria’;
ha le stesse dimensioni e gioca lo stesso ruolo; identifica una cisoide complessa, invece che,
una sinusoide complessa e/“*. La parte reale della pulsazione complessa & responsabile di
un termine esponenziale (reale) nel tempo che moltiplica (inviluppa) el“*.

26La trasformata di Fourier & garantita soltanto per le funzioni sommabili in senso
integrale (come gli esponenziali complessi). La convergenza della trasformata di Laplace
viene assicurata anche per molte funzioni che non verificano la condizione di sommabilita,
modificando l'integrale di Fourier con l'introduzione di un opportuno fattore, detto di
convergenza e prendendo come estremo inferiore d’integrazione 1'origine anziché —oo (si
considerano le trasformate di funzioni che rappresentano segnali applicati a partire da
t = 0 in poi, come gli esponenziali complessi causali); si parla di trasformata monolatera.
Cosi facendo, la pulsazione complessa, la cui parte reale ¢ legata alla convergenza, viene a
sostituire la variabile jw.

27Un sistema & lineare se tali sono le equazioni che ne costituiscono il modello; di con-
seguenza vale il principio di sovrapposizione degli effetti. Le funzioni seno e coseno sono
“invarianti in forma” per trasformazioni lineari; quando una sinusoide attraversa un siste-
ma lineare in uscita € ancora una sinusoide. Cio permette di definire un guadagno e una
fase (funzione di trasferimento).
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della matrice A non dipendono dalle grandezze descrittive, cioe le densita di
portatori e fotoni), invarianti (gli elementi della matrice A non dipendono
dal tempo)@ e a parametri concentmtﬂm come il sistema di laser QD in
esame.

Ai fini dell’analisi dinamica lineare si considerano eccitazioni variabili
attorno ad un valore medio; si considerano solo le variazioni piccole delle
eccitazioni. In questo caso ¢’e¢ una sola eccitazione, la corrente iniettata. Si
applica, quindi, una corrente sopra soglia dc, Iy, a cui corrisponde lo stato
stazionario, cui si sovraimpone una corrente ac con piccola ampiezza (una
sinusoide con ampiezza [; e valore medio Iy). Usando, per comodita, la

28In generale, per un sistema invariante, le uscite non dipendono dall’istante di tempo
a cui 'ingresso e applicato, ad esempio, un sistema che non invecchia; questo permette la
ripetibilita degli esperimenti.

29Tn questo caso le variabili descrittive, le densita di portatori e fotoni, non dipendono
dallo spazio, per cui il modello non contempla la valutazione delle loro derivate parziali
rispetto alle coordinate spaziali. Come conseguenza, si suppone implicitamente che, la pro-
pagazione dei segnali di ‘densita’ sia istantanea, per cui non ci sono ritardi da considerare
nel dominio del tempo (cioe i ritardi sono nulli).

Si anticipa che, la natura della funzione di trasferimento ricavata dalle RE lineari, deve
contenere 'informazione sulla natura concentrata delle densita; essa risultera razionale
fratta in jw, quindi come per un circuito RLC a parametri concentrati. Questo dipende
dalla trasformazione di d/d¢, presente nelle RE, nel dominio armonico, cosi come avviene
nelle relazioni costitutive di induttori e condensatori. Nel caso i parametri fossero di-
stribuiti, cioe il modello include, oltre alla derivata temporale, anche le derivate parziali
spaziali delle grandezze costitutive, la funzione di trasferimento e trascendente.

Infine, si puo osservare che, un modello a parametri concentrati puo essere descritto
matematicamente da un grafo, che ne rappresenta la topologia. Questo tipo di descrizione
risulta naturale per una rete elettrica, per via delle connessioni che creano nodi e maglie —le
equazioni di Kirchhoff sono di natura topologica e sono le stesse per tutte le reti che hanno
lo stesso grafo —, ma vale in generale. Infatti, mediante una equivalenza degli elementi
costitutivi, si possono trasformare sistemi meccanici, sistemi idraulici e sistemi termici, in
un sistema elettrico equivalente, conservando la topologia. La stessa analogia idraulica
per la dinamica del laser, riportata nel paragrafo (modello di pompaggio elettrico) e
riportata anche nel capitolo 2 di [I3] (reservoir), descrive di fatto una dinamica con RE
relative a variabili di massa, anziché di densita di portatori e fotoni, rimanendo nella stessa
topologia. Quello che conta nella geometria topologica ¢ la natura discreta degli oggetti
rappresentati. Questa idea pud modellizzare ’evoluzione temporale dei fenomeni fisici,
che compongono l'intero processo o una sua parte; nel caso della dinamica di un laser, gli
oggetti discreti potrebbero essere gli stati permessi. ..

Un circuito a parametri distribuiti invece, come ad esempio una linea di trasmissione, non
puo essere descritta in questo modo.

308i evidenzia un aspetto dei grafi, indirettamente legato a questa tesi. Gli algoritmi di
algebra computazionale fanno uso di grafi ricorsivi per rappresentare le funzioni composte
(la funzione & I'entita discreta). Il calcolo simbolico in w, effettuato in ambiente Matlab®,
della funzione di trasferimento, si basa su questi algoritmi (paragrafo .
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notazione complessa si esprime la corrente come
I(t) = Io + dI(t) (2.53)

con '
dI(t) £ I e (2.54)

in cui si & usato il simbolo di corrispondente (£), al posto dell'uguaglianza,

poiché il secondo membro € una quantita finita. L’obiettivo & ottenere la
risposta in frequenza di piccolo segnale dei differenziali delle densita alla
modulazione di corrente d/(t). Potendo assumere che le densita rispondono
variando con la stessa legge con cui varia I(t) (a regime sono isomorfe con
'eccitazione) si ha

con
A .
dX; £ X, et (2.56)
dove
- i - i
nscH,0 nscH1
[$] e
WL,0 w1
e e
NES,0 NEs 1
J— e _ e
Xo = nGs,0 X1 = nGs1
$GS,0 $Gs,1
nh nh
QD+WL,0 QD+WL,1
nh nh
L "scHo | L "scH,1

L’equazione matriciale esprime la forma che ha la soluzione. Il pedice
0 si riferisce alla componente stazionaria, mentre il pedice 1 si riferisce alle
ampiezze di piccolo segnale (mediante le quali si esprime la linearizzazione
del sistema).

Sostituendo nella la e sostituendo la [2.54] in By, si ha

d . .
a(X1 ) = (—AX, + By) ' (2.57)
dove L
L
0
0
1
B]_ == O
Tinj 0
0
_Il_
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Passando al dominio armonico (d/dt trasformato diventa jw), la diventa
jwX; =-AX, + B,
da cui portando A X al primo membro e raccogliendo a destra X; si ottiene
(jwl+ A)X; =B,

dove 1 ¢ la matrice identita 7 x 7. Chiamando jwl + A = A, il sistema
lineare si esprime come

Ale = B1 (258)

La matrice A,,, espressa in componenti, risulta quindi pari a

(a1 +jw  a 0 0 0 0 0
921 aso + jw 23 24 0 0 0
0 ass ass + jw a34 0 0 0
A, = 0 42 43 44 + jw 45 46 0
0 0 0 asyg ass + jw ase 0
0 a62 (63 64 65 age + jw 67
0 0 0 0 0 ame arr +jw

Il sistema non omogeneo 2.58| esprime le RE linearizzate, nel dominio armo-
nico, per le ampiezze di piccolo segnale. Il termine forzante By ¢ ‘guidato’
dalla corrente I, che ¢ 'ampiezza del gradino di corrente da applicare intor-
no al punto di bias per calcolare la risposta in frequenza. Nelle simulazioni,
sia analitiche che numeriche, si ¢ usato il valore di 1 mA.

In conclusione, si ¢ passati da un modello continuo nel dominio del tempo
(le RE di partenza) ad un modello continuo nel dominio w; la relazione tra
i due domini e biunivoca (si puo antitrasformare la soluzione del sistema
algebrico ottenuto, per tornare al dominio del tempo).

2.4.3 La funzione di trasferimento

Il sistema lineare ha tante equazioni quante incognite ed il rango
della matrice A, ¢ massimﬂ (7); tale sistema risulta, quindi, determinato.
La matrice A, ¢ invertibile (det A,, # 0) e l'unica soluzione del sistema ¢

X, = A, 'B; (2.59)

31Tutte le righe (o le colonne) sono linearmente indipendenti ed appartengono ad uno
spazio vettoriale di dimensione 7.
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Essendo la matrice A, sparsa, si puo calcolare la soluzione senza 1'utilizzo
di metodi numerici (bassa complessita Computazionale)ﬂ La funzione di
trasferimento, o meglio la funzione di risposta armonica, € data da

H(jw) = 228 (2.60)

I

dove X1[5] = sgs,1 (si indica nelle parentesi quadre la componente del vet-
tore). La dipendenza di X;, e quindi di H, da jw deriva dagli elementi
diagonali della matrice A,. La funzione H(jw) esprime, per un sistema li-
neare, il rapporto dell’ampiezza di piccolo segnale dell’uscita, sgs 1, rispetto
all’ampiezza di piccolo segnale dell’ingresso, ;. Si puo esprimere la funzione
di risposta armonica anche per ognuna delle densita di portatori, prendendo
la corrispondente componente del vettore soluzione; prendendo l'intero vet-
tore soluzione si puo esprimere una matrice di trasferimento, per una data

corrente di polarizzazione Iy (X7 dipende, tramite gli elementi della matrice
A e quindi di A, da IO).H

321 ’espressione della soluzione ¢ direttamente implementabile, in ambiente Matlab®,
grazie alla presenza della divisione a sinistra; per questo non si utilizza la regola di Cramer.

33Per ricavare la matrice di trasferimento si pud anche partire dal sistema delle RE
linearizzate nel dominio ¢ (equazione ; lo si puo fare anche per ispezione! Tale sistema
di equazioni, infatti, identifica I’equazione di stato del nostro sistema (dinamico) di QD
per t > 0%, in cui le variabili di stato indipendenti sono i differenziali al primo ordine
delle densita normalizzate di elettroni e fotoni (la dimensione della matrice A ¢ pari al
numero di elementi con memoria indipendenti, ossia 1’ordine di complessita del sistema).
La teoria dei sistemi di equazioni differenziali, lineari, a coefficienti costanti, assicura che
ogni incognita sia esprimibile come la somma della soluzione dell’equazione omogenea
associata e dell'integrale particolare. La soluzione dell’omogenea associata € 1’evoluzione
libera del sistema dinamico, partendo da condizioni iniziali non nulle (le costanti sono
scelte in modo che siano soddisfatte queste condizioni iniziali), ma senza forzante, cio¢ &
la risposta ad ingresso nullo (dB; = 0); nel dominio armonico questo termine lo si ritrova
come termine additivo nella risposta (non siamo in questo caso). L’integrale particolare si
puo esprimere come prodotto (integrale) di convoluzione ed esprime la risposta forzata del
sistema dinamico, con condizioni iniziali nulle; dipende, quindi, solo dall’ingresso. Questo
¢ il tipo di risposta che si sta considerando. Infatti, la funzione di trasferimento ¢ la
trasformata della risposta (forzata) all’impulso. Nel nostro caso, si trascura completamente
Poscillazione libera, e si suppone che il sistema sia inizialmente a riposo, privo di energia
iniziale, e che, eventuali transitori siano gia smorzati rispetto alla risposta forzata. La
funzione di trasferimento — ricavata come rapporto tra la trasformata dell’uscita forzata e
quella dell’ingresso corrispondente, applicato con condizioni iniziali nulle — corrisponde ad
una relazione ingresso-uscita di tipo algebrico, a causa della trasformazione del prodotto
di convoluzione in prodotto.
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La funzione H (jw) ¢ razionale frattal’]a coefficienti realf®} si puo scrivere
che
N (jw; 1o)
D(jw; Io)
dove N (jw;Iy) e D(jw;Iy) sono polinomi completi (tutti i coefficienti sono
diversi da zero) di grado, rispettivamente, 4 e 7 (il grado di D(jw; Iy) ¢ pari
al rango della matrice A,). I coefficienti sono funzioni composte, per la
dipendenza dagli elementi della matrice A, dei parametri del sistema e di
Iy. Inoltre, il grado di N (jw; Iy), essendo non superiore al grado di D(jw; Iy),
conferma la causalitaf?

Si calcolano poliﬂlﬂ e Zerﬂ come radici, rispettivamente, di D(jw; Iy)
e N(jw;Iy). Poli e zeri si presentano reali o a coppie complesse coniugate
ed essendo funzione dei coefficienti dei polinomi di cui sono radiciﬂ sono
dipendenti da [y, oltre che dai parametri del sistema.

H (jw; Ip) = (2.61)

34Questo & dovuto al numero limitato di ‘componenti’, ossia le densita in gioco. Infatti,
in generale, se il numero dei componenti € in numero illimitato & possibile avere funzioni
irrazionali.

Inoltre, la natura di H(jw) conferma che l'uscita non & ritardata rispetto all’ingresso
in quanto, mancano i prodotti con termini esponenziali del tipo e *itardeiv. questo tipo
di risultato & coerente per un modello a parametri concentrati (nota . L’inclusione di
tempi di ritardo, ad esempio per fenomeni di trasporto, non cambierebbe la natura LTI
(Linear Time-Invariant) del sistema; un sistema modellato da un ritardo puro finito & un
sistema LTI, pur non essendo caratterizzato da una funzione di trasferimento razionale
fratta.

35 coefficienti nelle RE, e conseguentemente nelle RE linearizzate, sono reali in quan-
to funzioni reali, di tipo algebrico ed esponenziale, dei parametri reali che descrivono il
sistema; di conseguenza anche i coefficienti dei polinomi sono tutti reali.

36]] sistema & causale se la sua risposta all’impulso ¢ nulla per ¢ < 0; questa condizione
equivale ad imporre che non si possa ottenere l'uscita del sistema prima che venga ap-
plicato I'ingresso. Diversamente si puo dimostrare, usando la definizione per la funzione
di trasferimento di trasformata della risposta all’impulso, che se il grado di N(jw; ) &
maggiore del grado di D(jw; I), il sistema risponde all’ingresso anticipandolo, ossia con
una uscita pit veloce dell’ingresso stesso.

37Se interessa solo il calcolo dei poli, senza risolvere il sistema lineare, si puod considerare
che det A,, = D(jw; Ip); se si utilizza la regola di Cramer ¢ necessario comunque calcolare
questo determinante.

38Le equazioni di stato del nostro sistema LTI, si possono accoppiare ad un’equazione
di uscita, tale che il vettore di stato, dX;, coincide con l'uscita. In questo caso non
ci sono problemi di osservabilita dell’uscita (per il tipo di equazione di uscita costruita)
e di controllabilita dello stato (si consideri, nell’equazione canonica dell’uscita, il ruolo
dell’ingresso). Sotto queste condizioni si puo affermare che, i poli sono gli autovalori della
matrice —A, con lo stesso ordine di molteplicita di detti autovalori.

39Gli zeri, sono zeri di trasmissione in quanto, indicano i valori di w per i quali la
componente della risposta isomorfa con I'eccitazione ¢ nulla.

40Un polinomio a coefficienti reali ammette, in campo complesso, radici reali o a coppie
complesse coniugate, in numero pari al grado del polinomio, contate con la loro molteplici-
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I calcoli svolti mostrano che
e 3 jwpolo =0 Vv ]0;
o 3 jwuero =0 V.

Bisogna considerare l’errore numerico associato alla rappresentazione dei
coefficienti. Inoltre, il calcolo simbolico di det A,, (paragrafo sugge-
risce che la natura del polo in zero non sia analitica. Nel caso del polinomio
D(jw; Iy) il termine noto risulta essere la somma di 20 termini, con segni
alterni, ciascuno dei quali consiste in 7 prodotti con gli elementi non identi-
camente nulli della matrice A; I'ordine di grandezza degli elementi di matrice
coinvolti — che possono essere positivi o negativi, con un modulo molto in-
feriori ad 1 o, meno frequentemente, paragonabili ad 1 — fa si che questo
termine sia prossimo a zero (I’elemento ass = 0 sopra soglia non & coinvol-
to). Il modello numerico non prevede lo ‘zero di trasmissione’ [I5], che &
quindi legato alla matrice A,. Si aggiunge che, considerando due insiemi di
equazioni nelle cariche, che mantengono una neutralita globale, si ha come
conseguenza uno zero, a pulsazione nulla, della funzione di trasferimento.
Infatti, facendo delle approssimazioni, & possibile scrivere una equazione in
funzione delle altre, cioe le equazioni si possono considerare ‘approssimati-
vamente’ non indipendenti [I6]. Si consideri, comunque, che per arrivare
all’espressione di H (jw) si sono fatte delle approssimazioni che coinvolgono
proprio la neutralita di carica (equazione .

ta; inoltre, se il grado ¢ dispari si ha almeno una radice reale (da D(jw; Ip) si hanno 4 poli
reali, di cui 3 sono ad ‘alta’ pulsazione; c’¢ anche un polo nell’origine di cui si discutera
pitt avanti). Queste considerazioni sono conseguenze del teorema fondamentale dell’alge-
bra. Le radici sono funzioni razionali o irrazionali dei coefficienti fino a quando il grado del
polinomio non supera 4, mentre sono funzioni trascendenti dei coefficienti — incluse le fun-
zioni non elementari o non esprimibili analiticamente, cioé per le quali non esiste formula
chiusa che consenta di esprimerle a partire da coefficienti arbitrari — quando il grado e
superiore (& stato dimostrato che non esiste una formula generale di risoluzione per mezzo
di operazioni algebriche e radicali). Le radici sono determinate con metodi iterativi, ma la
precisione diminuisce sensibilmente quando il grado supera 5.
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‘Semplificando’ il polo-zero in w = OE si ha

H(jw) = 57— . — — 2.62
( ) D4(JU)) [(Jw>2 - (JWPOIOQ + proloc.)Jw + JwPOIOC«]Wpoloc.] ( )

dove N3(jw) e Dy(jw) sono polinomi completi, rispettivamente, di grado 3 e
4. Si sono utilizzate, per il polinomio di grado 2 a denominatore, le relazioni
tra radici e coefficienti. La somma dei poli complessi coniugati ¢ il fattore
di smorzamento, mentre il loro prodotto da il quadrato della pulsazione di
risonanza, wg. Si usa il fattore di merito, (), al posto del fattore di smor-
zamento (Q71); questo ¢ il @ dei due poli relativi alla parte di funzione di
trasferimento del 2° ordine[| che chiameremo Hy(jw).

La risposta relativa alla deve risultare simile ad una del 2° ordine
per la presenza nelle RE linearizzate, nel dominio ¢ e conseguentemente nel
dominio w, del prodotto della densita di elettroni nel GS con la densita di
fotoni GS, e del prodotto della densita di lacune nel GS con la densita di fotoni
GS. Questi termini nascono dal prodotto righe per colonne relativo al sistema

4 Queste semplificazioni di fattori, fra il numeratore e il denominatore della funzione di
trasferimento, hanno un significato fisico: "impulso dato in ingresso al sistema introduce
dell’energia, ma non permette di ‘dosare’ lo stato energetico iniziale in modo arbitrario, cioe
le condizioni iniziali dell’oscillazione libera. Quando intervengono queste semplificazioni,
il contenuto informativo della funzione di trasferimento ¢ inferiore alla rappresentazione di
stato, in quanto non rappresenta dinamiche che non hanno effetto sulla relazione ingresso-
uscita. In questi casi, infatti, una parte della dinamica non ha alcun effetto sull’uscita
forzata. La rappresentazione in variabili di stato & piu generale e tiene in conto anche
parti che “vanno perse” quando si passa alla funzione di trasferimento. La semplificazione
dei fattori suddetti, fa si che il sistema non ¢ completamente controllabile e osservabile,
per cui i poli della funzione di trasferimento sono un sottoinsieme degli autovalori della
matrice —A.

421] modulo della funzione di trasferimento presenta un picco di risonanza in w, che &
una pulsazione ‘di modulazione’; per questo si fa riferimento ad un @ dei poli.

Diversamente, per la risonanza del modo nella cavita laser, si associa il fattore di me-
rito (o di qualita) della cavita, che nella sua interpretazione classica, ha un significato
energetico e lo si pud pensare proporzionale a 7, gs, in quanto ¢ il rapporto tra l'ener-
gia immagazzinata nella cavita e la potenza dissipata; questo ¢ valutato alla frequenza
di risonanza del modo (¢ costante), ma lo si puo definire, pit in generale, in modo di-
pendente dalla frequenza ‘modale’. Ogni risonanza e caratterizzata, oltre che dalla sua
pulsazione — determinata dalle dimensioni e forma della cavita, nonché dal materiale che
la riempie (descritto con l'indice di rifrazione) — anche dal suo fattore di qualita, legato
alla larghezza della curva di risposta del modo, rispetto alla ‘sua’ frequenza. Questo ¢ il
fattore di qualita intrinseco della cavita chiusa (totale riflessione agli specchi) e quindi,
senza ’accoppiamento con la fibra. Il fattore di merito della cavita, con accoppiamento, €
inferiore a quello intrinseco per via della potenza dissipata, oltre che nelle pareti (inclusi
gli specchi) e nel dielettrico, anche sul carico. Infine, si osserva che, avendo dei QD che
emettono nella cavita, quest’ultima ci ‘sintonizza’ sulla pulsazione di emissione dei QD (la
pulsazione ‘modale’), ossia wgs.
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lineare che coinvolge gli elementi di matrice: ays, ass (se siamo sotto soglia)
e ags; le probabilita di occupazione che vi compaiono ci danno le densita. I
termini suddetti nascono dall’espressione, nelle RE di partenza, del tasso di
emissione stimolata, nel cui fattore di guadagno compaiono, come termini
additivi, le probabilita di occupazione di elettroni e lacune (equazioni m
e . I prodotti delle densita suddette rappresentano delle non linearita
del secondo ordine.

Al fine di studiarne le proprieta, si scrive la funzione di secondo grado
a guadagno unitario (quindi senza la costante moltiplicativa di guadagno
statico) nella forma

1
w\? jw
(=) +=—+1
(WR) Q WR
dove () ed wgr sono relativi alla coppia di radici del polinomio di secondo

grado a denominatore, i poli@ La funzione scritta ¢ come la funzione di rete
passa-basso di un circuito RLC. L’espressione dei due poli ¢ data da

Hy(jw) =

(2.63)

. 1. 1

con
wr = |jwi 2] (2.65)

Evidentemente wy 2(1p), Q(Ip), wr(lp). I poli risultano:
« reali, distinti e negativi se Q < 1/2 (caso sovrasmorzato);
o reali e coincidenti (jw; 2 = —wr) se Q = 1/2 (smorzamento critico);

« complessi coniugati a parte reale negativa se 1/2 < @ < 400 (caso
sottosmorzato); per Q = 400 si ha jwy s = Fjwr (poli immaginari
coniugati).

Il fattore di merito ¢ dato da

~ jwna(Zo)|
2Re{jwi2(1o)}

Q) = (2.66)

L’eventuale coppia di poli complessi coniugati ¢ responsabile del picco di
risonanza della riposta. Se, per determinati valori di corrente, avviene il

43 Analogamente, si puo fare lo stesso anche per un eventuale polinomio di secondo grado
a numeratore, definendo un fattore di merito ed una pulsazione di risonanza per gli zeri.

95



2 — Modelli per Quantum Dot

fenomeno del pole splitting della frequenza di risonanza della coppia di poli
complessi coniugati, cioe tutti i poli diventano reali, non si ha il picco. I casi
relativi a questa tesi sono riportati nella figura per il caso sopra soglia, e
nelle figure e per il caso sotto soglia[”] La curva di risposta inizia
con 0 dB (trasmissione completa), per poi aumentare fino ad arrivare al picco,
vicino alla pulsazione di risonanza, e dopo di essa diminuisce con pendenza di
—40dB/decade; la pendenza ¢ dovuta al polo del secondo ordine in quanto,
per w — +oo, predomina il termine in w? e si ha 2 x (—20dB/decade),
dove —20dB/decade é I'attenuazione relativa ad un polo del primo ordine.
I due asintoti, quello per w — 0 (pendenza nulla) e quello per w — +o0, si
intersecano per w = wg. La valutazione della funzione, per questo valore di
pulsazione, porta a

Hy(jwr) = —j@Q (2.67)

Questo ha permesso di calcolare il () anche per la risposta IM numerica,
valutandola dove la sua fase ¢ — /2. L’errore che si commette, oltre a quello
numerico, ¢ dovuto al fatto che la risposta IM numerica non e del secondo
ordine, ma () ¢ calcolato a partire da essa. Il () e responsabile di un massimo
nell'intorno di wg. Dallo studio del segno della derivata di H, rispetto ad
w, al variare di @, si trova un massimo assoluto se Q > 1/ V/2; il massimo,

1
che si ha per wpax = wry/1 — 307 vale Ql Per alti valori di @ la
1— —
\ 40)?

posizione del picco, wpay, tende ad wr (coincidono per Q = +o0) e il suo
valore tende a Q. Per Q = 1/4/2 si ha una risposta massimamente piatta
o risposta alla Butterworth. Se @ < 1/4/2 il massimo di |H(jw)| si ha per
w = 0; per @ < 1/v/2 il massimo vale 1. In conclusione si pud affermare
che, il comportamento dinamico del sistema di QD & simile a quello di un
filtro passa-basso del secondo ordine con una risonanza smorzata, cioe con
Q < +o0.

L’interpretazione fenomenologica della pulsazione di risonanza (di rilas-
samento), sta nella mutua dipendenza fra la densita di fotoni emessi da GS
e la densita di portatori; il rilassamento a cui si fa riferimento e quello re-
lativo, nel dominio temporale, al valore delle densita di fotoni e portatori,
che rilassano attorno al loro nuovo valore stazionario, in risposta ad una
variazione della corrente (gradino), con oscillazioni smorzate corrispondenti
alla pulsazione di risonanza. Qui non si calcolano gli andamenti temporali

“Esempi per modelli eccitonici con compressione di guadagno si trovano in [2] (stati
SCH, WL, ES e GS) e in [12] (stati WL, ES e GS).
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delle densita, ma andamenti tipici sono mostrati nella figura 5.6 di [I3]{7] Si
tratta, quindi, della risposta di transiente nel tempo al gradino di corren-
te. Infatti, in risposta ad un cambio brusco nel sistema — come un aumento
istantaneo della corrente (per I'appunto il gradino), una riduzione del tempo
di vita dei fotoni, ecc. — i valori delle densita di portatori e fotoni oscillano
sinusoidalmente, in modo smorzato, prima di decadere eventualmente al nuo-
vo valore stazionario. All’aumentare del gradino di corrente aumenta sia la
pulsazione di risonanza che lo smorzamento; uno smorzamento maggiore fa si
che il decadimento al nuovo valore stazionario sia piu veloce. Gli andamenti
temporali delle densita si possono trovare, per il modello lineare, median-
te antitrasformazione e considerando che, dalla funzione di trasferimento si
ottiene una combinazione lineare di termini del tipo u(t)e*reo?, che sono i
modi propri di oscillazione; alla coppia di poli complessi coniugati corrispon-
de un termine cisoidale (sinusoide smorzata esponenzialmente), mentre ai
poli reali corrispondono termini esponenziali. I modi si estinguono tanto pit
velocemente quanto piu i poli a cui corrispondono sono lontani dall’origine
del piano complesso, poiché diminuiscono le relative costanti di tempo.

Ha senso parlare di funzione di risposta armonica solo per sistemi stabili,
in quanto, se il sistema non fosse stabile non si potrebbe individuare alcuna
risposta permanente di regime. La stabilita, nel nostro caso, ¢ verificata,
poiché si ha per la coppia di poli complessi coniugati che

Re{jwpoloc.} = Re{jw) e} <0 (2.68)
e per i poli reali che
jWpolor. < 0 (2.69)

Questo fa si che, i singoli modi propri, presenti nella risposta all’impulso,
convergono per ¢t — +oo@ E

45Nell’analogo circuitale si tratta della naturale oscillazione di un circuito RLC, ossia la
risposta risonante smorzata.

46Parti reali strettamente negative garantiscono la stabilita, qualunque sia la sua defi-
nizione, senza considerare altre condizioni. Si puo dimostrare (paragrafo 5.8 di [14]) che
la condizione |H (jw)| < 400 ¢ una condizione solo necessaria di stabilita, e come tale,
ha interesse solo quando viene violata. Bisogna anche considerare che, gioca un ruolo
chiave anche la variazione di fase con la pulsazione, in quanto le rotazioni di fase possono
cambiare il segno ad una reazione (il guadagno d’anello), da negativo (sistema stabile)
a positivo (sistema instabile); la reazione per effetto della dipendenza dalla pulsazione,
potrebbe portare ad effetti cumulativi instabili.

47Nel caso interessino solo le proprieta di stabilita, si pud evitare il calcolo delle radici.
Alcune informazioni sulla stabilita, infatti, si possono ricavare anche dai segni dei coef-
ficienti del polinomio a denominatore della funzione di trasferimento, scritto nella forma

o . . . . ad . . i
monica, ciod con coefficiente direttore pari ad 1: (jw)&2d° 43876 coefficiente; (jw)&2do—7,
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La risposta di modulazione di intensita di piccolo segnale, o risposta IM
H{jw)
H (jw)]w=o
che se esprime rapporti di potenze; in letteratura ¢ chiamata anche trasmis-
sione di piccolo segnale [3]. Nella figura 2.7 ¢ confrontata la risposta IM cal-
colata dalla [2.60] indicato come risultato analitico (curva rossa), con quella
calcolata tramite I’algoritmo numerico della FFT (Fast Fourier Transform),

indicato come risultato numerico (curva blu) @

La FFT e calcolata per la soluzione numerica delle RE, ottenuta con il
solutore ode23s, con l'iniezione del gradino di corrente (per avere una risposta
a regime). La risposta cosi ottenuta, dal sistema di RE non lineari, & di
piccolo segnale poiché 'ampiezza del gradino ¢ la stessa usata come forzante
nel sistema lineare, cioe lmA.@ Come nel caso analitico, si puo ottenere
la risposta IM sia dei fotoni GS, che dei portatori, considerando nel vettore
soluzione, il corrispondente valore di densité.ﬂ

Si possono verificare altre proprieta della funzione di trasferimento:

(Intensity Modulation), in dB, viene riportata come 10log , an-

» Re{H(jw)} € una funzione pari di w;
o Im{H(jw)} ¢ una funzione dispari di w.

Queste condizioni sono necessarie e sufficienti affinché il sistema sia rea-
le (risposta all'impulso reale); le suddette proprieta sono una conseguen-

Se il grado non supera 2, condizione necessaria e sufficiente affinché il sistema sia stabile e
che tutti i coefficienti siano positivi. Questa condizione & solo necessaria quando il grado
& superiore, cioé se almeno uno dei coefficienti € minore o uguale a zero, allora il sistema
¢ instabile; se la condizione non ¢ violata si puo usare il criterio di Routh-Hurwitz, per
determinare il numero di radici a parte reale positiva e negativa a partire dai coefficienti
del polinomio (il criterio di Cartesio da meno informazioni).

48] risultato numerico & stato ottenuto con una frequenza massima di simulazione di
150 GHz (tranne la curva relativa a 5[, che, per motivi ‘storici’, & stata ottenuta con
60 GHz); questa scelta influisce, perlopiu per alte frequenze di modulazione ed in modo
poco significativo, sul risultato.

49Ge si usano ampiezze maggiori per il gradino di corrente, diminuisce 1'accordo tra i
due modelli, per il maggiore errore di quello lineare. Per ampio segnale, infatti, si deve
necessariamente ricorrere al modello non lineare (modello numerico); si & in questo caso,
oltre che per 'analisi statica (punti in polarizzazione), anche quando le deviazioni dallo
stato stazionario sono comparabili con i valori stazionari stessi, come quando si vuole ot-
tenere il diagramma ad occhio del laser; questi, infatti, € ottenuto come risultato di una
modulazione diretta di ampio segnale. Quest’ultimo caso non ¢ sviluppato in questa te-
si. Si aggiunge che, I'importanza di questo tipo di analisi, sta nel fatto che, nei sistemi di
comunicazione, la probabilita di errore &€ dovuta, oltre che al rumore, all’interferenza inter-
simbolica associata all’occhio (diminuisce all’aumentare dell’apertura dell’occhio). Alcuni
risultati si possono trovare in [12], [2], [9], [3] e [1].

50La risposta IM numerica, per un valore di corrente che non supera i 100 mA, & affetta
da un errore considerato accettabile [15].
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Figura 2.7: Emissione da GS: risposta IM vs bias (set Arakawa).

za della definizione formale della trasformata di Fourier per segnali reali
(paragrafo 4.1.4 di [14]), da cui si hanno anche le seguenti:

o |H(jw)| = \/[Re{H(jw)}]2 + [Im{H (jw) }]? ¢ una funzione pari di w;

Im{ H(jw)}
Re{H (jw)}

o arg[H (jw)] = arctan ¢ una funzione dispari di w.

Le proprieta del modulo e della fase della funzione di risposta armonica per-
mettono, per un sistema LTI reale, di trovare che 1'uscita ¢ isomorfa con
I'ingresso (paragrafo 5.7 di [14]), cambiano cio¢, solo 'ampiezza e la fase del-
I'uscita rispetto all’ingresso; questo risultato e stato gia usato per formulare
il modello lineare e suggerisce anche una determinazione sperimentale, della
funzione di trasferimento, sulla base di misure di ampiezza e di fase. Un’altra
conseguenza € che, la funzione a valori complessi H (jw) & hermitiana, cioé
per —oo0 < w < 400, si ha che H(—jw) = H*(jw), in quanto trasformata di
una funzione reale (la risposta all’impulso). Di questa proprieta gode una
funzione analitica@ reale per valori reali della variabile; e cosi per H (jw), poi-

51Te funzioni analitiche sono funzioni localmente espresse da una serie di potenze
convergente, cioe, la funzione coincide col suo sviluppo in serie di Taylor.
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ché i suoi coefficienti sono realif?| La funzione H (jw), infatti, ¢ una funzione
analitica complessa in quanto:

e tutte le funzioni polinomiali sono anche funzioni analitiche{|
o il reciproco di una funzione analitica, che non si annulla mai, e analitico;
o il prodotto di funzioni analitiche e una funzione analitica.

A questo aspetto ¢ legata anche la causalita temporale che si traduce, nel do-
minio armonico, nel mettere in relazione la parte reale e la parte immaginaria
della funzione di trasferimento tramite le relazioni di dispersione di Kramers-
Kronig, in quanto, la causalita implica che venga soddisfatta la condizione
di analiticita, e viceversa. Dette relazioni, infatti, legano la parte reale e la
parte immaginaria di una funzione analitica complessa.

Le proprieta generali della funzione H (jw), messe in evidenza in relazione
alla natura della sua espressione matematica, valgono per tutti i sistemi:

e lineari;

e tempo invarianti;

o reali;

e a parametri concentrati;
o causali;

e senza ritardo ingresso-uscita.

2.5 Emissione da ES

I1 modello & quello non eccitonico con termalizzazione lacune (modello a
macro-stato lacune QD+WL). Nel caso di emissione di fotoni alla lunghezza
d’onda di ES, si procede in maniera analoga a quanto fatto per I’emissione di
fotoni alla lunghezza d’onda di GS; non si ripetono le considerazioni generali
gia esposte, poiché valevoli in entrambi i casi.

5211 risultato numerico, ottenuto per un intervallo discreto di valori di w simmetrico
rispetto all’origine, conferma tutte queste proprieta, inclusa la simmetria rispetto all’asse
reale di H(jw), in cui w ¢ la variabile implicita. Non vengono qui mostrati i risultati
perché, ai fini delle caratteristiche dinamiche studiate non si considerano valori negativi
di pulsazione.

53Nel caso dei polinomi, 'espansione in serie di potenze contiene un numero finito di
termini non nulli.
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Figura 2.8: Andamento della densitda normalizzata di fotoni ES rispetto alla
corrente di bias (set Arakawa).

Lo stato stazionario & ottenuto risolvendo il sistema delle RE mediante il
solutore numerico ode23s, implementato in ambiente Matlab®(paragrafo.
Il parametro indipendente del sistema e la corrente iniettata, costante nel
tempo per avere un regime stazionario.

La potenza ottica emessa ¢ proporzionale alla densita di fotoni normaliz-
zata, sgs, il cui andamento rispetto alla corrente, ¢ mostrato in figura [2.8
La corrente di soglia, Iy, per I'emissione stimolata relativa allo stato ES, e
approssimativamente pari a 7mA. La figura [2.9) mostra 'andamento delle
densita normalizzate di portatori rispetto alla corrente; la figura [2.10| mostra
la probabilita di occupazione degli elettroni negli stati ES e GS rispetto alla
corrente. Le curve delle densita di portatori (e conseguentemente quelle rela-
tive alle probabilita di occupazione) presentano un ‘ginocchio’ in prossimita
del valore di Li,.

Il modello analitico per piccolo segnale, il modello lineare, relativo all’e-
missione solo da ES, ¢ ricavato dalle RE, senza 1’equazione per sgs. Il sistema
considerato ¢ quindi 7 x 7. Come per ’emissione da GS, i calcoli portano
alle RE differenziate espresse dall’equazione matriciale dove, in questo
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Figura 2.9: Emissione da ES: andamento delle densita normalizzate di elettroni
(curve blu) e lacune (curva rossa) rispetto alla corrente di bias (set
Arakawa).
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Figura 2.10: Probabilita di occupazione degli elettroni negli stati GS ed ES rispetto
alla corrente di bias (set Arakawa).

caso, il vettore delle densita normalizzate ¢ dato da

Il vettore forzante, By, € lo stesso del caso GS, mentre la matrice sparsa A
¢ data da

ajpr ai2 0 0 0 0
a1 Qg agz ag 0 0
0 a3 asz ass azs ase
A= 0 a9 Q43 Qg4 0 0
0 0 as3 0 Q55 As6

S OO OO

0 a2 as3 Ges G5 Qe Uo7
0 0 0 0 0 Qre Q7

Gli elementi non identicamente nulli dipendono dai seguenti valori stazionari:
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* SES;
o densita di elettroni;
« EP (da cui dipende, per la[2.34] pig ).

Quindi, questi elementi di matrice dipendono dalla corrente di polarizzazione.
La loro espressione risulta essere, in base ai calcoli effettuati, la seguente:@

1

ail = —
€

TS

1
a2 = ——
7-esc,VVL

1

Q21 = ——;
S

1 Go(1 — pt 1 G,(1 — p&
oy = 4 ( _ PES) +— 1 ( _ pGS)
Tesc, WL TeES Tar, WL Te,GS

1 N1,
(23 = _Te - e e
esc,ES c,ES:uES

e
Nwr 1

a24 = _Te e Te
c,aGsHas esc,GS—WL
(53
_ Gn(1 — PES)
agy = ——— o
TC,ES

e e e h
Qo — wi i 1 1 — pis nGs 1 SES n PES,
BT e e Te Te Te Gy us T® T, ¢ T,
c,ESHES esc,ES 1,GS esc,aSUnlES nr,ES s ESHES spES
e (3
ngs 1 —phg
Te G [$] Te
r,asUnlGs esc,GS
e h
Gn(pps + prs, — 1)
TgES
h
_ Ghusgs Opgs Iprs,
onb o ok
NQD+WL NQD+WL
(]
_Gn(l — Ps)
e
TGS

a34 = —

a35 =

54 Anche se analiticamente si considera la cattura diretta degli elettroni dallo stato WL
allo stato GS, nelle simulazioni si & sempre posto 7¢qg = 10? ps (stesso valore usato nel
modello numerico); i tassi conseguenti sono piccoli (la cattura diretta ¢, in questo caso,
un evento poco probabile).
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(5} e
G — l-pas nGs
e € e
T:,GS 7—esc,GSGH:uES
e (53 [§]
an — NEs 4 1 — pEs 4 1 W1, 1
4 — 7 G e Te Te e e e
r,gsUnlGs esc,GS nr,GS c,GsHas esc,GS—WL
h
~ Boprs, SES
as3 = — - s
TspES Tg ESHES

Ga(pt ng, — 1 1
 Galpis + pEs, — 1) n per I < Iy

Q55 = TgES Tp,ES
0 per I > Iy

h
Guses  Opgg,
o
TgEs ONgp wL

1
g2 = —5
an,WL

56 = —

h
SES i PES, i 1

e e
TgESHES  TspES  TurES

1
ae4 = —5
an,GS

Gu(phs + Pis, — 1)
TgES

h
1 Guses  Opgg,
aes = h + p) h
Tesc,QD+WL TgES ONGD+wWL
1

Qg7 = — -
=

g3 =

Qg5 =

1

7—esc,(.QD—i—VVI_J
1

Q77 = —
™

Q76 = —

Si assume, in agg, che
a (¢]
_ s g (2.70)
Ondpywr

Inoltre

—1
8/)%51 _ 8011581 OE} _ aﬂlﬁsl (angDJrWL) (2.71)
a”}éDWVL O} 8”2}D+WL OEf} OE}
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Considerando i calcoli fatti per il caso GS, sostituendo la (con k = ES)
ela nella si ottiene (semplificando kgT')

(Bl ~EP)/kpT sh
\

h
Opgs, _ e L©

(EM—EN, ) /ksT e(E};—Ep)/kBT

+ > b

.....

(2.72)
Questa espressione va sostituita nei termini asg, asg € agg.
Per 'espressione del termine as5 valgono le stesse considerazioni fatte per
il caso di emissione da GS, purché si consideri ggg. Si osserva inoltre che,
sopra soglia per il set Arakawa, si ha

Gn(p%s + P%sl - 1) ~ 1 (273)

TgES Tp,ES

da cui
1

Tp,ES

Q35 = Qs ~

I calcoli fatti per il caso GS, espressi in notazione matriciale, valgono
anche in questo caso, ma con

[$] [$]
NScH,0 nScH,1
e e
WwrL,0 w1
e e
NEs 0 NEs1

—_ e J— e
SES,0 SES,1
- nb
Q1}31+WL,0 Q]}31+WL,1
| "'ScHo | L "scH,1

Il vettore B ¢ lo stesso del caso GS (dato che lo ¢ anche By). Si arriva al
sistema lineare[2.58] ma in questo caso la matrice A,,, espressa in componenti,
risulta pari a

[a1, +jw  a 0 0 0 0 0
a1 ago + jw a3 24 0 0 0
0 a3z ass + jw a34 ass a36 0
Aw = 0 ayo Q43 aqq + jw 0 0 0
0 0 as3 0 ass + jw ase 0
0 62 63 64 ags age + jw agr
L 0 0 0 0 0 are arr + jw_

Dalla soluzione del sistema lineare ottenuto si ricava, nello stesso modo
del caso GS, la funzione di risposta armonica per i portatori e i fotoni; in
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Figura 2.11: Emissione da ES: risposta IM vs bias (set Arakawa).

quest’ultimo caso si ha X1[5] = sgg1. Per la funzione di risposta armonica
vale quanto gia esposto per il caso di emissione da GS; I’espressione analitica
¢ la stessa, a parte il differente valore dei coefficienti dei polinomi in jw.
Nella figura [2.11] & confrontata la risposta IM calcolata dalla indicato
come risultato analitico (curva rossa), con quella calcolata tramite I’algoritmo
numerico della FFT, indicato come risultato numerico (curva blu) [7]

2.6 Emissione simultanea da GS ed ES

Il modello numerico ¢ un modello non eccitonico con termalizzazione la-
cune (modello a macro-stato lacune QD+WL) e descrive I’emissione contem-
poranea da GS ed ES [I]. Quando i risultati sono confrontati con i modelli
lineari per ’emissione solo da GS o solo da ES, si intende che, nel modello
numerico, € sotto soglia, rispettivamente, ’emissione da ES e ’emissione da
GS. A tal fine, si imposta un tempo di vita per i fotoni sufficientemente pic-
colo affinché non si raggiunga la condizione di soglia per nessun valore della

5311 risultato numerico ¢ stato ottenuto con una frequenza massima di simulazione di
150 GHz; questa scelta influisce, perlopiu per alte frequenze di modulazione ed in modo
poco significativo, sul risultato.
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corrente iniettata (i valori usati per i tempi di vita dei fotoni sono indicati
nel paragrafo .

Il sistema di RE considerate sono quelle del modello numerico, ma de-
scriventi solo i dot laseranti. Partendo da queste, si puo considerare anche
un modello analitico per piccolo segnale, il modello lineare, che contempli
I’emissione simultanea di fotoni alle lunghezze d’onda corrispondenti all’e-
nergia sia dello stato GS che dello stato ES. Si procede in maniera analoga
a quanto fatto per ’emissione solo da GS e solo da ES — modelli con una
sola equazione per i fotoni, ossia sistemi 7 x 7 — ottenendo un sistema 8 x 8
(l'ordine ¢ pari al numero di RE considerate) piu generale dei due precedenti.
Non si ripetono le considerazioni generali gia esposte e valevoli anche nel caso
in esame.

Lo stato stazionario ¢ ottenuto risolvendo il sistema delle RE mediante il
solutore numerico ode23s, implementato in ambiente Matlab®(paragraf0.
Il parametro indipendente del sistema ¢ la corrente iniettata (la corrente di
bias), costante nel tempo per avere un regime stazionario.

Il set di parametri utilizzato ¢ quello Arakawa (valori nelle tabelle
e , ma con Tpas = TpEs = 12,936 ps; questi tempi soddisfano la con-
dizione di soglia, per I'emissione di fotoni, sia da GS che da ES. Infatti, si
sta considerando il caso in cui, aumentando la corrente di bias, si ha prima
I’emissione di fotoni GS e poi anche ’emissione di fotoni ES.

La potenza ottica totale emessa ¢ proporzionale alla somma delle densi-
ta di fotoni normalizzate, sqg e Sgs, il cui andamento rispetto alla corrente
di bias, & mostrato nelle figure 2.12) e 2.13] Si osserva che, la somma delle
suddette densita e lineare rispetto alla corrente di bias; infatti, con questi
parametri, dalla soglia di laseramento ES, la pendenza della curva relativa
ai fotoni ES ¢ la stessa di quella relativa ai fotoni GS prima della suddetta
soglia, in quanto la potenza GS rimane pressoché bloccata al valore che ha in
corrispondenza di Iy, gs (le potenze GS ed ES si uguagliano a circa 1000 mA).
Questo e in accordo con il principio di conservazione, per una data corrente
di bias, della potenza totale. Inoltre quest’ultima, per ogni corrente di bias,
¢ la stessa indipendentemente dal valore del parametro 7, ossia il tempo di
trasporto (o di diffusione) delle lacune da SCH a WL. Le singole potenze GS
ed ES, invece, dipendono da tale parametro, che ne influenza la pendenza.
Inoltre, all’aumentare di 72 si abbassa Iy, gs ed aumenta, a parita di cor-
rente di bias, la potenza ES (a scapito di quella GS). Lo studio rispetto al
parametro 72 ¢ riportato in [I].

Le correnti di soglia per I'emissione da GS (lings) ed ES (It gs) sono,

rispettivamente, 3mA (figura[2.12)) e 500 mA (figura|2.13)). Il valore piu basso
di Iin gs, rispetto al valore trovato nel caso di emissione solo da GS (4mA), ¢
in accordo con un valore di 7, gg pitt alto di quello utilizzato per 1’emissione
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Figura 2.12: Andamento della densita normalizzata di fotoni GS rispetto alla cor-
rente di bias (set Arakawa); per le correnti considerate I’emissione di
fotoni ES & solo quella spontanea.

solo da GS (5ps); il valore degli altri parametri ¢ lo stesso. Si ricorda che, i
valori stazionari sono ottenuti dal modello numerico, quindi, il sistema di RE
considerato ¢ sempre lo stesso per tutti i casi trattati. La figura [2.14) mostra
I’andamento delle densita normalizzate di portatori rispetto alla corrente di
bias. I valori relativi delle densita elettroniche sono in accordo, cosi come
nei casi di sola emissione da GS o da ES, con I'aver assunto un numero di
portatori nello stato WL che puo essere infinito, oltre che upg > pgg. La
figura mostra la probabilita di occupazione degli elettroni, negli stati
ES e GS, rispetto alla corrente di bias. Le curve delle densita di portatori (e
conseguentemente quelle relative alle probabilita di occupazione) presentano
due ‘ginocchi’ in prossimita dei valori di Iy, gs e di Iy gs (il primo ginocchio
¢ poco visibile per ragioni di scala, ma ¢ come quello mostrato nel caso di
emissione solo da GS).

Come per 'emissione solo da GS e solo da ES, i calcoli portano alle RE
differenziate espresse dall’equazione matriciale dove, in questo caso, il
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Figura 2.13: Andamento delle densita normalizzate di fotoni GS ed ES rispetto
alla corrente di bias (set Arakawa).
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Figura 2.14: Emissione simultanea da GS ed ES: andamento delle densita norma-

lizzate di elettroni (curve blu) e lacune (curva rossa) rispetto alla
corrente di bias (set Arakawa).
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Figura 2.15: Probabilita di occupazione degli elettroni negli stati GS ed ES rispetto
alla corrente di bias (set Arakawa).
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vettore delle densita normalizzate ¢ dato da

Xt:

il vettore forzante da

SO O OO OO

-
—

e la matrice sparsa A da

air a2 0 O 0 0

a1 Gz a3 azq 0 0 0
0 aszp aszz azy azxs 0 azr
agp g3 agy 0 age agr
0 as53 0 as55 0 as7
O 0 agy 0 Qg Qg7

O OO DO OO

Gr2 A7z Gr4 A7 Qre A7y Q78
0 0 0 0 0 agr Ags |

S OO OO

Gli elementi non identicamente nulli dipendono dai seguenti valori stazionari:

®* S@GS,ES;

o densita di elettroni;

« Ep (da cui dipende, per 1a[2.34 pfi s, )-
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