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❉✉r✐♥❣ ♠② ✇♦r❦ ♦♥ t❤✐s t❤❡s✐s ■ s♣❡♥t s✐① ♠♦♥t❤s ❛t t❤❡ ❚❡❝❤♥✐s❝❤❡ ❯♥✐✈❡rs✐t❡✐t ❊✐♥❞❤♦✈❡♥✱
✇❤❡r❡ ■ ❤❛❞ t❤❡ ❝❤❛♥❝❡ t♦ ♠❡❡t ❛♥❞ ✇♦r❦ ✇✐t❤ s❡✈❡r❛❧ ♣❡rs♦♥s ✇❤♦ ❤❡❧♣❡❞ ♠❡ t❤r♦✉❣❤♦✉t t❤✐s
❡①♣❡r✐❡♥❝❡✳ ❆♠♦♥❣ t❤❡♠ ■✬❞ ❧✐❦❡ t♦ t❤❛♥❦ ❤❡r❡ ❛ ❢❡✇✳ ❋✐rst ♦❢ ❛❧❧ ■✬❞ ❧✐❦❡ t♦ t❤❛♥❦ ♣r♦❢✳ ❞r✳
❇r✉②♥✐♥❝❦①✱ ❢♦r ❤✐s t✐♠❡✱ t❤❡ ♣r❡❝✐♦✉s ❢❡❡❞❜❛❝❦ ❤❡ ❣❛✈❡ ♠❡ ❛♥❞ ❢♦r ✉r❣✐♥❣ ♠❡ t♦ s❡❡❦ ❢♦r ❝r❡❛t✐✈❡
✇❛②s t♦ s♦❧✈❡ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ■ ✇❛s ✇♦r❦✐♥❣ ♦♥✳ ❙❡❝♦♥❞✱ ♠② ❞❡❡♣❡st ❣r❛t✐t✉❞❡ ❣♦❡s t♦ ❞r✳ ▲♦♣❡③
▼❛rt✐♥❡③✱ ❢♦r ❤✐s ❝♦♥st❛♥t s✉♣♣♦rt ❛♥❞ ❢♦r ❛❧❧ t❤❡ ❞✐s❝✉ss✐♦♥s ✇❡ ❤❛❞✳ ▲❛st❧② ■ s✐♥❝❡r❡❧② t❤❛♥❦
❲✳ ❍♦✉t♠❛♥ ❢♦r ❤✐s ❤❡❧♣ ✇✐t❤ t❤❡ s❡t✉♣ ♦❢ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ♣❛rt✳
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■♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r t❤❡ ♦❜❥❡❝t✐✈❡s ♦❢ t❤✐s t❤❡s✐s ❛r❡ st❛t❡❞ ❛♥❞ t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥ts t♦ ♠❡❡t ❛r❡ ❧✐st❡❞✳
❇❡s✐❞❡s t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s ❜r✐❡✢② ♣r❡s❡♥t❡❞ ❛♥❞ t❤❡ ♦r❣❛♥✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤✐s ✇♦r❦ ✐s ♦✉t❧✐♥❡❞✳

✶✳✶ ❖❜❥❡❝t✐✈❡s

▼♦❜✐❧❡ r♦❜♦ts ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ ❡①❡❝✉t❡ ❛ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t t❛s❦s✱ t❤❛t r❛♥❣❡ ❢r♦♠ tr❛♥s♣♦rt✐♥❣
❧♦❛❞s ✐♥ ❜♦t❤ ✐♥❞✉str✐❛❧ ❛♥❞ ♥♦♥✲✐♥❞✉str✐❛❧ ❢❛❝✐❧✐t✐❡s✱ t♦ s❡❛r❝❤ ❛♥❞ r❡s❝✉❡ ♦♣❡r❛t✐♦♥s✳ ■♥ ♦r❞❡r
t♦ ❝❛rr② ♦✉t t❤❡✐r ❥♦❜✱ ❛ ❝♦♥tr♦❧ ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡ ❝♦♥s✐st✐♥❣ ♦❢ s❡✈❡r❛❧ ❧❛②❡rs ✐s t②♣✐❝❛❧❧② ✉s❡❞✱ ❡❛❝❤
♦❢ t❤❡s❡ ❧❛②❡rs ❞❡❛❧✐♥❣ ✇✐t❤ ❛ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❛s♣❡❝t ♦❢ t❤❡ ✇❤♦❧❡ ♣r♦❜❧❡♠✱ ✐♥ ❛ ✇❛② t❤❛t t❤❡ ♦✉t♣✉ts
♦❢ ❛ ♠♦❞✉❧❡ ❛r❡ t❤❡ ✐♥♣✉ts ♦❢ t❤❡ ♥❡①t ♦♥❡✳ ■♥ ❋✐❣✳ ✶✳✶ ✐t✬s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ s❡❡ ❛ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ❝❛s❝❛❞❡
♦r❣❛♥✐③❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❤✐❣❤❡r ❧❡✈❡❧ ♣❧❛♥♥✐♥❣ ✐s ♠❛❞❡ ❜② ❛ t❛s❦ ♣❧❛♥♥❡r t❤❛t ✇✐❧❧ ❞❡❝✐❞❡✱ ❣✐✈❡♥ ❛
❝❡rt❛✐♥ t❛s❦✱ ✇❤❛t ❛❝t✐♦♥s ✇✐❧❧ ❜❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞✳ ■♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❛ ♠♦❜✐❧❡ r♦❜♦t ♠♦st ❛❝t✐♦♥s ✇✐❧❧
♥❡❡❞ t❤❡ r♦❜♦t t♦ ♠♦✈❡ ❢r♦♠ ❛ ❝❡rt❛✐♥ ❧♦❝❛t✐♦♥ t♦ ❛ t❛r❣❡t ❛♥❞ t❤❡ ♠♦t✐♦♥ ♣❧❛♥♥❡r ✇✐❧❧ ❞❡❛❧
✇✐t❤ t❤✐s ❛s♣❡❝t ❣✐✈✐♥❣ ❛ tr❛❥❡❝t♦r② ❛s ♦✉t♣✉t t❤❛t t❤❡ ♠♦t✐♦♥ ❝♦♥tr♦❧❧❡r ✇✐❧❧ tr❛❝❦✳ ❚♦ s♦❧✈❡ t❤❡
♠♦t✐♦♥ ♣❧❛♥♥✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠✱ ✇❤♦s❡ ❣♦❛❧ ✐s t♦ ❣❡♥❡r❛t❡ ❛♥ ♦❜st❛❝❧❡✲❢r❡❡ tr❛❥❡❝t♦r② ❢♦r t❤❡ r♦❜♦t t♦
❢♦❧❧♦✇✱ ♦✈❡r t❤❡ ②❡❛rs s❡✈❡r❛❧ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❬✶❪✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡ r❡q✉✐r❡♠❡♥ts ❞✐✛❡r
❢r♦♠ ♦♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ t♦ ❛♥♦t❤❡r✱ s♦ ❞♦ t❤❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s ♦❢ t❤❡ ♣❧❛♥♥❡rs✿ s♦♠❡ ❧♦♦❦s ❢♦r ♦♣t✐♠❛❧
♣❛t❤s ❬✸❪✱ s♦♠❡ ❛r❡ ♠❡❛♥t t♦ r✉♥ ♦♥❧✐♥❡ t♦ r❡❞♦ t❤❡ ♣❧❛♥♥✐♥❣ ❛s t❤❡ s✉rr♦✉♥❞✐♥❣ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t
❝❤❛♥❣❡s ❬✻❪✱ ♦t❤❡r ❡①♣❧♦r❡s r❛♥❞♦♠❧② t❤❡ s♣❛❝❡ ❛r♦✉♥❞ t❤❡ r♦❜♦t ❬✹❪ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ✜♥❞ ❛ ❢❡❛s✐❜❧❡
♣❛t❤ ❢r♦♠ ✇❤✐❝❤ t❤❡ tr❛❥❡❝t♦r② ✐s ❣❡♥❡r❛t❡❞✳

■♥ t❤❡ ❝♦♥t❡①t ♦❢ ❍♦r✐③♦♥ ✷✵✷✵✱ ❛ ❊✉r♦♣❡❛♥ r❡s❡❛r❝❤ ♣r♦❣r❛♠✱ t❤❡ ❘❖P❖❉ ♣r♦❥❡❝t ✐s ✉♥❞❡r
❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ❢r♦♠ ❛ ❝♦♥s♦rt✐✉♠ ♦❢ ✉♥✐✈❡rs✐t✐❡s ❛♥❞ ♣r✐✈❛t❡ s♦❝✐❡t✐❡s✱ ❛✐♠✐♥❣ t♦ ❞❡✈❡❧♦♣ ❛ s♠❛rt❡r
❛♥❞ ♠♦r❡ ❝♦st✲❡✛❡❝t✐✈❡ r♦❜♦t ❢♦r ❧♦❣✐st✐❝ t❛s❦s✳ ■♥ t❤✐s s❝❡♥❛r✐♦ ❧♦♥❣❡r ♦♣❡r❛t✐✈❡ t✐♠❡ ✇✐t❤♦✉t
❜❛tt❡r② ❝❤❛r❣❡ ✐s ❤✐❣❤❧② ❞❡s✐r❛❜❧❡ ❛♥❞ s♦ ❡♥❡r❣② ❡✣❝✐❡♥❝② ♦❢ t❤❡ r♦❜♦t ✐s ❛ ❦❡② ❛s♣❡❝t✳ ❚❤❡
♣✉r♣♦s❡ ♦❢ t❤✐s t❤❡s✐s ✐s t❤❡ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ♦❢ ❛♥ ♠♦t✐♦♥ ♣❧❛♥♥❡r ❝❛♣❛❜❧❡ ♦❢ ❞r✐✈✐♥❣ t❤❡ ❘❖P❖❉
r♦❜♦t ✐♥ ❛♥ ❡♥❡r❣② ❡✣❝✐❡♥t ✇❛②✱ ✇❤✐❝❤ ✇✐❧❧ ♣❛✈❡ t❤❡ ✇❛② t♦ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ♠❡♥t✐♦♥❡❞ t❛r❣❡t✳ ❚❤❡
❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ♠♦t✐♦♥ ♣❧❛♥♥❡r ❤❛s t♦ ❞❡❛❧ ✇✐t❤ s❡✈❡r❛❧ ❝♦♥str❛✐♥ts✿

• ■t ❤❛s t♦ ❜❡ ❛❜❧❡ t♦ ❛✈♦✐❞ ❝♦❧❧✐s✐♦♥s ✇✐t❤ t❤❡ s✉rr♦✉♥❞✐♥❣ ♦❜st❛❝❧❡s✱ ❜♦t❤ ✜①❡❞ ❛♥❞ ♠♦✈✐♥❣
♦♥❡s✳

• ■t ❤❛s t♦ ❜❡ ❛❜❧❡ t♦ r✉♥ ♦♥❧✐♥❡✱ s♦ t❤❛t ✐t ✇✐❧❧ ❜❡ ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ r❡❞♦ t❤❡ ♣❧❛♥♥✐♥❣ ✐♥ ❝❛s❡
✉♥❡①♣❡❝t❡❞ ❡✈❡♥ts ♦❝❝✉r✳

✹



❋✐❣✉r❡ ✶✳✶✿ ■♥t❡r❛❝t✐♦♥ ♦❢ ♠♦t✐♦♥ ♣❧❛♥♥❡r ✇✐t❤ ♦t❤❡r ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ✐♥♣✉t ❛♥❞ ♦✉t♣✉ts

• ■t s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❛❜❧❡ t♦ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❦✐♥❡♠❛t✐❝ ❝♦♥str❛✐♥ts ♦❢ t❤❡ s♣❡❝✐✜❝ r♦❜♦t❛t ❤❛♥❞✱ s♦ t❤❛t
t❤❡ ❣❡♥❡r❛t❡❞ tr❛❥❡❝t♦r✐❡s ❛r❡ ❢❡❛s✐❜❧❡✳

✶✳✷ ❆♣♣r♦❛❝❤

❚❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s t❤❡ ✉s❡ ♦❢ ♠♦❞❡❧ ♣r❡❞✐❝t✐✈❡ ❝♦♥tr♦❧ ✇✐t❤ ❛ t❡r♠ ✐♥ t❤❡ ❝♦st ❢✉♥❝t✐♦♥
t❤❛t s✉♠♠❛r✐③❡s t❤❡ ♣♦✇❡r ❞r❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❜❛tt❡r② ♦❢ t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝✲♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ♣❛rts ♦❢ t❤❡ r♦❜♦t
t♦ ❛❝❤✐❡✈❡ ❡♥❡r❣② ❡✣❝✐❡♥❝② ✇❤✐❧❡ ❣♦✐♥❣ ❢r♦♠ ❛ st❛rt t♦ ❛ ❣♦❛❧ ♣♦s✐t✐♦♥✳ ●✐✈❡♥ s❡✈❡r❛❧ ❧✐♠✐t❛t✐♦♥s✱
t❤❛t ✇✐❧❧ ❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥ ❞❡t❛✐❧s ✐♥ t❤❡ ♥❡①t ❝❤❛♣t❡rs✱ t❤✐s ♠❡t❤♦❞ t✉r♥❡❞ ♦✉t t♦ ❜❡ ♣r♦♥❡ t♦ ❢❛❧❧
✐♥ ❧♦❝❛❧ ♠✐♥✐♠❛ ✇❤✐❧❡ r❡❛❝❤✐♥❣ ✐ts t❛r❣❡t✱ t❤✉s s❡✈❡r❛❧ s✉❣❣❡st✐♦♥s ❣✐✈❡♥ ❢♦r ♥❛✈✐❣❛t✐♥❣ ❝♦♠♣❧❡①
❡♥✈✐r♦♥♠❡♥ts✱ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❡♥s✉r❡ t❤❛t t❤❡ t❛r❣❡t ✐s r❡❛❝❤❡❞✳

✺



✶✳✸ ❖r❣❛♥✐③❛t✐♦♥

❚❤✐s t❤❡s✐s ✐s ♦r❣❛♥✐③❡❞ ❛s ❤❡r❡ ♦✉t❧✐♥❡❞✳ ■♥ ❝❤❛♣t❡r ✷ t❤❡ ❘❖P❖❉ ♣r♦❥❡❝t ✐s ♣r❡s❡♥t❡❞ ❛❧♦♥❣ ✇✐t❤
❛♥ ♦✈❡r✈✐❡✇ ♦❢ ♠♦t✐♦♥ ♣❧❛♥♥✐♥❣ ❢♦r ♠♦❜✐❧❡ r♦❜♦ts ❛♥❞ ♠♦❞❡❧ ♣r❡❞✐❝t✐✈❡ ❝♦♥tr♦❧✳ ■♥ ❝❤❛♣t❡r ✸ t❤❡
✶❉ ♣r♦❜❧❡♠ ❢♦r ❛ s✐♠♣❧❡ r♦❜♦t ✐s ❛♥❛❧②③❡❞✱ s✉✐t❛❜❧❡ ♠♦❞❡❧s ❛r❡ ❞❡r✐✈❡❞✱ ❛♥❞ s❡✈❡r❛❧ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥s
♦❢ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ❛r❡ tr✐❡❞ ❛♥❞ ❝♦♠♣❛r❡❞✳ ■♥ ❝❤❛♣t❡r ✹ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡t❡ ♣r♦❜❧❡♠ ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ t❤❡
❘❖P❖❉ r♦❜♦t ✐s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✱ ✐ts ❦✐♥❡♠❛t✐❝ ❛♥❞ ❞②♥❛♠✐❝ ♠♦❞❡❧s ♦❢ t❤❡ r♦❜♦t ❛r❡ ❞❡r✐✈❡❞ ❛♥❞
s❡✈❡r❛❧ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❛r❡ ❝❛rr✐❡❞ ♦✉t✳ ❆❢t❡r t❤❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ♣❛rt s❡✈❡r❛❧ t❡sts ♦♥ ❛ r♦❜♦t✐❝ ♣❧❛t❢♦r♠
✇❡r❡ ♠❛❞❡ ❛♥❞ ❜♦t❤ t❤❡ r❡s✉❧ts ❛♥❞ t❤❡ r♦❜♦t ✉s❡❞ ❛r❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❝❤❛♣t❡r ✺✳ ❋✐♥❛❧❧② ❝❤❛♣t❡r
✻ ♣r❡s❡♥ts ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥s ❛♥❞ s✉❣❣❡st✐♦♥s ❢♦r ❢✉t✉r❡ ✇♦r❦ ❛♥❞ ♣♦ss✐❜❧❡ ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥ts✳

✻



❈❤❛♣t❡r ✷

❇❛❝❦❣r♦✉♥❞

■♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r ❛ ❜r✐❡❢ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❘❖P❖❉ ♣r♦❥❡❝t t❤✐s t❤❡s✐s ✐s ❝♦♥tr✐❜✉t✐♥❣ t♦ ✐s ♣r❡s❡♥t❡❞✱
❛❧♦♥❣s✐❞❡ ❛ r❡✈✐❡✇ ♦❢ ♣❛t❤ ♣❧❛♥♥✐♥❣ ❢♦r ♠♦❜✐❧❡ r♦❜♦ts ❛♥❞ ❛♥ ❡①♣❧❛♥❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧✲♣r❡❞✐❝t✐✈❡
❝♦♥tr♦❧✳

✷✳✶ ❚❤❡ ❘❖P❖❉ ♣r♦❥❡❝t

❖✈❡r t❤❡ ❧❛st ❞❡❝❛❞❡s r♦❜♦ts ❤❛✈❡ ✇✐❞❡s♣r❡❛❞ ✐♥ ♦✉r s♦❝✐❡t②✱ ❞❡❛❧✐♥❣ ✇✐t❤ t❛s❦s t❤❛t r❛♥❣❡ ❢r♦♠
s❡❛r❝❤ ❛♥❞ r❡s❝✉❡ ♦♣❡r❛t✐♦♥s t♦ s♣❛❝❡ ❡①♣❧♦r❛t✐♦♥✳ ■♥ s♦♠❡ s❡❝t♦rs t❤❡② ❤❛✈❡ ♣r♦✈❡♥ t♦ ❜❡ ✈❡r②
❡✛❡❝t✐✈❡✱ ❧✐❦❡ ✐♥❞✉str✐❛❧ ♠❛♥✐♣✉❧❛t♦rs t❤❛t ❤❛✈❡ ❜❡❝♦♠❡ st❛♥❞❛r❞ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ♦❢ ❛ss❡♠❜❧② ❧✐♥❡s✱
❡s♣❡❝✐❛❧❧② ✐♥ t❤❡ ❝❛r ♠❛♥✉❢❛❝t✉r✐♥❣ ♣r♦❝❡ss✳ ■♥ ♦t❤❡r s❡❝t♦rs ✐♥st❡❛❞✱ t❤❡r❡ ❛r❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐t✐❡s st✐❧❧
t♦ ❜❡ ❢✉❧❧② ❡①♣❧♦✐t❡❞ ❞✉❡ t♦ ❝❤❛❧❧❡♥❣❡s t❤❛t ❛r❡ st✐❧❧ t♦ ♦✈❡r❝♦♠❡✳

❆ ♣❛rt✐❝✉❧❛r❧② ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ✜❡❧❞ ♦❢ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ✐s t❤❡ ✉s❡ ♦❢ ♠♦❜✐❧❡ r♦❜♦ts ✐♥ ❡✈❡r②❞❛② ❧✐❢❡✳ ❚✇♦
❡①❛♠♣❧❡s ❝♦✉❧❞ ❜❡ ✈❛❝✉✉♠ ❝❧❡❛♥✐♥❣ r♦❜♦ts ❛♥❞ s❡❧❢ ❞r✐✈✐♥❣ ❝❛rs✳ ❚❤❡ ✜rst ♦♥❡s ❛r❡ ❛❧r❡❛❞② ✇❡❧❧✲
❡st❛❜❧✐s❤❡❞ ❛♥❞ ❛r❡ ♣r❡s❡♥t ♦♥ t❤❡ ♠❛r❦❡t ✇✐t❤ s❡✈❡r❛❧ ♠♦❞❡❧s ✇❤✐❧❡ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♦♥❡s ❛r❡ st✐❧❧ ✉♥❞❡r
❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t✳ ❆♥♦t❤❡r ✉s❡ ♦❢ ❛✉t♦♥♦♠❛t✐❝ ❣✉✐❞❡❞ ✈❡❤✐❝❧❡s✭❆●❱s✮ ✐s t❤❡ tr❛♥s♣♦rt❛t✐♦♥ ♦❢ ❣♦♦❞s
✐♥ s❝❡♥❛r✐♦s ❧✐❦❡ ❢❛❝t♦r✐❡s ♦r ❤♦s♣✐t❛❧s✳ ❆❧t❤♦✉❣❤ ❆●❱s ❢♦r t❤✐s ♣✉r♣♦s❡ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞
❛♥❞ ❛r❡ ❝✉rr❡♥t❧② ❛✈❛✐❧❛❜❧❡✱ t❤❡② ♣r❡s❡♥t s❡✈❡r❛❧ s❤♦rt❝♦♠✐♥❣s t❤❛t ♣r❡✈❡♥t t❤❡✐r ♣r❡s❡♥❝❡ ✐♥
♥♦♥✲✐♥❞✉str✐❛❧ s❝❡♥❛r✐♦s ❛♥❞ ❧✐♠✐t t❤❡✐r ✉s❛❣❡✳ ❖♥❡ ♦❢ t❤❡♠ ✐s t❤❛t ♠♦st ❆●❱s ❛r❡ ❣✉✐❞❡❞ ✉s✐♥❣
❝❛❜❧❡s ♦r ♠❛❣♥❡ts ✐♥s❡rt❡❞ ✐♥ t❤❡ ✢♦♦r✱ t❤✉s r❡q✉✐r✐♥❣ ❛ ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡✐r ✇♦r❦✐♥❣ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t
❛♥❞ t❤❛t t❤❡② ❧❛❝❦ ♦❢ ✢❡①✐❜✐❧✐t②✱ s✐♥❝❡ t❤❡ ❝❛♥ ♦♥❧② ❢♦❧❧♦✇ t❤❡ ✇✐r❡❞ ♣❛t❤s✳ ❆♥♦t❤❡r ✐♠♣♦rt❛♥t
❧✐♠✐t ✐s r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡✱ ✐♥ ♥♦♥ ♠❛♥✉❢❛❝t✉r✐♥❣ ❢❛❝✐❧✐t✐❡s✱ ♦❢ ❛ ✈❛r✐❡t② ♦❢ ❧♦❛❞s t♦ ❞❡❛❧ ✇✐t❤✳
■♥ ❢❛❝t ❝✉rr❡♥t ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ s♦❧✉t✐♦♥s ❛r❡ ♥♦t ❛❜❧❡ t♦ ❝❛rr② ♠❛♥② ♦❢ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t s❤❛♣❡s ❛♥❞ ✇❡✐❣❤ts
♦❢ ❧♦❛❞s t❤❛t ❛r❡ ♣r❡s❡♥t ✐♥ r❡❛❧ ✇♦r❧❞ s❝❡♥❛r✐♦s✱ ❧✐❦❡ ❤♦s♣✐t❛❧s✱ ❜✉t ❛r❡ ❞❡s✐❣♥❡❞ t♦ ✉s❡ ❛ s♣❡❝✐✜❝
✐♥t❡r❢❛❝❡✳ ❚❤✉s t❤❡② ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ ♦♥❧② ✐❢ t❤❡ ❧♦❛❞ ✐s ❛ st❛♥❞❛r❞ ♦♥❡✳

■♥ ♦r❞❡r t♦ ♦✈❡r❝♦♠❡ t❤❡s❡ ♣r♦❜❧❡♠s✱ ✐♥ t❤❡ ❝♦♥t❡①t ♦❢ ❍♦r✐③♦♥ ✷✵✷✵✱ ❛ ❊✉r♦♣❡❛♥ r❡s❡❛r❝❤
♣r♦❣r❛♠✱ t❤❡ ❘❖P❖❉ ❝♦♥❝❡♣t ❢♦r ❛ s♠❛rt❡r ❦✐♥❞ ♦❢ ❆●❱ ❤❛s ❜❡❡♥ ♣r❡s❡♥t❡❞✱ ❛♥❞ ✐t ✇✐❧❧ ❞❡✈❡❧✲
♦♣❡❞ ♦✈❡r t❤❡ ♥❡①t ✸ ②❡❛rs ❜② ❛ ❝♦♥s♦rt✐✉♠ ♦❢ ✉♥✐✈❡rs✐t✐❡s ❛♥❞ ♣r✐✈❛t❡ s♦❝✐❡t✐❡s✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ ❜❡ ❛
tr✉❡ st❡♣ ❛❤❡❛❞ t♦ t❤❡ ✉s❡ ♦❢ ❆●❱s ✐♥ r❡❛❧ ✇♦r❧❞ s❝❡♥❛r✐♦s✱ t❤❡r❡ ❛r❡ s❡✈❡r❛❧ r❡q✉✐r❡♠❡♥ts t❤❛t
t❤✐s r♦❜♦t ❤❛s t♦ ♠❡❡t✿

• ❚❤❡ r♦❜♦t ♠✉st ❜❡ ❛❜❧❡ t♦ ❞❡❛❧ ✇✐t❤ t❤❡ ❣r❡❛t ❞✐✈❡rs✐t② ✐♥ ❧♦❛❞s s❤❛♣❡✱ s✐③❡ ❛♥❞ ✇❡✐❣❤✱
t❤✉s ❜❡✐♥❣ ✉s❡❢✉❧ ✐♥ ♠❛♥② ❞✐✛❡r❡♥t s✐t✉❛t✐♦♥s✳

• ■t ❤❛s t♦ ❜❡ ✇❛② ❝❤❡❛♣❡r t❤❛♥ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ s♦❧✉t✐♦♥s✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ ❛❝❤✐❡✈❡ t❤✐s ♠❛ss✲♠❛r❦❡t
♣r♦❞✉❝ts ❤❛✈❡ t♦ ❜❡ ✉s❡❞ ✇❤✐❝❤ ❛❞❞s ❝♦♥str❛✐♥ts ✐♥ t❤❡ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ❞❡s✐❣♥ st❛❣❡✳

✼



✭❛✮ ✐❘♦❜♦t ❘♦♦♠❜❛❬✷✺❪ ✭❜✮ ●♦♦❣❧❡ s❡❧❢ ❞r✐✈✐♥❣ ❝❛r❬✷✻❪✳

• ■t ❤❛s t♦ ❜❡ ❛❜❧❡ t♦ ♣r♦♣❡r❧② ♥❛✈✐❣❛t❡ ❛ ❝♦♠♣❧❡① ❛♥❞ ❝r♦✇❞❡❞ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t t❤❡r❡❢♦r❡ ❦✐♥❡✲
♠❛t✐❝ str✉❝t✉r❡s ♣r❡s❡♥t✐♥❣ ♥♦♥ ❤♦❧♦♥♦♠✐❝ ❝♦♥str❛✐♥ts✱ s✉❝❤ ❛s ❆❝❦❡r♠❛♥♥ ✈❡❤✐❝❧❡ ❢♦r ❡①✲
❛♠♣❧❡✱ ♠❛② ❜❡ ✐♥❛♣♣r♦♣r✐❛t❡✳

• ■t s❤♦✉❧❞ ♥♦t r❡q✉✐r❡ ♠❛❥♦r ❛❞❥✉st♠❡♥t t♦ t❤❡ ❧♦❝❛t✐♦♥ ♦❢ ✐ts ❞❡♣❧♦②♠❡♥t✳

• ▲♦♥❣ t✐♠❡ ❛✉t♦♥♦♠♦✉s ✇♦r❦ ✇✐t❤♦✉t ❜❛tt❡r② ❝❤❛r❣❡ ♦r ❝❤❛♥❣❡ ✐s ❞❡s✐r❛❜❧❡✳

• ❚❤❡ ❘❖P❖❉ s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❛❜❧❡ t♦ ✇♦r❦ ❛✉t♦♥♦♠♦✉s❧② ❛s ✇❡❧❧ ❛s ❛❧♦♥❣ ✇✐t❤ ✇♦r❦❡rs✱ ❡✳❣✳
❛❝t✐♥❣ ❧✐❦❡ ❛ ❢♦r❝❡ ❛♠♣❧✐✜❡r ❣✉✐❞❡❞ ❜② ♣❡rs♦♥s ✐♥ ❝❛rr②✐♥❣ ❤❡❛✈② ❧♦❛❞s✳

• ❙❡✈❡r❛❧ r♦❜♦ts s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❛❜❧❡ t♦ ✇♦r❦ t♦❣❡t❤❡r ✐♥ tr❛♥s♣♦rt❛t✐♦♥ ♦❢ ❧♦❛❞s t❤❛t ❛r❡ ♣❛rt✐❝✉✲
❧❛r❧② ❤❡❛✈②✳

❚❤❡ ❦❡② ✐❞❡❛ t♦ ❛❝❤✐❡✈❡ t❤❡ ❛❜♦✈❡ r❡s✉❧ts ✐s t♦ ❝r❡❛t❡ ❛♥ ✉❧tr❛✲✢❛t r♦❜♦t✳ ■♥ ❢❛❝t s✉❝❤ ❛ r♦❜♦t
✇✐❧❧ ❜❡ ❛❜❧❡ t♦ ❣♦ ✉♥❞❡r ❤✐s ❧♦❛❞ ❛♥❞ t❤❡♥ ❛tt❛❝❤ ✐ts❡❧❢ t♦ ✐t ❛♥❞ t❤❡♥ ❝❛rr② ✐t ❛r♦✉♥❞✳ ❚❤✐s
✐❞❡❛ ✐s ❛❧r❡❛❞② ♣r❡s❡♥t ♦♥ t❤❡ ♠❛r❦❡t ❛s ✐t ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ ✐♥ ✷✳✶ ❜✉t ✇❤❛t st✐❧❧ ♠✐ss❡s t❤✐s ♠♦❞❡❧
✐s t❤❡ ❝❛♣❛❜✐❧✐t② t♦ ❛❞❛♣t ✐ts❡❧❢ t♦ t❤❡ ❧♦❛❞ t♦ ❝❛rr② ❜② ❝♦❧❧❛❜♦r❛t✐♥❣ ✇✐t❤ ♦t❤❡r r♦❜♦ts✱ ✐♥st❡❛❞
❞✐✛❡r❡♥t s✐③❡s ❛r❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❛♥❞ ❤❛✈❡ t♦ ❜❡ ❝❤♦s❡♥ ✐♥ ❛❞✈❛♥❝❡✳

❋r♦♠ ❛ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ❞❡s✐❣♥ ♣♦✐♥t ♦❢ ✈✐❡✇ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❛❝❤✐❡✈❡ ♦♠♥✐✲❞✐r❡❝t✐♦♥❛❧ ♠♦t✐♦♥ t❤❡
st❛♥❞❛r❞ s♦❧✉t✐♦♥ ✇♦✉❧❞ ❜❡ t❤❡ ✉s❡ ♦❢ ♠❡❝❤❛♥✉♠ ✇❤❡❡❧s ❜✉t s✐♥❝❡ t❤❡② ❛r❡ ❡①♣❡♥s✐✈❡ ❛♥❞ ♥♦t
r❡❧✐❛❜❧❡ ✉♥❞❡r str❡ss ❛♥♦t❤❡r s♦❧✉t✐♦♥ ❤❛s ❜❡❡♥ ♣r♦♣♦s❡❞✳ ■♥ ✷✳✷ ❛ s❝❤❡♠❡ ♦❢ t✇✐♥ st❡❡r❛❜❧❡ ✇❤❡❡❧s
❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥✳ ■♥ t❤✐s ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ❜♦t❤ ✇❤❡❡❧s ❤❛✈❡ t❤❡✐r ♦✇♥ ♠♦t♦r ✇❤✐❧❡ t❤❡ ✈❡rt✐❝❛❧ ❛①✐s ✐s
❢r❡❡ t♦ r♦t❛t❡ ❛♥❞ ✐t ✐s ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ ❛ ♥♦r♠❛❧ st❡❡r❛❜❧❡ ✇❤❡❡❧ ✇✐t❤ ♦♥❡ ♠♦t♦r ♦♥ t❤❡ ✇❤❡❡❧ ❛①✐s
❛♥❞ ❛♥♦t❤❡r ♦♥ t❤❡ st❡❡r✐♥❣ ♦♥❡✱ ❜✉t ✇✐t❤ ❛ ✢❛tt❡r ❞❡s✐❣♥✱ s✐♥❝❡ ♥♦ ♠♦t♦r ♦♥ t❤❡ st❡❡r✐♥❣ ❛①❧❡
✐s r❡q✉✐r❡❞✳ ❚♦ r❡❛❝❤ ❤♦❧♦♥♦♠✐❝ ♠♦t✐♦♥ ❛ ❢r❡❡ t♦ r♦t❛t❡ ♦✛s❡t ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ✈❡rt✐❝❛❧ ❛①✐s ❛♥❞ ✐ts
❥✉♥❝t✐♦♥ t♦ t❤❡ r♦❜♦t ❝❤❛ss✐s ❤❛s t♦ ❜❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞✳

❆♥♦t❤❡r ✐♠♣♦rt❛♥t ❛s♣❡❝t ♦❢ t❤❡ ❘❖P❖❉ ♣r♦❥❡❝t ✐s ❡♥❡r❣② ❡✣❝✐❡♥❝②✳ ■♥ ❢❛❝t✱ s✐♥❝❡ ✐ts ✇♦r❦✐♥❣
❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t ✐s ✐♥❞♦♦r✱ ♥♦r s♦❧❛r ♣❛♥❡❧s ♥♦r t❤❡r♠❛❧ ❡♥❣✐♥❡s ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞✱ t❤❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ❡♥❡r❣②
❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ✐s ✈❡r② ❧✐♠✐t❡❞ ❛♥❞ ❛t t❤❡ s❛♠❡ t✐♠❡ ❧♦♥❣ ♦♣❡r❛t✐✈❡ t✐♠❡ ✐s ❤✐❣❤❧② ❞❡s✐r❛❜❧❡✳ ❚❤✐s
❝❛♥ ❜❡ s❡❝✉r❡❞ ✐♥ ♠❛♥② ❞✐✛❡r❡♥t ✇❛②s✱ ♦♥❡ ✐♠♣♦rt❛♥t ❛♥❞ ♦❜✈✐♦✉s ✐s tr②✐♥❣ t♦ r❡❞✉❝❡ ❢r✐❝t✐♦♥
❞✉r✐♥❣ t❤❡ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ❞❡s✐❣♥ ♣❤❛s❡✱ ❝❤♦♦s✐♥❣ ♣r♦♣❡r s♦❧✉t✐♦♥s ❢♦r t❤❡ ♣♦✇❡r tr❛♥s♠✐ss✐♦♥✳ ❆❧s♦

✽



❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✿ ❆♥ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ ✢❛t ❆●❱✿ ❙■❇❆ ❆❑❋ ◗✲❧✐♥❡ ❬✷✼❪

❡♥❡r❣② ❞r❛✐♥❡❞ ❜② s❡♥s♦r ❝❛♥ ❜❡ ❛ r❡❧❡✈❛♥t ❝♦♠♣♦♥❡♥t ♦❢ t❤❡ t♦t❛❧ ❡♥❡r❣② ✉s❛❣❡✳ ❆ ❣♦♦❞ ✇❛②
♦❢ ❧♦✇❡r✐♥❣ ✐t ❝♦✉❧❞ ❜❡✱ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ❧✐♠✐t✐♥❣ t❤❡ ✉s❡ ♦❢ s❡♥s♦rs t❤❛t r❡q✉✐r❡s ❛ ❧♦t ♦❢ ❡♥❡r❣②✱
❧✐❦❡ ❝❛♠❡r❛s✱ ❛♥❞ r❡❧❛②✐♥❣ ♦♥ ♦❞♦♠❡tr② ❢♦r ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ ♣♦s✐t✐♦♥ ❛s ♠✉❝❤ t✐♠❡ ❛s ♣♦ss✐❜❧❡✳ ❆
t❤✐r❞ ✇❛② t♦ ✐♠♣r♦✈❡ t❤❡ ❡♥❡r❣② ❡✣❝✐❡♥❝② ♦❢ t❤❡ r♦❜♦t✱ ✇❤✐❧❡ ✐t ✐s ♠♦✈✐♥❣ ✐♥ ✐ts ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t✱ ✐s
t♦ t❛❦❡ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t ✐ts ♣♦✇❡r ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ✇❤✐❧❡ s♦❧✈✐♥❣ t❤❡ ♠♦t✐♦♥ ♣❧❛♥♥✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠ ❛♥❞ t❤❡
♠♦t✐♦♥ ❝♦♥tr♦❧ ♣r♦❜❧❡♠✳ ■♥ ❢❛❝t ✐♥ t❤❡ ♠♦t✐♦♥ ♣❧❛♥♥✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❣♦❛❧ ✐s t♦ ❝♦♠♣✉t❡
❛ tr❛❥❡❝t♦r② t❤❛t ❣♦❡s ❢r♦♠ ❛ st❛rt✐♥❣ ♣♦s✐t✐♦♥ t♦ ❛ ❣♦❛❧ ♣♦s✐t✐♦♥ t❤❡ r♦❜♦t ❝❛♥ ❝❤♦s❡ s❡✈❡r❛❧
♣♦ss✐❜✐❧✐t✐❡s✱ t❤❛t ❤❛✈❡ t♦ ❜❡ ♦❜st❛❝❧❡✲❢r❡❡✱ ❛♥❞ ♦❜✈✐♦✉s❧② t❤❡ ❡♥❡r❣② ❝♦♥s✉♠❡❞ ❞✐✛❡rs ❢♦r ❡✈❡r②
♣♦ss✐❜❧❡ ❝❤♦✐❝❡✳

✷✳✷ ▼♦t✐♦♥ ♣❧❛♥♥✐♥❣ ❢♦r ♠♦❜✐❧❡ r♦❜♦ts

▼♦t✐♦♥ ♣❧❛♥♥✐♥❣ ✐s t❤❡ ♣r♦❝❡ss t❤❛t ✜♥❞s ❛ ♣❛t❤ ❢♦r t❤❡ r♦❜♦t t❤❛t ❧❡❛❞s ✐t t♦ ✐ts ❞❡st✐♥❛t✐♦♥ ❢r♦♠
✐ts ❝✉rr❡♥t ♣♦s✐t✐♦♥✱ ✉s✉❛❧❧② ❞❡❛❧✐♥❣ ✇✐t❤ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❝♦♥str❛✐♥ts✱ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡ ❛✈♦✐❞✐♥❣ ♦❜st❛❝❧❡s✳
❙✐♥❝❡ ♥❛✈✐❣❛t✐♥❣ t❤❡ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t ✐s ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ♠♦st ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ❛❜✐❧✐t✐❡s ♦❢ ❛ ♠♦❜✐❧❡ r♦❜♦t✱
♣❛t❤ ♣❧❛♥♥✐♥❣ ❛♥❞ tr❛❥❡❝t♦r② ♣❧❛♥♥✐♥❣ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❡①t❡♥s✐✈❡❧② st✉❞✐❡❞✳ ❆s ❛ r❡s✉❧t t❤❡r❡ ✐s ❛t
♣r❡s❡♥t t✐♠❡ ❛ ❤✉❣❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ♣❛t❤ ❛♥❞ tr❛❥❡❝t♦r② ♣❧❛♥♥❡rs ❛✈❛✐❧❛❜❧❡✱ ❡✳❣✳ ❬✶❪ ❛♥❞ ❬✷❪✱ ❛♥❞ t❤❡
❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ✐s st✐❧❧ ♦♥❣♦✐♥❣✳ ❖❢ ❝♦✉rs❡ ❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡♠ ❤❛s ❤✐s ♦✇♥ ♣r♦s ❛♥❞ ❝♦♥s ❛♥❞ ✐t ✐s s✉✐t❛❜❧❡
❢♦r ❝❡rt❛✐♥ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❛♥❞ ♥♦t ❢♦r s♦♠❡ ♦t❤❡rs✳ ❇❡❢♦r❡ ❝❧❛ss✐❢②✐♥❣ ♣❛t❤ ♣❧❛♥♥❡rs ❤♦✇❡✈❡r✱ ✐t ✐s
✐♠♣♦rt❛♥t t♦ ♣♦✐♥t ♦✉t t❤❛t ❡✈❡r② ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❤❛s t♦ r❡❧❛② ♦♥ ❛ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✇♦r❧❞ t❤❛t
s✉rr♦✉♥❞s t❤❡ r♦❜♦t✱ ♥❛♠❡❧② ❛ ♠❛♣✳ ❚❤❡r❡ ❛r❡ s❡✈❡r❛❧ t②♣❡ ♦❢ ♠❛♣s✱ t❤❡ ♠♦st ✐♠♣♦rt❛♥t ❜❡✐♥❣✿

• ●r✐❞ ❜❛s❡❞ ♠❛♣s

• ▲✐♥❡ ♠❛♣s

• ❚♦♣♦❧♦❣✐❝❛❧ ♠❛♣s

●r✐❞ ❜❛s❡❞ ♠❛♣s r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ✇♦r❧❞ ✉s✐♥❣ ❛ ♠❛tr✐①✱ s♦ t❤❛t ❛ sq✉❛r❡ ✐♥ t❤❡ r❡❛❧ ✇♦r❧❞
❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ❛♥ ❡❧❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ♠❛tr✐①✱ t❤❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ♦❢ t❤❡ sq✉❛r❡ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ r❡s♦❧✉t✐♦♥
♦❢ t❤❡ ♠❛♣✳ ❚❤❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ ❡❧❡♠❡♥ts ♦❢ t❤❡ ♠❛tr✐① t❡❧❧s ✇❤❡t❤❡r t❤❛t ♣❛rt✐❝✉❧❛r ♣❛rt ♦❢ t❤❡
s♣❛❝❡ ✐s ❢r❡❡ ♦r ♥♦t✳ ❯s✉❛❧❧② ❜✐♥❛r② ♠❛♣s ❛r❡ ✉s❡❞❬✶❪✱ s♦ t❤❛t t❤❡ ♠❛tr✐① ✈❛❧✉❡s ❛r❡ ❡✐t❤❡r ✵ ♦r ✶✱
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❋✐❣✉r❡ ✷✳✷✿ ❆ s❝❤❡♠❡ ♦❢ t✇✐♥ st❡❡r❛❜❧❡ ✇❤❡❡❧s

♠❡❛♥✐♥❣ ❝♦♠♣❧❡t❡❧② ❢r❡❡ ♦r ♦❝❝✉♣✐❡❞✱ ❜✉t ♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ ❣r✐❞ ❛r❡ ❛❧s♦ ✉s❡❞ ✇❤❡r❡ t❤❡ ✈❛❧✉❡s r❛♥❣❡
❢r♦♠ ✵ t♦ ✶✱ r❡♣r❡s❡♥t✐♥❣ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② t❤❛t ❛ sq✉❛r❡ ✐s ♦❝❝✉♣✐❡❞ ♦r ♥♦t✳ ●r✐❞ ❜❛s❡❞ ♠❛♣s ❛r❡
✇✐❞❡❧② ✉s❡❞ ❜❡❝❛✉s❡ ♦❢ t❤❡✐r s✐♠♣❧✐❝✐t②✱ ❤♦✇❡✈❡r t❤❡② ♣r❡s❡♥t ❛ ♠❛❥♦r ❞✐s❛❞✈❛♥t❛❣❡✱ ✐♥ t❤❡ ❢♦r♠
♦❢ ❛ tr❛❞❡✲♦✛ ❜❡t✇❡❡♥ ♠❡♠♦r② ♥❡❡❞❡❞ ♦ st♦r❡ t❤❡ ♠❛♣ ❛♥❞ ♣r❡❝✐s✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠❛♣ ✐ts❡❧❢✳ ■♥ ❢❛❝t
t❤❡ ❤✐❣❤❡r t❤❡ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❣r✐❞✱ ❛♥❞ s♦ t❤❡ s♠❛❧❧❡r t❤❡ sq✉❛r❡ t❤❛t ❡❛❝❤ ❡❧❡♠❡♥t r❡♣r❡s❡♥ts✱
t❤❡ ❜❡tt❡r ✐t ✇✐❧❧ ❜❡ t❤❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ r❡❛❧ s❤❛♣❡s✱ ❛♥❞ s♦ ❞✐s❝r❡t✐③❛t✐♦♥ ❡rr♦rs ✇✐❧❧ ❜❡❝♦♠❡
❧❡ss ✐♠♣♦rt❛♥t ❜✉t t❤❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠❛tr✐① ✇✐❧❧ ✐♥❝r❡❛s❡ s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧②✳ ❚❤✐s ♣r♦❜❧❡♠ ❛r✐s❡s
❡s♣❡❝✐❛❧❧② ✇❤❡♥ ❛ ❧❛r❣❡ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t ❤❛s t♦ ❜❡ r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ✇✐t❤ ❛ ❣♦♦❞ r❡s♦❧✉t✐♦♥✳

▲✐♥❡ ♠❛♣s ❛r❡ ❛ ♣♦♣✉❧❛r ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ❬✶❪ t♦ ❣r✐❞ ❜❛s❡❞ ♠❛♣s ❛♥❞ t❤❡② ❝♦♥s✐sts ♦❢ ❛ ❧✐st ♦❢ ❧✐♥❡s
t❤❛t r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ♦❢ t❤❡ ♦❜st❛❝❧❡s ✐♥ t❤❡ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t✳ ❚❤❡② ❛r❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ st❛rt✐♥❣
❢r♦♠ t❤❡ ❞❛t❛ ❝♦❧❧❡❝t❡❞ ❜② r❛♥❣❡ s❡♥s♦r✱ ✉s✉❛❧❧② ❛ s❡t ♦❢ ♣♦✐♥ts✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ✉s❡❞ t♦ ❝♦♠♣✉t❡
t❤❡ ❜❡st ✜tt✐♥❣ ❧✐♥❡s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ s✐♥❝❡ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❧✐♥❡s t❤❛t ❤❛✈❡ t♦ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ ✜t t❤❡ ❞❛t❛
r❡❛s♦♥❛❜❧② ✇❡❧❧ ✐s ♥♦t ❦♥♦✇♥ ✐♥ ❛❞✈❛♥❝❡✱ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ ❜✉✐❧❞✐♥❣ t❤❡ ♠❛♣ ❢r♦♠ t❤❡ s❡♥s♦r ❞❛t❛
✐s ♥♦t tr✐✈✐❛❧✳ ❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ t❤❡② s❝❛❧❡ ❜❡tt❡r t❤❛♥ ❣r✐❞ ❜❛s❡❞ ♠❛♣s ❢♦r ❧❛r❣❡ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥ts✱
♠❡❛♥✐♥❣ t❤❛t t❤❡② r❡q✉✐r❡ ❧❡ss ♠❡♠♦r②✳

❚♦♣♦❧♦❣✐❝❛❧ ♠❛♣s r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ s♣❛❝❡ ✉s✐♥❣ ❛ ❣r❛♣❤❬✶❪✱ ✇❤❡r❡ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡ ❡❛❝❤ ♥♦❞❡ ✐s ❛
❧♦❝❛t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ❛♥ ❡❞❣❡ ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ ♥♦❞❡s ♠❡❛♥s t❤❛t t❤❛t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❣♦ ❢r♦♠
♦♥❡ t♦ t❤❡ ♦t❤❡r✳

❙t❛rt✐♥❣ ❢r♦♠ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ❛❜♦✈❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ t❤❡r❡ ❛r❡ ♠❛♥② ✇❛②s t♦ s♦❧✈❡ t❤❡ ♣❛t❤ ♣❧❛♥♥✐♥❣
♣r♦❜❧❡♠✳ ❍❡r❡ t❤❡ ♠♦st ✉s❡❞ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ✐s ♣r❡s❡♥t❡❞ ❛❧♦♥❣ ✇✐t❤ s♦♠❡
❡①❛♠♣❧❡s✳

✶✵



✭❛✮ ✭❜✮ ✳

❋✐❣✉r❡ ✷✳✸✿ ❆ ❣r✐❞ ❜❛s❡❞ ♠❛♣ ❛♥❞ ❛ t♦♣♦❧♦❣✐❝❛❧ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s❛♠❡ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t

✷✳✷✳✶ ●❧♦❜❛❧ ♣❧❛♥♥❡rs

●❧♦❜❛❧ ♣❧❛♥♥❡rs ❛r❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠s t❤❛t s♦❧✈❡ t❤❡ ♣❛t❤ ♣❧❛♥♥✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠ ❞✐r❡❝t❧②✱ s♦ t❤❡② ❛r❡ ❣✐✈❡♥
t❤❡ ♠❛♣✱ t❤❡ st❛rt✐♥❣ ♣♦✐♥t ❛♥❞ t❤❡ ♦❜❥❡❝t✐✈❡✱ ❛♥❞ t❤❡② ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ✇❤♦❧❡ ♣❛t❤✳ ❚❤❡② ❛r❡
❣❡♥❡r❛❧❧② ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧❧② ♠✉❝❤ ♠♦r❡ ❡①♣❡♥s✐✈❡ t❤❛♥ ❧♦❝❛❧ ♣❧❛♥♥❡rs✱ ❛♥❞ t❤❛t✬s t❤❡ r❡❛s♦♥ ✇❤②
t❤❡② ❛r❡ ✉s✉❛❧❧② ❛♣♣❧✐❡❞ ❢♦r ♦✛✲❧✐♥❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s✳ ❆❧s♦ t❤❡② ♥❡❡❞ t♦ ❦♥♦✇ ✐♥ ❛❞✈❛♥❝❡ ❤♦✇ t❤❡
❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t ✇✐❧❧ ❝❤❛♥❣❡ ✐♥ ❝❛s❡ ♠♦✈✐♥❣ ♦❜st❛❝❧❡s ❛r❡ ♣r❡s❡♥t✳ ❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣
t❤❡ ✇❤♦❧❡ ♣r♦❜❧❡♠ ❛t ♦♥❝❡✱ t❤❡② ❛r❡ ❛❜❧❡✱ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ♦❢ r❡❛❝❤✐♥❣ ♦♣t✐♠❛❧ s♦❧✉t✐♦♥s✱ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡
✐♥ t❡r♠s ♦❢ t✐♠❡ ✉s❡❞ t♦ r❡❛❝❤❡❞ t❤❡ ❣♦❛❧ ♦r ❡♥❡r❣② ❝♦♥s✉♠❡❞✳ ❆♥♦t❤❡r ✐♠♣♦rt❛♥t ♣♦✐♥t ✐♥ t❤❡✐r
❢❛✈♦r ✐s t❤❛t ❛ ❣♦♦❞ ❣❧♦❜❛❧ ♣❧❛♥♥❡r ✐s ❛ ❝♦♠♣❧❡t❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠✱ ♠❡❛♥✐♥❣ t❤❛t ✐❢ ❛ ❢❡❛s✐❜❧❡ ♣❛t❤ ❡①✐sts
t❤❛♥ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✇✐❧❧ ✜♥❞ ✐t✳

❆ ✜rst ✐♠♣♦rt❛♥t ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ t❤✐s ❦✐♥❞ ♦❢ ♣❧❛♥♥❡r ✐s t❤❡ A∗ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❬✸❪✳ ❙✐♥❝❡ t❤✐s ❛❧❣♦r✐t❤♠
r❡q✉✐r❡s ❛ t♦♣♦❧♦❣✐❝❛❧ ♠❛♣ t❤❡ ✜rst st❡♣ ✐s t♦ ❝♦♠♣✉t❡ ✐t ✐♥ ❝❛s❡ ❛ ❣❡♦♠❡tr✐❝❛❧ ♠❛♣✱ ❧✐♥❡ ♦r ❣r✐❞✱
✐s ❣✐✈❡♥✳ ❋♦r ❛ ❣r✐❞ ♠❛♣ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ❡✈❡r② ❢r❡❡ ❝❡❧❧ ❝❛♥ ❜❡ ❛ ♥♦❞❡✱ t❤❛t ✐s ❧✐♥❦❡❞ t♦ ❛♥② ♦t❤❡r
❢r❡❡ ❝❡❧❧ t❤❛t s❤❛r❡s ❛ ❜♦r❞❡r ✇✐t❤ ✐t✱ ✇❤✐❧❡ ❢♦r ❛ ❧✐♥❡ ♠❛♣ s❡✈❡r❛❧ t❡❝❤♥✐q✉❡s ❛r❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡✱ ❧✐❦❡
❝❡❧❧ ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❬✽❪✳ ❚❤✐s ❛❧❣♦r✐t❤♠ t❤❡♥ ❡①♣❧♦r❡s ❛ ✇❡✐❣❤t❡❞ ❣r❛♣❤✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❝♦st ❝❛♥ ❜❡
❢♦r ❡①❛♠♣❧❡ t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ ♥♦❞❡s✱ ❝r❡❛t✐♥❣ ❛ tr❡❡ t❤❛t st❛rts ❢r♦♠ t❤❡ st❛rt✐♥❣ ♥♦❞❡✳
❆t ❡❛❝❤ ✐t❡r❛t✐♦♥✱ ❢♦r ❡✈❡r② ♥♦❞❡ t❤❛t ❝❛♥ ❜❡ r❡❛❝❤❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❝✉rr❡♥t tr❡❡s t❤❡ ❝♦st ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐s
❝♦♠♣✉t❡❞ ❛s t❤❡ s✉♠ ♦❢ ❛ ✜rst t❡r♠ t❤❛t ✐s t❤❡ ❝♦st t♦ r❡❛❝❤ t❤❛t ♥♦❞❡✱ ❜② s✉♠♠✐♥❣ t❤❡ ❝♦sts
❛❧♦♥❣ t❤❡ ❜r❛♥❝❤ t❤❛t ❧❡❛❞s t♦ t❤❡ ♥♦❞❡✱ ♣❧✉s ♦♥❡ t❡r♠ t❤❛t ❡st✐♠❛t❡s t❤❡ ❝♦st ❢r♦♠ t❤❛t ♥♦❞❡
t♦ t❤❡ ❣♦❛❧✳ ❚❤❡ ♥♦❞❡ ✇✐t❤ ♠✐♥✐♠✉♠ ❝♦st ✐s ❛❞❞❡❞ t♦ t❤❡ tr❡❡✳ ■t ❝❛♥ ❛❧s♦ ❜❡ s❤♦✇♥ t❤❛t t❤✐s
❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s ❝♦♠♣❧❡t❡ ✐♥ t❤❡ s❡♥s❡ t❤❛t ✐❢ ❛ ♣❛t❤ ❡①✐sts ✐t ✇✐❧❧ ✜♥❞ ✐t✳

❆♥♦t❤❡r ✐♠♣♦rt❛♥t ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ ❣❧♦❜❛❧ ♣❧❛♥♥❡r ✐s t❤❡ RRT ∗ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❬✹❪✳ ❚❤✐s ♠❡t❤♦❞✱
✐♥st❡❛❞ ♦❢ ❝♦♠♣✉t✐♥❣ ❛ ❣r❛♣❤ t❤❛t ❞❡s❝r✐❜❡s t❤❡ ❝♦♥♥❡❝t✐✈✐t② ♦❢ t❤❡ ❢r❡❡ s♣❛❝❡ ♦❢ t❤❡ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t✱
❡①♣❧♦r❡s r❛♥❞♦♠❧② t❤❡ s♣❛❝❡ ❜✉✐❧❞✐♥❣ ❛ tr❡❡ t❤❛t ❧✐♥❦s t❤❡ st❛rt✐♥❣ ♣♦s✐t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ❣♦❛❧✳ ❆t
❡❛❝❤ ✐t❡r❛t✐♦♥ t❤✐s ❛❧❣♦r✐t❤♠ s❡❧❡❝ts ❛ r❛♥❞♦♠ ♣♦✐♥t ✐♥ t❤❡ s♣❛❝❡ ❡①♣❧♦r❡ ❛♥❞ ✜♥❞s t❤❡ ♥♦❞❡ ♦❢
t❤❡ tr❡❡ t❤❛t ✐s t❤❡ ❝❧♦s❡st t♦ ✐t✳ ❚❤❡♥✱ ✐❢ t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♥♦❞❡ ❛♥❞ t❤❡ r❛♥❞♦♠ ♣♦✐♥t ✐s
♦✈❡r ❛ ❝❡rt❛✐♥ ♣❛r❛♠❡t❡r✱ ❛ ♥❡✇ ♥♦❞❡ ✐s ❝r❡❛t❡❞ ✐♥ t❤❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r❛♥❞♦♠ ♣♦✐♥t✱ ❛t ❛ ✜①❡❞
❞✐st❛♥❝❡ ❢r♦♠ t❤❡ ♥♦❞❡ ❜❡❧♦♥❣✐♥❣ t♦ t❤❡ tr❡❡ ❛♥❞ ✐❢ t❤✐s ♥❡✇ ♥♦❞❡ ❜❡❧♦♥❣s t♦ t❤❡ ❢r❡❡ s♣❛❝❡ ✐s
❛❞❞❡❞ t♦ t❤❡ tr❡❡✳ ❖t❤❡r ✈❛r✐❛t✐♦♥s ♦❢ t❤✐s ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❡①✐sts t❤❛t st❛rt ❢r♦♠ ❜♦t❤ t❤❡ ❣♦❛❧ ❛♥❞
t❤❡ st❛rt✐♥❣ ♣♦s✐t✐♦♥ ❛♥❞ ❜✉✐❧❞ t✇♦ tr❡❡s t❤❛t ✇✐❧❧ ❡✈❡♥t✉❛❧❧② ♠❡r❣❡✳

❚❤✐s ❢❛♠✐❧② ♦❢ ❣❧♦❜❛❧ ♣❧❛♥♥❡rs t❤❛t r❡❧② ♦♥ r❛♥❞♦♠ ❡①♣❧♦r❛t✐♦♥ ❞✐✛❡rs ❢r♦♠ t❤❡ ❣r❛♣❤✲

✶✶



❡①♣❧♦r✐♥❣ ♦♥❡ ✐♥ ♠❛♥② ❦❡② ❛s♣❡❝ts✳ ❋✐rst✱ t❤❡② ❛r❡ ♦♥❧② ♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ ❝♦♠♣❧❡t❡✱ ✐♥ t❤❡ s❡♥s❡
t❤❛t ✐♥ ❛ ♣❛t❤ ❡①✐sts t❤❡② ✇✐❧❧ ❡✈❡♥t✉❛❧❧② ✜♥❞ ✐t ❜✉t t❤❡r❡ ✐s ♥♦ ❣✉❛r❛♥t❡❡ t❤❛t ✐t ✇✐❧❧ ❤❛♣♣❡♥
✐♥ ❛ ✜♥✐t❡ t✐♠❡✳ ❙❡❝♦♥❞✱ t❤❡② ❛r❡ ♥♦t ♦♣t✐♠❛❧ ❛t ❛❧❧✱ ✉s✉❛❧❧② t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ♣❛t❤ ✐s ♥♦♥✲s♠♦♦t❤
❛♥❞ ❛ ♣r✉♥✐♥❣ ♣❤❛s❡ ✐s ♥❡❡❞❡❞✱ ✇❤❡r❡ ✉♥♥❡❝❡ss❛r② ♥♦❞❡s ❛r❡ ❣♦t r✐❞❞❡♥ ♦❢✱ ❛♥❞ ❛❧s♦ ❛ s♠♦♦t❤✐♥❣
♣❤❛s❡ ✐s r❡q✉✐r❡❞✱ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❜② ❛❞❥✉st✐♥❣ t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♥♦❞❡s✳ ◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss t❤✐s ❝❧❛ss ♦❢
♣❧❛♥♥❡rs ✐s ❝✉rr❡♥t❧② ✉s❡❞ ✐♥ ♠❛♥② ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❛s ✐t ✐s ❢❛st❡r t❤❛♥ t❤❡ ❣r❛♣❤ ❡①♣❧♦r✐♥❣ ♠❡t❤♦❞s
❛♥❞ ✐s ✈❡r② ❣❡♥❡r❛❧ ♣✉r♣♦s❡✳

✷✳✷✳✷ ▲♦❝❛❧ ♣❧❛♥♥❡rs

▲♦❝❛❧ ♣❧❛♥♥❡rs ❛r❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠s t❤❛t ❣✉✐❞❡ t❤❡ r♦❜♦t ❝♦♠♣✉t✐♥❣ ❛t ❡❛❝❤ ✐t❡r❛t✐♦♥ ♦♥❧② t❤❡ ♣r❡s❡♥t
❝♦♠♠❛♥❞ t♦ ❣✐✈❡ t♦ t❤❡ r♦❜♦t ✐♥st❡❛❞ ♦❢ t❤❡ ✇❤♦❧❡ ♣❛t❤ t♦ t❤❡ t❛r❣❡t✳ ❋♦r t❤✐s r❡❛s♦♥ t❤❡② ❛r❡
✈❡r② ❢❛st ❛t ❝♦♠♣✉t✐♥❣ ❛♥❞ t❤❛t✬s t❤❡ ♠♦t✐✈❡ ❢♦r t❤❡✐r ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ✐♥ ♠❛♥② r❡❛❧ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✱
✇❤❡r❡ r❡✲♣❧❛♥♥✐♥❣ ✐s ♥❡❡❞❡❞ t♦ ❜❡ ❞♦♥❡ ♦♥❧✐♥❡✳ ❇❡s✐❞❡s✱ t❤❡② ❛r❡ ❛❜❧❡ t♦ ❞❡❛❧ ✇✐t❤ ♠♦✈✐♥❣✱
✉♥♣r❡❞✐❝t❛❜❧❡ ♦❜st❛❝❧❡s t❤❛t s✉rr♦✉♥❞ t❤❡ r♦❜♦t ❛♥❞ t❤❡② ❞♦ ♥♦t ♥❡❡❞ ❛ ♠❛♣ ♦❢ t❤❡ ✇❤♦❧❡
❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t ✐♥ ❛❞✈❛♥❝❡✳ ❚❤❡ ♣r✐❝❡ t♦ ♣❛② ❢♦r t❤❡s❡ ❛❞✈❛♥t❛❣❡s ✐s t❤❛t ♦♥❧② ❛ ❧♦❝❛❧ ❤♦r✐③♦♥ ✐s
❝♦♥s✐❞❡r❡❞✱ s♦ ✐t✬s ♣♦ss✐❜❧❡ t❤❛t t❤❡② ❣❡t st✉❝❦ ❛t ❝❡rt❛✐♥ ❧♦❝❛t✐♦♥s✱ ❛♥❞ t♦ ❣❡t ♦✉t✱ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧
str❛t❡❣✐❡s ❤❛✈❡ t♦ ❜❡ ♣r♦✈✐❞❡❞✱ ❛♥❞ t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ♣❛t❤ ✐s ♥♦t ♦♣t✐♠❛❧ ❛t ❛❧❧ ✐♥ ❛♥② s❡♥s❡✳

❖♥❡ ♦❢ t❤❡ ♠♦st ✇✐❞❡❧② ❛❞♦♣t❡❞ ❧♦❝❛❧ ♣❧❛♥♥❡r ✐s t❤❡ ❱❍❋ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❬✺❪✳ ❚❤✐s s❝❤❡♠❡ st❛rts
❢r♦♠ ❛ ❣r✐❞ ♠❛♣ ♦❢ t❤❡ s✉rr♦✉♥❞✐♥❣ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t ❛♥❞ ❜✉✐❧❞s ❛ ♣♦❧❛r ❤✐st♦❣r❛♠ t❤❛t t❡❧❧s ❤✐♠
✇❤❛t ❞✐r❡❝t✐♦♥ ✐s t❤❡ ♦♥❡ ✇✐t❤ ❧❡ss ♦❜st❛❝❧❡s ❛♥❞ t❤❡♥ st❡❡rs t❤❡ r♦❜♦t✱ ✇❤✐❧❡ ❛❞❥✉st✐♥❣ t❤❡ s♣❡❡❞✳
❆♥♦t❤❡r ♣♦♣✉❧❛r ❝❤♦✐❝❡ ✐s t❤❡ ❉❲❆ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❬✻❪✳ ❚❤✐s ♠❡t❤♦❞ st❛rts ❢r♦♠ t❤❡ ❝✉rr❡♥t st❛t❡ ♦❢
t❤❡ r♦❜♦t✱ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ♣♦s❡ ❛♥❞ ✈❡❧♦❝✐t✐❡s✱❛♥❞ ❡①♣❧♦r❡s t❤❡ s♣❛❝❡ ♦❢ ✈❡❧♦❝✐t✐❡s ♦❢ t❤❡ r♦❜♦t t❤❛t
❝❛♥ ❜❡ r❡❛❝❤❡❞ ✐♥ ❛ s♠❛❧❧ ❛♠♦✉♥t ♦❢ t✐♠❡ ✇✐t❤ ❛ ♠❛①✐♠✉♠ ❛❝❝❡❧❡r❛t✐♦♥✳ ❇② s♦ ❞♦✐♥❣ ✐t ❝r❡❛t❡s
s❡✈❡r❛❧ tr❛❥❡❝t♦r✐❡s✱ t❤❛t ❤❛✈❡ t♦ ❜❡ ♦❜st❛❝❧❡✲❢r❡❡✱ ❛♥❞ t❤❡♥ ❝❤♦♦s❡s ❛♠♦♥❣ t❤❡♠ t❤❡ ♦♥❡ t❤❛t
♠❛①✐♠✐③❡s ❛ ❝❡rt❛✐♥ ❢✉♥❝t✐♦♥✳ ■♥ t❤❡ ❝❛♥♦♥✐❝❛❧ ✈❡rs✐♦♥ t❤✐s t❛❦❡s ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❢r♦♠
t❤❡ ♦❜st❛❝❧❡✱ t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❢r♦♠ t❤❡ t❛r❣❡t ❛♥❞ t❤❡ ✈❡❧♦❝✐t② ♦❢ t❤❡ r♦❜♦t✱ t♦ ❛❝❤✐❡✈❡ ❛ tr❛❥❡❝t♦r②
t❤❛t ❦❡❡♣s t❤❡ r♦❜♦t ❛✇❛② ❢r♦♠ ♦❜st❛❝❧❡s ✇❤✐❧❡ ❞r✐✈✐♥❣ ✐t t♦ t❤❡ t❛r❣❡t ❛t ❤✐❣❤ s♣❡❡❞✳ ❆❧s♦ ♦t❤❡r
❢✉♥❝t✐♦♥s ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ ❧✐❦❡ ✐♥ ❬✻❪✳ ❖♥❡ ❧✐♠✐t ♦❢ t❤✐s ♠❡t❤♦❞ ✐s t❤❛t ✐t ✉s✉❛❧❧② ❝♦♥s✐❞❡rs ♦♥❧② s✐♠♣❧❡
s❤❛♣❡❞ ♣❛t❤✱ ❡✳❣✳ str❛✐❣❤t ❧✐♥❡s ❛♥❞ ❝✐r❝❧❡✳

✷✳✷✳✸ ❍②❜r✐❞ ♣❧❛♥♥❡rs

❍②❜r✐❞ ♣❧❛♥♥❡rs ❛r❡ ❛ ♠♦r❡ r❡❝❡♥t ❢❛♠✐❧② ♦❢ ❛❧❣♦r✐t❤♠s✱ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s t✇♦✱ ❛♥❞
✇❡r❡ ❜♦r♥ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❣❡t t❤❡ ❛❞✈❛♥t❛❣❡s ♦❢ ❜♦t❤ ❣❧♦❜❛❧ ❛♥❞ ❧♦❝❛❧ ♣❧❛♥♥❡rs✱❜② ♠❛❦✐♥❣ ✉s❡ ♦❢ ❛
❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t❤❡♠✳ ❆♥ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ ✐t ❝❛♥ ❜❡ t❤❡ ✉s❡ ♦❢ ❛ ❣❧♦❜❛❧ ♣❧❛♥♥❡r ♦♥ ❛ s✐♠♣❧✐✜❡❞
♠❛♣ ❢♦r ❝r❡❛t✐♥❣ s✉❜✲❣♦❛❧s t❤❛t t❤❡ ❧♦❝❛❧ ♣❧❛♥♥❡r ✇✐❧❧ ❤❛✈❡ t♦ r❡❛❝❤✱ ❜r❡❛❦✐♥❣ ❛ ❜✐❣ ♣r♦❜❧❡♠ ✐♥t♦
s❡✈❡r❛❧ s♠❛❧❧❡r ❛♥❞ s✐♠♣❧❡r ♦♥❡s✳ ■♥ ❛❞❞✐❝t✐♦♥ ❛❧s♦ ♠❡t❤♦❞s t❤❛t ♣r❡✲❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ✇❤♦❧❡ ♣❛t❤
❛♥❞ t❤❡♥ ❞❡❢♦r♠ ✐t ✐♥ r❡❛❧✲t✐♠❡ ❢♦r ❞❡❛❧✐♥❣ ✇✐t❤ ✉♥❦♦✇♥ ♦r ♠♦✈✐♥❣ ♦❜st❛❝❧❡s ❛r❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❛s
✐♥ ❬✼❪✳ ❖✈❡r t❤❡ ❧❛st ②❡❛r t❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤ ❤❛s ❣❛✐♥❡❞ ♣♦♣✉❧❛r✐t② ❬✶❪✳

✷✳✸ ❊♥❡r❣② ❡✣❝✐❡♥t tr❛❥❡❝t♦r② ♣❧❛♥♥✐♥❣

❚❤♦✉❣❤t t❤❡r❡ ❤❛s ❜❡❡♥ ❛♥❞ t❤❡r❡ ✐s ❛ ❜✐❣ ❛♠♦✉♥t ♦❢ r❡s❡❛r❝❤ ✐♥ ♠♦t✐♦♥ ♣❧❛♥♥✐♥❣ ❢♦r ♠♦❜✐❧❡
r♦❜♦ts✱ ♥♦t ♠✉❝❤ ❤❛s ❜❡❡♥ ❞♦♥❡ ✐♥ t❤❡ ✜❡❧❞ ♦❢ ❡♥❡r❣②✲❡✣❝✐❡♥t ♥❛✈✐❣❛t✐♦♥ ❢♦r ♦♥❧✐♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✱
t❤❛t ✐s st✐❧❧ ❛♥ ♦♣❡♥ ✜❡❧❞ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠✳

■♥ ❬✾❪ ❛ ✜rst ❛tt❡♠♣t t♦ ❛❝❤✐❡✈❡ ❡♥❡r❣② ❡✣❝✐❡♥t str❛t❡❣✐❡s ✐s ♠❛❞❡✳ ■♥ t❤✐s ♣❛♣❡r ❛ ❣❡♥❡r✐❝
r♦❜♦t ✐s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✱ t✐♠❡ ❝♦♥str❛✐♥t ♦♥ t❤❡ ❛rr✐✈❛❧ t✐♠❡ ❛r❡ ♣r❡s❡♥t ❛s ✇❡❧❧ ❛s ♦❜st❛❝❧❡s✳ ❋r♦♠
t❤❡ ❡♥❡r❣② ♣♦✐♥t ♦❢ ✈✐❡✇✱ ❢r✐❝t✐♦♥ ❧♦ss❡s ❛r❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❝♦♥st❛♥t ❛♥❞ ♥♦ ❡♥❡r❣② r❡❣❡♥❡r❛t✐♦♥

✶✷



✇❤✐❧❡ ❜r❡❛❦✐♥❣ ✐s t❛❦❡♥ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t✳ ❚❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ s❝❤❡♠❡ ❝♦♠♣✉t❡s ❛ ♠❡❛♥ ✈❡❧♦❝✐t② ❝❛♣❛❜❧❡
♦❢ ❞r✐✈✐♥❣ t❤❡ r♦❜♦t t♦ t❤❡ ❣♦❛❧ ✐♥ t❤❡ ❞❡s✐r❡❞ t✐♠❡✳ ■❢ t❤❡ s♣❡❡❞ ♦❢ t❤❡ r♦❜♦t✱ t❤❛t ❞❡❝r❡❛s❡s ❢♦r
❛✈♦✐❞✐♥❣ ♦❜st❛❝❧❡s✱ ✐s ❜❡❧♦✇ t❤✐s ❧❡✈❡❧ ❛♥ ✐♥❝r❡❛s❡ ✐♥ s♣❡❡❞ ✐s ♣❡r❢♦r♠❡❞✱ ♦t❤❡r✇✐s❡ ♥♦ ❛❝t✐♦♥ ✐s
❞♦♥❡✳ ❚❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤ ❤♦✇❡✈❡r ❞♦❡s♥✬t t❛❦❡ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t✱ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ t❤❡ ✇❛② t♦ ❛✈♦✐❞ ♦❜st❛❝❧❡s✳

❚❤❡ ✇♦r❦ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❬✶✵❪ ❢♦❝✉s❡s ✐♥ ♦✤✐♥❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ t❤❡ ❜❡st s❤❛♣❡ ❢♦r
t❤❡ ♣❛t❤ ♦❢ ❛ r♦❜♦t ✇❤♦s❡ t❛s❦ ✐s t♦ ❡①♣❧♦r❡ ❛♥ ❛r❡❛✱ ❢r♦♠ ❛♥ ❡♥❡r❣② ♣♦✐♥t ♦❢ ✈✐❡✇✳ ❆♥ ❤♦❧♦♥♦♠✐❝
r♦❜♦t ✐s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛♥❞ t❤❡ ❡♥❡r❣② ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ✐s ❝♦♠♣✉t❡❞ ❜② t❛❦✐♥❣ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t t❤❡ ❡♥❡r❣②
✉s❡❞ ❜② t❤❡ ❉❈ ♠♦t♦rs✱ ♠♦❞❡❧❡❞ ✉s✐♥❣ ❛ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❛♥❣✉❧❛r ✈❡❧♦❝✐t② ♦❢ t❤❡
✇❤❡❡❧s t❤❛t r❡t✉r♥s t❤❡ ❡♥❡r❣② ❝♦♥s✉♠❡❞ ♣❡r r❛❞✐❛♥t ♦❢ r♦❧❧✐♥❣✳

▲♦♦❦✐♥❣ ❛t ♠♦st r❡❝❡♥t ✇♦r❦s✱ ✐♥ ❬✶✷❪ ❛ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧✲❞r✐✈❡ r♦❜♦t ✐s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛♥❞ ❛ ❣❧♦❜❛❧ ♣❛t❤
✐s ❝♦♠♣✉t❡❞ ✉s✐♥❣ ❛♥ A∗ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ♦✈❡r ❛ ❣r✐❞ ❜❛s❡❞ ♠❛♣✱ t❤❡♥ s♠♦♦t❤❡❞ ✉s✐♥❣ ❇Ø③✐❡r ❝✉r✈❡s✳
❚❤❡ ❞②♥❛♠✐❝ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ t❤❡ r♦❜♦t ✐s ❛♥❛❧②③❡❞ ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡ ♠♦t♦rs ❞②♥❛♠✐❝s ❛♥❞ t❤❡ ❡♥❡r❣②
❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ✐s ❝♦♠♣✉t❡❞ t❛❦✐♥❣ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t ❦✐♥❡t✐❝ ❡♥❡r❣② ❧♦st ❞✉❡ t♦ ✐♠♣❡r❢❡❝t r❡❣❡♥❡r❛t✐♦♥✱
❢r✐❝t✐♦♥ ❛♥❞ s❡♥s♦rs✳ ❯s✐♥❣ ❡♥❡r❣② ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥✱ ❛♥ ♦♣t✐♠❛❧ tr❛❥❡❝t♦r② ✐s ❝♦♠♣✉t❡❞ ❛♥❞ t❤❡♥ t❤❡
r❡s✉❧ts ❛r❡ ✈❡r✐✜❡❞ ✐♠♣❧❡♠❡♥t✐♥❣ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❛❧❣♦r✐t❤♠✳ ❚❤❡ ♠❛✐♥ ❧✐♠✐t ✐❢ t❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s ✐ts
♦✤✐♥❡ ♥❛t✉r❡✱ ❛❧s♦ ♥♦ ❛❝❝♦✉♥t✐♥❣ ❢♦r ♠♦❜✐❧❡ ✉♥♣r❡❞✐❝t❛❜❧❡ ♦❜st❛❝❧❡s ✐s ❞♦♥❡✳

■♥ ❬✶✶❪ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ ❛ r♦❜♦t t✉r♥✐♥❣ ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ str❛✐❣❤t ♣❛t❤s ✐s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✳ ❚❤❡ r♦❜♦t
✐s ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧✲❞r✐✈❡ t②♣❡ ❛♥❞ ❡♥❡r❣② ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ✐s ♠♦❞❡❧❧❡❞ t❛❦✐♥❣ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝
❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ t❤❡ r♦❜♦t ❛♥❞ ✐ts ♠♦t♦rs✳ ❚❤❡♥✱ ✉s✐♥❣ P♦♥tr②❛❣✐♥✬s ♠❛①✐♠✉♠ ♣r✐♥❝✐♣❧❡✱ ♣❛rt✐❛❧
❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ❡q✉❛t✐♦♥s t♦ s♦❧✈❡ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ❛r❡ ✉s❡❞ ❢♦r t❤❡ str❛✐❣❤t ♣❛t❤ ❛♥❞ ❢♦r t❤❡ t✉r♥✐♥❣
♣❛rt✱ ❛♥❞ ✜♥❛❧❧② ❛♥ ♦♣t✐♠✉♠ ✐s s❡❛r❝❤❡❞ ✈❛r②✐♥❣ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ❛♥❞ ✜♥❛❧ ♠♦♠❡♥t ♦❢ t❤❡ t✉r♥✳ ■♥
t❤✐s ✇❛②✱ ❝♦♠❜✐♥✐♥❣ t❤❡s❡ t✇♦ ❣❡♦♠❡tr✐❡s ✐t✬s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ♠♦✈❡ ❡✈❡r②✇❤❡r❡ ✐♥ t❤❡ ♣❧❛♥❡✱ ❤♦✇❡✈❡r
t❤✐s ♠❡t❤♦❞ ✐s ♠❡❛♥t ♦♥❧② ❢♦r ♦✤✐♥❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s✳

❆ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❉❲❆ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✇❛s ♣r♦♣♦s❡❞ ✐♥ ❬✶✸❪ ❢♦r ❡♥❤❛♥❝✐♥❣ ❡♥❡r❣② ❡✣❝✐❡♥❝②✳ ❚❤❡
❡♥❡r❣② ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ✐s t❤❡ s✉♠ ♦❢ t❤r❡❡ t❡r♠s✱ t❤❛t r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ❡♥❡r❣② ❛❞s♦r❜❡❞ ❜② s❡♥s♦rs
❛♥❞ ❝♦♥tr♦❧❧❡rs✱ ✐♥❡rt✐❛ ❛❝t✐♦♥s ❛♥❞ ❢r✐❝t✐♦♥✳ ❊♥❡r❣② ❡✣❝✐❡♥❝② ✐s ❛❝❤✐❡✈❡❞ ❜② ✐♥tr♦❞✉❝✐♥❣ ✐♥ t❤❡
❝♦st ❢✉♥❝t✐♦♥ ❛ ❢❛❝t♦r ❢♦r t❤❡ ❡♥❡r❣② ✉s❡❞✳ ❚❤❡ str♦♥❣ ♣♦✐♥t ♦❢ t❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s ✐ts ❝❛♣❛❜✐❧✐t② ♦❢
✇♦r❦✐♥❣ ♦♥❧✐♥❡ ❜✉t s❡✈❡r❛❧ ❧✐♠✐t❛t✐♦♥s✱ ❝♦♠✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ ❉❲❆ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❛r❡ st✐❧❧ ♣r❡s❡♥t✳

✷✳✹ ▼♦❞❡❧ ♣r❡❞✐❝t✐✈❡ ❝♦♥tr♦❧

▼♦❞❡❧ ♣r❡❞✐❝t✐✈❡ ❝♦♥tr♦❧ ✐s ❛ ❝♦♥tr♦❧ s❝❤❡♠❡ t❤❛t ♦✈❡r t❤❡ ❧❛st ❢♦rt② ②❡❛rs ❤❛s ❢❛❝❡❞ ❛ ❣r❡❛t
❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ❢r♦♠ ❜♦t❤ t❤❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❛s♣❡❝ts ❛♥❞ t❤❡ r❡❛❧ ✇♦r❧❞ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❛♥❞ ✐s t♦❞❛② ✇✐❞❡❧②
❛❞♦♣t❡❞ ❢♦r ♣r♦❝❡ss ❝♦♥tr♦❧ ✐♥ t❤❡ ❝❤❡♠✐❝❛❧ s❡❝t♦r ❬✶✺❪✳ ❙♦♠❡ ♦❢ t❤❡ r❡❛s♦♥s ❢♦r ❤✐s s✉❝❝❡ss ❛r❡
t❤❡ ❝❛♣❛❜✐❧✐t✐❡s ♦❢ ❞❡❛❧✐♥❣ ✇✐t❤ s②st❡♠s t❤❛t ❤❛✈❡ ♠✉❧t✐♣❧❡ ✐♥♣✉t ❛♥❞ ♦✉t♣✉ts✱ ❤✐s r♦❜✉st♥❡ss
✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ ✉♥♣r❡❞✐❝t❛❜❧❡ ❡✈❡♥ts t❤❛t ♠❛② ♦❝❝✉r ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ♣r♦❝❡ss ❛♥❞ t❤❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐t② ♦❢
t❛❦✐♥❣ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t ❝♦♥str❛✐♥ts ♦♥ ❜♦t❤ st❛t❡s ❛♥❞ ♦✉t♣✉ts✳

❚♦ ✉♥❞❡rst❛♥❞ ✐ts ✇♦r❦✢♦✇ ♦❜s❡r✈❡ t❤❡ ✜❣✉r❡ ✷✳✹✳ ❚❤❡ ❜❛s✐❝ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ♦❢ ❛♥ ▼P❈ ❝♦♥tr♦❧❧❡r
❛r❡ ❛ ♠♦❞❡❧ ♦❢ t❤❡ ♣❧❛♥t t♦ ❝♦♥tr♦❧✱ ❛ ❝♦st ❢✉♥❝t✐♦♥ t♦ ♦♣t✐♠✐③❡ ❛♥❞ ❛♥ ♦♣t✐♠✐③❡r✳ ❚❤❡ ❝♦♥tr♦❧❧❡r
r❡❝❡✐✈❡s ❛s ✐♥♣✉t ❛ r❡❢❡r❡♥❝❡ ❢♦r t❤❡ ❝♦♥tr♦❧❧❡❞ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛♥❞ t❤❡ ❝✉rr❡♥t st❛t❡ ♦❢ t❤❡ ♣❧❛♥t✱ ✐♥
❝❛s❡ ♦❢ ♥♦♥ ❝♦♠♣❧❡t❡ ❛❝❝❡ss t♦ ✐t✱ ❛ st❛t❡ ❡st✐♠❛t♦r ✐s ✉s❡❞✳ ❚❤❡♥ ❛ ❞✐s❝r❡t❡✲t✐♠❡ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥
♣r♦❜❧❡♠ ✐s s♦❧✈❡❞ ♦✈❡r ❛ ✜♥✐t❡ t✐♠❡ ❤♦r✐③♦♥ ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠✿

min J(s0, u)

s✳t✳ h(s0, u) ≤ 0
e(s0, u) = 0
u ∈ RN

✶✸



❋✐❣✉r❡ ✷✳✹✿ ▼P❈ ✇♦r❦✢♦✇ s❝❤❡♠❡

❲❤❡r❡ N ✐s t❤❡ ❧❡♥❣t❤ ♦❢ t❤❡ t✐♠❡ ❤♦r✐③♦♥✱ u ✐s t❤❡ ✈❡❝t♦r ♦❢ ❞❡❝✐s✐♦♥ ✈❛r✐❛❜❧❡s✱ ❛ s❡r✐❡s
♦❢ ✐♥♣✉t t♦ t❤❡ s②st❡♠ ❛t ❞✐✛❡r❡♥t t✐♠❡s✱ h ❛♥❞ e ❛r❡ ❡q✉❛❧✐t❡s ❛♥❞ ✐♥❡q✉❛❧✐t❡s ❝♦♥str❛✐♥ts ♦♥
t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠✳ J ✐s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♥♣✉ts ❛♥❞ ♦❢ t❤❡ ❢✉t✉r❡ st❛t❡s ♦❢ t❤❡ s②st❡♠s s✱ t❤❛t ❛r❡
♣r❡❞✐❝t❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❝✉rr❡♥t st❛t❡✱ t❤❡ ❞❡❝✐s✐♦♥ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❛♥❞ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ♦❢ t❤❡ ♣❧❛♥t t♦ ❝♦♥tr♦❧✳
❆ t②♣✐❝❛❧ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ J ❝♦✉❧❞ ❜❡ t❤❡ s✉♠ ♦❢ t❤❡ sq✉❛r❡❞ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ r❡❢❡r❡♥❝❡ ❛♥❞
t❤❡ ❢✉t✉r❡s st❛t❡s ♦♣♣♦rt✉♥❡❧② ✇❡✐❣❤t❡❞ ❛♥❞ ♦❢t❡♥ ❛ ✜♥❛❧ ❝♦st✱ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✜♥❛❧ st❛t❡ ♦❢ t❤❡
♠♦❞❡❧✱ ✐s ❛❞❞❡❞ t♦ ❡♥s✉r❡ st❛❜✐❧✐t②✳ ❆❢t❡r t❤❡ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠ ✐s s♦❧✈❡❞✱ ♦♥❧② t❤❡ ✜rst
❡❧❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ✐♥♣✉t ✈❡❝t♦r ✐s s❡♥t t♦ t❤❡ ♣❧❛♥t✱ t❤❡ ✜rst ✐♥♣✉t ✐♥ t❤❡ t❡♠♣♦r❛❧ s❡q✉❡♥❝❡✱ ❛♥❞
❛t t❤❡ ♥❡①t ✐t❡r❛t✐♦♥ ❛♥ ❛♥❛❧♦❣✉❡ ♣r♦❜❧❡♠ ✐s s♦❧✈❡❞✳ ❙✐♥❝❡ ♦♥❧② t❤❡ ✜rst ❛❝t✐♦♥ ✐s ✉s❡❞ ❛♥❞ t❤❡
♣r♦❜❧❡♠ ✐s s♦❧✈❡❞ ❛❣❛✐♥ ❛t ❡❛❝❤ t✐♠❡ s❛♠♣❧❡✱ t❤✐s ❝♦♥tr♦❧ str❛t❡❣② ✐s ♠♦r❡ r♦❜✉st ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t
t♦ ✉♥♣r❡❞✐❝t❡❞ ❡✈❡♥ts ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ ❛♥ ♦✤✐♥❡ s♦❧✈✐♥❣ ♦❢ ❛♥ ♦♣t✐♠❛❧ ❝♦♥tr♦❧ ♣r♦❜❧❡♠✳ ❇❡s✐❞❡s✱
❡✈❡♥ ✐❢ t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ✐♥ ✐❞❡❛❧ ❝❛s❡s ❛r❡ ✐♥❢❡r✐♦r t♦ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧✱ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ s♦❧✈❡❞ ✐s
❛ ❞✐s❝r❡t❡ t✐♠❡ ♦♥❡ ❛♥❞ t❤❡ t✐♠❡ ❤♦r✐③♦♥ ✐s ✜♥✐t❡✱ t❤❡② ❛r❡ st✐❧❧ ✈❡r② ❣♦♦❞✳

❆ s❡r✐♦✉s ❞✐s❛❞✈❛♥t❛❣❡ ✐s ❤♦✇❡✈❡r ♣r❡s❡♥t ✐♥ s♦❧✈✐♥❣ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ❛t ❡❛❝❤ ✐t❡r❛t✐♦♥ ♦♥❧✐♥❡✿ ✐t
r❡q✉✐r❡s ❛ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❡✛♦rt t❤❛t ♣r❡✈❡♥t❡❞ ❛♥❞ st✐❧❧ ❧✐♠✐ts t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ ♠♦❞❡❧ ♣r❡❞✐❝t✐✈❡
❝♦♥tr♦❧ ✐♥ ♠❛♥② ❝❛s❡s✳ ❚❤✐s ♣r♦❜❧❡♠ ❤❛s ❜❡❡♥ ♣❛rt✐❛❧❧② ♦✈❡r❝♦♠❡ ❞✉r✐♥❣ ❧❛t❡st ②❡❛rs t❤❛♥❦s t♦
❛♥ ✐♥❝r❡❛s❡ ✐♥ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❝❛♣❛❜✐❧✐t✐❡s ♦❢ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❤❛r❞✇❛r❡ ❛♥❞ t♦ t❤❡ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ♦❢
❡✣❝✐❡♥t ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ s♦❧✈❡rs ❢♦r ▼P❈✲t②♣❡ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠s❬✶✼❪✳ ❆♥♦t❤❡r ✇❛② ♦❢ ❞❡❛❧✐♥❣
✇✐t❤ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ✐s t❤❡ ✉s❡ ♦❢ ❛ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ♦❢ ♠♦❞❡❧ ♣r❡❞✐❝t✐✈❡ ❝♦♥tr♦❧ ♥❛♠❡❞ ❡①♣❧✐❝✐t ♠♦❞❡❧
♣r❡❞✐❝t✐✈❡ ❝♦♥tr♦❧✳ ❚❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤ ❝♦♠♣✉t❡s ♦✤✐♥❡ t❤❡ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠ ❢♦r ♠❛♥② ✐♥✐t✐❛❧
st❛t❡s ❛♥❞ r❡❢❡r❡♥❝❡s ❛♥❞ ♠❡♠♦r✐③❡s t❤❡♠ s♦ t❤❛♥ ✐♥st❡❛❞ ♦❢ s♦❧✈✐♥❣ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ♦♥❧✐♥❡ ✐t ✐s
♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❧♦♦❦ ❢♦r t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ♠❡♠♦r②✳ ❙t✐❧❧ t❤❡ ♠❡♠♦r② ♥❡❡❞❡❞ ❢♦r t❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤ ❧✐♠✐ts
✐ts ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ t♦ s✐♠♣❧❡ s②st❡♠s ✇✐t❤ ❛ ❧♦✇✲❞✐♠❡♥s✐♦♥ st❛t❡❬✶✽❪✳

▼♦❞❡❧ ♣r❡❞✐❝t✐✈❡ ❝♦♥tr♦❧ ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ t❤❡ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ tr❛❥❡❝t♦r② s❧✐❣❤t❧② ❞✐✛❡rs ❢r♦♠ t❤❡
tr❛❥❡❝t♦r②✲tr❛❝❦✐♥❣ s❝❤❡♠❡ s♦ ❢❛r ✐♥tr♦❞✉❝❡❞✳ ■♥ ✷✳✺ ❛ s❝❤❡♠❡ ♦❢ ❤♦✇ ✐t ✇♦r❦s ✐t ✈✐s✐❜❧❡✳ ■♥ t❤✐s
❛♣♣r♦❛❝❤✱ t❤❡ ♦♣t✐♠✐③❡r r❡❝❡✐✈❡s t❤❡ ❣♦❛❧ ❧♦❝❛t✐♦♥✱ ✐♥st❡❛❞ ♦❢ t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❢r♦♠ ❛ ❣✐✈❡♥ tr❛❥❡❝t♦r②✱
❛♥❞ s♦❧✈❡s ❛t ❡❛❝❤ t✐♠❡ st❡♣ t❤❡ s❛♠❡ ❞✐s❝r❡t❡✲t✐♠❡ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠✳

❍♦✇❡✈❡r t❤❡ ❞❡❝✐s✐♦♥ ✈❛r✐❛❜❧❡ ✐s ♥♦ ❧♦♥❣❡r ❛ s❡t ♦❢ ❝♦♥tr♦❧ ✈❛r✐❛❜❧❡✱ ❧✐❦❡ ♠♦t♦r✬s t♦rq✉❡s✱ ❜✉t

✶✹



❋✐❣✉r❡ ✷✳✺✿ ▼P❈ ❢♦r tr❛❥❡❝t♦r✐❡s ❣❡♥❡r❛t✐♦♥

✐t✬s ❛ s❡t ♦❢ ❦✐♥❡♠❛t✐❝ ✈❛r✐❛❜❧❡s✱ ❛❣❛✐♥ ♦♥❡ ❛t ❡❛❝❤ t✐♠❡ s❛♠♣❧❡✱ ♦❢ t❤❡ r♦❜♦t ❝❤❛ss✐s✱ ❧✐❦❡ t❤❡ r♦❜♦t
❛❝❝❡❧❡r❛t✐♦♥ ♦r ✐ts ❥❡r❦✳ ❇❡s✐❞❡s✱ ♦♥❝❡ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ s❡t ✐s r❡❛❝❤❡❞ t❤❡ ♦✉t♣✉t ✐s ♥♦t ♥❡❝❡ss❛r✐❧②
t❤❡ ✜rst ❡❧❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡ s❡t✳ ■♥ ❢❛❝t ✐❢ t❤❡ ❝♦♥tr♦❧ ✈❛r✐❛❜❧❡ ✐s ❛♥ ❛❝❝❡❧❡r❛t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ♦✉t♣✉t ✐s ❛
✈❡❧♦❝✐t② tr❛❥❡❝t♦r②✱ t❤❡ ❞❡❝✐s✐♦♥ ✈❛r✐❛❜❧❡ ✇✐❧❧ ❜❡ ✐♥t❡❣r❛t❡❞ t♦ ❣❡♥❡r❛t❡ ✐t✱ ❤♦✇❡✈❡r ♦♥❧② t❤❡ ✜rst
st❡♣ ♦❢ t❤✐s tr❛❥❡❝t♦r② ✇✐❧❧ ❜❡ ❣✐✈❡♥ ❛s ♦✉t♣✉t✳ ❆♥♦t❤❡r ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✐s t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ❛ ♠♦t✐♦♥
❝♦♥tr♦❧❧❡r t❤❛t ✇✐❧❧ ❜❡ r❡s♣♦♥s✐❜❧❡ ❢♦r tr❛❝❦✐♥❣ t❤❡ ♦✉t♣✉t tr❛❥❡❝t♦r②✳

■♥ r❡❝❡♥t ②❡❛rs✱ s❡✈❡r❛❧ ❛tt❡♠♣ts ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♠❛❞❡ t♦ ✉s❡ ♠♦❞❡❧ ♣r❡❞✐❝t✐✈❡ ❝♦♥tr♦❧ ❢♦r tr❛❥❡❝t♦r②
❣❡♥❡r❛t✐♦♥✳ ■♥ ❬✶✾❪ ❛ ♠♦❞❡❧ ♣r❡❞✐❝t✐✈❡ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✇❛s ✉s❡❞ t♦ ❣❡♥❡r❛t❡ tr❛❥❡❝t♦r✐❡s ❢♦r ❛ r♦❜♦t ❛r♠
t❤❛t ✇❛s tr②✐♥❣ t♦ ❝❛t❝❤ ❛ ♠♦✈✐♥❣ ❜❛❧❧✳ ❆♥♦t❤❡r ❡①❛♠♣❧❡ ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ✐♥ ❬✷✵❪✳ ❍❡r❡ ❛ ♠✉❧t✐✲
st❛❣❡ ♣❧❛♥♥❡r ✐s ♣r♦♣♦s❡❞ t❤❛t tr✐❡s t♦ ❜❛❧❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ ❣❧♦❜❛❧ ❛♥❞ ❧♦❝❛❧ ♣❧❛♥♥✐♥❣✳ ❚❤✐s ♣r♦♣♦s❛❧
❝♦♥s✐❞❡rs ❛❧❧ ♥♦♥✲❤♦❧♦♥♦♠✐❝ ❝♦♥str❛✐♥ts t❤❛t t❤❡ r♦❜♦t str✉❝t✉r❡ ♣♦s❡s ♦♥❧② ✐♥ t❤❡ ♣❧❛♥♥✐♥❣ ♣❤❛s❡
❝❧♦s❡st t♦ t❤❡ ♣r❡s❡♥t ♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r♦❜♦t ❛♥❞ t❤❡♥ ✐t s✐♠♣❧✐✜❡s t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ❢♦r t✐♠❡ s❛♠♣❧❡s
t❤❛t ❛r❡ ❢❛r ✐♥ t❤❡ ❢✉t✉r❡✳

✶✺



❈❤❛♣t❡r ✸

✶✲❉ ❝❛s❡

■♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r✱ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❣❡t ♠♦r❡ ❝♦♥✜❞❡♥t ❛❜♦✉t t❤❡ ♠❡t❤♦❞ ❛♥❞ t♦ t❡st ✐ts ✈✐❛❜✐❧✐t②✱ ❛♥❞
❛❧s♦ t♦ ❜❡ ❛❜❧❡ t♦ ❞✐st✐♥❣✉✐s❤ t❤❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ✈❛r✐♦✉s ❢❛❝t♦rs ♠♦r❡ ❡❛s✐❧②✱ ❛ s✐♠♣❧❡ r♦❜♦t
♠♦✈✐♥❣ ❛❧♦♥❣ ❛ str❛✐❣❤t ❧✐♥❡ ✐s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✳ ❍✐s ❦✐♥❡♠❛t✐❝✱ ❞②♥❛♠✐❝ ❛♥❞ ❡♥❡r❣② ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥
♠♦❞❡❧s ❛r❡ ❞❡r✐✈❡❞✳ ❚❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s t❤❡♥ ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ❛♥❞ ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ t❤✐s s✐♠♣❧❡ r♦❜♦t✳
❚❤r❡❡ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥s ❛♥❞ ❝♦st ❢✉♥❝t✐♦♥s ✇✐❧❧ ❜❡ ✉s❡❞ ❛♥❞ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ♦❢ ✐ts ❜❡❤❛✈✐♦r ✇✐❧❧ ❜❡ ❝❛rr✐❡❞
♦✉t ❛♥❞ t❤❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ r❡s✉❧ts ✇✐❧❧ ❜❡ ❞✐s❝✉ss❡❞✳

✸✳✶ ❑✐♥❡♠❛t✐❝ ❛♥❞ ❞②♥❛♠✐❝ ♠♦❞❡❧

❚❤❡ s✐♠♣❧❡ r♦❜♦t ✐♥ ❡①❛♠ ❝♦♥s✐sts ♦❢ ❛ ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥❛❧ ♥♦♥✲st❡❡r❛❜❧❡ ✇❤❡❡❧✱ ✇❤♦s❡ ❣❡♦♠❡tr②
❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ ✐♥ ✸✳✶✱ ❛❝t✉❛t❡❞ ❜② ❛ ❧✐♥❡❛r ❉❈ ♠♦t♦r ❛❝t✐♥❣ ❛❧♦♥❣ ✐ts ❛①✐s✳

θ, θ̇, θ̈

r

x, ẋ, ẍO

❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✿ ❙✐♠♣❧❡ r♦❜♦t ❣❡♦♠❡tr② s❝❤❡♠❡

✶✻



−I
r · ẍ

KT · i

−m · g

−m · ẍ

Q

f ∗Q ∗ sign(θ̇)

−Ca

❋✐❣✉r❡ ✸✳✷✿ ❙❝❤❡♠❡ ♦❢ t❤❡ ❢r❡❡ ❜♦❞② ❞✐❛❣r❛♠ ♦❢ t❤❡ r♦❜♦t

❋✉rt❤❡r s✐♠♣❧✐❢②✐♥❣ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s ❛r❡ ♠❛❞❡✿

• ❚❤❡ ✇❤❡❡❧ ✐s ❛ r✐❣✐❞ ❜♦❞②✳

• ❚❤❡ ✇❤❡❡❧ ❛①✐s ✐s ❛❧✇❛②s ♣❛r❛❧❧❡❧ t♦ t❤❡ ❣r♦✉♥❞✳

• P✉r❡ r♦❧❧✐♥❣ ✇✐t❤♦✉t ❛♥② s❧✐♣ ❛t t❤❡ ❝♦♥t❛❝t ♣♦✐♥t ✐s ❛ss✉♠❡❞✳

❯♥❞❡r t❤❡s❡ ❤②♣♦t❤❡s✐s✱ t❤❡ ❦✐♥❡♠❛t✐❝s ❡q✉❛t✐♦♥s ❞❡r✐✈❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❛❜♦✈❡ s❝❤❡♠❡✱ ❛r❡✿

x = r ∗ θ ✭✸✳✶✮

ẋ = r ∗ θ̇ ✭✸✳✷✮

ẍ = r ∗ θ̈ ✭✸✳✸✮

❚♦ ❞❡r✐✈❡ ❛ ❞②♥❛♠✐❝ ♠♦❞❡❧ ♦❢ t❤❡ s②st❡♠✱ ❧❡t✬s ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ s❝❤❡♠❡s ♦❢ ❋✐❣✳ ✸✳✷ ❛♥❞ ✸✳✸✳
❋r♦♠ t❤❡ ❢r❡❡ ❜♦❞② ❞✐❛❣r❛♠ ❢♦❧❧♦✇s✿

Q−mg = 0

fQsign(θ̇)−mẍ = 0

KT i−
I

r
ẍ− Ca − fQsign(θ̇) = 0

❲❤❡r❡ Q ✐s ❤❡ r❡❛❝t✐♦♥ ❢♦r❝❡ ❢r♦♠ t❤❡ ❣r♦✉♥❞✱ m t❤❡ r♦❜♦t ♠❛ss✱ g t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ❛❝❝❡❧❡r❛t✐♦♥
❞✉❡ t♦ ❣r❛✈✐t②✱ f ✐s t❤❡ st❛t✐❝ ❢r✐❝t✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t✱ KT ✐s t❤❡ t♦rq✉❡ ❝♦♥st❛♥t ♦❢ t❤❡ ❉❈ ♠♦t♦r ❛♥❞
Ca ✐s ❛ ❢r✐❝t✐♦♥ t♦rq✉❡ t❤❛t ✐s ❛ss✉♠❡❞ t♦ ❜❡ t❤❡ s✉♠ ♦❢ ❛ ❝♦♥st❛♥t t❡r♠ ❛♥❞ ❛ ✈✐s❝♦✉s ♦♥❡✳
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V

R L

Kω · ω

i

❋✐❣✉r❡ ✸✳✸✿ ❙❝❤❡♠❡s ♦❢ r♦❜♦t✬s ❉❈ ♠♦t♦r

❲❤✐❧❡ ❢r♦♠ t❤❡ ♠♦t♦r ❞✐❛❣r❛♠ ✐♥ ✸✳✸ ✱ ✉s✐♥❣ ❑✐r❝❤♦✛✬s ❧❛✇s ✐t ❢♦❧❧♦✇s✿

V −Ri− Li̇−Kω θ̇ = 0

❲❤❡r❡ V ✐s t❤❡ ✈♦❧t❛❣❡ ❛♣♣❧✐❡❞ ❛♥❞ i t❤❡ ❝✉rr❡♥t ❞r❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❜❛tt❡r② ♦❢ t❤❡ r♦❜♦t ❛♥❞
Kω ✐s t❤❡ s♣❡❡❞ ❝♦♥st❛♥t ♦❢ t❤❡ ❉❈ ♠♦t♦r✳ ❚✇♦ ✐♠♣♦rt❛♥t r❡♠❛r❦s ❛❜♦✉t t❤❡ ❞❡r✐✈❡❞ ♠♦❞❡❧s
s❤♦✉❧❞ ❜❡ ♣♦✐♥t❡❞ ♦✉t✳ ❋✐rst✱ s✐♥❝❡ t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝ s②st❡♠ ✐s ♠✉❝❤ ❢❛st❡r t❤❛♥ t❤❡ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ♦♥❡✱
✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡ ✐♥❞✉❝t❛♥❝❡ ✇✐❧❧ ❜❡ ♥❡❣❧❡❝t❡❞✳ ❚❤❡ s❡❝♦♥❞ ♦♥❡ ✐s t❤❛t t❤❡s❡ ♠♦❞❡❧s ✇✐❧❧ ❜❡
✉s❡❞ ✐♥ ❛♥ ✐♥✈❡rs❡ ✇❛②✱ ✐♥ t❤❡ s❡♥s❡ t❤❛t ✐♥st❡❛❞ ♦❢ ❝♦♠♣✉t✐♥❣ t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s②st❡♠ ❢r♦♠
❛ ❣✐✈❡♥ ❛♣♣❧✐❡❞ ✈♦❧t❛❣❡ t❤❡② ✇✐❧❧ st❛rt ❢r♦♠ t❤❡ ❦✐♥❡♠❛t✐❝✱ ✐♠♣♦s❡❞ ❜② t❤❡ ♠♦t✐♦♥ ♣❧❛♥♥❡r✱ ❛♥❞
✇✐❧❧ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ♥❡❝❡ss❛r② ❛❝t✐♦♥s✳

✸✳✷ ❊♥❡r❣② ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ♠♦❞❡❧

❙t❛rt✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ ❛❜♦✈❡ ❞❡r✐✈❡❞ ♠♦❞❡❧s✱ ✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ❡♥❡r❣② ❝♦♥s✉♠❡❞ ❜② t❤❡
r♦❜♦t ✇❤❡♥ ✐t ♠♦✈❡s ❛❧♦♥❣ ❛ ❝❡rt❛✐♥ tr❛❥❡❝t♦r②✳ ❙✐♥❝❡ ✇❡✬r❡ ✐♥t❡r❡st❡❞ ✐♥ t❤❡ t♦t❛❧ ❡♥❡r❣② ❞r❛✐♥❡❞
❢r♦♠ t❤❡ ❜❛tt❡r✐❡s✱ t❤❡ ❡♥❡r❣② ✇❡ ❤❛✈❡ t♦ ❝♦♠♣✉t❡ ✐s t❤❡ ♦♥❡ t❤❛t ❡♥t❡rs ✐♥t♦ ♦✉r s②st❡♠ ❢r♦♠
t❤❡ ♣♦✇❡r ❝✐r❝✉✐t ♦❢ t❤❡ ❉❈ ♠♦t♦r✳ ❚♦ ♦❜t❛✐♥ ❛♥ ✐♥st❛♥t❛♥❡♦✉s ♣♦✇❡r ❜❛❧❛♥❝❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ❢r♦♠ t❤❡
❞②♥❛♠✐❝ ♠♦❞❡❧ ❛❜♦✈❡ ❞❡r✐✈❡❞ ✇❡ ♠✉❧t✐♣❧② t❤❡ ❉❈ ♠♦t♦r ❡q✉❛t✐♦♥ ❜② t❤❡ ❝✉rr❡♥t ♦❜t❛✐♥✐♥❣✿

V i−Ri2 −Kω θ̇i = 0

❚❤❡ ✜rst t❡r♠ ✐s t❤❡ ♣♦✇❡r ❢r♦♠ t❤❡ ❜❛tt❡r②✱ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ✐s ❡❛s② t♦ r❡❝♦❣♥✐③❡ ❛s t❤❡ ♣♦✇❡r
❞✐ss✐♣❛t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ r❡s✐st❛♥❝❡ ✇❤✐❧❡ t❤❡ t❤✐r❞ ♦♥❡ ✐s t❤❡ ❡♥❡r❣② ❣✐✈❡♥ t♦ t❤❡ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ s②st❡♠✳
◆♦t❡ t❤❛t ❣✐✈❡♥ t❤❡ ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥s ✉s❡❞ t❤❡ ♣♦✇❡r ✇✐❧❧ ❜❡ ♣♦s✐t✐✈❡ ❡♥t❡r✐♥❣ t❤❡ s②st❡♠ ❛♥❞ ♥❡❣❛t✐✈❡
✇❤❡♥ ❜❡✐♥❣ ❞✐ss✐♣❛t❡❞ ♦r ❣✐✈❡♥✳ ❈♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ♣❛rt ♦❢ t❤❡ s②st❡♠ ✇❡ ❝❛♥ ♦❜t❛✐♥✿

KT iθ̇ − (I +mr2)θ̈θ̇ − Caθ̇ = 0

✶✽



❋✐❣✉r❡ ✸✳✹✿ ❊♥❡r❣② ❝♦♥s✉♠❡❞ ♦✈❡r t✐♠❡✳

❲❤❡r❡ ✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ✐❞❡♥t✐❢② t❤❡ ✜rst t❡r♠ ❛s t❤❡ ♣♦✇❡r ❝♦♠✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ ❉❈ ♠♦t♦r✱ t❤❡
s❡❝♦♥❞ ♦♥❡ ❛s t❤❡ ♣♦✇❡r ♥❡❡❞❡❞ t♦ ✇✐♥ t❤❡ ✐♥❡rt✐❛ ❢♦r❝❡s✱ ❛♥❞ t❤❛t ✇✐❧❧ ❜❡ ❝♦♥✈❡rt❡❞ ✐♥ ❦✐♥❡t✐❝
❡♥❡r❣②✱ ❛♥❞ t❤❡ t❤✐r❞ ♦♥❡ ✐s t❤❡ ♣♦✇❡r ❞✐ss✐♣❛t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❢r✐❝t✐♦♥ t♦rq✉❡✳ ❙t❛rt✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡s❡
♣♦✇❡r t❡r♠s t❤❡ ❡♥❡r❣✐❡s r❡❧❛t❡❞ t♦ ❡❛❝❤ ♣r♦❝❡ss ❝❛♥ ❜❡ ❡❛s✐❧② ❝♦♠♣✉t❡❞ t❤r♦✉❣❤ ✐♥t❡❣r❛t✐♦♥✳

❍♦✇❡✈❡r ❛ r❡♠❛r❦ ♥❡❡❞s t♦ ❜❡ ♠❛❞❡✳ ❚❤❡ t❡r♠ V ∗ i ✇♦✉❧❞ ❜❡ t❤❡ ♣♦✇❡r ❢r♦♠ ❛♥❞ t♦ t❤❡
❜❛tt❡r② ♦♥❧② ✐❢ t❤❡ r❡❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ♦❢ ♣♦✇❡r ✇❤✐❧❡ ❜r❡❛❦✐♥❣ ✇♦✉❧❞ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♣❡r❢❡❝t✳ ❙✐♥❝❡ t❤✐s ✐s
♥♦t t❤❡ ❝❛s❡✱ ❛ ❝♦♥st❛♥t ❡✣❝✐❡♥❝② η ✐s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✱ t❤❡ ♣♦✇❡r ♦❢ t❤❡ ❜❛tt❡r② Pb ✇✐❧❧ ❜❡❝♦♠❡✿

Pb =

{
V i ✐❢ V i > 0

ηV i ✐❢ V i < 0

■t ✐s ♥♦✇ ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ✉s❡ t❤✐s ♠♦❞❡❧ t♦ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ❡♥❡r❣② s♣❡♥t ✇❤✐❧❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❛ tr❛❥❡❝t♦r②
✇✐t❤ t❤❡ r♦❜♦t✳ ❆♥ ❡①❛♠♣❧❡ ❤❛s ❜❡❡♥ ❝♦♠♣✉t❡❞ ✉s✐♥❣ ❛s ✐♥♣✉t ❛ tr❛♣❡③♦✐❞❛❧ ✈❡❧♦❝✐t② ✐♥♣✉t ❛♥❞
t❤❡ r❡s✉❧ts ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✸✳✹✳

✸✳✸ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ t♦ t❤❡ s✐♠♣❧❡ r♦❜♦t

■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❛♣♣r♦❛❝❤✱ ▼P❈ ❢♦r tr❛❥❡❝t♦r✐❡s ❣❡♥❡r❛t✐♦♥✱ ✇✐❧❧ ❜❡ ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ t❤❡
s✐♠♣❧❡ r♦❜♦t ♠♦❞❡❧❡❞ ✐♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r✱ ✉s✐♥❣ ❞✐✛❡r❡♥t ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥s✳ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣

✶✾



r♦❜♦t ❜❡❤❛✈✐♦r ✇❡r❡ ❝❛rr✐❡❞ ♦✉t ❛♥❞ t❤❡ ♦✉t❝♦♠❡s✱ t❤❡ ♣r♦s ❛♥❞ ❝♦♥s ✇✐❧❧ ❜❡ ❞✐s❝✉ss❡❞✳

✸✳✸✳✶ ❯♥❝♦♥str❛✐♥❡❞ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥

■♥ t❤✐s ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ t❤❡ ❞❡❝✐s✐♦♥ ✈❛r✐❛❜❧❡ ✇✐❧❧ ❜❡ t❤❡ ❛❝❝❡❧❡r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s✐♠♣❧❡ r♦❜♦t✱ t❤❡ ♠♦❞❡❧s
t♦ s✐♠✉❧❛t❡ ❛♥❞ t♦ ♣r❡❞✐❝t t❤❡ r♦❜♦t✬s ❜❡❤❛✈✐♦r ✇✐❧❧ ❜❡ t❤♦s❡ ❞❡r✐✈❡❞ ✐♥ t❤❡ s❡❝t✐♦♥s ✸✳✷ ❛♥❞ ✸✳✶
❛♥❞ ❛ ♣❡r❢❡❝t ❝♦♥tr♦❧❧❡r ✐s ❛ss✉♠❡❞✱ ❝❛♣❛❜❧❡ ♦❢ tr❛❝❦✐♥❣ t❤❡ ❣✐✈❡♥ r❡❢❡r❡♥❝❡ tr❛❥❡❝t♦r②✳ ❚❤❡
♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠ t♦ s♦❧✈❡ ❛t ❡❛❝❤ ✐t❡r❛t✐♦♥ ✇✐❧❧ ❜❡✿

min J(s0, u)

s✳t✳ h(s0, u) ≤ 0
u ∈ RN

❲❤❡r❡ N ✐s t❤❡ ❧❡♥❣t❤ ♦❢ t❤❡ t✐♠❡ ❤♦r✐③♦♥✱ u ✐s t❤❡ ❞❡❝✐s✐♦♥ ✈❛r✐❛❜❧❡✱ ✐♥ t❤✐s ❝❛s❡ ❛ ✈❡❝t♦r
❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ ❛♥ ❛❝❝❡❧❡r❛t✐♦♥ ❛t ❡❛❝❤ t✐♠❡ s❛♠♣❧❡ ✐♥ t❤❡ t✐♠❡ ❤♦r✐③♦♥ ❛♥❞ s ✐s t❤❡ st❛t❡ ♦❢ t❤❡
r♦❜♦t✳ ❚❤❡ ❝♦st ❢✉♥❝t✐♦♥✱ t❤❛t ✇✐❧❧ ❜❡ ❡✈❛❧✉❛t❡❞ ❛❢t❡r s✐♠✉❧❛t✐♥❣ t❤❡ s②st❡♠ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ t♦ ❛ s❡t
♦❢ ❛❝❝❡❧❡r❛t✐♦♥s ❛❧♦♥❣ t❤❡ ✇❤♦❧❡ t✐♠❡ ❤♦r✐③♦♥✱ ✇✐❧❧ ❜❡✿

J =

N∑
k=1

C1Pb(k)dt+ C2(x(k)− xo)
2 + C3ẍ(k)

2

❲❤❡r❡ Pb ✐s t❤❡ ✐♥st❛♥t❛♥❡♦✉s ♣♦✇❡r ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥✱ ❡st✐♠❛t❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ ♠♦❞❡❧s ❞❡r✐✈❡❞ ✐♥
t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s s❡❝t✐♦♥s ✸✳✶✱ dt ✐s t❤❡ t✐♠❡ st❡♣✱ xo ✐s t❤❡ t❛r❣❡t ❣♦❛❧✱ ❛♥❞ C1✱C2 ❛♥❞ C3 ❛r❡
❝♦♥st❛♥t t❤❛t ✇❡✐❣❤t ❞✐✛❡r❡♥t❧② t❤❡ ✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ♦❢ ❡❛❝❤ t❡r♠ ♦❢ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② t❤❡
♣♦✇❡r ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥✱ t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❢r♦♠ t❤❡ t❛r❣❡t ❛♥❞ t❤❡ ❛❝❝❡❧❡r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r♦❜♦t✳ ❚❤❡s❡ t❤r❡❡
❝♦♥st❛♥ts ❛r❡ t✉♥❛❜❧❡ ❛♥❞ t❤❡✐r ✈❛❧✉❡s ❛✛❡❝t ❣r❡❛t❧② t❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ♣❧❛♥♥❡r✳ ❆❧s♦
❧✐♠✐ts ♦♥ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❛❝❝❡❧❡r❛t✐♦♥ umax ✇❡r❡ s❡t✱ s♦ t❤❛t h ✐s ❛ ✈❡❝t♦r ♦❢ 2N ❢✉♥❝t✐♦♥s✿

hi = ui − umax i = 1, ..., N

hk = −umax − uk−N k = N + 1, ..., 2N

■♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ t❤❡s❡ ❝♦♥st❛♥ts ❛♥❞ ♦❢ t❤❡ ♦t❤❡r ♣❛r❛♠❡t❡rs ✐s ♣♦✐♥t❡❞ ♦✉t✳
■♥ ❋✐❣✳ ✸✳✺ ♦♥❡ ❝❛♥ s❡❡ t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❢ ❛ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ✇✐t❤ C3 ✈❛r②✐♥❣✳ ❆s ✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ s❡❡

t❤❡ ✐♥❝r❡❛s❡ ♦❢ t❤❡ C3 ✇❡✐❣❤t ❜r✐♥❣s ❛ ❞❡❝r❡❛s❡ ✐♥ ❡♥❡r❣② ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ s✐♥❝❡ ♥♦ ❡✛♦rt
✐s ♣✉t ✐♥ t❤✐s ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ t♦ ✜① ❛ ♣r❡❝✐s❡ ❛rr✐✈❛❧ t✐♠❡ ✐t ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ t❤❛t t❤❡r❡ ✐s ❛♥ ✐♥❝r❡❛s❡ ✐♥
t❤❡ t✐♠❡ t❤❡ r♦❜♦t r❡❛❝❤❡s ✐ts t❛r❣❡t✳

❚❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ ❛ ♥♦♥✲③❡r♦ ✈❛❧✉❡ ♦❢ C1 ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✸✳✻✳ ❆s ✐t ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ ❛♥ ✐♥❝r❡❛s❡
✐♥ t❤❡ C1 ✈❛❧✉❡ r❡✢❡❝ts ✐♥ ❛ ❧♦✇❡r ❡♥❡r❣② ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥✱ ❛t t❤❡ ♣r✐❝❡ ♦❢ ❛♥ ✐♥❝r❡❛s❡ ✐♥ ❛rr✐✈❛❧
t✐♠❡✳ ❆♥♦t❤❡r ❡✛❡❝t t❤❛t ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ ✐s t❤❛t t❤❡ ❛❝❝❡❧❡r❛t✐♦♥ ♣r♦✜❧❡ ✐s ♥♦♥✲s♠♦♦t❤✳ ❚❤✐s ✐s
♣❛rt✐❝✉❧❛r❧② ✉♥❞❡s✐r❛❜❧❡✱ ❛s ✐t ❞✐✛❡rs ✈❡r② ❧✐❦❡❧② ❢r♦♠ t❤❡ ❡♥❡r❣②✲♦♣t✐♠❛❧ s♦❧✉t✐♦♥✱ ❛s t❤❡② r❡s♦❧✈❡
✐♥ ✉♥♥❡❝❡ss❛r② ♠♦✈❡♠❡♥ts✱ ❛♥❞ ❝❛♥ ✐♥❞✉❝❡ ✈✐❜r❛t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ r♦❜♦t ❜❡❤❛✈✐♦r✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ tr② t♦
❧✐♠✐t t❤✐s ♣❤❡♥♦♠❡♥♦♥✱ ❛ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✜rst ❛♥❞ t❤❡ t❤✐r❞ t❡r♠ ♦❢ t❤❡ ❝♦st ❢✉♥❝t✐♦♥ ❤❛s ❜❡❡♥
✉s❡❞✱ t❤❡ ✜rst ♦♥❡ ❞❡❛❧✐♥❣ ✇✐t❤ ❡♥❡r❣② ❡✣❝✐❡♥❝② ❛♥❞ t❤❡ t❤✐r❞ ♦♥❡ tr②✐♥❣ t♦ ❧✐♠✐t ❛❝❝❡❧❡r❛t✐♦♥
s♣✐❦❡s✳ ❚❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ r❡s✉❧ts ❢♦r t❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤ ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✸✳✼✿ t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ❛❝❝❡❧❡r❛t✐♦♥
♣r♦✜❧❡ ✐s s♠♦♦t❤❡r ❛♥❞ ✐t ❛❧s♦ r❡s✉❧t❡❞ ✐♥ ❛ ❜❡tt❡r ❡♥❡r❣② ❡✣❝✐❡♥❝②✳

■♥ t❤❡ ❡♥❞ t❤✐s ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❤❛s ♣r♦✈❡♥ t♦ ❜❡ ❛❜❧❡ t♦ ✐♠♣r♦✈❡ ❡♥❡r❣② ❡✣❝✐❡♥❝② ❢♦r t❤❡ s✐♠♣❧❡
r♦❜♦t ❛♥❞ t♦ ❣❡♥❡r❛t❡ ❦✐♥❡♠❛t✐❝ r❡❢❡r❡♥❝❡s ♣r♦✜❧❡s t❤❛t ❛r❡ s♠♦♦t❤✳ ❍♦✇❡✈❡r t❤❡ ❛rr✐✈❛❧ t✐♠❡ ✐s
♥♦t ✜①❡❞ ❛♥❞ t❡♥❞s t♦ ✐♥❝r❡❛s❡ ✇✐t❤ ❡♥❡r❣② ❡✣❝✐❡♥❝②✳ ❆❧s♦ t❤❡ ♦✉t❝♦♠❡ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡
✇❡✐❣t❤s ♦❢ t❤❡ ❝♦♥st❛♥ts C1✱C2 ❛♥❞ C3 ❛♥❞ t❤❡r❡ ✐s ♥♦ ❣✉❛r❛♥t❡❡ t❤❛t ✐♥ ❛ ❞✐✛❡r❡♥t s✐t✉❛t✐♦♥✱
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✭❛✮ ✭❜✮

✭❝✮ ✭❞✮

❋✐❣✉r❡ ✸✳✺✿ ■♥ t❤✐s s✐♠✉❧❛t✐♦♥ r❡s✉❧ts ♦♥❡ ❝❛♥ s❡❡ t❤❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ C3 t❡r♠✳ ❚❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥
♣❛r❛♠❡t❡rs ✇❡r❡✿ dt = 0.1s✱ N = 70✱ C1 = 0✱ C2 = 5✳ ❚❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✐t❡r❛t✐♦♥s
♣❡r♠✐tt❡❞ ✇❛s 20✳

❢♦r ❡①❛♠♣❧❡ ✐❢ t❤❡ ❧✐♠✐ts ♦♥ t❤❡ ❛❝❝❡❧❡r❛t✐♦♥ ✇❡r❡ ❞✐✛❡r❡♥t✱ t❤❡ s❛♠❡ ❝♦♥st❛♥ts ✇♦✉❧❞ ♣❡r❢♦r♠
t❤❡ s❛♠❡ ✇❛② t❤❡② ❞♦ ✐♥ ♦♥❡ s♣❡❝✐✜❝ ❝❛s❡✳

✸✳✸✳✷ ❙♣❧✐t ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥

■♥ ♦r❞❡r t♦ ♦✈❡r❝♦♠❡ t❤❡ ✈❛r②✐♥❣ ❛rr✐✈❛❧ t✐♠❡ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❧❡❞ t♦✱ ❛ s❡❝♦♥❞
❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ✐s ♣r♦♣♦s❡❞✳ ❆❧s♦ ✐♥ t❤✐s ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ t❤❡ ❞❡❝✐s✐♦♥ ✈❛r✐❛❜❧❡s ✇✐❧❧ ❜❡ ❛ s❡t ♦❢ ❛❝❝❡❧❡r❛t✐♦♥
♦✈❡r t❤❡ t✐♠❡ ❤♦r✐③♦♥✱ ❧✐♠✐t❡❞ ♦♥ t❤❡✐r ♠❛①✐♠✉♠ ✈❛❧✉❡s s♦ t❤❛t t❤❡ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠ t♦ s♦❧✈❡
✐s t❤❡ s❛♠❡ ❛♥❞ t❤❡ ♠♦❞❡❧s ✉s❡❞ t♦ ♣r❡❞✐❝t ❛♥❞ s✐♠✉❧❛t❡ t❤❡ s②st❡♠ ❜❡❤❛✈✐♦r ✇✐❧❧ ❜❡ t❤❡ s❛♠❡
t♦♦✱ ❤♦✇❡✈❡r t❤❡ ❝♦st ❢✉♥❝t✐♦♥ ✉s❡❞ ✐s ❞✐✛❡r❡♥t✳ ■♥ t❤✐s ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ t❤❡ ❝♦st ❢✉♥❝t✐♦♥ ✇✐❧❧ ❜❡✿
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✭❝✮ ✭❞✮

❋✐❣✉r❡ ✸✳✻✿ ■♥ t❤✐s s✐♠✉❧❛t✐♦♥ r❡s✉❧ts ♦♥❡ ❝❛♥ s❡❡ t❤❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ C1 t❡r♠✳ ❚❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥
♣❛r❛♠❡t❡rs ✇❡r❡✿ dt = 0.1s✱ N = 30✱ C3 = 0✱ C2 = 5✳ ❚❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✐t❡r❛t✐♦♥s
♣❡r♠✐tt❡❞ ✇❛s 20✳

J = J1 + J2

J1 =

S∑
k=1

[C1Pb(k)dt+ C2(x(k)− xo)
2 + C3ẍ(k)

2]

J2 =

N∑
c=S+1

C4(x(c)− xo)
2

❚❤✐s ❝♦st ❢✉♥❝t✐♦♥ ❤❛s ♠❛♥② t❡r♠s ✐♥ ❝♦♠♠♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ♦♥❡✱ ❤♦✇❡✈❡r ✐t ✐s ✈❡r②
❞✐✛❡r❡♥t ❛s ✐t s♣❧✐ts t❤❡ t✐♠❡ ❤♦r✐③♦♥ ♦✈❡r ✇❤✐❝❤ t❤❡ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ✐s ❞♦♥❡ ✐♥t♦ t✇♦ ♣❛rts✳ ❚❤❡
✜rst ♦♥❡ ✐s t❤❡ s❛♠❡ ❛s ❜❡❢♦r❡✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♦♥❡ ♦♥❧② ❛❝❝♦✉♥ts ❢♦r t❤❡ sq✉❛r❡❞ ❞✐st❛♥❝❡ ❢r♦♠
t❤❡ t❛r❣❡t✱ ❛❞❞✐♥❣ ❛♥♦t❤❡r t✉♥❛❜❧❡ ❝♦♥st❛♥t C4✳ ❚❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡✱ t❤❛t ✐s ❛♥ ❡✛♦rt t♦ ❡♥❢♦r❝❡ t❤❡
❛rr✐✈❛❧ t✐♠❡✱ ✐s t❤❛t t❤❡ ✜rst ♣❛rt ♦♥❧② ❛♣♣❧✐❡s t♦ t❤❡ ♣❛rt ♦❢ t❤❡ t✐♠❡ ❤♦r✐③♦♥ t❤❛t ✐s ❜❡❢♦r❡ t❤❡
❛rr✐✈❛❧ t✐♠❡✱ ❜❡✐♥❣ S t❤❡ ❜✐❣❣❡st ♥❛t✉r❛❧ ♥✉♠❜❡r s✉❝❤ t❤❛t✿

ϵ ∗ S ∗ dt+ t0 < tend

❲❤❡r❡ t0 ✐s t❤❡ t✐♠❡ ❛t ✇❤✐❝❤ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ✐s ❞♦♥❡ ❛♥❞ ϵ ❛ r❡❛❧ ♥✉♠❜❡r ❜❡t✇❡❡♥ ✵ ❛♥❞
✶✱ ✇❤♦s❡ ♣✉r♣♦s❡ ✇✐❧❧ ❜❡ ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ❧❛t❡r✳ ■♥ t❤✐s ✇❛②✱ ✐❢ C4 ✐s ❜✐❣❣❡r t❤❛♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❝♦♥st❛♥ts✱
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✭❝✮ ✭❞✮

❋✐❣✉r❡ ✸✳✼✿ ■♥ t❤✐s s✐♠✉❧❛t✐♦♥ r❡s✉❧ts ♦♥❡ ❝❛♥ s❡❡ t❤❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ C1 ❛♥❞
C3 t❡r♠s✳ ❚❤❡ ♦t❤❡r s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♣❛r❛♠❡t❡rs ✇❡r❡✿ dt = 0.1s✱ N = 30✱ C2 = 5✳ ❚❤❡ ♠❛①✐♠✉♠
♥✉♠❜❡r ♦❢ ✐t❡r❛t✐♦♥s ♣❡r♠✐tt❡❞ ✇❛s 20

t❤❡ ❝♦st ❢✉♥❝t✐♦♥ ✇✐❧❧ r❡❝❡✐✈❡ ❛ ♣❡♥❛❧t② ✐❢ ❛❢t❡r t❤❡ ❛rr✐✈❛❧ t✐♠❡ t❤❡ r♦❜♦t ✐s ♥♦t ②❡t ❛t t❤❡ t❛r❣❡t
❧♦❝❛t✐♦♥✱ ✇❤✐❧❡ ❦❡❡♣✐♥❣ t❤❡ ❡♥❡r❣② ❡✣❝✐❡♥❝② t❡r♠s ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ✜rst ♣❤❛s❡✳ ❚❤❡ ❝♦♥st❛♥t ϵ ✐s ✉s❡❞
t♦ ❡♥❧❛r❣❡ ♦r t✐❣❤t❡♥ t❤❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ t✐♠❡ ✐♥ ❛❞✈❛♥❝❡ t♦ t❤❡ ❛rr✐✈❛❧ t✐♠❡ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❝♦♥❞✐t✐♦♥
tr✐❣❣❡rs✳ ■♥ ❢❛❝t t❤❡ ❧♦✇❡r ✐ts ✈❛❧✉❡ t❤❡ ❧❛r❣❡r t❤❡ ♣❛rt ♦❢ t✐♠❡ ❤♦r✐③♦♥ ❞✉r✐♥❣ ✇❤✐❝❤ t❤❡ s❡❝♦♥❞
♣❛rt ♦❢ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✇✐❧❧ ❜❡ ✉s❡❞✱ ❛♥❞ s♦ ❛ ❜❡tt❡r ♠❛t❝❤ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♣r❡s❝r✐❜❡❞ ❛rr✐✈❛❧ t✐♠❡ ❛♥❞
t❤❡ ❛❝t✉❛❧ ❛rr✐✈❛❧ t✐♠❡✳ ■♥ ❋✐❣✳ ✸✳✽ t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ♣r♦✜❧❡s ♦❢ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❝❛rr✐❡❞ ♦✉t ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ C4

❛♥❞ ❦❡❡♣✐♥❣ ❡✈❡r②t❤✐♥❣ ❡❧s❡ st❛❜❧❡ ❛r❡ s❤♦✇♥✳ ❖♥❡ ❝❛♥ s❡❡ t❤❛t ❛s C4 ✐♥❝r❡❛s❡s✱ t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ❛t
t❤❡ ❛rr✐✈❛❧ t✐♠❡✱ ✸ s❡❝♦♥❞s✱ ❣❡ts ❝❧♦s❡r t♦ t❤❡ t❛r❣❡t ❧♦❝❛t✐♦♥✱ t❤❛t ✐s ✶ ♠❡t❡r✳

❆❧s♦ t❤✐s ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥✱ ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ♦♥❡✱ ✐s ❝❛♣❛❜❧❡ ♦❢ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ❡♥❡r❣② ❡✣❝✐❡♥❝②
❣✐✈❡♥ ❤✐❣❤❡r ✈❛❧✉❡s t♦ t❤❡ ❝♦♥st❛♥ts ❞❡❛❧✐♥❣ ✇✐t❤ ❛❝❝❡❧❡r❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❡♥❡r❣②✱ ❛♥❞ ❜❡tt❡r r❡s✉❧ts✱
❜♦t❤ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ s♠♦♦t❤♥❡ss ❛♥❞ ❧♦✇❡r ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥✱ ❛r❡ ♦❢t❡♥ ❛❝❤✐❡✈❡❞ ✉s✐♥❣ ❛ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢
t❤❡ t✇♦✱ ❛s ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✸✳✾✳

❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ t❤✐s ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ✐♥tr♦❞✉❝❡s ♦♥❡ ♠♦r❡ s❤♦rt❝♦♠✐♥❣ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡
♣r❡✈✐♦✉s ♦♥❡✳ ■♥ ❢❛❝t✱ ✐❢ t❤❡ ❛rr✐✈❛❧ t✐♠❡ ✐s ♥♦t ✐♥s✐❞❡ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ t✐♠❡ ❤♦r✐③♦♥✱ ✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡✱
❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ❜❛❧❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ s❡✈❡r❛❧ ❝♦♥st❛♥ts✱ t❤❛t t❤❡ s✐t✉❛t✐♦♥ ✈✐s✐❜❧❡ ✐♥ ❋✐❣✳ ✸✳✶✵ ❛r✐s❡s✳
■♥ t❤✐s s✐♠✉❧❛t✐♦♥✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ t✐♠❡ ❤♦r✐③♦♥ ✐s ✷ s❡❝♦♥❞s ❛♥❞ t❤❡ ❛rr✐✈❛❧ t✐♠❡ ✐s s❡t ❛t ✹ s❡❝♦♥❞s✱
t❤❡ r♦❜♦t st❛rts t♦ ♠♦✈❡ s❧♦✇❧② ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❜❡ ❡♥❡r❣② ❡✣❝✐❡♥t ❛♥❞ ♦♥❧② ❛❢t❡r s♦♠❡ t✐♠❡ t❤❡
♣❛rt ♦❢ t❤❡ ❝♦st ❢✉♥❝t✐♦♥ t❤❛t tr✐❡s t♦ ❡♥❢♦r❝❡ t❤❡ ❛rr✐✈❛❧ t✐♠❡ ❣❛✐♥s ❡♥♦✉❣❤ ✇❡✐❣❤t t♦ ✐♥✢✉❡♥❝❡
str♦♥❣❧② t❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ t❤❡ r♦❜♦t✳

✷✸



❋✐❣✉r❡ ✸✳✽✿ ■♥ t❤✐s s✐♠✉❧❛t✐♦♥ r❡s✉❧ts ♦♥❡ ❝❛♥ s❡❡ t❤❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ C4 ❝♦♥st❛♥t✳ ❚❤❡ ♦t❤❡r
s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♣❛r❛♠❡t❡rs ✇❡r❡✿ dt = 0.1s✱ N = 40✱ C2 = 10✱ C1 = 0.1✱ C3 = 1✱ ϵ = 0.8✳ ❚❤❡
♠❛①✐♠✉♠ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✐t❡r❛t✐♦♥s ♣❡r♠✐tt❡❞ ✇❛s 40

❲❤❡♥ t❤✐s ❤❛♣♣❡♥s ❛ s✉❞❞❡♥ ✐♥❝r❡❛s❡ ✐♥ s♣❡❡❞ ✐s ❣✐✈❡♥ t♦ t❤❡ r♦❜♦t ❛♥❞ t❤❡ ♦✈❡r❛❧❧ ❡♥❡r❣②
❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ✐s ✐♥❝r❡❛s❡❞ ❛s ✇❡❧❧✳

✸✳✸✳✸ ❍❛r❞✲❝♦♥str❛✐♥ts ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥

❖♥❡ ♦❢ t❤❡ ♠♦st s✐❣♥✐✜❝❛♥t ❞✐s❛❞✈❛♥t❛❣❡s ♦❢ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s t✇♦ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥s ✐s t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t t❤❡
♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠ t♦ s♦❧✈❡ ❛t ❡❛❝❤ st❡♣ ✐s ❛ ♠✉❧t✐✲♦❜❥❡❝t✐✈❡ ♦♥❡✳ ❚❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s
♦❢ t❤❡ r♦❜♦t ✇✐❧❧ ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ✇❡✐❣❤ts ❣✐✈❡♥ t♦ ❡❛❝❤ ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ❝♦st ❢✉♥❝t✐♦♥✱ ✐♥ s✉❝❤
❛ ✇❛② t❤❛t ❡✈❡♥ ✐❢ ❛ s♣❡❝✐✜❝ s❡t ♦❢ ✈❛❧✉❡s ❢♦r t❤❡ ❝♦♥st❛♥ts ❝❛♥ ♣❡r❢♦r♠ ✇❡❧❧ ✐♥ ❝❡rt❛✐♥ s✐t✉❛t✐♦♥s✱
t❤❡r❡ ✐s ♥♦ ♣r♦♦❢ t❤❛t ✐t ✇✐❧❧ ❜❡ t❤❡ s❛♠❡ ✐♥ ❞✐✛❡r❡♥t s❝❡♥❛r✐♦s✱ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡ ✐❢ t❤❡ ❧✐♠✐ts ♦♥ t❤❡
❛❝❝❡❧❡r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r♦❜♦t ✇❡r❡ t♦ ❝❤❛♥❣❡✳ ❚♦ s♦❧✈❡ t❤✐s ♣r♦❜❧❡♠ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠ ❢♦r t❤❡ ▼P❈ ❢♦r tr❛❥❡❝t♦r✐❡s ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ✐s ✉s❡❞✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡ ✐♥st❡❛❞ ♦❢ ✉s✐♥❣
t❤❡ ❛❝❝❡❧❡r❛t✐♦♥ ❛t ❡✈❡r② t✐♠❡ s❛♠♣❧❡ ♦❢ t❤❡ t✐♠❡ ❤♦r✐③♦♥ ❛s ❞❡❝✐s✐♦♥ ✈❛r✐❛❜❧❡✱ t❤❡ ✇❤♦❧❡ s②st❡♠
❡✈♦❧✉t✐♦♥ ✇✐❧❧ ❜❡ t❤❡ ❞❡❝✐s✐♦♥ ✈❛r✐❛❜❧❡ u✱ s♦ t❤❛t ✐t ✇✐❧❧ ❜❡ ❛ ✈❡❝t♦r ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ t❤❡ ❛❝❝❡❧❡r❛t✐♦♥✱
t❤❡ s♣❡❡❞ ❛♥❞ t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r♦❜♦t ❛t ❡✈❡r② t✐♠❡ st❡♣ ♦❢ t❤❡ ❤♦r✐③♦♥✳ ■♥ t❤✐s ✇❛② ✐t ✐s ♠♦r❡
❝♦♥✈❡♥✐❡♥t t♦ s❡t ❤❛r❞ ❝♦♥str❛✐♥ts ♦♥ t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥s✱ ❛s t❤❡② ❛r❡ ❞✐r❡❝t❧② ❛❝❝❡ss✐❜❧❡✱ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦
t❤❡ ♦t❤❡r ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥s✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥s ✇❡r❡ ❛ ❝♦♠♣❧❡① ❧✐♥❡❛r ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ st❛rt✐♥❣
st❛t❡ ❛♥❞ ♦❢ t❤❡ ❞❡❝✐s✐♦♥ ✈❛r✐❛❜❧❡ t❤❛t ✇❛s ✈❛r②✐♥❣ ✇✐t❤ t❤❡ ❧❡♥❣t❤ ♦❢ ❤♦r✐③♦♥✳ ❚❤❡ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥
♣r♦❜❧❡♠ t♦ s♦❧✈❡ ❛t ❡❛❝❤ t✐♠❡ st❡♣ ✇✐❧❧ ❜❡ ✐♥ t❤❡ ❢♦r♠✿
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✭❛✮ ✭❜✮

✭❝✮ ✭❞✮

❋✐❣✉r❡ ✸✳✾✿ ❊✛❡❝ts ♦❢ C1 ❛♥❞ C3 ♦♥ t❤❡ s✐♠♣❧❡ r♦❜♦t ❜❡❤❛✈✐♦r✳ ❚❤❡ ♦t❤❡r s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♣❛r❛♠❡t❡rs
✇❡r❡✿ dt = 0.1s✱ N = 40✱ C2 = 10✱ C4 = 10✱ ϵ = 0.8✳ ❚❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✐t❡r❛t✐♦♥s
♣❡r♠✐tt❡❞ ✇❛s 40

min J(u0u)

s✳t✳ h(u0, u) ≤ 0
e(u0, i) = 0
u ∈ RN

❇❡✐♥❣ u0 t❤❡ ❝✉rr❡♥t st❛t❡ ♦❢ t❤❡ s②st❡♠ ❛t ❡❛❝❤ ✐t❡r❛t✐♦♥✳ ●✐✈❡♥ t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s②st❡♠✱
t❤❡ ❝♦st ❢✉♥❝t✐♦♥ t♦ ♠✐♥✐♠✐③❡ ✇✐❧❧ ❜❡✿

J =

N∑
k=1

Pb(k)dt

❆s ✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ s❡❡ ✐♥ t❤✐s ❝♦st ❢✉♥❝t✐♦♥ t❤❡r❡ ❛r❡ ♥♦ t✉♥❛❜❧❡ ❝♦♥st❛♥ts✱ ❥✉st t❤❡ ♣♦✇❡r
❝♦♥s✉♠❡❞✳ ■♥ t❤✐s ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ t❤❡ r♦❧❡ ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ♦❢ t❤❡ s②st❡♠ ✐s ♥♦ ❧♦♥❣❡r ❛ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥✱ ❛s
t❤❡ ✇❤♦❧❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ✐s t❤❡ ❞❡❝✐s✐♦♥ ✈❛r✐❛❜❧❡✱ ❜✉t ✐t ✐s ✉s❡❞ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❡♥s✉r❡ t❤❛t t❤❡ s❡❧❡❝t❡❞
❡✈♦❧✉t✐♦♥ ✐s ❢❡❛s✐❜❧❡ ❢♦r t❤❡ s②st❡♠✳ ❙t❛rt✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ ❦✐♥❡♠❛t✐❝ ♠♦❞❡❧ ❛♥❞ ✉s✐♥❣ ❡①♣❧✐❝✐t ❊✉❧❡r
♠❡t❤♦❞ t♦ ❞✐s❝r❡t✐③❡ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t✐♠❡ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ❡q✉❛t✐♦♥s✱ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❡q✉❛t✐♦♥s ❛r❡
✉s❡❞✿
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✭❛✮ ✭❜✮

✭❝✮ ✭❞✮

❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✵✿ ❊✛❡❝ts ♦❢ ❛ ❧❛t❡ r❡❝♦❣♥✐t✐♦♥ ♦❢ t❛r❣❡t✿ ✐❢ t❤❡ r♦❜♦t r❡❝♦❣♥✐③❡s t❤❛t ✐t✬s t♦♦ s❧♦✇ t♦
r❡❛❝❤ t❤❡ t❛r❣❡t ✐♥ t✐♠❡ ❛s ✐t ❡♥t❡rs t❤❡ t✐♠❡ ❤♦r✐③♦♥ ❛ s✉❞❞❡♥ ❛❝❝❡❧❡r❛t✐♦♥ ♦❝❝✉rs

ẋ(k + 1) = ẋ(k) + ẍ(k) k = 1, ..., N − 1

x(k + 1) = x(k) + ẋ(k) k = 1, ..., N − 1

❲❤❡r❡ t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ✈❡❧♦❝✐t② ♦❢ t❤❡ r♦❜♦t ❛t t❤❡ ♥❡①t st❡♣ ❛r❡ ❡①♣r❡ss❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡
✈❛r✐❛❜❧❡s ♦❢ t❤❡ ❝✉rr❡♥t ♦♥❡✳ ❚❤❡s❡ ❡q✉❛t✐♦♥s ✇✐❧❧ ❜❡❝♦♠❡ ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ❡q✉❛❧✐t② ❝♦♥str❛✐♥ts e(u0, u)
♦❢ t❤❡ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠✳ ❇❡s✐❞❡s✱ ❛❧❧ ♣♦s✐t✐♦♥s ❛❢t❡r t❤❡ ❛rr✐✈❛❧ t✐♠❡ ✇✐❧❧ ❤❛✈❡ t♦ ❜❡ ❡q✉❛❧ t♦
t❤❡ t❛r❣❡t ❧♦❝❛t✐♦♥✳ ❆❧s♦ ❧✐♠✐ts ♦♥ t❤❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❛❝❝❡❧❡r❛t✐♦♥ ❛♥❞ s♣❡❡❞ ❛r❡ s❡t✱ s♦ h(u0, u) ✇✐❧❧
❜❡✿

hi = ẍi − ẍmax i = 1, ..., N

hk = −ẍmax − ẍk−N k = N + 1, ..., 2N

hj = ẋj−2N − ẋmax j = 2N + 1, ..., 3N

hb = −ẋmax − ẋb−3N k = 3N + 1, ..., 4N

■♥ ❋✐❣✳ ✸✳✶✶ ❛♥ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ r❡s✉❧ts ♦❜t❛✐♥❡❞ ✉s✐♥❣ t❤✐s ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥✳ ■t
❝❛♥ ❜❡ ♥♦t✐❝❡❞ t❤❛t ❛❧s♦ ✐♥ t❤✐s ❝❛s❡ t❤❡ ♦✉t❝♦♠❡ ♣r♦✜❧❡s ❛r❡ ♥♦♥✲s♠♦♦t❤✳
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✭❛✮ ✭❜✮

✭❝✮ ✭❞✮

❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✶✿ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥ r❡s✉❧ts ✉s✐♥❣ ❤❛r❞✲❝♦♥str❛✐♥t ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ♦❢ t❤❡ s✐♠✉✲
❧❛t✐♦♥ ✇❡r❡✿ dt = 0.1s✱ N = 40 ❛♥❞ ♠❛①✐♠✉♠ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✐t❡r❛t✐♦♥s ❡q✉❛❧ t♦ ✹✵✳

❆❜♦✉t t❤❡ ❞✐s❛❞✈❛♥t❛❣❡s ♦❢ t❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤ t❤❡r❡ ❛r❡ t✇♦ ♠❛✐♥ t❤✐♥❣s t❤❛t s❤♦✉❧❞ ❜❡ ♣♦✐♥t❡❞
♦✉t✿ t❤❡ ✜rst ♦♥❡ ✐s t❤❛t ✐t r❡q✉✐r❡s ♠♦r❡ ❝♦♠♣✉t✐♥❣ ♣♦✇❡r t❤❛♥ t❤❡ ♦t❤❡r ♠❡t❤♦❞s s✐♥❝❡ t❤❡
❞❡❝✐s✐♦♥ ✈❛r✐❛❜❧❡ t♦ ♦♣t✐♠✐③❡ ✐s t❤r❡❡ t✐♠❡s ❜✐❣❣❡r✱ ❛♥❞ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♦♥❡ ✐s t❤❛t ✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t❤❛t
t❤❡ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ❢❛✐❧s t♦ ❝♦♥✈❡r❣❡ t♦ ❛ ❢❡❛s✐❜❧❡ ♣♦✐♥t ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❧✐♠✐t❡❞ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✐t❡r❛t✐♦♥s✳
■❢ t❤✐s ❤❛♣♣❡♥s ❞✉r✐♥❣ r❡❛❧ t✐♠❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥ t❤❡ s②st❡♠ ❝❛♥ ❡①❤✐❜✐t ✐♠♣r♦♣❡r ❛♥❞ ❛❧s♦ ❞❛♥❣❡r♦✉s
❜❡❤❛✈✐♦r✳ ❖❜✈✐♦✉s❧②✱ t❤❡ ♠♦r❡ ❝♦♠♣✉t✐♥❣ ♣♦✇❡r ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ t❤❡ ❜❡tt❡r r❡s✉❧ts ✇✐❧❧ ❜❡ ❛❝❤✐❡✈❡❞✱
❛s ❛ ♠♦r❡ ❞❡♥s❡ t✐♠❡ ❞✐s❝r❡t✐③❛t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ ❛♥❞ ❛❧s♦ ♠♦r❡ ✐t❡r❛t✐♦♥s ❞✉r✐♥❣ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥✳
■♥ ❋✐❣✳✸✳✶✷ ♦♥❡ ❝❛♥ s❡❡ t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❢ t✇♦ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ✉s✐♥❣ t❤❡ s❛♠❡ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥✿ t❤❡ ✜rst ♦♥❡
✉s❡s ✷✵ ✐t❡r❛t✐♦♥s ❛♥❞ ✶✵ st❡♣s ♣❡r s❡❝♦♥❞ ✇❤✐❧❡ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ✉s❡s ✺✵✵ ✐t❡r❛t✐♦♥s ❛♥❞ ✷✵ st❡♣s ♣❡r
s❡❝♦♥❞✳ ❆s ✐t ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❤❛s ❜❡tt❡r ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❛♥❞ s❤♦✇s t❤❛t t❤❡ ♠❡t❤♦❞✱ ❣✐✈❡♥
❡♥♦✉❣❤ ❝♦♠♣✉t✐♥❣ t✐♠❡✱ ✇✐❧❧ ❝♦♥✈❡r❣❡ t♦ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ s♦❧✉t✐♦♥✳ ❍♦✇❡✈❡r s✐♥❝❡ ❡✈❡r② ✐t❡r❛t✐♦♥
r❡q✉✐r❡❞ ♦✈❡r ♦♥❡ ❤✉♥❞r❡❞ s❡❝♦♥❞s t♦ ❜❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ✐t ✐s ♥♦t s✉✐t❛❜❧❡ ❢♦r ♦♥❧✐♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✳

❚♦ ❝♦♥❝❧✉❞❡✱ ❛ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❛♥❞ t❤❡ t❤✐r❞ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ✇✐❧❧ ❜❡ ❞♦♥❡✳ ■♥
♦r❞❡r ❢♦r t❤✐s ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ t♦ ❜❡ ❢❛✐r t❤❡ ✜rst ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ✇✐❧❧ ♥♦t ❜❡ ✐♥❝❧✉❞❡❞✱ ❡✈❡♥ t❤♦✉❣❤ ✐t
♣r♦✈❡❞ t♦ ❜❡ ❝♦♠♣❧❡t❡❧② ✈✐❛❜❧❡✳ ❚❤✐s ✐s ❜❡❝❛✉s❡ ✐t ❞♦❡s♥✬t ✜① t❤❡ ❛rr✐✈❛❧ t✐♠❡✱ ❛ ♣❛r❛♠❡t❡r t❤❛t
❤❛s ❛ ❤✉❣❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦♥ t❤❡ ❡♥❡r❣② ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥✳ ❆♥♦t❤❡r ❦❡② ❛s♣❡❝t ❢♦r t❤✐s ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ t♦
❜❡ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ✐s t❤❡ ❝♦♠♣✉t✐♥❣ t✐♠❡ s♣❡♥t ❛t ❡❛❝❤ ✐t❡r❛t✐♦♥✱ t❤❛t ❤❛s t♦ ❜❡ s✐♠✐❧❛r ❢♦r t❤❡ t✇♦
❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥s ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❤❛✈❡ ❛ ♠❡❛♥✐♥❣❢✉❧ ❝♦♥❢r♦♥t✳ ❋♦r t❤✐s r❡❛s♦♥ t❤❡ r❡q✉✐r❡❞ ❝♦♠♣✉t✐♥❣ t✐♠❡
✇❡r❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ❛♥❞ ❛r❡ s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✸✳✶✸ ❢♦r ❜♦t❤ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ✜rst ♦♥❡ ✐s ♥♦t ♣r❡s❡♥t
❢♦r t❤❡ r❡❛s♦♥s ❛❜♦✈❡✱ ❤♦✇❡✈❡r ✐t ❝❛♥ ❜❡ s❛✐❞ t❤❛t ✐t ✐s ✇❛② ❢❛st❡r t❤❛♥ ❜♦t❤ ♦❢ t❤❡ ♦t❤❡r t✇♦✳

✷✼



✭❛✮ ✭❜✮

✭❝✮ ✭❞✮

❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✷✿ ❊✛❡❝ts ♦❢ ♠♦r❡ ❝♦♠♣✉t✐♥❣ ♣♦✇❡r ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ♦♥ ❤❛r❞ ❝♦♥str❛✐♥t ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥✳ ❚❤❡
❜❧✉❡ ❝✉r✈❡s ✇❡r❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ✉s✐♥❣ ✷✵ ✐t❡r❛t✐♦♥s ❛♥❞ ✶✵ st❡♣s ♣❡r s❡❝♦♥❞✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ r❡❞ ♦♥❡ ✉s❡❞
✺✵✵ ✐t❡r❛t✐♦♥s ❛♥❞ ✷✵ st❡♣s ♣❡r s❡❝♦♥❞✳

❚❤❡s❡ ❞❛t❛ ✇❡r❡ ❛❝q✉✐r❡❞ r✉♥♥✐♥❣ t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ ▼❛t❧❛❜ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t ♦♥ ❛ ❧❛♣t♦♣ ✇✐t❤
❛ ❈P❯ ❝❧♦❝❦ ♦❢ ✷✳✹ ●❍③✳ ❋r♦♠ t❤❡ ✜❣✉r❡s ♦♥❡ ❝❛♥ s❡❡ t❤❛t t❤❡ t❤✐r❞ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ✐s s❧♦✇❡r t❤❛♥
t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♦♥❡✳ ❚❤✐s ✇❛s ❡①♣❡❝t❡❞ ❜❡❝❛✉s❡ ❣✐✈❡♥ ❛ t✐♠❡ ❤♦r✐③♦♥ ♦❢ N st❡♣s t❤✐s ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥
♦♣t✐♠✐③❡s 3N ✈❛r✐❛❜❧❡s✱ ❛♥❞ ❛s ✐t ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ ✐♥ t❤❡ ✜❣✉r❡s t❤❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢
✈❛r✐❛❜❧❡s ✐s ✐♠♣♦rt❛♥t✳ ❋♦r t❤❡ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ✐t ✇❛s ❝❤♦s❡♥ ❢♦r t❤❡ s♣❧✐t ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❛ t✐♠❡ ❤♦r✐③♦♥
♦❢ ✶✷✵ st❡♣s ❛♥❞ ♠❛①✐♠✉♠ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✐t❡r❛t✐♦♥s ❡q✉❛❧ t♦ t♦ ✽✵ t❤❛t ❣✐✈❡s ❛ ❝♦♠♣✉t✐♥❣ t✐♠❡
r♦✉❣❤❧② ❛r♦✉♥❞ ✶ s❡❝♦♥❞✳ ❋♦r t❤❡ ❤❛r❞✲❝♦♥str❛✐♥ts ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ✹✵ st❡♣s ❢♦r t❤❡ t✐♠❡ ❤♦r✐③♦♥ ❛♥❞
✷✵ ✐t❡r❛t✐♦♥s ✇❡r❡ ❝❤♦s❡♥✱ ❛♥❞ t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ❝♦♠♣✉t✐♥❣ t✐♠❡ ✐s ❛r♦✉♥❞ ✶ s❡❝♦♥❞ ❛s ✇❡❧❧✳ ❋r♦♠ t❤❡
✜❣✉r❡ ♦♥❡ ❝❛♥ s❡❡ t❤❛t t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ s♣❧✐t ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❛r❡ ❜❡tt❡r✳ ❆❧s♦ ❧♦✇❡r ❝♦♠♣✉t✐♥❣
t✐♠❡s ❝❛♥ ❜❡ ❛❝❤✐❡✈❡❞ ❧♦✇❡r✐♥❣ N ❛♥❞ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✐t❡r❛t✐♦♥s ✐❢ t❤❡ ♥❡❡❞ ❛r✐s❡s✱ ✇❤✐❧❡ ❢♦r t❤❡
❤❛r❞ ❝♦♥str❛✐♥ts ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ t❤❡ ❧♦✇❡st ❝♦♠♣✉t✐♥❣ t✐♠❡ ✐s ❛❧r❡❛❞② ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✳ ❋♦r t❤❡s❡ r❡❛s♦♥s
t❤❡ s♣❧✐t ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ✇✐❧❧ ❜❡ t❤❡ ❜❛s✐s ❢♦r t❤❡ ✷✲❉ ❝❛s❡✱ ❡①♣❧♦r❡❞ ✐♥ t❤❡ ♥❡①t ❝❤❛♣t❡r✳
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✭❛✮ ✭❜✮

❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✸✿ ❈♦♠♣❛r✐s♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ s❡❝♦♥❞ ❛♥❞ t❤✐r❞ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❝♦♠♣✉t✐♥❣ t✐♠❡s

✭❛✮ ✭❜✮

✭❝✮ ✭❞✮

❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✹✿ ❈♦♠♣❛r✐s♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ s❡❝♦♥❞ ❛♥❞ t❤✐r❞ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ✉s✐♥❣ ❛ ❝♦♠♣✉t✐♥❣
t✐♠❡ ❛r♦✉♥❞ ✶s✳ ❚❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❢♦r t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ✇❡r❡ N = 120✱ dt = 0.4s✱ C1 = 0.2✱
C2 = 5✱ C3 = 5✱ ϵ = to0.8 ❛♥❞ ✐t❡r❛t✐♦♥s ❧✐♠✐t ❡q✉❛❧ t♦ ✽✵✳ ❚❤❡ ❤❛r❞ ❝♦♥str❛✐♥t ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥
✐♥st❡❛❞ ✉s❡❞ N = 40 ❛♥❞ ✐t❡r❛t✐♦♥s ❧✐♠✐t ❡q✉❛❧ t♦ ✷✵✳

✷✾



❈❤❛♣t❡r ✹

✷✲❉ ❝❛s❡

■♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❛♣♣r♦❛❝❤✱ ❛❧r❡❛❞② t❡st❡❞ ❛♥❞ ♠♦❞✐✜❡❞ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ♣r❡✲
s❡♥t❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ❝❤❛♣t❡r✱ ✐s ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ t❤❡ ❘❖P❖❉ r♦❜♦t✳ ❋✐rst❧② s✉✐t❛❜❧❡ ❦✐♥❡♠❛t✐❝✱
❞②♥❛♠✐❝ ❛♥❞ ❡♥❡r❣② ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ♠♦❞❡❧s ❛r❡ ❞❡r✐✈❡❞✳ ❚❤❡♥ t✇♦ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥s ❛r❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❛♥❞
s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❘❖P❖❉ ❜❡❤❛✈✐♦r ❛r❡ ❝❛rr✐❡❞ ♦✉t ❜♦t❤ ✐♥ s✐♠♣❧❡r ❛♥❞ ♠♦r❡ ❝♦♠♣❧❡① ❡♥✈✐r♦♥✲
♠❡♥t✳

✹✳✶ ❑✐♥❡♠❛t✐❝ ♠♦❞❡❧

■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ t❤❡ str✉❝t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ❘❖P❖❉ r♦❜♦t ✐♥ ♣r❡s❡♥t❡❞✱ ❢♦❧❧♦✇❡❞ ❜② ❛ ❣❡♥❡r❛❧ ✇❛② ♦❢
❞❡r✐✈✐♥❣ ❦✐♥❡♠❛t✐❝ ♠♦❞❡❧s ❢♦r ♠♦❜✐❧❡ r♦❜♦ts✳

✹✳✶✳✶ ●❡♦♠❡tr② ❛♥❞ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ❞❡✜♥✐t✐♦♥

■♥ ♦r❞❡r t♦ ❜❡ ❝❤❡❛♣ ❛♥❞ r❡❧✐❛❜❧❡ ❛t t❤❡ s❛♠❡ t✐♠❡ t❤❡ ❦✐♥❡♠❛t✐❝ str✉❝t✉r❡ ♦❢ ❘❖P❖❉ ✐s ❝♦♠♣♦s❡❞
♦❢ ❢♦✉r ♣❛✐rs ♦❢ t✇✐♥ ✇❤❡❡❧s✱ ❛ ❝♦✉♣❧❡ ♦❢ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✹✳✶✳

❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✿ ❚✇✐♥ st❡❡r❛❜❧❡ ✇❤❡❡❧s

✸✵



❚❤❡s❡ ❦✐♥❞ ♦❢ ✇❤❡❡❧s ❛r❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ ❛ ♥♦r♠❛❧ st❡❡r❛❜❧❡ ✇❤❡❡❧ ❜✉t ❤❛✈❡ ❛ s✐♠♣❧❡r str✉❝t✉r❡✳
■♥ ❢❛❝t ✇❤❡♥✱ ✐♥t✉✐t✐✈❡❧②✱ ✇❤❡♥ ❜♦t❤ ✇❤❡❡❧s ❛r❡ s♣✐♥♥✐♥❣ ✐♥ t❤❡ s❛♠❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ✇❡✬✈❡ ❣♦t ♠♦✈❡♠❡♥t
❛❧♦♥❣ t❤❛t ❛①✐s✱ ✇❤✐❧❡ ✐❢ t❤❡② s♣✐♥ ✐♥ ♦♣♣♦s✐t❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥s t❤❡ ✇❤❡❡❧ t✉r♥s ❛r♦✉♥❞ t❤❡ s❤❛❢t✳ ■♥
♦r❞❡r t♦ ❜❡ ❤♦❧♦♥♦♠✐❝ t❤❡ ❢♦✉r ✇❤❡❡❧ ♣❛✐rs ❛r❡ ❛rr❛♥❣❡❞ ❛s ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✹✳✷✳

Y

X

y

x

P

O

θ

❋✐❣✉r❡ ✹✳✷✿ ❘❖P❖❉ ❦✐♥❡♠❛t✐❝ str✉❝t✉r❡

■♥ ♦r❞❡r t♦ ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ r♦❜♦t ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ❛t ❡❛❝❤ t✐♠❡ ✐♥st❛♥t✱ ❛ ♣r♦♣❡r s❡t ♦❢ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❤❛s
t♦ ❜❡ ✉s❡❞✱ s✉✣❝✐❡♥t t♦ ❢✉❧❧② ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ st❛t❡ ♦❢ ❡❛❝❤ ♣❛rt ♦❢ t❤❡ r♦❜♦t✳ ❋✐rst st❡♣ ✐♥ ❝❤♦♦s✐♥❣
t❤❡s❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ✐s t❤❡ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ r❡❢❡r❡♥❝❡ ❢r❛♠❡s✱ ♦♥❡ ✜①❡❞ ♦r ❣❧♦❜❛❧ ❛♥❞ ♦♥❡ ❛tt❛❝❤❡❞ t♦ t❤❡
r♦❜♦t ♦r ❧♦❝❛❧✱ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❜❡ ❛❜❧❡ t♦ ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ r♦❜♦t ♣♦s✐t✐♦♥ ❛♥❞ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ s♣❛❝❡ ❛s
❛ r✐❣✐❞ ❜♦❞②✳ ❲❡✬❧❧ ❞❡♥♦t❡ ❢r♦♠ ❤❡r❡ ♦♥ O −XY ❛s t❤❡ ❣❧♦❜❛❧ r❡❢❡r❡♥❝❡ i ❛♥❞ P − xy t❤❡ ♦♥❡
❛tt❛❝❤❡❞ t♦ t❤❡ ❝❤❛ss✐s ♦❢ t❤❡ r♦❜♦t✱ ❛❧s♦ r❡❢❡rr❡❞ t♦ ❛s r✱ ✇❤❡r❡ P ✐s ❛ r❡❢❡r❡♥❝❡ ♣♦✐♥t ♦♥ t❤❡
r♦❜♦t ❝❤❛ss✐s ✇❡ ❝❛♥ ❝❤♦s❡ ❛s ✇❡ ♣❧❡❛s❡✳ ❚❤❡✐r r❡❧❛t✐✈❡ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣r❡ss❡❞ t❤❛♥❦s t♦ ❛
r♦t❛t✐♦♥ ♠❛tr✐① ❛r♦✉♥❞ t❤❡ ❝♦♠♠♦♥ ✈❡rt✐❝❛❧ ❛①✐s✳ ❇❡✐♥❣ θ t❤❡ ❛♥❣❧❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ X ❛♥❞ x ❛①❡s
♦❢ t❤❡ ❢r❛♠❡s✱ ♣♦s✐t✐✈❡ ✐♥ t❤❡ ❝♦✉♥t❡r❝❧♦❝❦✇✐s❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ❛♥❞ st❛rt✐♥❣ ❢r♦♠ X t❤❡ ♠❛tr✐① r❡❧❛t✐♥❣
t❤❡ ❣❧♦❜❛❧ ❢r❛♠❡ t♦ t❤❡ r♦❜♦t✬s ❢r❛♠❡ ✐s✿

R(θ) =

[
cos(θ) sin(θ)
−sin(θ) cos(θ)

]
❚♦ ❢✉❧❧② ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ r♦❜♦t ❢r♦♠ ❛ ❦✐♥❡♠❛t✐❝ ♣♦✐♥t ♦❢ ✈✐❡✇ ✇❡✬❧❧ ❛❧s♦ ♥❡❡❞ t♦ r❡❢❡r t♦ s✐♥❣❧❡

✇❤❡❡❧s t♦ ❛❝❝♦✉♥t t❤❡ ♠♦t✐♦♥ ❝♦♥str❛✐♥ts t❤❡② ♣♦s❡✳ ■♥ ✜❣✉r❡ ✹✳✸ t❤❡ ❣❡♦♠❡tr② ♦❢ ❛ ❣❡♥❡r✐❝ ✇❤❡❡❧
✐s s❤♦✇♥✳

❲❡ ❝❛♥ s❡❡ t❤❛t ❢♦r ✐ts ❣❡♦♠❡tr② ✇❡ ❤❛✈❡ ✜✈❡ ❝♦♥st❛♥t ♣❛r❛♠❡t❡rs✱ ♥❛♠❡❧② α✱ l ✱ d ✱ b ❛♥❞
t❤❡ ✇❤❡❡❧ r❛❞✐✉s r✱ ❛♥❞ t✇♦ ✈❛r✐❛❜❧❡s✱ β ❛♥❞ t❤❡ ❛♥❣❧❡ φ t❤❛t ❛❝❝♦✉♥ts ❢♦r t❤❡ ✇❤❡❡❧ r♦t❛t✐♦♥
❛r♦✉♥❞ ❤✐s ❛①✐s✳ ■t✬s ♥♦✇ ❝❧❡❛r t❤❛t ❢♦r ❢✉❧❧② ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ r♦❜♦t✬s ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ✇❡ ♥❡❡❞✿

✸✶



P

x

y

Ai

Bi

li

αi

βi

di

bi

λ

µ

ki

ji

❋✐❣✉r❡ ✹✳✸✿ ●❡♦♠❡tr✐❝ s❝❤❡♠❡ ❢♦r ❛ ✇❤❡❡❧ ♦❢ ❘❖P❖❉

• ❚❤r❡❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s t♦ ❞❡✜♥❡ t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ P ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ O ❛♥❞ t❤❡ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ✐❢ t❤❡
r♦❜♦t✱ ♥❛♠❡❧② X,Y, θ

• ❋♦✉r ❛♥❣❧❡s β ❛s ❡❛❝❤ ✇❤❡❡❧ ♣❛✐r ❤❛s t❤❡ s❛♠❡ ❛♥❣❧❡ ❛♥❞ t❤❡② ❛r❡ ♣❛r❛❧❧❡❧ t♦ ❡❛❝❤ ♦t❤❡r✳

• ❊✐❣❤t ❛♥❣❧❡s φ✱ ♦♥❡ ❢♦r ❡❛❝❤ ✇❤❡❡❧

❋♦r ❛ t♦t❛❧ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ✈❛r✐❛❜❧❡s ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✶✺✳ ❲❡ ❝❛♥ t❤✉s ❞❡✜♥❡ t❤❡ st❛t❡ ✈❡❝t♦r ♦❢ ♦✉r
❦✐♥❡♠❛t✐❝ ♠♦❞❡❧ ❛s✿

q =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

X
Y
θ
β1

✳✳✳
β4

φ1

✳✳✳
φ8

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

✸✷



✹✳✶✳✷ ❍②♣♦t❤❡s✐s

■♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ♦❢ ❘❖P❖❉ r♦❜♦t ❦✐♥❡♠❛t✐❝ ♠♦❞❡❧s t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s ✇❡r❡
♠❛❞❡✿

• ❚❤❡ r♦❜♦t ✐s ♠♦✈✐♥❣ ✐♥ ❛ ♣❧❛♥❡ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t✱ ♥♦ ✐rr❡❣✉❧❛r✐t✐❡s ❛r❡ t❛❦❡♥ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t ❛♥❞
s♦ ❛❧❧ ✇❤❡❡❧s ❛r❡ ✐♥ ❝♦♥t❛❝t ✇✐t❤ t❤❡ ❣r♦✉♥❞ ❛t ❡❛❝❤ t✐♠❡ ✐♥st❛♥t✳

• ❚❤❡ ❛①❧❡ ♦❢ ❡✈❡r② ✇❤❡❡❧ ♦❢ t❤❡ r♦❜♦t ✐s ♣❛r❛❧❧❡❧ t♦ t❤❡ ❣r♦✉♥❞ ❛♥❞ s♦ ✐t r❡♠❛✐♥s✳ ❆❧s♦
✇❤❡❡❧s ❛r❡ ♣❡r❢❡❝t❧② r♦✉♥❞✳

• ❖♥❧② ♣❡r❢❡❝t r♦❧❧✐♥❣ ♠♦t✐♦♥ ✐s ❛❝❝♦✉♥t❡❞✱ s♦ ♥♦ s❧✐♣ ❛t t❤❡ ❝♦♥t❛❝t ♣♦✐♥t ✐s ❛❞♠✐tt❡❞✳ ❚❤✐s
♠❡❛♥s✱ ❢r♦♠ ❛ ♣❤②s✐❝❛❧ ♣♦✐♥t ♦❢ ✈✐❡✇✱ t❤❛t ❛ ✇❤❡❡❧ ✐s ❛❧❧♦✇❡❞ t♦ ♠♦✈❡ ♦♥❧② ✐♥ t❤❡ ✇❤❡❡❧✬s
♣❧❛♥❡ ♦r t♦ r♦t❛t❡ ❛r♦✉♥❞ t❤❡ ❝♦♥t❛❝t ♣♦✐♥t ❛s t❤❡r❡ ✐s ♥♦ ❧❛t❡r❛❧ s❧✐♣✳ ❆❧s♦ s✐♥❝❡ t❤❡ r♦❧❧✐♥❣
✐s ♣❡r❢❡❝t t❤❡r❡ ✐s ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧✐t② ❜❡t✇❡❡♥ ❞✐st❛♥❝❡ ❝♦✈❡r❡❞ ❛♥❞ r♦t❛t✐♦♥ ♠❛❞❡ ❜② t❤❡ ✇❤❡❡❧✳

• ❱❡❧♦❝✐t✐❡s ❛r❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛s ✐♥♣✉t ❢♦r ♦✉r r♦❜♦t ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥✳ ❚❤✐s ❝❤♦✐❝❡ ✐s t❤❡ ♦♥❡ ♠♦st
✇✐❞❡❧② ❛❞♦♣t❡❞ ✐♥ ♠♦❜✐❧❡ r♦❜♦ts ✜❡❧❞ ❛♥❞ ❧❡❛❞s t♦ s✐♠♣❧❡r ♠♦❞❡❧s✳ ❚❤✐s ✐s ❛❝❝❡♣t❛❜❧❡ ❢♦r
♠❛♥② ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s t❤♦✉❣❤t ✐t✬s ✈❡r② ✐♠♣♦rt❛♥t r❡♠✐♥❞✐♥❣ t❤❛t t❤❡ r♦❜♦t ✐♥ r❡❛❧ ✇♦r❧❞ ❝❛♥♥♦t
st♦♣ ✐♥st❛♥t❛♥❡♦✉s❧②✱ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡ ❢♦r ❛✈♦✐❞✐♥❣ ♦❜st❛❝❧❡s✱ ❜✉t ♦♥❧② ❛ ✜♥✐t❡ ❛❝❝❡❧❡r❛t✐♦♥ ❝❛♥
❜❡ ♣r♦✈✐❞❡❞✳ ▼♦r❡♦✈❡r ❤✐❣❤ ✈❛❧✉❡s ♦❢ ❛❝❝❡❧❡r❛t✐♦♥ ❝❛♥ ❧❡❛❞ t♦ s❧✐♣✱ t❤✉s ❝r❡❛t✐♥❣ ❡rr♦rs ✐♥
t❤❡ ♠♦❞❡❧ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s✱ ❛s ✐t ❞♦❡s♥✬t ❛❝❝♦✉♥t ❢♦r t❤❛t✳

❯♥❞❡r t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ❛ss✉♠♣t✐♦♥s t❤❡r❡ ❛r❡ t✇♦ ✇❛②s t♦ ❞❡r✐✈❡ t❤❡ ❦✐♥❡♠❛t✐❝ ♠♦❞❡❧✿ t❤❡ ✜rst
♦♥❡ ✐s t♦ ❜✉✐❧❞ ❛ ❞✐r❡❝t ♠♦❞❡❧ ❣✐✈✐♥❣ ❛s ❛♥ ✐♥♣✉t t❤❡ ✈❡❧♦❝✐t✐❡s ❛t t❤❡ ✇❤❡❡❧ ❧❡✈❡❧ ❛♥❞ t❤❡♥
❝♦♠♣✉t✐♥❣ t❤❡ r❡s✉❧t❛♥t ♠♦✈❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ♠❛✐♥ ❢r❛♠❡✳ ❆♥♦t❤❡r ♦♥❡ ✐s t♦ ✇r✐t❡ t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥ts
t❤❛t ❡❛❝❤ ✇❤❡❡❧ ♣♦s❡s t♦ t❤❡ ♠♦t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝❤❛ss✐s ❛♥❞ t❤❡♥✱ st❛rt✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ ♠♦✈❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡
♠❛✐♥ ❜♦❞② ❞❡r✐✈❡ ✇❤❛t s❤♦✉❧❞ ❜❡ t❤❡ r❡s✉❧t❛♥t ❢♦r ❡❛❝❤ ❝♦♠♣♦♥❡♥t s♦ t❤❛t t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥ts ❛r❡
s❛t✐s✜❡❞✳ ❊✈❡♥ t❤♦✉❣❤ t❤✐s s❡❝♦♥❞ ❛♣♣r♦❛❝❤ ♠❛② s❡❡♠ ❧❡ss ✐♥t✉✐t✐✈❡✱ ✐t ❤❛s ❣❛✐♥❡❞ ❧❛r❣❡ ♣♦♣✉❧❛r✐t②
✐♥ t❤❡ ♠♦❜✐❧❡ r♦❜♦ts ♠♦❞❡❧❧✐♥❣ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t ✐s ❜❡tt❡r s✉✐t❡❞ t♦ ❞❡❛❧ ✇✐t❤ ❝♦♠♣❧❡① ❦✐♥❡♠❛t✐❝
str✉❝t✉r❡s✳ ❇❡s✐❞❡s ❢r♦♠ t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ♠♦❞❡❧ ✐s ❡❛s✐❡r t♦ ❛♥❛❧②③❡ ✐❢ t❤❡ ♠♦t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r♦❜♦t ✐s
❝♦♥str❛✐♥❡❞ ♦r ♥♦t✳ ●✐✈❡♥ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ t❤❡ ❦✐♥❡♠❛t✐❝ str✉❝t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ❘❖P❖❉ t❤❡ s❡❝♦♥❞
♣❛t❤ ❤❛s ❜❡❡♥ ❤❡r❡ ❝❤♦s❡♥✳

✹✳✶✳✸ ❙✐♥❣❧❡ ✇❤❡❡❧ ❝♦♥str❛✐♥ts

❚❤❡ t✇♦ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s t❤❛t ❡❛❝❤ ✇❤❡❡❧ ❤❛s t♦ s❛t✐s❢② ❛r❡ ♥❛♠❡❧② t❤❡ ♥♦♥✲s❧✐♣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥✱ ♥♦ ♠♦t✐♦♥
❛❧♦♥❣ t❤❡ ✇❤❡❡❧ ❛①✐s ✐s ❛❧❧♦✇❡❞✱ ❛♥❞ t❤❡ r♦❧❧✐♥❣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥✱ t❤❛t st❛t❡s t❤❛t s✐♥❝❡ r♦❧❧✐♥❣ ✐s ♣❡r❢❡❝t
t❤❡r❡ ✐s ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧✐t② ❜❡t✇❡❡♥ ❞✐st❛♥❝❡ ❝♦✈❡r❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ✇❤❡❡❧ ❛♥❞ ✐ts φ✳ ❛♥❣❧❡✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡
❡q✉❛t✐♦♥s t❤❛t ❡♥❢♦r❝❡ t❤❡s❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞❡♣❡♥❞s ♦♥❧② ♦♥ t❤❡ ❣❡♦♠❡tr② ♦❢ t❤❡ ✇❤❡❡❧s ✐ts❡❧❢ ❛♥❞ ❤♦✇
✐t ✐s ❛tt❛❝❤❡❞ t♦ t❤❡ ❝❤❛ss✐s✱ ✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ✜♥❞ ✐♥ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡ t❤❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥s ❛❧r❡❛❞② ✇r✐tt❡♥
❢♦r t❤❡ ♠♦st ❝♦♠♠♦♥ t②♣❡ ♦❢ ✇❤❡❡❧s ❛♥❞ ❣❡♦♠❡tr✐❡s✳ ■♥ ❄❄ ✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ s❡❡ ❛ ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥❛❧
✇❤❡❡❧ ❛♥❞ ❛ ❝❛st❡r ♦♥❡✳ ❋♦r t❤❡ ✜rst s❝❤❡♠❡ t❤❡ t✇♦ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❝❛♥ ❜❡ ✇r✐tt❡♥ ❛s✿

[sin(α+ β),−cos(α+ β),−lcos(β)]R(θ)[Ẋ, Ẏ , θ̇]T − rφ̇ = 0

[cos(α+ β), sin(α+ β), lsin(β)]R(θ)[Ẋ, Ẏ , θ̇]T = 0

❚❤❡ s❡❝♦♥❞ ❡q✉❛t✐♦♥ st❛t❡s t❤❛t ♥♦t ❡✈❡r② [Ẋ, Ẏ , θ̇] ✐s ❛❝❝❡♣t❛❜❧❡ ❜✉t ♦♥❧② t❤♦s❡ t❤❛t ❛❧❧♦✇
t❤❡ ✇❤❡❡❧ t♦ ♠♦✈❡ ❛❝❝♦r❞✐♥❣❧② t♦ t❤❡ ♥♦♥✲s❧✐♣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❝♦♥str❛✐♥t t❤❛t t❤✐s ❡q✉❛t✐♦♥ ♣♦s❡s
t♦ t❤❡ ♠♦❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ r♦❜♦t ✐s ♥♦♥✲❤♦❧♦♥♦♠✐❝✱ ♠❡❛♥✐♥❣ t❤❛t✱ ✐♥ ❛♥ ♦❜st❛❝❧❡✲❢r❡❡ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t✱

✸✸



✭❛✮ ❙t❛♥❞❛r❞ ✜①❡❞ ✇❤❡❡❧ ✭❜✮ ❈❛st❡r ✇❤❡❡❧✳

❡✈❡r② [X,Y, θ] ✐s r❡❛❝❤❛❜❧❡ ❜✉t t❤❡r❡ ❛r❡ ❝♦♥str❛✐♥ts ♦♥ t❤❡ ✇❛② t❤❡② ❝❛♥ ❜❡ r❡❛❝❤❡❞✱ t❤❛t ✐s ♦♥
t❤❡ ❛❞♠✐ss✐❜❧❡ ✈❡❧♦❝✐t✐❡s ♦❢ t❤❡ r♦❜♦t ❝❤❛ss✐s✳ ❋♦r t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❦✐♥❞ ♦❢ ✇❤❡❡❧ ✐♥st❡❛❞ ✐t ❤♦❧❞s✿

[sin(α+ β),−cos(α+ β),−lcos(β)]R(θ)[Ẋ, Ẏ , θ̇]T − rφ̇ = 0

[cos(α+ β), sin(α+ β), (l + d)sin(β)]R(θ)[Ẋ, Ẏ , θ̇]T + dβ̇ = 0

❈♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ❛❣❛✐♥ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❡q✉❛t✐♦♥ ✐t✬s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ s❡❡ t❤❛t ♥♦✇ ❡✈❡r② [Ẋ, Ẏ , θ̇] ✐s ❛❝❝❡♣t✲
❛❜❧❡ ❛s t❤❡r❡ ✐s ♦♥❡ ♠♦r❡ ❡①tr❛ ✈❛r✐❛❜❧❡✱ β̇✳ ❚❤✐s ♠❡❛♥s t❤❛t t❤❡ ❝❛st❡r ✇❤❡❡❧ ❞♦❡s♥✬t ❧✐♠✐t t❤❡
♦✈❡r❛❧❧ ♠♦❜✐❧✐t② ❛s ❛ st❛♥❞❛r❞ ✇❤❡❡❧ ❞♦❡s✳

❙✐♥❝❡ t❤❡ ❦✐♥❞ ♦❢ ✇❤❡❡❧ t❤❡ ❘❖P❖❉ ✐s ✉s✐♥❣ ✇❛s ♥♦t ❢♦✉♥❞ ✐♥ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡✱ t❤❡ ♣r♦♣❡r
❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❤❛❞ t♦ ❜❡ ❞❡r✐✈❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✳ ❈♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ❛ ✇❤❡❡❧ ♦❢ t❤❡ ❘❖P❖❉ ♥ ♦✉t ♦❢ t❤❡ ❡✐❣❤t
✇❡ ❤❛✈❡ t❤❡ ✈❡❧♦❝✐t② ♦❢ ❤✐s ❝❡♥t❡r Bn ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s✿

dOBn

dt
=

dOP

dt
+

dPAn

dt
+

dAnBn

dt

❈♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ✜❣✉r❡ ✹✳✸✱ ❧❡t✬s ❝♦♠♣✉t❡ ❡❛❝❤ t❡r♠ ✐♥ t❤❡ r♦❜♦t ❢r❛♠❡ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥
✈❛r✐❛❜❧❡s✳ ❚❤❡ ✜rst ♦♥❡ ✐s t❤❡ ✈❡❧♦❝✐t② ♦❢ t❤❡ r♦❜♦t✱ t❤❛t ✐♥ t❤❡ r♦❜♦t✬s r❡❢❡r❡♥❝❡ ❢r❛♠❡ ❝❛♥ ❜❡
✇r✐tt❡♥✱ st❛rt✐♥❣ ❢r♦♠ ✐ts ✈❡❧♦❝✐t② ✐♥ ❣❧♦❜❛❧ ❢r❛♠❡ ❛♥❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❘ ♠❛tr✐① ❞❡✜♥❡❞ ❛❜♦✈❡✱ ❛s✿

dOP

dt
= (cos(θ) · Ẋ + sen(θ) · Ẏ ) · λ+ (−sen(θ) · Ẋ + cos(θ) · Ẏ ) · µ

❚❤❡ s❡❝♦♥❞ t❡r♠✱ ❜❡✐♥❣ l ❛♥❞ α ❝♦♥st❛♥ts✱ ✈❛r✐❡s ✐♥ t✐♠❡ ❥✉st ❜❡❝❛✉s❡ ♦❢ t❤❡ r♦t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
r♦❜♦t✱ s♦ ✐t r♦t❛t❡s ❛r♦✉♥❞ t❤❡ ♣♦✐♥t P ✿

dPAn

dt
= [−ln · sin(αn) · θ̇] · λ+ [ln · cos(αn) · θ̇] · µ

❚♦ ✇r✐t❡ t❤❡ ❧❛st t❡r♠✱ ✇❡ ❝❛♥ s❡❡ t❤❛t ✐♥ t❤❡ r♦❜♦t r❡❢❡r❡♥❝❡ ❢r❛♠❡ ✐t ❤♦❧❞s✿

AnBn
r = R(αn + βn − π

2
) ·

[
dn
bn

]

✸✹



❆♥❞ ❛❢t❡r ✐ts ❞✐✛❡r❡♥t✐❛t✐♦♥ ✇❡ ❣❡t✿

AnBn
r =

[
−dn ∗ cos(αn + βn)− bn ∗ sin(αn + βn)
−dn ∗ sen(αn + βn) + bn ∗ cos(αn + βn)

]
∗ (θ̇ + β̇n)

◆❡①t st❡♣ ✐s t♦ ♣r♦❥❡❝t t❤❡ ❛❜♦✈❡ ✈❡❧♦❝✐t② ˙OBn
r

❛❧♦♥❣ t❤❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✇❤❡❡❧ ♣❧❛♥❡ ❛♥❞
♦❢ t❤❡ ✇❤❡❡❧ ❛①✐s✳ ❋r♦♠ ❣❡♦♠❡tr✐❝ ❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥s ✇❡ ❝❛♥ s❡❡ t❤❡ ✉♥✐t ✈❡❝t♦r ♦❢ t❤❡ ✇❤❡❡❧ ♣❧❛♥❡
✐s✿

kn
r =

[
cos(αn + βn − π

2 )
sin(αn + βn − π

2 )

]
❲❤✐❧❡ t❤❡ ✉♥✐t ✈❡❝t♦r ♦❢ t❤❡ ✇❤❡❡❧ ❛①✐s ✐s✿

jn
r =

[
−sin(αn + βn − π

2 )
cos(αn + βn − π

2 )

]
❆♥❞ ✜♥❛❧❧②✱ ❛❢t❡r s♦♠❡ ♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥✱ ✇❡ ❝❛♥ ✇r✐t❡ t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❡❛❝❤ ✇❤❡❡❧s ✐♠♣♦s❡s t♦ t❤❡

♠♦t✐♦♥✱ ♥❛♠❡❧② t❤❡ ♥♦♥✲s❧✐♣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥✿

[
cos(αn + βn) sin(αn + βn) dn + ln · sin(βn)

]
·R(θ) ·

⎡⎣ẊẎ
θ̇

⎤⎦+ dn · β̇n = 0

❆♥❞ t❤❡ ♣✉r❡ r♦❧❧✐♥❣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥✿

[
−sin(αn + βn) cos(αn + βn) bn + ln · cos(βn)

]
·R(θ) ·

⎡⎣ẊẎ
θ̇

⎤⎦+ bn · β̇n + rn · φ̇n = 0

❊①❛♠✐♥✐♥❣ t❤❡ ♥♦♥✲s❧✐♣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✐t✬s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ s❡❡ t❤❛t ♦✉r r♦❜♦t ✇✐❧❧ ❜❡ ❤♦❧♦♥♦♠✐❝✱ ❡✈❡♥
✐❢ ♥♦♥✲❤♦❧♦♥♦♠✐❝ ❝♦♥str❛✐♥ts ❛r❡ ♣r❡s❡♥t t❤❛t ❧✐♥❦ t❤❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ✈❛r✐❛❜❧❡s t♦ ❡❛❝❤ ♦t❤❡r✳

✹✳✶✳✹ ❲❤♦❧❡ ♠♦❞❡❧ ❛ss❡♠❜❧②

❯s✐♥❣ t❤❡ ❛❜♦✈❡ ❡q✉❛t✐♦♥s ✐t✬s ♥♦✇ ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❜✉✐❧❞ t♦ ✇❤♦❧❡ r♦❜♦t✬s ♠♦❞❡❧✳ ■♥ ❢❛❝t ✇❡ ❝❛♥
✇r✐t❡ ✹ ♥♦♥✲s❧✐♣ ❡q✉❛t✐♦♥s ❛♥❞ ✽ ♣✉r❡ r♦❧❧✐♥❣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s t❤❛t ❛r❡ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ❢r♦♠ ❡❛❝❤ ♦t❤❡r✳
■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥ ✇❡ ❝❛♥ ❞❡✜♥❡ ❛♥ ✐♥♣✉t ✈❡❝t♦r η ❢♦r ♦✉r r♦❜♦t✱ ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ t❤❡ ✈❡❧♦❝✐t✐❡s ✐♥ t❤❡ ✜①❡❞
❢r❛♠❡ ♦❢ t❤❡ ♣♦✐♥t P ❛♥❞ θ̇ ♥❛♠❡❧②✿

η =

⎡⎣ẊẎ
θ̇

⎤⎦
❚❤✐s ✇❛② ✇❡ ❝❛♥ r❡✇r✐t❡ ❛❧❧ ❡q✉❛t✐♦♥s ✉s✐♥❣ t❤❡ ✐♥♣✉t ✈❡❝t♦r ❝♦♠♣♦♥❡♥ts✳ ❯s✐♥❣ t❤❡ st❛t❡

✈❡❝t♦r ❛❜♦✈❡ ❞❡✜♥❡❞ ✐t ❧❡❛❞s t♦ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❝♦♠♣❛❝t ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❢♦r ♦✉r ❦✐♥❡♠❛t✐❝ ♠♦❞❡❧✿

q̇ = S(q) · η
❲❤❡r❡ ❙ ✐s ❛ ✶✺①✸ ♠❛tr✐① t❤❛t ❝❛♥ ❜❡ ✇r✐tt❡♥ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❛❜♦✈❡ ♠❡♥t✐♦♥❡❞ ❡q✉❛t✐♦♥s✳ ■♥

❝❛s❡ ❞✐r❡❝t ❦✐♥❡♠❛t✐❝ ♠♦❞❡❧ ✐s ♥❡❡❞❡❞ t❤❡ ♣r❡s❡♥t ❡q✉❛t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ✐♥✈❡rt❡❞ ❝♦♠♣✉t✐♥❣ ▼♦♦r❡✲
P❡♥r♦s❡ ♣s❡✉❞♦✐♥✈❡rs❡ ♦❢ ❙✭q✮✳ ❋r♦♠ t❤❡ ❞❡r✐✈❡❞ ♠♦❞❡❧ ✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ♦❜t❛✐♥ ❛ ♠♦❞❡❧ t❤❛t ✉s❡s
❛❝❝❡❧❡r❛t✐♦♥s ❛t t❤❡ ✐♥❡rt✐❛❧ ❧❡✈❡❧ ❛s ✐♥♣✉t s✐♠♣❧② ❞❡r✐✈✐♥❣ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t✐♠❡✿

q̈ = S(q) · η̇ + Ṡ(q) · η

✸✺



✹✳✷ ❉②♥❛♠✐❝ ♠♦❞❡❧

■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝ ♠♦❞❡❧ ♦❢ t❤❡ ❘❖P❖❉ ✇✐❧❧ ❜❡ ♣r❡s❡♥t❡❞✳ ❯s✐♥❣ t❤❡ ♠♦❞❡❧✱ ♦♥❡
❝❛♥ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s②st❡♠ ❣✐✈❡♥ t❤❡ ✇❤❡❡❧s✬ t♦rq✉❡s ✐♥♣✉ts✳ ❚♦ ❞❡r✐✈❡ ❞②♥❛♠✐❝
♠♦❞❡❧s ❢♦r ♠♦❜✐❧❡ r♦❜♦ts t✇♦ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ❛r❡ ♣♦ss✐❜❧❡✿ t❤❡ ✜rst ♦♥❡ ✐s t❤❡ ✉s❡ ♦❢ ◆❡✇t♦♥✲❊✉❧❡r
❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❡q✉❛t✐♦♥s ♦♥ t❤❡ s❡✈❡r❛❧ ❜♦❞✐❡s t❤❛t ❝♦♥st✐t✉t❡ t❤❡ r♦❜♦t✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ✐♥✈♦❧✈❡s
t❤❡ ▲❛❣r❛♥❣❡ ❡q✉❛t✐♦♥s✱ t❤❛t ❞❡r✐✈❡ t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥s ♦❢ ♠♦t✐♦♥ ❢r♦♠ ❡♥❡r❣② ❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥s✳ ❍❡r❡
t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s ❢♦❧❧♦✇❡❞✳ ❇② ❞❡✜♥✐t✐♦♥ t❤❡ ▲❛❣r❛♥❣✐❛♥ ✐s ✿

L = T − U

❲❤❡r❡ ❚ ✐s t❤❡ ❦✐♥❡t✐❝ ❡♥❡r❣② ♦❢ t❤❡ s②st❡♠ ❛♥❞ ❯ ✐ts ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❡♥❡r❣②✳ ❙✐♥❝❡ ♦✉r r♦❜♦t ✐s
♠♦✈✐♥❣ ✐♥ ❛ ♣❧❛♥❡ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t✱ ❯ ✐s ❝♦♥st❛♥t ❛♥❞ s♦ ♥❡❣❧❡❝t❡❞✳ ❚❤❡ ❦✐♥❡t✐❝ ❡♥❡r❣② ♦❢ t❤❡ r♦❜♦t
❝❛♥ ❜❡ ✇r✐tt❡♥ ✉s✐♥❣ t❤❡ st❛t❡ ✈❡❝t♦r ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s s❡❝t✐♦♥ ❛s✿

T =
1

2
q̇TQ(q)q̇

❲❤❡r❡ Q(q) ✐s t❤❡ ♠❛ss ♠❛tr✐① ♦❢ t❤❡ s②st❡♠✳ ❙✐♥❝❡ ♥♦♥✲❤♦❧♦♥♦♠✐❝ ❝♦♥str❛✐♥ts ❛r❡ ♣r❡s❡♥t ❛
❣❡♥❡r❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ▲❛❣r❛♥❣❡ ❡q✉❛t✐♦♥s ❤❛s t♦ ❜❡ ✉s❡❞❬✷✷❪✳ ❚❤❡ ▲❛❣r❛♥❣❡ ❡q✉❛t✐♦♥s ❛r❡ t❤❡♥✿

d

dt
(
∂L

∂q̇
)T − (

∂L

∂q
)T = Cτ +G(q)ι

❋r♦♠ ✇❤✐❝❤ ❞❡r✐✈❡✿

Q(q)q̈ + f(q, q̇) = Cτ +G(q)λ

❲❤❡r❡ C ✐s ❛ ♠❛tr✐① t❤❛t r❡❧❛t❡s t❤❡ ✐♥♣✉t ♦❢ t❤❡ s②st❡♠✱ ✐♥ t❤✐s ❝❛s❡ ❡❛❝❤ ✇❤❡❡❧✬s ♠♦t♦r✱ t♦
t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧✐③❡❞ ✇♦r❦ ♦♥ q ❞❡❣r❡❡s ♦❢ ❢r❡❡❞♦♠✱ G(q) ✐s t❤❡ tr❛♥s♣♦s❡ ♦❢ t❤❡ ❦✐♥❡♠❛t✐❝ ❝♦♥str❛✐♥ts
♠❛tr✐①✱ ❛♥❞ ι ✐s ❛ ✈❡❝t♦r ♦❢ ✉♥❦♥♦✇♥ ❧❛❣r❛♥❣✐❛♥ ♠✉❧t✐♣❧✐❡rs✳ ❚❤❡ ♣❤②s✐❝❛❧ ♠❡❛♥✐♥❣ ♦❢ t❤❡ t❡r♠
G(q)ι ✐s ❛ s❡t ♦❢ ❣❡♥❡r❛❧✐③❡❞ ❢♦r❝❡s t❤❛t ❡♥❢♦r❝❡s t❤❡ ♥♦♥✲❤♦❧♦♥♦♠✐❝ ❝♦♥str❛✐♥ts✳ ❚♦ ❞❡❧❡t❡ t❤❡
✉♥❦♥♦✇♥ ❧❛❣r❛♥❣✐❛♥ ♠✉❧t✐♣❧✐❡rs ❢r♦♠ t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥s ✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ tr❛♥s❢♦r♠ t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥s ✉s✐♥❣
t❤❡ ❦✐♥❡♠❛t✐❝ ♠♦❞❡❧ ♣r❡✈✐♦✉s❧② ❞❡r✐✈❡❞✱ ❛♥❞ ♣r❡✲♠✉❧t✐♣❧②✐♥❣ ❜♦t❤ s✐❞❡ ❢♦r t❤❡ tr❛♥s♣♦s❡ ♦❢ t❤❡
❦✐♥❡♠❛t✐❝ ♠♦❞❡❧ ✐t ❢♦❧❧♦✇s✿

S(q)TQ(q)S(q)η̇ + S(q)TQ(q) ˙S(q)η + S(q)T f(q, q̇) = STCτ + STG(q)ι

◆♦t✐❝✐♥❣ t❤❛t ❢♦r t❤❡ ♥♦♥s❧✐♣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s t♦ ❜❡ ✈❡r✐✜❡❞ ✐t ❤♦❧❞s✱ ❢♦r ❡✈❡r② q̇✿

S(q)T q̇ = 0

❆♥❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❦✐♥❡♠❛t✐❝ ♠♦❞❡❧ ✇❡ ❣❡t✱ ❢♦r ❡✈❡r② η✿

G(q)TS(q)η = 0

❚❤❡♥ t❤❡ ❧❛❣r❛♥❣✐❛♥ ♠✉❧t✐♣❧✐❡rs t❡r♠ ❝❛♥ ❜❡ ❡r❛s❡❞ ❛♥❞ t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝ ♠♦❞❡❧ ❜❡❝♦♠❡s✿

M(q)η̇ + o(q, q̇) = S(q)TCτ

✸✻
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■♥ ♦r❞❡r t♦ ❡✈❛❧✉❛t❡ ❡♥❡r❣② ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ❛♥❞ ❛❧s♦ t♦ ❜❡ ❡♥❡r❣② ❡✣❝✐❡♥t ✉s✐♥❣ ▼P❈✱ ❛ ♠♦❞❡❧
♦❢ t❤❡ ❡♥❡r❣② ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❘❖P❖❉ ✇✐❧❧ ❜❡ ❤❡r❡ ❞❡r✐✈❡❞✳

❆ ✜rst ❛♣♣r♦❛❝❤ t♦ ❞❡r✐✈❡ s✉❝❤ ♠♦❞❡❧ ❝♦✉❧❞ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ t❤❡ ✉s❡ ♦❢ ❞②♥❛♠✐❝ ❛♥❞ ❦✐♥❡♠❛t✐❝
♠♦❞❡❧s ❛❜♦✈❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ t♦ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ✈❡❧♦❝✐t② ❛♥❞ t❤❡ t♦rq✉❡ ♦❢ ❡❛❝❤ ❛❝t✉❛t❡❞ ✇❤❡❡❧ st❛rt✐♥❣
❢r♦♠ t❤❡ tr❛❥❡❝t♦r② ♦❢ t❤❡ ❝❤❛ss✐s✱ ❛♥❞ t❤❡♥ ❛♣♣❧② t❤❡ s❛♠❡ ♠♦❞❡❧ ✉s❡❞ ❢♦r t❤❡ ✶❉ ❝❛s❡✱ ❤♦✇❡✈❡r
t❤✐s t✉r♥❡❞ ♦✉t t♦ ❜❡ ♥♦t ✈✐❛❜❧❡✳ ■♥ ❢❛❝t✱ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤♦s❡ t✇♦ ♠♦❞❡❧s ♦♥❡ ❝❛♥ ♦❜s❡r✈❡ t❤❛t✱ ✇❤✐❧❡
✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ s♦❧✈❡ t❤❡ ✐♥✈❡rs❡ ❦✐♥❡♠❛t✐❝s✱ s✐♥❝❡ S(q) ✐s ❛❧r❡❛❞② ❛♥ ✐♥✈❡rs❡ ❦✐♥❡♠❛t✐❝ ♠♦❞❡❧
t❤❛t r❡❧❛t❡s t❤❡ ✐♥♣✉t ❣❡♥❡r❛❧✐③❡❞ ✈❡❧♦❝✐t✐❡s t♦ t❤❡ st❛t❡ ✈❡❝t♦r q✱ t❤❡ s❛♠❡ ✐t✬s ♥♦t ♣♦ss✐❜❧❡
❢♦r t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝ ♠♦❞❡❧✳ ❊①❛♠✐♥✐♥❣ t❤❡ ♠♦❞❡❧ t❡r♠s ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✐t t✉r♥s ♦✉t t❤❛t S(q)TC ✐s ❛
✶✺①✸ ♠❛tr✐①✱ ♠❡❛♥✐♥❣ t❤❛t t❤❡ r❡❞✉❝❡❞ ❞②♥❛♠✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧ ✐s ♦✈❡r✲❛❝t✉❛t❡❞✳ ❇❡✐♥❣ s♦✱ t❤❡r❡ ❡①✐sts
✐♥✜♥✐t❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ♣s❡✉❞♦✲✐♥✈❡rs❡ ♠❛tr✐❝❡s✱ ❛♥❞ t❤❡r❡ ✐s ♥♦ r❡❛s♦♥ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡♠ s❤♦✉❧❞ ❜❡ t❤❡ ♦♥❡
❣✐✈❡s ✉s t❤❡ t♦rq✉❡s t❤❛t ❛r❡ r❡❛❧❧② ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ t❤❡ s②st❡♠✳ ❆ ✇❛② t♦ ❞❡❛❧ ✇✐t❤ t❤✐s ♣r♦❜❧❡♠ ✇♦✉❧❞
❜❡ t♦ ♠♦❞❡❧ ❛❧s♦ t❤❡ ❝♦♥tr♦❧ s②st❡♠ ♦❢ t❤❡ r♦❜♦t✿ t❤❡♥ st❛rt✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ ❝❤❛ss✐s tr❛❥❡❝t♦r② ✐t
✇♦✉❧❞ ❜❡ ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ✈❡❧♦❝✐t② r❡❢❡r❡♥❝❡s ❢♦r t❤❡ ❝♦♥tr♦❧ s②st❡♠✱ ✇❤♦s❡ ♦✉t♣✉t ❛r❡
t♦rq✉❡s t❤❛t ❛❝t ♦♥ t❤❡ s②st❡♠✱ ❜✉t s✐♥❝❡ ♦✉r ♠♦t✐♦♥ ♣❧❛♥♥❡r ✐s ♠❡❛♥t t♦ r✉♥ ♦♥❧✐♥❡ s✉❝❤ ♠♦❞❡❧
✐s ❜❡❧✐❡✈❡❞ t♦ ❜❡❝♦♠❡ t♦♦ ❝♦♠♣❧❡① ❛♥❞ t♦ r❡q✉✐r❡ t♦♦ ♠✉❝❤ ❝♦♠♣✉t✐♥❣ t✐♠❡✳

❆♥♦t❤❡r ✇❛② ✐s t♦ ❝❤❛♥❣❡ ♠❡t❤♦❞ ❝♦♠♣❧❡t❡❧② ❛♥❞ t♦ ✉s❡✱ ✐♥st❡❛❞ ♦❢ ❛ ✜rst ♣r✐♥❝✐♣❧❡s ♠♦❞❡❧✱
❛♥ ✐❞❡♥t✐✜❡❞ ♦♥❡✳ ❚❤❡s❡ ♠♦❞❡❧s ❛r❡ ✉s✉❛❧❧② ♠✉❝❤ s✐♠♣❧❡r ❛♥❞ t❤❡②✬r❡ ❡❛s✐❡r t♦ ❞❡r✐✈❡ t♦♦ ❜✉t
✐t ✐s ♠❛♥❞❛t♦r② t♦ ✐❞❡♥t✐❢② ✇❤❛t ❛r❡ t❤❡ ❦❡② ♣❤❡♥♦♠❡♥❛ ✐♥ t❤❡ ♣r♦❝❡ss t♦ ♠♦❞❡❧✱ t❤✉s r❡q✉✐r✐♥❣
❡①♣❡r✐❡♥❝❡ ✐♥ t❤❛t ♣❛rt✐❝✉❧❛r ✜❡❧❞ ♦❢ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✳ ❚❤✐s ✐s ❛ ♣♦♣✉❧❛r ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐♥ ❡❧❡❝tr✐❝ ❝❛rs
✜❡❧❞ ❬✷✸❪ ❬✷✹❪✱ s✐♥❝❡ ❝❛rs ❛r❡ s②st❡♠s t❤❛t ✇♦✉❧❞ ❜❡ ✇❛② t♦♦ ❝♦♠♣❧❡① t♦ ♠♦❞❡❧ ♦t❤❡r✇✐s❡✳ ❯s✐♥❣
t❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤ t❤❡ ❡♥❡r❣② ❝♦♥s✉♠❡❞ ✐s ❡q✉❛❧ t♦✿

E =

∫
Fvdt

❇❡✐♥❣ F t❤❡ ❢♦r❝❡ ❛♣♣❧❡✐❞ t♦ t❤❡ ❝❡♥t❡r ♦❢ ♠❛ss ♦❢ t❤❡ ❝❛r ❛♥❞ v ✐ts s♣❡❡❞✳ ❲❤✐❧❡ t❤❡ s♣❡❡❞ ✐s
❡❛s② t♦ ♠❡❛s✉r❡✱ t❤❡ ❢♦r❝❡ ❛❝t✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ❝❡♥t❡r ♦❢ ♠❛ss ✐s ❡st✐♠❛t❡❞ ❛s t❤❡ s✉♠ ♦❢ s❡✈❡r❛❧ t❡r♠s✱
✉s✉❛❧❧② t❤❡ ✐♥❡rt✐❛ ❢♦r❝❡s✱ t❤❡ r♦❧❧✐♥❣ r❡s✐st❛♥❝❡✱ t❤❡ ❛❡r♦❞②♥❛♠✐❝ r❡s✐st❛♥❝❡ ❛♥❞ t❤❡ ❢♦r❝❡ ❞✉❡ t♦
t❤❡ s❧♦♣❡ ♦❢ t❤❡ ❣r♦✉♥❞ ❛r❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡ r♦❜♦t ✐s s✉♣♣♦s❡❞ t♦ ❜❡ ♠♦✈✐♥❣ ✐♥ ❛ ♣❧❛♥❡ ❛♥❞
✈❡❧♦❝✐t✐❡s ❛r❡ ✈❡r② ❧♦✇ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ ✇❤❛t ✐s ♥♦r♠❛❧ ❢♦r ❛ ❝❛r✱ ❜♦t❤ ❛❡r♦❞②♥❛♠✐❝ r❡s✐st❛♥❝❡ ❛♥❞
❣r❛✈✐t② ❢♦r❝❡ ❝❛♥ ❜❡ ♥❡❣❧❡❝t❡❞✳ ❚❤❡ r❡♠❛✐♥✐♥❣ t❡r♠s ❝❛♥ ❜❡ ♠♦❞❡❧❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

Fr = ζm

Fi = γma

❲❤❡r❡ m ✐s t❤❡ ♦✈❡r❛❧❧ ♠❛ss ♦❢ t❤❡ r♦❜♦t✱ a ✐ts ❛❝❝❡❧❡r❛t✐♦♥ ❛♥❞ ζ✱ ❛♥❞ γ ❛r❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs t♦
t✉♥❡ t❤r♦✉❣❤ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ✇✐t❤ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❞❛t❛✳ ❚❤❡ ♣♦✇❡r ❝♦♥s✉♠❡❞ ❛t ❡❛❝❤ t✐♠❡ ✐♥st❛♥t ✇✐❧❧
t❤❡♥ ❜❡✿

Pb =

{
(Fr + Fi)v ✐❢ (Fr + Fi)v > 0

η(Fr + Fi)v ✐❢ (Fr + Fi)v < 0

●✐✈❡♥ ✐ts s✐♠♣❧✐❝✐t② t❤✐s ❦✐♥❞ ♦❢ ♠♦❞❡❧ ✐s ✇❡❧❧ s✉✐t❡❞ ❢♦r ♦♥❧✐♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❛♥❞ s♦ t❤✐s ✇❛s
t❤❡ ❝❤♦s❡♥ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❢♦r t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s✳

✸✼



✹✳✹ ✷❉ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t ♥❛✈✐❣❛t✐♦♥

■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ st❛rt✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥s ❢♦r t❤❡ ✶❉ ♣r♦❜❧❡♠✱ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ❢♦r ♠♦✈✐♥❣ ✐♥ ❛
✷✲❉ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t ✇✐t❤ ♦❜st❛❝❧❡s ❛r❡ ♣r♦♣♦s❡❞✳ ❆❧s♦ ❝❛♣❛❜✐❧✐t✐❡s t❤❛t ❛r❡ ♥❡❡❞❡❞ ❢♦r r❡❛❧ ✇♦❧r❞
❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✱ s✉❝❤ ❛s ♦❜st❛❝❧❡ ❛✈♦✐❞❛♥❝❡✱ ❛r❡ ✐♥❝❧✉❞❡❞ ❛♥❞ t❤❡✐r ❝❛♣❛❜✐❧✐t② ♦❢ ♥❛✈✐❣❛t✐♥❣ ❝♦♠♣❧❡①
✇♦r❧❞s ❛r❡ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞✳

✹✳✹✳✶ ❖❜st❛❝❧❡ ❛✈♦✐❞❛♥❝❡

❖❜st❛❝❧❡ ❛✈♦✐❞❛♥❝❡ ✐s t❤❡ ❝❛♣❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❛ r♦❜♦t ♦❢ ❛✈♦✐❞✐♥❣ ♦❜st❛❝❧❡s ✇❤✐❧❡ r❡❛❝❤✐♥❣ ✐ts t❛r❣❡t ❛♥❞
✐t ✐s ❛ ❦❡② ❛s♣❡❝t ♦❢ ❡✈❡r② ♥❛✈✐❣❛t✐♦♥ s❝❤❡♠❡ t❤❛t ❤❛s t♦ ❜❡ ❛♣♣❧✐❡❞ ✐♥ ❛ r❡❛❧ s❝❡♥❛r✐♦✳

❚❤❡r❡ ❛r❡ s❡✈❡r❛❧ ✇❛②s ♦❜st❛❝❧❡ ❛✈♦✐❞❛♥❝❡ ❝❛♥ ❜❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞✱ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡ t❤❡ ❱❍❋ ♠♦t✐♦♥
♣❧❛♥♥❡r ❬✺❪ ❝♦♠♣✉t❡s ❛ ♣♦❧❛r ❤✐st♦❣r❛♠ t❤❛t t❡❧❧s t❤❡ ❞❡♥s✐t② ♦❢ ♦❜st❛❝❧❡s s✉rr♦✉♥❞✐♥❣ ✐t ❛♥❞
t❤❡♥ st❡❡rs t❤❡ r♦❜♦t t♦✇❛r❞s t❤❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ❧❡ss ♦❜st❛❝❧❡s✳

❚❤❡ ❉❲❆ ❬✻❪ ♠♦t✐♦♥ ♣❧❛♥♥❡r ✉s❡s ❛ ❞✐✛❡r❡♥t ❛♣♣r♦❛❝❤✳ ■♥ t❤✐s ♠❡t❤♦❞ ❛ ❢❛❝t♦r t❤❛t ❛❝❝♦✉♥ts
❢♦r t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ r♦❜♦t ❛♥❞ ✐ts ❝❧♦s❡st ♦❜st❛❝❧❡ ✐s ❛❞❞❡❞ t♦ t❤❡ ❝♦st ❢✉♥❝t✐♦♥ t❤❛t ✇✐❧❧
❜❡ ♠✐♥✐♠✐③❡❞✳ ❚❤✐s ✇❛② ♣r♦✈❡❞ t♦ ❜❡ ❡✛❡❝t✐✈❡✱ ❤♦✇❡✈❡r s❡✈❡r❛❧ s❤♦rt❝♦♠✐♥❣s ❛r❡ ♣r❡s❡♥t✳ ❋♦r
❡①❛♠♣❧❡✱ s✐♥❝❡ t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❢r♦♠ t❤❡ ♦❜st❛❝❧❡ ✐s ♠❛①✐♠✐③❡❞✱ ✐♥ t❤❡ s✉rr♦✉♥❞✐♥❣s ♦❢ ❛♥ ♦❜st❛❝❧❡
t❤❡ r♦❜♦t ✐s ♣✉s❤❡❞ ❛✇❛② ❢r♦♠ ✐t✳ ❚❤✐s ❝❛♥ r❡s✉❧t ✐♥ ✉♥♥❡❝❡ss❛r② ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥s ❛♥❞ ❝❛♥ ♣r❡✈❡♥t
t❤❡ r♦❜♦t ❢r♦♠ ❜❡❡♥ ❛❜❧❡ t♦ ❣♦ t❤r♦✉❣❤ ♣❛t❤s ❜❡t✇❡❡♥ ♦❜st❛❝❧❡s t❤❛t ❛r❡ ❝❧♦s❡ t♦ t❤❡ r♦❜♦t
❞✐♠❡♥s✐♦♥s✳ ❆❧s♦ ❝♦♠♣✉t✐♥❣ t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ r♦❜♦t ❛♥❞ ❛♥ ♦❜st❛❝❧❡ ❝❛♥ ❜❡ ✈❡r② ❞✐✣❝✉❧t
❢♦r ❝♦♠♣❧❡① ❣❡♦♠❡tr✐❡s✳ ❋♦r t❤❡s❡ r❡❛s♦♥s t❤❡② ❛r❡ ✉s✉❛❧❧② s✐♠♣❧✐✜❡❞✱ ❜✉t s✐♠♣❧✐✜❡❞ s❤❛♣❡s✱ ❧✐❦❡
❝✐r❝❧❡s✱ ❝❛♥ r❡s✉❧t ✐♥ ❜✐❣❣❡r s♣❛❝❡ ♦❝❝✉♣✐❡❞ t❤❛♥ t❤❡ r❡❛❧ s❤❛♣❡ ✇♦✉❧❞✳

❋♦r t❤❡s❡ r❡❛s♦♥s ❛ ❞✐✛❡r❡♥t ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s tr✐❡❞ ✐♥ t❤✐s t❤❡s✐s✳ ❚❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤ ❝♦♥s✐sts ♦❢ ✉s✐♥❣
▼P❈ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❢✉t✉r❡ t♦ ❝❤❡❝❦✱ ✇❤❡♥ ❡✈❛❧✉❛t✐♥❣ ❛ tr❛❥❡❝t♦r②✱ ✇❤❡t❤❡r ❛ ❝♦❧❧✐s✐♦♥ ✇✐❧❧
❤❛♣♣❡♥ ✐♥ t❤❡ ❢✉t✉r❡ ❛♥❞ t♦ ❞✐s❝❛r❞ t❤❡ tr❛❥❡❝t♦r② ✉♥❞❡r ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ✐♥ ❝❛s❡✳ ❚♦ ❝❤❡❝❦ ✐❢ ❛ ❝♦❧❧✐s✐♦♥
♦❝❝✉rr❡❞ t❤❡ r♦❜♦t r❡❛❧ s❤❛♣❡ ✐s ❞✐s❝r❡t✐③❡❞ ✉s✐♥❣ ❛ ♣♦❧②❣♦♥❛❧ ♠❡s❤✳ ❚❤❡♥✱ ✉s✐♥❣ ❛ ❣r✐❞ ♠❛♣ t❤❛t
✐♥ r❡❛❧ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ✇✐❧❧ ❜❡ ❡st✐♠❛t❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ r♦❜♦t s❡♥s♦rs✱ t❤❡ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s ♦❢ ❡✈❡r② ♥♦❞❡ ♦❢ t❤❡
♠❡s❤ ❛r❡ ❝❤❡❝❦❡❞ ❛s ♣❛rt ♦❢ ❛♥ ♦❜st❛❝❧❡ ♦r ♥♦t✱ ✐❢ ❛♥② ♣♦s✐t✐✈❡ ♠❛t❝❤ ✐s ❢♦✉♥❞ ❛ ❝♦❧❧✐s✐♦♥ ✇✐t❤ ❛♥
♦❜st❛❝❧❡ ✐s ❞❡t❡❝t❡❞✳ ❚♦ ❞✐s❝❛r❞ ❛ tr❛❥❡❝t♦r②✱ ❛ ♣❡♥❛❧t② ✐s ❣✐✈❡♥ t♦ ✐ts ❝♦st ❢✉♥❝t✐♦♥✱ ❤✐❣❤ ❡♥♦✉❣❤
t♦ ❜❡ s✉r❡ ✐t ✐s ♥♦t ❝❤♦s❡♥✳ ❖♥❡ ❛❞✈❛♥t❛❣❡ ♦❢ t❤✐s ♠❡t❤♦❞ ✐s t❤❛t ❝♦♠♣❧❡① s❤❛♣❡❞ r♦❜♦ts ❝❛♥ ❜❡
tr❡❛t❡❞ s✐♠♣❧② ✇✐t❤♦✉t r❡q✉✐r✐♥❣ s✐♠♣❧✐❢②✐♥❣ ❤②♣♦t❤❡s✐s✱ ❧✐❦❡ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ❛ ❝✐r❝❧❡ t❤❛t ✐♥❝❧✉❞❡s
t❤❡ r♦❜♦t ❛s ✐ts s❤❛♣❡ ❢♦r ❝♦❧❧✐s✐♦♥ ❝❤❡❝❦✳ ❆❧s♦✱ s✐♥❝❡ ♥♦ r❡♣✉❧s✐♦♥ ❢r♦♠ ♦❜st❛❝❧❡s ✐s ♣r❡s❡♥t✱ ❛❧s♦
✈❡r② ♥❛rr♦✇ ♣❛t❤s s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡✳ ❖♥❡ ♦❜✈✐♦✉s ❞✐s❛❞✈❛♥t❛❣❡ ✐s ✐ts ❤✐❣❤ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❝♦st✱
t❤❛t ✐♥❝r❡❛s❡s t❤❡ ✜♥❡r ✐s t❤❡ ♠❡s❤ t♦ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡ t❤❡ r♦❜♦t✳

✹✳✹✳✷ ❉✐r❡❝t ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥

■♥ t❤✐s ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ t❤❡ ❞❡❝✐s✐♦♥ ✈❛r✐❛❜❧❡ t♦ ♦♣t✐♠✐③❡ ❛t ❡❛❝❤ st❡♣ ✇✐❧❧ ❜❡ t❤❡ ❛❝❝❡❧❡r❛t✐♦♥ ❛t ❡❛❝❤
t✐♠❡ s❛♠♣❧❡ ❛❧♦♥❣ t❤❡ ① ❛♥❞ ② ❛①✐s ♦❢ t❤❡ r♦❜♦t✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡ r♦❜♦t ✐s ❤♦❧♦♥♦♠✐❝ t❤❡ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥
✐♥ t❤❡ ♣❧❛♥❡ ✐s ♥♦t ❛s ✐♠♣♦rt❛♥t ❛s ✐t ✇♦✉❧❞ ❜❡ ❢♦r ❛ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ❞r✐✈❡ r♦❜♦t ♦r ❛♥♦t❤❡r ♥♦♥✲
❤♦❧♦♥♦♠✐❝ ♣❧❛t❢♦r♠✳ ■♥ ❢❛❝t ❢♦r t❤❡s❡ t✇♦ t❤❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥s ♦❢ ♠♦t✐♦♥ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ t❤❡
❝✉rr❡♥t ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r♦❜♦t✱ ✇❤✐❧❡ ❢♦r ❛♥ ❤♦❧♦♥♦♠✐❝ ♦♥❡ ❡✈❡r② ❞✐r❡❝t✐♦♥ ✐s ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ✐♥ ❡✈❡r②
❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥✳❋♦r t❤✐s r❡❛s♦♥ ❢r♦♠ ♥♦✇ ♦♥ t❤❡ r♦❜♦t ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ✐s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ t♦ r❡♠❛✐♥ ❝♦♥st❛♥t✱
❤♦✇❡✈❡r ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥s t❤❛t ✐♥❝❧✉❞❡ ❛❧s♦ ❝♦♠♠❛♥❞s ♦♥ t❤❡ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ❡❛s✐❧② ❞❡r✐✈❡❞ ❢r♦♠
t❤❡ ♦♥❡s ♣r❡s❡♥t❡❞ ❤❡r❡✳

❚❤❡ ❝♦st ❢✉♥❝t✐♦♥ t❤❛t ✇✐❧❧ ❜❡ ♦♣t✐♠✐③❡❞ ✐s str✉❝t✉r❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

✸✽



J = J1 + J2

J1 =

S∑
k=1

[C1Pb(k)dt+ C2||(P (k)− Po)||+ C3P̈ (k)2 + σobs + σspeed]

J2 =

N∑
k=S+1

[C4(P (k)− Po)
2 + σobs + σspeed]

❆s ✐t ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ J1 ✐s t❤❡ s✉♠ ♦❢ ✜✈❡ t❡r♠s✳ ❚❤❡ ✜rst ✐s t❤❡ ✐♥st❛♥t❛♥❡✉s ♣♦✇❡r ❝♦♥s✉♠❡❞✱
♦r r❡st♦r❡❞ ✐❢ ❜r❡❛❦✐♥❣✱ ❛t t❤❡ k✲t❤ t✐♠❡ s❛♠♣❧❡ t✐♠❡s ❛♥ ❛r❜✐tr❛r② ✇❡✐❣❤t C1✱ t❤❡ s❡❝♦♥❞ t❡r♠
✐s t❤❡ ❡✉❝❧✐❞✐❛♥ ❞✐st❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ P ✱t❤❡ ❛❝t✉❛❧ r♦❜♦t ♣♦s✐t✐♦♥✱ ❛♥❞ Pot❤❡ ❣♦❛❧ ♣♦s✐t✐♦♥ ✇❡✐❣❤t❡❞
✉s✐♥❣ t❤❡ C2 ❝♦♥st❛♥t✱ t❤❡ t❤✐r❞ ♦♥❡ ✐s t❤❡ sq✉❛r❡❞ ❛❝❝❡❧❡r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r♦❜♦t ✇✐t❤ ❤✐s ✇❡✐❣❤t
C3✱ s✐♠✐❧❛r❧② t♦ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✶❉ ❝❛s❡✳ ❚❤❡ ❧❛st t✇♦ t❡r♠s ❡♥❤❛♥❝❡ ♦❜st❛❝❧❡
❛✈♦✐❞❛♥❝❡ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s s❡❝t✐♦♥ ❛♥❞ s❡t ❛ s♦❢t ❝♦♥str❛✐♥t ♦♥ t❤❡
♠❛①✐♠✉♠ s♣❡❡❞ ♦❢ t❤❡ r♦❜♦t✳ ❚❤❡ s❡❝♦♥❞ ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ❝♦st ❢✉♥❝t✐♦♥✱ J2✱ ✐s ✉s❡❞ t♦ tr② t♦ ❡♥❢♦r❝❡
t❤❡ ❛rr✐✈❛❧ t✐♠❡✱ ❣✐✈✐♥❣ ✉♣ ♦♥ t❤❡ ❡♥❡r❣② ❡✣❝✐❡♥❝② t❡r♠s ❛♥❞ ❤❛✈✐♥❣ ❛ ❞r✐✈✐♥❣ t❡r♠ ✇✐t❤ ❛
❞✐✛❡r❡♥t ✇❡✐❣❤t✱ C4 ❛♥❞ t❤❡ t❡r♠s ❞❡❛❧✐♥❣ ✇✐t❤ ♠❛①✐♠✉♠ s♣❡❡❞ ❛♥❞ t❤❡ ♦❜st❛❝❧❡s✳

❊①❛♠✐♥✐♥❣ t❤❡ ♥❛✈✐❣❛t✐♦♥ ❝❛♣❛❜✐❧✐t✐❡s ♦❢ t❤✐s ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ✐♥ ❛✈♦✐❞✐♥❣ ♦❜st❛❝❧❡s✱ ✐t ❝❛♥ ❜❡
♥♦t✐❝❡❞ t❤❛t t❤❡② ❛r❡ ✈❡r② ❧✐♠✐t❡❞✳ ■♥ ❢❛❝t ❧♦♦❦✐♥❣ ❛t t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ r❡s✉❧ts ✐♥ ❋✐❣✳ ✹✳✹ ✱ ✐t
❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ t❤❛t t❤❡ r♦❜♦t ♠♦✈❡s ♦♥❧② ❛❧♦♥❣ t❤❡ s❤♦rt❡st ♣❛t❤ t❤❛t ❝♦♥♥❡❝ts t❤❡ st❛rt✐♥❣ ❛♥❞
❣♦❛❧ ♣♦s✐t✐♦♥s✳ ❋♦r t❤✐s r❡❛s♦♥✱ ✐❢ ❛♥ ♦❜st❛❝❧❡ ✐s ✐♥ ❢r♦♥t ♦❢ ✐t ✐t ❞♦❡s♥✬t ❤✐t ✐t ❜✉t ✐s ♥♦t ❛❜❧❡ t♦
❝✐r❝✉♠✈❡♥t ✐t ✐♥ ❛ r❡❛s♦♥❛❜❧❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ t✐♠❡✳ ■♥st❡❛❞ t❤❡ r♦❜♦t ♠♦✈❡s t♦✇❛r❞s t❤❡ ❣♦❛❧ ❛♥❞ st♦♣s
❛s ✐t ♣❛t❤ ✐s ❜❧♦❝❦❡❞✳ ❙✐♥❝❡ s✉❝❤ ❛ ❧✐♠✐t❛t✐♦♥ t♦ t❤❡ ♣❧❛♥♥❡r ❝❛♣❛❜✐❧✐t✐❡s ✐s r❡♣✉t❡❞ ✐♥❛❞♠✐ss✐❜❧❡✱
❛s ✐t ✇♦✉❧❞ r❡q✉✐r❡❞ t❛r❣❡ts r❡❛❝❤❛❜❧❡ ✇✐t❤ str❛✐❣❤t ♣❛t❤s ❢r❡❡ ♦❢ ♦❜st❛❝❧❡s t♦ ❜❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ✐♥
❛❞✈❛♥❝❡ t♦ ✇♦r❦ ✇❡❧❧✱ ❛♥♦t❤❡r ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ✐s ♣r♦♣♦s❡❞ t♦ tr② t♦ ♦✈❡r❝♦♠❡ t❤❡s❡ ❧✐♠✐t❛t✐♦♥s✳

✹✳✹✳✸ ❚✇♦✲❞✐r❡❝t✐♦♥s ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥

❚❤✐s ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❞✐✛❡rs ❢r♦♠ ❛❧❧ ♣r❡✈✐♦✉s ♦♥❡s ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t t❤❡ ❝♦st ❢✉♥❝t✐♦♥ ✇✐❧❧ ♥♦
❧♦♥❣❡r ❜❡ ♦♥❡ ❜✉t t✇♦ ❛♥❞ ❛t ❡❛❝❤ t✐♠❡ st❡♣ ♦♥❧② ♦♥❡ ♦❢ t❤❡♠ ✇✐❧❧ ❜❡ ♦♣t✐♠✐③❡❞✳ ❚❤❡ t✇♦ ❝♦st
❢✉♥❝t✐♦♥s ✇✐❧❧ ❜❡✿

Jx = J1x + J2x

J1x =

S∑
k=1

[C1xP (k)dt+ C2x(x(k)− xo)
2 + C3xẍ(k)

2 + σobs]

J2x =

N∑
m=S+1

[C4x(x(k)− xo)
2 + σobs]

❆♥❞✿

✸✾



✭❛✮ ✭❜✮

✭❝✮ ✭❞✮

✭❡✮ ✭❢✮

❋✐❣✉r❡ ✹✳✹✿ ■♥ t❤✐s ✜❣✉r❡s t❤❡ ♥❛✈✐❣❛t✐♦♥ ❝❛♣❛❜✐❧✐t✐❡s ♦❢ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ♥✳✶ ❛r❡ s❤♦✇♥✱ ❡✈❡r② ♣✐❝t✉r❡
✐s ❛ ❢r❛♠❡ ❛t ❛ ❞✐✛❡r❡♥t t✐♠❡ ♦❢ t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ r♦❜♦t st❛rts ❢r♦♠ ✐ts ♣♦s✐t✐♦♥ ❜✉t ✐t✬s ♥♦t
❛❜❧❡ t♦ ♦✈❡r❝♦♠❡ t❤❡ ♦❜st❛❝❧❡ ✐♥ ❢r♦♥t ♦❢ ✐t✳

✹✵



Jy = J1y + J2y

J1y =

S∑
k=1

[C1yP (k)dt+ C2y(y(k)− yo)
2 + C3y ÿ(k)

2 + σobs]

J2y =

N∑
m=S+1

[C4y(y(k)− yo)
2 + σobs]

▲♦♦❦✐♥❣ ❛t t❤❡ t✇♦ ❝♦st ❢✉♥❝t✐♦♥s t❤❡② ❤❛✈❡ s✐♠✐❧❛r str✉❝t✉r❡✱ ❛♥❞ t❤❡② ❛r❡ s✐♠✐❧❛r t♦ t❤❡
❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ♣r♦♣♦s❡❞ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✸✳✸✳✷✳ ❊❛❝❤ ♦❢ t❤❡ t✇♦ ♦♥❧② tr✐❡s t♦ ♠✐♥✐♠✐③❡ t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥
t❤❡ r♦❜♦t ❛♥❞ t❤❡ t❛r❣❡t ✐♥ ♦♥❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥✱ ✐♥st❡❛❞ ♦❢ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❡✉❝❧✐❞❡❛♥ ❞✐st❛♥❝❡ ❛♥❞ t❤❡② ✉s❡
t❤❡ ❛❝❝❡❧❡r❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ t❤❡② ❛r❡ ♠✐♥✐♠✐③✐♥❣ t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❛s ❞❡❝✐s✐♦♥ ✈❛r✐❛❜❧❡✱ ❜❡❝❛✉s❡
❛t t❤❡ ❡♥❞ ♦❢ s❡❝t✐♦♥ ✸✳✸✳✸ ✐t ✇❛s ❢♦✉♥❞ t❤❛t t❤✐s ❦✐♥❞ ♦❢ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ✐s ♠♦r❡ s✉✐t❡❞ ❢♦r ♦♥❧✐♥❡
❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✳ ❆t ❡❛❝❤ t✐♠❡ st❡♣ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ t✇♦ ✐s ♦♣t✐♠✐③❡❞✱ ✉s✐♥❣ t❤❡ ♦✉t♣✉t ♦❢ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s
♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ t♦ ❦♥♦✇ t❤❡ ❛❝❝❡❧❡r❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❞✐r❡❝t✐♦♥✱ t♦ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
s②st❡♠✱ ❛♥❞ t❤❡ ♦✉t♣✉t t♦ t❤❡ s②st❡♠ ✐s t❤❡ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✜rst t❡r♠ ♦❢ ❡❛❝❤ s❡q✉❡♥❝❡✳ ❆t
t❤❡ ♥❡①t t✐♠❡ st❡♣ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ t♦ ♦♣t✐♠✐③❡ ✐s s✇✐t❝❤❡❞✱ s♦ t❤❛t ♦♥❡ t✐♠❡ ✐s ♦♣t✐♠✐③❡❞ ❛❧♦♥❣ t❤❡ ①
❞✐r❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r♦❜♦t ❛♥❞ t❤❡ ♥❡①t ♦♥❡ ❛❧♦♥❣ t❤❡ ② ❞✐r❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r♦❜♦t✱ t❤❡s❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥s ❜❡✐♥❣
❝❤♦s❡♥ ✇❤✐❧❡ ❞❡r✐✈✐♥❣ t❤❡ ❦✐♥❡♠❛t✐❝ ♠♦❞❡❧ ♦❢ t❤❡ ❘❖P❖❉✳ ❚❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ ❡❛❝❤ t❡r♠ ♦❢ t❤❡ ❝♦st
❢✉♥❝t✐♦♥s ✐s s✐♠✐❧❛r t♦ t❤❡ ✶❉ ❝❛s❡ ❛♥❞ ❛❧s♦ ✐♥ t❤✐s ❝❛s❡ ❛♥ ✐♥❝r❡❛s❡ ✐♥ t❤❡ C1 ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❝❛♥ ❧❡❛❞
t♦ ♠♦r❡ ❡♥❡r❣②✲s❛✈✐♥❣ tr❛❥❡❝t♦r✐❡s ❛s ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ ✐♥ ❋✐❣ ✹✳✺✳

❘❡♣❡❛t✐♥❣ ❛ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ s✐♠✐❧❛r t♦ t❤❡ ♦♥❡ ❞♦♥❡ ❢♦r t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ✐t ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ ✐♥
❋✐❣ ✹✳✻ t❤❛t t❤❡ ♦❜st❛❝❧❡ ✐s s✉❝❝❡ss❢✉❧❧② ♦✈❡r❝♦♠❡✳

❈♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❛t t❤❡ ❝♦st ❢✉♥❝t✐♦♥s t❤❛t ❛r❡ ✉s❡❞✱ ❢✉rt❤❡r ❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥s ♦♥ t❤❡ ❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡
♠♦t✐♦♥ ♣❧❛♥♥❡r ♦❢ ❝✐r❝✉♠✈❡♥t✐♥❣ ♦❜st❛❝❧❡s ❝❛♥ ❜❡ ♠❛❞❡✳ ■♥ ❢❛❝t✱ s✐♥❝❡ t❤❡ ❞r✐✈✐♥❣ t❡r♠ tr✐❡s
t♦ ♠✐♥✐♠✐③❡ t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❢r♦♠ t❤❡ t❛r❣❡t ❛❧♦♥❣ ♦♥❡ s♣❡❝✐✜❝ ❞✐r❡❝t✐♦♥✱ ✐t✬s ❡❛s② t♦ s❡❡ t❤❛t t❤❡
❛❧❣♦r✐t❤♠ ✇✐❧❧ ❡❛s✐❧② ♦✈❡r❝♦♠❡ ❛❧❧ t❤♦s❡ ♦❜st❛❝❧❡s t❤❛t ❞♦❡s♥✬t r❡q✉✐r❡ t❤❛t ❞✐st❛♥❝❡ t♦ ✐♥❝r❡❛s❡✳
❋♦r ❡①❛♠♣❧❡ sq✉❛r❡s ✇✐❧❧ ❜❡ ❛❧✇❛②s ♦✈❡rt♦♦❦ ✐❢ t❤❡ t❛r❣❡t ♣r♦❥❡❝t✐♦♥✱ ❛❧♦♥❣ t❤❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥s ✐♥
✇❤✐❝❤ t❤❡ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ✐s ❞♦♥❡✱ ✐s ♦✉ts✐❞❡ t❤❡ sq✉❛r❡✬s s✐❞❡s✳ ❆❧s♦ ❝✐r❝❧❡s ✇✐❧❧ ❜❡ s✉r♣❛ss❡❞ ✐❢
t❤❡ t❛r❣❡t ✐s ♦✉ts✐❞❡ t❤❡ ❝✐r❝✉♠s❝r✐❜❡❞ sq✉❛r❡ ❛♥❞ t❤❡ s❛♠❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❛s ❜❡❢♦r❡ ✐s ♠❛t❝❤❡❞✳
❆♥♦t❤❡r ❧✐♠✐t t♦ t❤❡ ♥❛✈✐❣❛t✐♦♥ ❝❛♣❛❜✐❧✐t✐❡s ♦❢ t❤✐s ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ✐s t❤❛t t❤❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥s ♦✈❡r ✇❤✐❝❤
t❤❡ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ t❛❦❡s ♣❧❛❝❡s ❛r❡ ❛r❜✐tr❛r②✱ s✐♥❝❡ t❤❡② ❛r❡ r❡❢❡rr❡❞ t♦ t❤❡ r♦❜♦t ❛♥❞ ♥♦t t♦ t❤❡
❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t s✉rr♦✉♥❞✐♥❣ t❤❡ r♦❜♦t✳ ❆♥♦t❤❡r ♣♦ss✐❜❧❡ ✇❛② ♦❢ ✜①✐♥❣ t❤❡♠ ❝♦✉❧❞ ♠❛❦❡ ✉s❡ ♦❢
t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t❛r❣❡t✱ ❡q✉❛❧❧② s♣❛❝✐♥❣ t❤❡ ❛♥❣❧❡s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡s❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥s ❛♥❞ t❤❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥
t❤❛t ♣♦✐♥ts t♦✇❛r❞s t❤❡ t❛r❣❡t✱ ❤♦✇❡✈❡r ✐t ❞♦❡s♥✬t ❣✉❛r❛♥t❡❡ ❜❡tt❡r ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s✳ ■♥ t❤❡ ❡♥❞✱
❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❛t t❤❡ ♣❧❛♥♥❡r t❛❦❡s ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t ♦♥❧② ❛ s❤♦rt t✐♠❡ ❤♦r✐③♦♥ ✐♥ t❤❡ ❢✉t✉r❡ ❛♥❞ t❤❡
♣♦ss✐❜✐❧✐t② ❢♦r t❤❡ r♦❜♦t t♦ ❡♥❞ ✉♣ st✉❝❦ s♦♠❡✇❤❡r❡✱ ✐t ✐s ❝❧❡❛r t❤❛t t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ♠♦t✐♦♥ ♣❧❛♥♥❡r
✐s ❛ ❧♦❝❛❧ ♦♥❡✳ ❋♦r ❣❡♥❡r❛❧ s❤❛♣❡s ❛♥❞ ❝♦♠♣❧❡① ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥ts t❤❡r❡ ✐s ♥♦ ❣✉❛r❛♥t❡❡ ♦❢ r❡❛❝❤✐♥❣
t❤❡ ❣♦❛❧ s♦ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ❛r❡ r❡q✉✐r❡❞ t♦ ✜♥❞ t❤❡ ♣❛t❤ ✐♥ ❝❛s❡ t❤❡ r♦❜♦t ✐s st✉❝❦✱ s♦
t❤❛t ❛♥ ❤②❜r✐❞ ♣❧❛♥♥❡r ❝♦✉❧❞ ❜❡ ♠❛❞❡✱ ❝♦♠♣♦s❡❞ ♦❢ t❤❡ ❧♦❝❛❧ ▼P❈ ♣❧❛♥♥❡r ❛♥❞ ❛♥ ❤✐❣❤❡r✲❧❡✈❡❧
♦♥❡✳ ❖♥❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ❛❞❞✐t✐♦♥ ✐s ❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ ♣❧❛♥♥❡r✱ ❢r♦♠ t❤❡ ❘❘❚ ❬✹❪ ❢❛♠✐❧②✱ t❤❛t ✜♥❞s ❛
s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ s✉❜✲❣♦❛❧s ❝❛♣❛❜❧❡ ♦❢ ❧❡❛❞✐♥❣ t❤❡ r♦❜♦t t♦ ✐ts t❛r❣❡t✳ ■♥ ❝❛s❡ t❤❡ ❝♦♠♣✉t✐♥❣ ❝♦st ❛♥❞
t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ r❛♥❞♦♠ ♣❛t❤ ❛r❡ ♥♦t ❛❝❝❡♣t❛❜❧❡ ♦t❤❡r ✇❛②s ❛r❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡✱ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡ ❛ s✉❜✲❣♦❛❧
❝❛♥ ❜❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ❞✐r❡❝t❧② ❧♦♦❦✐♥❣ ❛t t❤❡ s❤❛♣❡ ♦❢ t❤❡ ♦❜st❛❝❧❡ ✐♥ ❢r♦♥t ♦❢ t❤❡ r♦❜♦t✱ ❛t t❤❡ ♣r✐❝❡
♦❢ s❛❝r✐✜❝✐♥❣ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡t❡♥❡ss ♦❢ t❤❡ ❛❞❞✐t✐♦♥✳ ❚♦ ❝♦♥❝❧✉❞❡ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ❛ ♠♦✈✐♥❣ ♦❜st❛❝❧❡
♥❡❛r t❤❡ r♦❜♦t ✇❛s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✳ ■♥ ❋✐❣✳ ✹✳✼ ♦♥❡ ❝❛♥ s❡❡ t❤❛t t❤❡ r♦❜♦t✱ ✐♥st❡❛❞ ♦❢ ❣♦✐♥❣ str❛✐❣❤t
t♦ t❤❡ t❛r❣❡t ❞❡✈✐❛t❡s t♦ ❛✈♦✐❞ ❛ ♠♦✈✐♥❣ ♦❜st❛❝❧❡✳ ❚❤✐s r❡s✉❧t ✇❛s ♦❜t❛✐♥❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ s❛♠❡
str❛t❡❣② ✉s❡❞ ❢♦r ✜①❡❞ ♦❜st❛❝❧❡s ✇✐t❤ ♦♥❧② ♦♥❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡✳ ❚❤❡ ♦❜st❛❝❧❡ ❛✈♦✐❞❛♥❝❡ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥

✹✶



✭❛✮ ✭❜✮

✭❝✮ ✭❞✮

✭❡✮

❋✐❣✉r❡ ✹✳✺✿ ❊✛❡❝t ♦❢ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ t❤❡ C1 ✈❛❧✉❡ ✐♥ t❤❡ t✇♦ ❞✐r❡❝t✐♦♥s ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ♦t❤❡r
♣❛r❛♠❡t❡rs ♦❢ t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ✇❡r❡✿ C1❂✶✵✱ C3❂✵✱C4❂✶✵✵✱ ϵ❂✵✳✽✱dt❂✵✳✷ ❛♥❞ N❂✷✵

✹✷



✭❛✮ ✭❜✮

✭❝✮ ✭❞✮

✭❡✮ ✭❢✮

❋✐❣✉r❡ ✹✳✻✿ ■♥ t❤✐s ✜❣✉r❡s t❤❡ ♥❛✈✐❣❛t✐♦♥ ❝❛♣❛❜✐❧✐t✐❡s ♦❢ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ♥✳✷ ❛r❡ s❤♦✇♥✱ ❡✈❡r② ♣✐❝t✉r❡
✐s ❛ ❢r❛♠❡ ❛t ❛ ❞✐✛❡r❡♥t t✐♠❡ ♦❢ t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ r♦❜♦t st❛rts ❢r♦♠ ✐ts ♣♦s✐t✐♦♥ ❛♥❞ ✐t✬s ❛❜❧❡
t♦ ♦✈❡r❝♦♠❡ t❤❡ ♦❜st❛❝❧❡ ✐♥ ❢r♦♥t ♦❢ ✐t✳

✹✸



t❤❛t ✇❛s ✉s❡❞ ✐♥ t❤✐s ✇♦r❦ ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❝❛♣❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ ▼P❈ ♦❢ ♣r❡❞✐❝t✐♥❣ ✇❤❡r❡ t❤❡ r♦❜♦t
✇✐❧❧ ❜❡ ✐♥ t❤❡ ❢✉t✉r❡✳ ❚❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r♦❜♦t ❝❛♥ ❜❡ ❡✈❛❧✉❛t❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ ♠♦❞❡❧s ❞❡r✐✈❡❞ ❛♥❞
t❤❡ ✜①❡❞ ♦❜st❛❝❧❡s ❛r❡ ✜①❡❞ ✐♥ t❤❡ s♣❛❝❡ ❜✉t t❤❡ ♠♦✈✐♥❣ ♦❜st❛❝❧❡s ❝❤❛♥❣❡ t❤❡✐r ♣♦s❡✳ ■♥ ♦r❞❡r
t♦ ❜❡ ♠♦r❡ ❡✛❡❝t✐✈❡ t❤❡ ♣❧❛♥♥❡r ❤❛s t♦ ❦♥♦✇ ✇❤❡r❡ t❤❡s❡ ♦❜st❛❝❧❡s ✇✐❧❧ ❜❡✱ ♦t❤❡r✇✐s❡ ✐t ♠❛②
❞✐s❝❛r❞ tr❛❥❡❝t♦r✐❡s t❤❛t ❛r❡ ❛❝t✉❛❧❧② s❛❢❡ ❛♥❞ ❝❤♦♦s❡ ♦t❤❡rs t❤❛t ✐♥ t❤❡ ❢✉t✉r❡ ✇✐❧❧ ♣r♦✈❡ t♦ ❤❛✈❡
✇♦rst ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s✳ ❚♦ ❤❛✈❡ ❛ ❣♦♦❞ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❢✉t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ♠♦✈✐♥❣ ♦❜st❛❝❧❡s ♣r♦♣❡r
♠♦❞❡❧s s❤♦✉❧❞ ❜❡ ✉s❡❞✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡ t❤❡ ♦❜st❛❝❧❡ ✇❛s s✉♣♣♦s❡❞ t♦ ❦❡❡♣ ✐ts ✈❡❧♦❝✐t② ❝♦♥st❛♥t✳
❆♥♦t❤❡r ✐♠♣♦rt❛♥t ❢❛❝t♦r ✐s t❤❛t✱ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❜❡ ❛❜❧❡ t♦ r❡❛❝t t♦ t❤❡ ♠♦✈✐♥❣ ♦❜st❛❝❧❡s ✐♥ ❝❛s❡
t❤❡✐r ♠♦✈❡♠❡♥ts ❞✐✛❡rs ❢r♦♠ t❤❡ ♣r❡✈✐s✐♦♥✱ ❛ r❡❛s♦♥❛❜❧② ❤✐❣❤ s❛♠♣❧✐♥❣ ❢r❡q✉❡♥❝② ❢♦r t❤❡ ♠♦t✐♦♥
♣❧❛♥♥✐♥❣ ❤❛s t♦ ❜❡ ❣✉❛r❛♥t❡❡❞✳ ❚❤❡ t❤r❡s❤♦❧❞ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✱ ♣❛rt✐❝✉❧❛r❧② ♦♥ t❤❡
✈❡❧♦❝✐t✐❡s ♦❢ t❤❡ r♦❜♦t ❛♥❞ t❤❡ ♦❜st❛❝❧❡s ❛♥❞ ♦♥ t❤❡ ❞❡❣r❡❡ ♦❢ ✉♥❝❡rt❛✐♥t② ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ✉s❡❞ t♦
♣r❡❞✐❝t t❤❡ ♦❜st❛❝❧❡s tr❛❥❡❝t♦r✐❡s✳
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✭❛✮ ✭❜✮

✭❝✮ ✭❞✮

✭❡✮ ✭❢✮

❋✐❣✉r❡ ✹✳✼✿ ■♥ t❤✐s ✜❣✉r❡s ♦♥❡ ❝❛♥ s❡❡ t❤❡ r♦❜♦t ❞❡✈✐❛t✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ str❛✐❣❤t ♣❛t❤ t❤❛t ❧✐♥❦s ✐t t♦
t❤❡ t❛r❣❡t t♦ ❛✈♦✐❞ ❛ ♠♦✈✐♥❣ ♦❜st❛❝❧❡✳

✹✺



❈❤❛♣t❡r ✺

❊①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ r❡s✉❧ts

■♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ❝❛rr✐❡❞ ♦✉t t♦ ♣r♦✈❡ t❤❡ ❡✛❡❝t✐✈❡♥❡ss ♦❢ t❤❡ ✶❉ ♠♦t✐♦♥ ♣❧❛♥♥✐♥❣
s❝❤❡♠❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✸✳✸✳✷ ❛r❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❛♥❞ t❤❡ ♦✉t❝♦♠❡s ❛r❡ ❝♦♠♠❡♥t❡❞✳

❋✐rst❧② ❛ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r♦❜♦t✐❝ ♣❧❛t❢♦r♠ ✉s❡❞✱ t❤❡ P■❈❖ r♦❜♦t✱ ✐s ♣r❡s❡♥t❡❞ ❢r♦♠ ❜♦t❤ ❛
❦✐♥❡♠❛t✐❝ ❛♥❞ ❛ ❝♦♥tr♦❧ ♣♦✐♥t ♦❢ ✈✐❡✇✳ ❚❤❡♥ ❡♥❡r❣② ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ♠♦❞❡❧ ♣r♦♣♦s❡❞ ✐♥ t❤❡ ✷❉ ❝❛s❡
✇✐❧❧ ❜❡ ❛❞❛♣t❡❞ t♦ t❤❡ r♦❜♦t✱ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ✇✐❧❧ ❜❡ t✉♥❡❞ s♦ t❤❛t t❤❡② ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞
✐♥ t❤❡ ♠♦t✐♦♥ ♣❧❛♥♥❡r✳ ▲❛st❧② t❤❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ r❡s✉❧ts ✇✐❧❧ ❜❡ s❤♦✇♥ ❛♥❞ ❝♦♠♠❡♥t❡❞✳

✺✳✶ ❚❤❡ P■❈❖ r♦❜♦t

❙✐♥❝❡ ❜② t❤❡ t✐♠❡ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣r❡s❡♥t ✇♦r❦ t❤❡ ❘❖P❖❉ r♦❜♦t ✇❛s ♥♦t r❡❛❞② ❢♦r
t❡st✐♥❣✱ ❛♥♦t❤❡r ♦♠♥✐✲❞✐r❡❝t✐♦♥❛❧ r♦❜♦t✐❝ ♣❧❛t❢♦r♠✱ t❤❡ P■❈❖ r♦❜♦t✱ ✇❛s ✉s❡❞ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ❡①♣❡r✲
✐♠❡♥t❛❧ t❡sts✳ ❆ ♣✐❝t✉r❡ ♦❢ t❤❡ r♦❜♦t ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✺✳✶✳

❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✿ ❚❤❡ P■❈❖ r♦❜♦tr❬✷✽❪

❚❤❡ ❦✐♥❡♠❛t✐❝ str✉❝t✉r❡ ♦❢ t❤❡ r♦❜♦t ✐s ❝♦♠♣♦s❡❞ ♦❢ ✸ ❛❝t✉❛t❡❞ ❖♠♥✐ ✇❤❡❡❧s ❡q✉❛❧❧② s♣❛❝❡❞
❛❧♦♥❣ t❤❡ ♣❡r✐♠❡t❡r✱ ❛♥ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ ✐♥ ✜❣✳ ✺✳✷✳ ❚❤✐s t②♣❡ ♦❢ ✇❤❡❡❧ ✐s ♠❛❞❡ ♦❢ ❛
✇❤❡❡❧ ❛t t❤❡ ♣❡r✐♠❡t❡r ♦❢ ✇❤✐❝❤ ❛ ❧❛r❣❡ ♥✉♠❜❡r ♦r s♠❛❧❧ r♦❧❧❡rs ✐s ❞✐s♣♦s❡❞ ✇✐t❤ t❤❡✐r r♦t❛t✐♦♥ ❛①❡s
♣❡r♣❡♥❞✐❝✉❧❛r t♦ t❤❡ ❛①✐s ♦❢ t❤❡ ✇❤❡❡❧✳ ❚❤✐s str✉❝t✉r❡✱ ❛❧t❤♦✉❣❤ ❧❡ss r♦❜✉st t❤❛♥ ❛ ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥❛❧

✹✻



❋✐❣✉r❡ ✺✳✷✿ ❆♥ ♦♠♥✐ ✇❤❡❡❧✱ ❜② ❈❜t❡❛♠✷✸✹ ❛t ❊♥❣❧✐s❤ ❲✐❦✐♣❡❞✐❛

Motion planner IKM

FKM

C

C

C

ROS network Arduino controller

Legend
IKM : inverse kinematic model

FKM : forward kinematic model

C : controller

: current signal

: wheel rotation speed

: wheel speed reference

: robot speed reference

: robot position

E : encoder

M : DC motor

E E

E

Xr

M M

M

π
6

: motor’s voltage

❋✐❣✉r❡ ✺✳✸✿ ❆ s❝❤❡♠❡ ♦❢ t❤❡ P■❈❖ r♦❜♦t ❝♦♥tr♦❧ ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡

✇❤❡❡❧✱ ✐s ❛❧❧♦✇❡❞ t♦ ♠♦✈❡ ❛❧♦♥❣ t❤❡ ✇❤❡❡❧ ❛①✐s✱ t❤❛♥❦s t♦ t❤❡ r♦❧❧❡rs✳❆s ❛ r❡s✉❧t t❤❡② ❞♦ ♥♦t
❝r❡❛t❡ ❛♥② ♥♦♥✲❤♦❧♦♥♦♠✐❝ ❝♦♥str❛✐♥t ♦♥ t❤❡ r♦❜♦t✐❝ ♣❧❛t❢♦r♠✱ s♦ t❤❛t ✐t ✐s ♦♠♥✐✲❞✐r❡❝t✐♦♥❛❧✱ ❥✉st
❛s t❤❡ ❘❖P❖❉ ♣❧❛t❢♦r♠ ✇❛s ♠❡❛♥t t♦ ❜❡✳

❋r♦♠ t❤❡ ❝♦♥tr♦❧ ♣♦✐♥t ♦❢ ✈✐❡✇ t❤❡r❡ ❛r❡ s❡✈❡r❛❧ ❧❛②❡rs✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ ❜❡tt❡r ✉♥❞❡rst❛♥❞ t❤❡
❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥tr♦❧ ♣❛rt ♦❢ t❤❡ P■❈❖ r♦❜♦t✱ ❧❡t✬s r❡❢❡r t♦ ✜❣✳ ✺✳✸✱ ✇❤❡r❡ ❛ s❝❤❡♠❡ ♦❢ t❤❡
❝♦♥tr♦❧ ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡ ♦❢ t❤❡ P■❈❖ r♦❜♦t ✐s ♣r❡s❡♥t❡❞✳

❆t t❤❡ ❧♦✇❡r ❧❡✈❡❧ ✇❡ ❝❛♥ s❡❡ t❤❛t ❡❛❝❤ ✇❤❡❡❧ ✐s ❛❝t✉❛t❡❞ ❜② ❛♥ ❡❧❡❝tr✐❝ ♠♦t♦r✱ t❤❛t ✐s ❝♦♥tr♦❧❧❡❞
❛t ❧♦✇✲❧❡✈❡❧ ❜② ❛♥ ❆r❞✉✐♥♦ ♠✐❝r♦✲❝♦♥tr♦❧❧❡r✳ ❚❤✐s ❝♦♥tr♦❧❧❡r r❡❝❡✐✈❡s ✈❡❧♦❝✐t② ❝♦♠♠❛♥❞s ❢♦r t❤❡
✇❤♦❧❡ r♦❜♦t ❢r♦♠ t❤❡ ❤✐❣❤❡r ❧❡✈❡❧ ♦❢ ❝♦♥tr♦❧ ❧✐st❡♥✐♥❣ t♦ t❤❡ ♣r♦♣❡r ❘❖❙ t♦♣✐❝✱ s♦❧✈❡s t❤❡ ✐♥✈❡rs❡
❦✐♥❡♠❛t✐❝ ♣r♦❜❧❡♠ s♦ t❤❛t t❤❡ r❡q✉✐r❡❞ s♣❡❡❞ ♦❢ t❤❡ r♦❜♦t ✐s ❝♦♥✈❡rt❡❞ ✐♥t♦ r❡❢❡r❡♥❝❡s ❢♦r ❡❛❝❤
✇❤❡❡❧ ❛♥❞ t❤❡♥ ✉s❡s ❛ ❝❧♦s❡ ❧♦♦♣ ❝♦♥tr♦❧❧❡r ❢♦r ❡❛❝❤ ♠♦t♦r✱ ❝❧♦s✐♥❣ t❤❡ ❧♦♦♣ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❡♥❝♦❞❡rs
t❤❛t ❛r❡ ♣r❡s❡♥t ♦♥ t❤❡ ✇❤❡❡❧s✳

❆t ❛ ❤✐❣❤❡r ❧❡✈❡❧ t❤❡r❡ ✐s t❤❡ ♠♦t✐♦♥ ♣❧❛♥♥❡r✱ t❤❛t ❛❝q✉✐r❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✉s✐♥❣ t❤❡ s❡♥s♦rs
❛♥❞ s❡♥❞s ✈❡❧♦❝✐t② ❝♦♠♠❛♥❞s t♦ t❤❡ r♦❜♦t✳ ❉✉r✐♥❣ t❤❡ t❡st✐♥❣ t❤❡ ♠♦t✐♦♥ ♣❧❛♥♥❡r ✇✐❧❧ ❜❡ t❤❡
♠♦t✐♦♥ ♣❧❛♥♥❡r ♣r♦♣♦s❡❞ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✸✳✸✳✷✱ ✇✐t❤ t❤❡ t✇♦ ♠❛✐♥ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s✳ ❚❤❡ ✜rst ✐s t❤❡ ❡♥❡r❣②
❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ♠♦❞❡❧ ✉s❡❞ t♦ ♣r❡❞✐❝t t❤❡ ❡♥❡r❣② ❝♦♥s✉♠❡❞ t♦ ❣♦ ❛❧♦♥❣ ❛ tr❛❥❡❝t♦r②✱ t❤❛t ✇✐❧❧ ❜❡
♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ t❤❡ ♥❡①t s❡❝t✐♦♥✱ ❛s ✐ t❤✐s ❝❛s❡ t❤✐s ♠♦❞❡❧ ❤❛s t♦ r❡❧❛② ♦♥ t❤❡ s❡♥s♦rs✬ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✳
❚❤❡ s❡❝♦♥❞ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✐s t❤❛t ✐♥ t❤✐s ❝❛s❡ t❤❡ ❝♦♠♠❛♥❞ s❡♥❞ t♦ t❤❡ r♦❜♦t ✇✐❧❧ ♥♦ ❧♦♥❣❡r ❜❡ t❤❡
✜rst ❛❝❝❡❧❡r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♦♣t✐♠✐③❡❞ tr❛❥❡❝t♦r② ❜✉t ✐♥st❡❛❞ t❤❡ ✈❡❧♦❝✐t② ❛t t❤❡ ♥❡①t t✐♠❡ ✐♥st❛♥t✱
❛s t❤✐s ❝♦♥tr♦❧ ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡ ✐s s♦ t❤❛t ♦♥❧② ✈❡❧♦❝✐t② ❝♦♠♠❛♥❞s ❛r❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ ❢✉♥❝t✐♦♥
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♣r♦♣❡r❧② t❤❡ ♠♦t✐♦♥ ♣❧❛♥♥❡r ✇✐❧❧ ♥❡❡❞ t♦ ❛❝q✉✐r❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ t♦ ✉s❡ ❢♦r t❤❡ ♣❧❛♥♥✐♥❣✱s♦ ✐t ✇✐❧❧
♥❡❡❞ t♦ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t❡ ✇✐t❤ t❤❡ r♦❜♦t✬s s❡♥s♦rs ❛♥❞ t❤❡ ❆r❞✉✐♥♦ ❝♦♥tr♦❧❧❡r✳

❚❤❡ ❧✐♥❦✐♥❣ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❧♦✇❡r ❧❡✈❡❧ ❝♦♥tr♦❧❧❡r ❛♥❞ t❤❡ ❤✐❣❤❡r ❧❡✈❡❧ s❡♥s♦rs ❛♥❞ ♠♦❞✉❧❡s✱ s✉❝❤
❛s t❤❡ ♠♦t✐♦♥ ♣❧❛♥♥❡r✱ ✐s ❞♦♥❡ ✈✐❛ t❤❡ r♦❜♦t ♦♣❡r❛t✐♥❣ s②st❡♠ ✭❘❖❙✮✳ ❚❤✐s s♦❢t✇❛r❡✱ t❤❛t r✉♥s
♦♥ ❛ ❯◆■❳ s②st❡♠✱ ♣r♦✈✐❞❡s ❛ ✉♥✐✜❡❞ ♣r♦t♦❝♦❧ ❢♦r ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♣❛rts ♦❢ t❤❡ r♦❜♦t
❛♥❞ ✐t ✐s str✉❝t✉r❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿ ❡✈❡r② ❝♦♠♣♦♥❡♥t ✐s s❡❡♥ ❛s ❛ ♥♦❞❡ ♦❢ ❛ ♥❡t✇♦r❦✱ ❛t t❤❡ t♦♣ ❧❡✈❡❧
♦❢ ✇❤✐❝❤ t❤❡r❡ ✐s t❤❡ ❘❖❙ ♠❛st❡r ♥♦❞❡ t❤❛t ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s t❤❡♠ ❛❧❧✱ ❛♥❞ ❝❛♥ ❡①❝❤❛♥❣❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥
✇✐t❤ t❤❡ ♦t❤❡r ♠♦❞✉❧❡s✳ ❚❤❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ✐s ❞♦♥❡ ✉s✐♥❣ ♠❡ss❛❣❡s t❤❛t ❛r❡ ♣✉❜❧✐s❤❡❞ ♦♥ s♣❡❝✐✜❝
t♦♣✐❝s✳ ❊❛❝❤ t♦♣✐❝ ❤❛s ♦♥❡ ♠♦❞✉❧❡ t❤❛t ✐s t❤❡ ♣✉❜❧✐s❤❡r✱ t❤❡ ♥♦❞❡ t❤❛t s❡♥❞s t❤❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✱
❛♥❞ ❝❛♥ ❤❛✈❡ s❡✈❡r❛❧ s✉❜s❝r✐❜❡rs✱ t❤❛t ❛r❡ t❤❡ ♥♦❞❡s t❤❛t r❡❝❡✐✈❡ t❤❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✳ ❆ ❧✐st ♦❢ ❛❧❧
✈❛❧✐❞ t♦♣✐❝s ♦❢ ❛ ❘❖❙ ♥❡t✇♦r❦✱ ❡❛❝❤ ✇✐t❤ ❛ ✉♥✐q✉❡ ♥❛♠❡ t♦ ✐❞❡♥t✐❢② ✐t✱ ✐s ❦❡♣t ❜② t❤❡ ❘❖❙ ♠❛st❡r
♥♦❞❡✱ ❛❧♦♥❣ ✇✐t❤ t❤❡ str✉❝t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ♠❡ss❛❣❡ ♦❢ ❡❛❝❤ t♦♣✐❝✳ ❚❤❡ ❛❞✈❛♥t❛❣❡s ♦❢ s✉❝❤ ❛ s♦❧✉t✐♦♥ ✐s
t❤❛t ❜❡✐♥❣ ❛♥ ♦♣❡♥✲s♦✉r❝❡ ♣❧❛t❢♦r♠ ✐s ❢r❡❡ t♦ ✉s❡ ❛♥❞ t❤❛t ❛ ✈❛st ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣❛❝❦❛❣❡s ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t
♣✉r♣♦s❡s ❛r❡ ❛❧r❡❛❞② ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❛♥❞ r❡❛❞②✲t♦✲✉s❡✳ ❆❧s♦ s✐♥❝❡ t❤❡ ♦♥❧② ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ✐s ❞♦♥❡ ✈✐❛
♠❡ss❛❣❡s t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ♠♦❞❡❧s ❝❛♥ ❜❡ ✇r✐tt❡♥ ✐♥ ❞✐✛❡r❡♥t ❧❛♥❣✉❛❣❡s✳

■♥ t❤❡ P■❈❖ r♦❜♦t ❘❖❙ ♥❡t✇♦r❦ s❡✈❡r❛❧ t♦♣✐❝s ✇❡r❡ ♣r❡s❡♥t✱ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡ t❤♦s❡ ✇❤❡r❡ t❤❡
❤✐❣❤ ❧❡✈❡❧ s❡♥s♦rs✱ ❧✐❦❡ t❤❡ ❝❛♠❡r❛ ♦♥ t♦♣ ♦❢ t❤❡ r♦❜♦t ❛♥❞ t❤❡ ❧❛s❡r s❡♥s♦rs ♠♦✉♥t❡❞ ✐♥ t❤❡ ❢r♦♥t
♣❛rt ♦❢ t❤❡ r♦❜♦t ♣✉❜❧✐s❤❡❞ t❤❡✐r ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✳ ❖♥❧② ❛ ❢❡✇ ♦❢ t❤❡s❡ t♦♣✐❝s ✇❡r❡ ❛❝t✉❛❧❧② ✉s❡❞
❞✉r✐♥❣ t❤❡ t❡st✐♥❣ ❛♥❞ t❤❡② ❧✐♥❦ t❤❡ t♦♣ ❧❡✈❡❧ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥tr♦❧ ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡✱ t❤❡ ♠♦t✐♦♥ ♣❧❛♥♥❡r✱
t♦ t❤❡ ❆r❞✉✐♥♦ ❝♦♥tr♦❧❧❡r✳ ❚❤❡s❡ t♦♣✐❝s ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ t❤❡ s❝❤❡♠❡ ♦❢ ✜❣✳ ✺✳✸✳ ❲❡ ❤❛✈❡ t✇♦ t♦♣✐❝s
♣✉❜❧✐s❤❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❆r❞✉✐♥♦ ❝♦♥tr♦❧❧❡r✱ t❤❛t ❛r❡ t❤❡ t♦♣✐❝ ❢♦r t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ❝✉rr❡♥ts ✐♥
t❤❡ ♠♦t♦rs ❛♥❞ t❤❡ t♦♣✐❝ t❤❛t ❝♦♥t❛✐♥s t❤❡ ❛❝t✉❛❧ ♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r♦❜♦t✱ ❝♦♠♣✉t❡❞ s♦❧✈✐♥❣ t❤❡
❞✐r❡❝t ❦✐♥❡♠❛t✐❝ ♣r♦❜❧❡♠ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❡♥❝♦❞❡rs✬ r❡❛❞✐♥❣s✳ ❚❤❡♥ t❤❡r❡ ✐s t❤❡ t♦♣✐❝ t❤❛t ✐s ♣✉❜❧✐s❤❡❞
❢r♦♠ t❤❡ ♠♦t✐♦♥ ♣❧❛♥♥✐♥❣ ♥♦❞❡✱ t❤❛t ✐s ❧✐st❡♥❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❆r❞✉✐♥♦ ❝♦♥tr♦❧❧❡r✱ ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ t❤❡ s♣❡❡❞
r❡q✉✐r❡❞ ♦❢ t❤❡ r♦❜♦t ❛t ❡✈❡r② ✐♥st❛♥t✳

●✐✈❡♥ t❤✐s ❝♦♥tr♦❧ str✉❝t✉r❡✱ t❤❛t r❡❧❛②s ♦♥ ❛ ❘❖❙ ♥❡t✇♦r❦✱ t❤❡ ♠♦t✐♦♥ ♣❧❛♥♥❡r ♣r♦♣♦s❡❞ ✐♥
s❡❝t✐♦♥ ✸✳✸✳✷ ❤❛❞ t♦ ❜❡ ❝♦♥✈❡rt❡❞ ✐♥t♦ ❛ ❘❖❙ ♥♦❞❡ t♦ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♣r♦♣❡r❧② ❛♥❞ t❤✐s ✇❛s ❞♦♥❡ ✉s✐♥❣
t❤❡ ▼❆❚▲❆❇ r♦❜♦t✐❝s t♦♦❧❜♦①✳

✺✳✷ ❊♥❡r❣② ❝♦♥s✉♠t✐♦♥ ♠♦❞❡❧s

■♥ ♦r❞❡r t♦ tr② t♦ ♠✐♥✐♠✐③❡ t❤❡ ❡♥❡r❣② ❝♦♥s✉♠❡❞ ❛❧♦♥❣ ❛ tr❛❥❡❝t♦r② ❛♥❞ ❛❧s♦ t♦ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡
❡✛❡❝t✐✈❡ ❡♥❡r❣② ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r♦❜♦t ✇❤✐❧❡ ♥♦t ❤❛✈✐♥❣ ❛❝❝❡ss t♦ t❤❡ ❜❛tt❡r②✱♣r♦♣❡r ❡♥❡r❣②
❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ♠♦❞❡❧s ❛r❡ ♥❡❡❞❡❞✳ ■♥ t❤✐s ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ♣❛rt t✇♦ ♠♦❞❡❧s ✇❡r❡ ✉s❡❞✳

❚❤❡ ✜rst ♦♥❡ ✇❛s ✉s❡❞ ❢♦r ❡st✐♠❛t✐♥❣ t❤❡ ❡♥❡r❣② ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ tr❛❥❡❝t♦r② ♦♣t✐♠✐③❛✲
t✐♦♥ ❢r♦♠ t❤❡ ▼P❈ ♠♦t✐♦♥ ♣❧❛♥♥❡r ❛♥❞ ✐t ✐s ❛♥❛❧♦❣♦✉s t♦ t❤❡ ♦♥❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✹✳✸✿

E =

∫
(Fr + Fi)vdt

Fr = β

Fi = ma

✇❤❡r❡ ❊ ✐s t❤❡ ❡♥❡r❣② ❝♦♥s✉♠❡❞✱ ♠ ✐s t❤❡ ♠❛ss ♦❢ t❤❡ r♦❜♦t✱ ✈ ✐s ✐ts s♣❡❡❞✱ ❛ ✐ts ❛❝❝❡❧❡r❛t✐♦♥
❛♥❞ β ❛ ♣❛r❛♠❡t❡r t❤❛t ♥❡❡❞s t♦ ❜❡ t✉♥❡❞✳

❚❤❡ s❡❝♦♥❞ ♦♥❡ ✇❛s ✉s❡❞ t♦ t✉♥❡ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ♦❢ t❤❡ ✜rst ♠♦❞❡❧ ❛♥❞ t♦ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡
❡✛❡❝t✐✈❡ ❡♥❡r❣② ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r♦❜♦t ✇❤✐❧❡ ♣♦st✲♣r♦❝❡ss✐♥❣ t❤❡ ❛❝q✉✐r❡❞ ❞❛t❛✳ ■♥ t❤✐s ♠♦❞❡❧
✇❡ ✉s❡ t❤❡ ❞❛t❛ ❛❝q✉✐r❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❝✉rr❡♥t s❡♥s♦rs ♦❢ t❤❡ ♠♦t♦rs✳ ●✐✈❡♥ t❤❡ ❝✉rr❡♥t ✐ ✐♥ ❛ ❉❈
♠♦t♦r ✐♥ ❢❛❝t t❤❡ t♦rq✉❡ ❚ ❡①❡rt❡❞ ❝❛♥ ❜❡ ✇r✐tt❡♥ ❛s ✿

✹✽



❚❛❜❧❡ ✺✳✶✿ ▲❡❛st sq✉❛r❡ r❡❣r❡ss✐♦♥ r❡s✉❧ts ❢♦r β ❡st✐♠❛t✐♦♥

❘♦❜♦t ❝♦♥st❛♥t s♣❡❡❞ ❬♠✴s❪ ❙❧♦♣❡ ❬❏✴s❪ β ❬◆❪

✵✳✶ ✶✳✹✷ ✶✹✳✷

✵✳✶✺ ✷✳✵✽ ✶✸✳✾

✵✳✷ ✷✳✾✹ ✶✹✳✼

T = τKti

✇❤❡r❡ τ ✐s t❤❡ r❡❞✉❝t✐♦♥ ❣❡❛r r❛t✐♦ ❛♥❞ Kt ✐s t❤❡ t♦rq✉❡ ❝♦♥st❛♥t ♦❢ t❤❡ ♠♦t♦r✳ ❇♦t❤ t❤❡s❡
♣❛r❛♠❡t❡rs ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ✐♥ t❤❡ ♠♦t♦r✬s ❞❛t❛s❤❡❡t✳ ❑♥♦✇✐♥❣ t❤❡ t♦rq✉❡ ❡①❡rt❡❞ ❢r♦♠ ❡❛❝❤ ✇❤❡❡❧✱
t❤❡ ✇❤❡❡❧✬s r❛❞✐✉s ❛♥❞ t❤❡✐r ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ♦❢ ♠♦t✐♦♥ ✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦
❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ t♦t❛❧ ❢♦r❝❡ ❛❝t✉❛t✐♥❣ t❤❡ r♦❜♦t ✐♥ t❤❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ♦❢ ♠♦t✐♦♥✱ t❤❛t ✐s t❤❡ Xr ❞✐r❡❝t✐♦♥
✐♥ ✜❣✳ ✺✳✸✱ ❛s✿

Ft = 2sin(
π

6
)
T

r

❚❤❛t ✐s t❤❡ ❞♦✉❜❧❡ ♦❢ t❤❡ ❢♦r❝❡ ❡①❡rt❡❞ ♦♥ t❤❡ ❣r♦✉♥❞ ❢r♦♠ ♦♥❡ ✇❤❡❡❧ ❛s t❤❡r❡ ❛r❡ t✇♦ ✇❤❡❡❧s
t❤❛t ❝♦♥tr✐❜✉t❡ t♦ ♠♦✈❡ t❤❡ r♦❜♦t ✐♥ t❤❡ Xr ❞✐r❡❝t✐♦♥✱ ❛♥❞ t❤❡② ❛r❡ s②♠♠❡tr✐❝ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦
t❤❡ Xr ❛①✐s✳

❚❤❡ ❝♦♥s✉♠❡❞ ❡♥❡r❣② ❢♦r t❤✐s s❡❝♦♥❞ ♠♦❞❡❧ ❝❛♥ ❜❡ ✇r✐tt❡♥ ❛s✿

E =

∫
Ftvdt

■♥ ♦r❞❡r t♦ t✉♥❡ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r β ♦❢ t❤❡ ✜rst ♠♦❞❡❧ s❡✈❡r❛❧ ❝♦♥st❛♥t s♣❡❡❞ t❡sts ✇❡r❡ ❝♦♥❞✉❝t❡❞
s♦ t❤❛t t❤❡ ✐♥❡rt✐❛❧ ❢♦r❝❡s ❝♦✉❧❞ ❜❡ ♥❡❣❧❡❝t❡❞✳ ❚❤❡ r❡❛❞✐♥❣s ♦❢ t❤❡ ❝✉rr❡♥t s❡♥s♦rs✱ t❤❛t ✇❡r❡
♣✉❜❧✐s❤❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❆r❞✉✐♥♦ ❝♦♥tr♦❧❧❡r ♦♥ ❛ s♣❡❝✐✜❝ t♦♣✐❝✱ ❛♥❞ t❤❡ ❝♦♥s✉♠❡❞ ❡♥❡r❣② ❝♦♠♣✉t❡❞
✉s✐♥❣ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❡♥❡r❣② ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ♠♦❞❡❧ ❢♦r ❡❛❝❤ t❡st ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ ✐♥ ✺✳✹✳

❯s✐♥❣ t❤❡s❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❡st✐♠❛t❡ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r β ♦❢ t❤❡ ✜rst ♠♦❞❡❧✳ ❉✉❡
t♦ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t t❤❡ ♥♦✐s❡ ✐♥ t❤❡ ❝✉rr❡♥t ♠❡❛s✉r❡s ❛♣♣❡❛rs t♦ ❜❡ r❡❧❡✈❛♥t t❤❡ ✜tt✐♥❣ ✇❛s ❞♦♥❡
✉s✐♥❣ t❤❡ ❡♥❡r❣② ✈❛❧✉❡s ✐♥ t❤❡ ❝♦♥st❛♥t s♣❡❡❞ ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ♦❢ t❤❡ t❡sts✳ ❋♦r ❡❛❝❤ t❡st ❛ ❧❡❛st✲sq✉❛r❡
r❡❣r❡ss✐♦♥ ✇❛s ♠❛❞❡ ✉s✐♥❣ ❛ ❧✐♥❡❛r ♠♦❞❡❧ t♦ ✜t t❤❡ ❞❛t❛✳ ❚❤❡ r❡s✉❧ts ♦❢ t❤❡ r❡❣r❡ss✐♦♥s ❝❛♥ ❜❡
s❡❡♥ ✐♥ t❛❜❧❡ ✳ ❖✉t ♦❢ t❤❡ t❤r❡❡ ✈❛❧✉❡s ❛ ♠❡❞✐✉♠ ♦❢ β ❡q✉❛❧ t♦ ✶✹✳✸ ◆ ✇✐❧❧ ❜❡ ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡ ♠♦t✐♦♥
♣❧❛♥♥❡r✳

✺✳✸ ❘❡s✉❧ts

❯s✐♥❣ t❤❡ ♠♦t✐♦♥ ♣❧❛♥♥❡r ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✸✳✸✳✷ ❛♥❞ t❤❡ ✜rst ❡♥❡r❣② ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ♠♦❞❡❧
♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s s❡❝t✐♦♥ t♦ ❡st✐♠❛t❡ ♦♥❧✐♥❡ t❤❡ ❡♥❡r❣② ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ❛❧♦♥❣ ❛ tr❛❥❡❝t♦r②✱
s❡✈❡r❛❧ ♦♥❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ t❡sts ♦♥ t❤❡ P■❈❖ r♦❜♦t ✇❡r❡ ❝❛rr✐❡❞ ♦✉t✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ P■❈❖ ✇❛s ❛s❦❡❞
t♦ r❡❛❝❤ t❤❡ t❛r❣❡t st❛rt✐♥❣ ❢r♦♠ ❛ st❛♥❞✐♥❣ st❛t✉s✳ ❆♠♦♥❣ t❤❡ t❡sts t❤❡ ✇❡✐❣❤t ♦❢ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t
♣❛rts ♦❢ t❤❡ ❝♦st ❢✉♥❝t✐♦♥ ✇❛s ❝❤❛♥❣❡❞✱ s♦ t❤❛t t❤❡ ❡✛❡❝ts ♦❢ ❡❛❝❤ t❡r♠ ❝♦✉❧❞ ❜❡ s❡❡♥✳ ❉✉r✐♥❣
❡❛❝❤ t❡st t❤❡ ♦✉t❝♦♠❡s ♦❢ t❤❡ ❝✉rr❡♥ts t♦♣✐❝ ❛♥❞ ♦❢ t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥ t♦♣✐❝ ✇❡r❡ r❡❝♦r❞❡❞✱ ❧✐st❡♥✐♥❣ t♦

✹✾



✭❛✮ ✭❜✮

✭❝✮ ✭❞✮

✭❡✮ ✭❢✮

❋✐❣✉r❡ ✺✳✹✿ ■♥ t❤❡s❡ ✜❣✉r❡s t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❢ t❤❡ t❡sts ❢♦r t✉♥✐♥❣ t❤❡ β ♣❛r❛♠❡t❡r ♦❢ t❤❡ ✜rst ♠♦❞❡❧
❛r❡ s❤♦✇♥

✳

✺✵



✭❛✮ ✭❜✮

❋✐❣✉r❡ ✺✳✺✿ ❈✉rr❡♥ts ❛♥❞ ♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ P■❈❖ r♦❜♦t ✈s t✐♠❡ ❞✉r✐♥❣ ❞✐✛❡r❡♥t t❡sts

t❤❡ ♣r♦♣❡r ❘❖❙ t♦♣✐❝s✱ ✐♥ ❞✐✛❡r❡♥t ❘❖❙ ❜❛❣s✱ ❢r♦♠ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ❞❛t❛ ❝♦✉❧❞ ❜❡ t❤❡♥ r❡tr✐❡✈❡❞ ❛♥❞
♣♦st✲♣r♦❝❡ss❡❞✳

■♥ ✜❣ ✺✳✺ ❛ s✉♠♠❛r② ♦❢ t❤❡ r❡❝♦r❞❡❞ ❞❛t❛ ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥✳ ❆s ✐t ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ ❢♦✉r t❡sts ❛r❡
♣r❡s❡♥t✱ ❛❧❧ ♦❢ t❤❡♠ ❤❛✈✐♥❣ t❤❡ s❛♠❡ t✐♠❡ st❡♣ ❛♥❞ ❧❡♥❣t❤ ♦❢ t❤❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ❤♦r✐③♦♥✱ ❛s ✇❡❧❧ ❛s
t❤❡ s❛♠❡ ✇❡✐❣❤t ❢♦r t❤❡ t❡r♠ ❞r✐✈✐♥❣ t❤❡ r♦❜♦t t♦✇❛r❞s ✐ts ❣♦❛❧✳ ❆❧s♦ t❤❡ ❣♦❛❧ ✐s ♦❜✈✐♦✉s❧② t❤❡
s❛♠❡ ❛♥❞ s♦ ✐t ✐s t❤❡ s❡t ❡♥❞ t✐♠❡✳ ❲❤❛t ❝❤❛♥❣❡s ❛♠♦♥❣ t❤❡ t❡sts s❤♦✇♥ ✐s t❤❡ ✇❡✐❣❤t ❣✐✈❡♥ t♦
t❤❡ ♣❛rts ♦❢ t❤❡ ❝♦st ❢✉♥❝t✐♦♥ ❞❡❛❧✐♥❣ ✇✐t❤ t❤❡ ❡♥❡r❣② ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥✱ ✇❡✐❣❤t❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❝♦♥st❛♥t
❈✶✱ ❛♥❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❛❝❝❡❧❡r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r♦❜♦t✱ ✇❡✐❣❤❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❝♦♥st❛♥t ❈✸✳ ❆♥ ❤✐❣❤❡r ✈❛❧✉❡ ♦❢
t❤❡ ❝♦♥st❛♥ts ♠❡❛♥s ❛ ❣r❡❛t❡r ✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ♦❢ t❤❛t ♣❛rts ✐♥ t❤❡ t♦t❛❧ ❝♦st ❢✉♥❝t✐♦♥✳ ▲♦♦❦✐♥❣ ❛t
t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ✈s t✐♠❡ ♣❧♦ts ✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ s❡❡ t❤❛t ❛t t❤❡ ❜❡❣✐♥♥✐♥❣ ♦❢ t❤❡ t❡st t❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦r ✐s
❛❧♠♦st t❤❡ s❛♠❡ ❢♦r t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❝❛s❡s✱ ✇❤✐❧❡ ❝❧♦s❡ t♦ t❤❡ ❡♥❞ t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ✐♥ t✐♠❡ ❝❤❛♥❣❡s ❢♦r
t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❝❛s❡s✳ ❚❤✐s ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ✐❢ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❛t t❤❡ t♦t❛❧ ❝♦st ❢✉♥❝t✐♦♥ t♦ ♠✐♥✐♠✐③❡
✐s t❤❡ s✉♠ ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t t❡r♠s✱ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡♠ ❜❡✐♥❣ ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ t♦ t❤❡ sq✉❛r❡❞ ❞✐st❛♥❝❡ ❢r♦♠ t❤❡
t❛r❣❡t✳ ■t ❛♣♣❡❛rs ❝❧❡❛r t❤❡♥✱ t❤❛t ❛t t❤❡ ❜❡❣✐♥♥✐♥❣ t❤✐s ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ❝♦st ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐s s♦ ♠✉❝❤ ♠♦r❡
✐♠♣♦rt❛♥t ♦❢ t❤❡ ♦t❤❡rs t✇♦ t❤❛t t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ tr❛❥❡❝t♦r② ♠✐♥✐♠✐③❡s t❤✐s t❡r♠ ✜rst✱ ✇❤✐❧❡ ✇❤❡♥
t❤❡ r♦❜♦t ✐s ❝❧♦s❡r t♦ t❤❡ ✜♥❛❧ ♣♦s✐t✐♦♥ t❤✐s t❡r♠ ✐s ❧♦✇❡r s♦ t❤❛t t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✐♥ t❤❡ ♦t❤❡r t✇♦
t❡r♠s ❝❛♥ ❧❡❛❞ t♦ ❞✐✛❡r❡♥t ❡✈♦❧✉t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ s②st❡♠✳ ■t ❝❛♥ ❛❧s♦ ❜❡ s❡❡♥ t❤❛t ❛♥ ✐♥❝r❡❛s❡ ✐♥ t❤❡
♣❛rts ♦❢ t❤❡ ❝♦st ❢✉♥❝t✐♦♥ ❛❝❝♦✉♥t✐♥❣ ❢♦r t❤❡ ❡♥❡r❣② ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ❣✐✈❡s ❛s ❛ r❡s✉❧t ❛♥ ✐♥❝r❡❛s❡ ✐♥
t❤❡ ❛rr✐✈❛❧ t✐♠❡ ♦❢ t❤❡ r♦❜♦t✱ ✇❤✐❝❤ ❧♦♦❦s r❡❛s♦♥❛❜❧❡ ❛♥❞ ✐t ✐s ❡①♣❡❝t❡❞ t♦ ❧❡❛❞ t♦ ❧♦✇❡r ❡♥❡r❣②
❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥✳

■♥ ♦r❞❡r t♦ ✉s❡ t❤❡ ❝♦❧❧❡❝t❡❞ ❞❛t❛ ❛♥❞ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❡♥❡r❣② ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ♠♦❞❡❧ ♦❢ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s
s❡❝t✐♦♥ t♦ ❡✈❛❧✉❛t❡ t❤❡ ❡♥❡r❣② ❝♦♥s✉♠❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ r♦❜♦t ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t t❡sts t❤❡ ✈❡❧♦❝✐t②
♣r♦✜❧❡ ♦❢ t❤❡ r♦❜♦t✱ t❤❛t ❝♦✉❧❞♥✬t ❜❡ ♠❡❛s✉r❡❞ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ t❡sts✱ ♥❡❡❞s t♦ ❜❡ ❡st✐♠❛t❡❞✳ ■♥ ♦r❞❡r
t♦ ❞♦ s♦ ❛ ❞✐r❡❝t ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ❞❡r✐✈❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ♣r♦✜❧❡ ✐s ♥♦t ♣♦ss✐❜❧❡✱ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥
♣r♦✜❧❡ ✐s ♠❛❞❡ ♦❢ s❡✈❡r❛❧ ❝♦♥st❛♥t ♣❛rts ❛rr❛♥❣❡❞ ❛s ❛ st❛✐r✱ s♦ ❛ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛t✐♦♥ ✇♦✉❧❞
❧❡❛❞ t♦ ❛ ③❡r♦ ✈❛❧✉❡❞ ✈❡❧♦❝✐t② ♣r♦✜❧❡ ✇✐t❤ ❛ s♣✐❦❡ ❡✈❡r② t✐♠❡ t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ✈❛❧✉❡ ✐s ✉♣❞❛t❡❞✳ ❋♦r
t❤✐s r❡❛s♦♥ t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ♣r♦✜❧❡ ✐s ✜rst tr❛♥s❢♦r♠❡❞ ✐♥t♦ ❛♥ ❧✐♥❡❛r ✐♥t❡r♣♦❧❛t❡❞ ♦♥❡✱ ❛♥❞ ✐♥ ♦r❞❡r
♥♦t t♦ ♦✈❡r✲❡st✐♠❛t❡ ♦r ✉♥❞❡r✲❡st✐♠❛t❡ t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥ t❤❡ ♠❡❞✐✉♠ ♣♦✐♥t ♦❢ ❡❛❝❤ ❝♦♥st❛♥t st❡♣
❛r❡ ❝❤♦s❡♥ ❛s ✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥ ♣♦✐♥ts✱ ❛♥❞ t❤❡♥✱ s✐♥❝❡ t❤❡ ✉♣❞❛t❡ r❛t❡ ✐♥ t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ❞❛t❛ ✐s ❛t ❛
❞✐✛❡r❡♥t st❡♣ ❢r♦♠ t❤❡ ❝✉rr❡♥t ♣r♦✜❧❡ t❤❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❧✐♥❡❛r ✐♥t❡r♣♦❧❛t❡❞ ♣♦s✐t✐♦♥ ♣r♦✜❧❡ ✐s s❛♠♣❧❡❞
❛t t❤❡ ❝♦rr❡❝t t✐♠❡ st❡♣✳ ❚❤✐s s❛♠♣❧❡❞ ♣r♦✜❧❡ ✐s t❤❡♥ ♥✉♠❡r✐❝❛❧❧② ❞❡r✐✈❡❞ t♦ ♦❜t❛✐♥ t❤❡ ✈❡❧♦❝✐t②
♣r♦✜❧❡✱ t❤❛t ✇✐❧❧ ❜❡ ❝♦♠♣♦s❡❞ ♦❢ ❝♦♥st❛♥t st❡♣s s✐♥❝❡ t❤❡ ✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ❞❛t❛ ✇❛s

✺✶



❧✐♥❡❛r✳ ❯s✐♥❣ t❤✐s ✈❡❧♦❝✐t② ♣r♦✜❧❡ t❤❡ ❡♥❡r❣② ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ❢♦r ❡❛❝❤ t❡st ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♠♣✉t❡❞✱ ❛♥❞
t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❢ t❤❡s❡ ♦♣❡r❛t✐♦♥s ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ ✐♥ ✜❣ ✺✳✻✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ✈❡❧♦❝✐t② ❛♥❞ ❡♥❡r❣②
❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ♣r♦✜❧❡s ♦❢ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t t❡sts ❛r❡ s❤♦✇♥✳

✭❛✮ ✭❜✮

❋✐❣✉r❡ ✺✳✻✿ ❱❡❧♦❝✐t② ❛♥❞ ❡♥❡r❣② ❝♦♥s✉♠❡❞ ♦❢ t❤❡ P■❈❖ r♦❜♦t ✈s t✐♠❡ ❞✉r✐♥❣ ❞✐✛❡r❡♥t t❡sts

❆s ✐t ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ t❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ t❤❡ ❡♥❡r❣② ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ✐s s♦♠❡✇❤❛t s✐♠✐❧❛r t♦ t❤❡ ♦♥❡
♦❢ t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥✱ ✐♥ t❤❡ s❡♥s❡ t❤❛t ❛t t❤❡ ❜❡❣✐♥♥✐♥❣ t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ t❤❡ t❡r♠s ♦❢ t❤❡ ❝♦st ❢✉♥❝t✐♦♥
❞❡❛❧✐♥❣ ✇✐t❤ ❡♥❡r❣② ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ✐s ♥❡❣❧✐❣✐❜❧❡ ❛♥❞ t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ✐s ✈❡r② s✐♠✐❧❛r ❢♦r t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t
❝❛s❡s✱ ✇❤✐❧❡ t♦✇❛r❞s t❤❡ ❡♥❞ t❤❡✐r ♣r❡s❡♥❝❡ ❝❛♥ ❜❡ ❝❧❡❛r❧② s❡❡♥ ❛♥❞ ❛s ❡①♣❡❝t❡❞ t❤❡ t❡st ✇❤❡r❡
♥♦ ❡♥❡r❣② ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ❛t ❛❧❧ ✇❛s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✱ s♦ ❜♦t❤ ❈✶ ❛♥❞ ❈✸ ❡q✉❛❧ t♦ ③❡r♦✱ ❝♦♥s✉♠❡s ♠♦r❡
❡♥❡r❣② t❤❛♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❝❛s❡s✳

✺✷



❈❤❛♣t❡r ✻

❈♦♥❝❧✉s✐♦♥s ❛♥❞ ❢✉t✉r❡ ✇♦r❦

■♥ t❤✐s t❤❡s✐s✱ st❛rt✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ ♥❡❡❞ ♦❢ t❤❡ ❘❖P❖❉ r♦❜♦t ❢♦r ❡♥❡r❣② ❡✣❝✐❡♥❝②✱ ❛ ♠♦t✐♦♥ ♣❧❛♥♥❡r
❝❛♣❛❜❧❡ ♦❢ s❛t✐s❢②✐♥❣ t❤✐s r❡q✉✐s✐t❡ ❤❛s ❜❡❡♥ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞✱ ✇❤✐❧❡ ❞❡❛❧✐♥❣ ♦♥ s❡✈❡r❛❧ ❝♦♥str❛✐♥ts✱ t❤❛t
✈❛r✐❡s ❢r♦♠ t❤❡ ❛rr✐✈❛❧ t✐♠❡ ♦♥ t❤❡ t❛r❣❡t t♦ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ♦❜st❛❝❧❡s s✉rr♦✉♥❞✐♥❣ t❤❡ r♦❜♦t✳

❚❤❡ ❝❤♦s❡♥ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✇❛s t❤❡ ✉s❡ ♦❢ ♠♦❞❡❧ ♣r❡❞✐❝t✐✈❡ ❝♦♥tr♦❧ ❢♦r tr❛❥❡❝t♦r✐❡s ❣❡♥❡r❛t✐♦♥✱ ❛s
t❤✐s ♠❡t❤♦❞ ❛❧❧♦✇s t♦ ♦♣t✐♠✐③❡ ❛ ❝♦st ❢✉♥❝t✐♦♥ t♦ ❞❡r✐✈❡ t❤❡ ♣r❡s❡♥t ❛❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r♦❜♦t✱ ❛♥❞ s♦
✱ ❣✐✈❡♥ ❛♥ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡♥❡r❣② ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ❝♦♠♣✉t❡❞ ✉s✐♥❣ ❛ s✉✐t❛❜❧❡ ♠♦❞❡❧✱ ✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡
t♦ r❡❞✉❝❡ ✐t✳

❋✐rst❧②✱ ❛ s✐♠♣❧❡ r♦❜♦t ✐♥ ❛ ♦♥❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ♣r♦❜❧❡♠ ✇❛s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ t♦ ♣r♦✈❡✱ t❤r♦✉❣❤ s✐♠✉✲
❧❛t✐♦♥✱ t❤❡ ✈✐❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ ♠❡t❤♦❞ ❛♥❞ t♦ ❜❡tt❡r ✉♥❞❡rst❛♥❞ t❤❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❢❛❝t♦rs✱
s✉❝❤ ❛s ❧❡♥❣t❤ ♦❢ t❤❡ t✐♠❡ ❤♦r✐③♦♥✱ t✐♠❡ st❡♣✱ ♥✉♠❜❡rs ♦❢ ✐t❡r❛t✐♦♥s ❢♦r t❤❡ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥✳ ❙❡✈❡r❛❧
❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ✇❡r❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛♥❞ ❝♦♠♣❛r❡❞✳

❚❤❡♥ t❤❡ ✷❉ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ ♠♦✈✐♥❣ ✐♥ ❛ ♣❧❛♥❛r ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t ✇❛s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✳ ❑✐♥❡♠❛t✐❝s ❛♥❞
❞②♥❛♠✐❝s ♠♦❞❡❧s ♦❢ t❤❡ ❘❖P❖❉ ✇❡r❡ ❞❡r✐✈❡❞ t♦ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s②st❡♠✳ ❚❤❡s❡
♠♦❞❡❧s ❤♦✇❡✈❡r t✉r♥❡❞ ♦✉t t♦ ❜❡ ♥♦t ✇❡❧❧ s✉✐t❡❞ ❢♦r t❤❡ ❝r❡❛t✐♦♥ ♦❢ ❛♥ ❡♥❡r❣② ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ♠♦❞❡❧
❞✉❡ t♦ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t t❤❡ s②st❡♠ ✐s ♦✈❡r✲❛❝t✉❛t❡❞✳ ❋♦r t❤✐s r❡❛s♦♥ ❛♥ ✐❞❡♥t✐✜❡❞ ♠♦❞❡❧ ✇❛s ✉s❡❞
t♦ ❡st✐♠❛t❡ ❡♥❡r❣② ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥✳ ❉✉r✐♥❣ ♥❛✈✐❣❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t✱ ❜♦t❤ ✜①❡❞ ❛♥❞ ♠♦✈✐♥❣
♦❜st❛❝❧❡s s✉rr♦✉♥❞✐♥❣ t❤❡ r♦❜♦t ✇❡r❡ t❛❦❡♥ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t✱ ❛♥❞ t❤❡ ❝❛♣❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞
❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥s✱ t❤❛t ✇❡r❡ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ♠♦st s✉✐t❛❜❧❡ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✶❉ ❝❛s❡✱ ♦❢ t❤❡ ♠♦t✐♦♥
♣❧❛♥♥❡r t♦ r❡❛❝❤ t❤❡ t❛r❣❡t ✇❡r❡ ❡①♣❧♦r❡❞✳

❋✐♥❛❧❧②✱ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✇❛s t❡st❡❞ ✉s✐♥❣ ❛ r❡❛❧ r♦❜♦t✱ t❤❡ P■❈❖ r♦❜♦t✱ ❛♥❞ t❤❡
❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❛♣♣r♦❛❝❤ t♦ t❤✐s r♦❜♦t ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ r❡s✉❧ts ✇❡r❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞✳

❆s ❛ r❡s✉❧t✱ ✐t ❤❛s ❜❡❡♥ s❡❡♥ t❤❛t t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ✐♥ t❤❡ ✶❉ ❝❛s❡ ✇❡r❡ ❛❜❧❡ t♦ ❞r✐✈❡
t❤❡ t❛r❣❡t ❛t t❤❡ ❞❡s✐r❡❞ ❧♦❝❛t✐♦♥ ✐♥ ❛ ❡♥❡r❣② ❡✣❝✐❡♥t ✇❛②✱ ❛t t❤❡ ♣r✐❝❡ ♦❢ ❛ ♥♦♥✲s♠♦♦t❤ ♣r♦✜❧❡
❛s ♦✉t♣✉t ♦❢ t❤❡ ♣❧❛♥♥✐♥❣ ♣❤❛s❡✳ ❚❤❡ r❡❛s♦♥s ❢♦r t❤✐s ❛r❡ s❡✈❡r❛❧✱ t❤❡ ♠♦r❡ ✐♠♣♦rt❛♥t ❜❡✐♥❣
♥♦t ❡♥♦✉❣❤ ✐t❡r❛t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ t✐♠❡ st❡♣✳ ❆❧s♦ ❝❛r❡❢✉❧ ❜❛❧❛♥❝✐♥❣
❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❝♦sts ♦❢ t❤❡ ❝♦st ❢✉♥❝t✐♦♥s ✇❛s ♥❡❡❞❡❞✱ ❛♥❞ t❤❡r❡ ✐s ♥♦ ❣✉❛r❛♥t❡❡ ❛❜♦✉t
❣♦♦❞ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ✐♥ ❡✈❡r② s✐t✉❛t✐♦♥✱ ❣✐✈❡♥ ❛ s❡t ♦❢ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❢♦r t❤❡ ❝♦st ❢✉♥❝t✐♦♥✳

■♥ t❤❡ ✷❉ ❝❛s❡✱ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♣r♦♣♦s❡❞ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ s❤♦✇❡❞ ✐t ❝❛♥ ✐♥❝r❡❛s❡ ❡♥❡r❣② ❡✣❝✐❡♥❝②✱
❤♦✇❡✈❡r ✐t ✐♥❤❡r✐ts t❤❡ ❞✐s❛❞✈❛♥t❛❣❡s t❤❛t ✇❡r❡ ❛❧r❡❛❞② ♣r❡s❡♥t ✐♥ t❤❡ ✶❉ ❝❛s❡✳ ❖♥ t❤❡ ❢r♦♥t ♦❢
t❤❡ ♦❜st❛❝❧❡ ❛✈♦✐❞❛♥❝❡ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❛♣♣r♦❛❝❤ ♣r♦✈❡❞ t♦ ❜❡ ❛❜❧❡ t♦ ♦✈❡r❝♦♠❡ s♦♠❡ ♦❜st❛❝❧❡s ❜✉t
t♦ ❡♥❞ ✉♣ st✉❝❦ ✐❢ t♦ ❝✐r❝✉♠✈❡♥t t❤❡♠ ✐t ✇❛s ♥❡❡❞❡❞ t♦ ✐♥❝r❡❛s❡ t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ r♦❜♦t
❛♥❞ t❤❡ ♦❜st❛❝❧❡✳ ❙❡✈❡r❛❧ ✇❛②s t♦ ❛✈♦✐❞ ✐t ✇❡r❡ ♣r♦♣♦s❡❞✱ ❛♥❞ ✐t ❜❡❝♦♠❡ ❝❧❡❛r t❤❛t t♦ ♥❛✈✐❣❛t❡
♠♦r❡ ❝♦♠♣❧❡① ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t ❛ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ✇✐t❤ ❤✐❣❤❡r ❧❡✈❡❧ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ✐s r❡q✉✐r❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❝♦st
❢✉♥❝t✐♦♥ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥s ♣r♦♣♦s❡❞✳

✺✸



▲❛st❧②✱ ✉s✐♥❣ t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❢ t❤❡ t❡sts ♦♥ t❤❡ P■❈❖ r♦❜♦t ✐t ✇❛s s❤♦✇♥ t❤❛t ❛♥ ✐♥❝r❡❛s❡ ✐♥ t❤❡
❡♥❡r❣②✲❛❝❝♦✉♥t✐♥❣ t❡r♠s ♦❢ t❤❡ ❝♦st ❢✉♥❝t✐♦♥ ❝❛♥ r❡s✉❧t ✐♥ ❛ ❞❡❝r❡❛s❡ ♦❢ t❤❡ ❡♥❡r❣② ❝♦♥s✉♠❡❞✳

❖♥❡ ❦❡② ❛s♣❡❝t t❤❛t ❤❛s♥✬t ❜❡❡♥ s✉✣❝✐❡♥t❧② ❡①♣❧♦r❡❞ ❛♥❞ t❤❛t s❤♦✉❧❞ ❜❡ ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ❢✉t✉r❡
✇♦r❦ t♦ ✐♠♣r♦✈❡ ✇❤❛t ✇❛s ❞♦♥❡ ❤❡r❡ ✐s t♦ ❧♦✇❡r t❤❡ ❝♦♠♣✉t✐♥❣ t✐♠❡ ♥❡❡❞❡❞ t♦ r✉♥ t❤❡ ♦♣t✐♠✐③❛✲
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