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Introduzione

Comprendere a fondo i sistemi gas-liquido ¢ estremamente importante in molti processi
dell’industria alimentare, chimica, biochimica e farmaceutica. Basti pensare a processi
quali I'assorbimento o il desorbimento, alle reazioni di ossidazione fino ad arrivare ai
processi di fermentazione. La descrizione dipende fortemente dalle proprieta chimico-
fisiche del sistema: pressione, solubilita del gas nel liquido, fluidodinamica, ecc. per cui &
molto complicato considerare tutte le variabili in gioco.

In questo lavoro di tesi viene studiato il degasaggio di bevande acquose carbonatate. La
caratterizzazione completa di questo fenomeno ¢ di fondamentale importanza nel processo
di riempimento di bevande gassate, costituito da tre passaggi. La bottiglia viene riempita
di anidride carbonica fino alla pressione di saturazione (circa 5.6 bar), successivamente
viene introdotta la fase liquida satura di gas. Dopo un certo intervallo di tempo la
pressione viene fatta decrescere fino ad arrivare a quella ambiente, in modo da poter
staccare la bottiglia dall'imbottigliatrice e tapparla [12].

Il degasaggio ¢ la causa principale del fenomeno di formazione della schiuma, e ridurla
il pitt possibile é essenziale per I'ottimizzazione di questo processo.

L’obiettivo di questa tesi ¢ I'individuazione dei meccanismi chimico-fisici che sono alla
base della formazione e della crescita delle bolle di anidride carbonica in soluzione e lo
sviluppo di un modello di base che descrivi quantitativamente la produzione di gas in
questo processo.

Dato l’elevato numero di particelle, per descrivere il fenomeno viene utilizzato un
bilancio di popolazione. In questo modo si puo descrivere completamente la fase discon-
tinua, costituita dalle particelle fluide presenti nel sistema, osservare come le particelle
siano distribuite al variare della loro dimensione e inoltre valutare la frazione di gas nel
liquido [6].

Il bilancio verra applicato al sistema descritto sperimentalmente da Salerno et al.
[11, 12]. T sistema considerato ¢ una bottiglia al cui interno ¢ presente una fase liquida
trasparente in equilibrio con una fase gas costituita solamente da anidride carbonica. La
pressione nel gas ¢ stata fatta variare in modo da simulare il processo di depressurizzazione
che segue il riempimento della bottiglia. In seguito alla decompressione si osserva uno svi-
luppo della fase dispersa, poiché la fase liquida si ritrova ad essere sovrasatura di anidride
carbonica. La particolare geometria del sistema permette 1'utilizzo di approssimazioni
matematiche essenziali per la risoluzione del bilancio di popolazione.

Per formulare il bilancio ¢ necessaria la conoscenza di tre cinetiche di processo: la
velocita di risalita delle bolle nel liquido, la velocita di accrescimento dimensionale delle
bolle e quella di nucleazione.

La caratterizzazione della velocita di risalita delle particelle fluide é stata effettuata
utilizzando solamente la letteratura a disposizione. E infatti un problema che nel corso
dell’ultimo secolo ¢ stato molto studiato. Esiste una soluzione analitica solamente in
regime di Stokes. Dunque nei restanti casi vengono utilizzate correlazioni empiriche per
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determinarla. Questa velocita risente, inoltre, anche della contaminazione del liquido, che
contiene zuccheri e altre sostanze organiche [3].

Lo studio della velocita di risalita & necessario anche per formulare un espressione del-
la velocita di accrescimento, che dipende dai fenomeni di mass-transfer e dalla solubilita
dell’anidride carbonica in soluzione. Anche per quanto riguarda i meccanismi di mass-
transfer esistono soluzioni analitiche solamente in casi particolari. Si utilizzano percio
correlazioni sperimentali presenti in letteratura. Questi coefficienti di mass-transfer di-
pendono dalla fluidodinamica (quindi dalla velocita di risalita) e dalle proprieta dei fluidi
presenti, quindi dal numero di Reynolds e da quello di Schimdt [10].

Bisogna inoltre valutare I'effetto delle condizioni operative (P, T', quantita di zuccheri
disciolti) sulla solubilita e il contributo ad essa delle varie forme in cui I’anidride carbonica
puo trovarsi in soluzione acquosa (COq, HCO3,CO5 ™, H,COs) [13].

Un elemento molto importante da considerare ¢ la variazione di densita delle bolle con
la pressione, non potendo assumere I'incomprimibilita della fase dispersa. La variazione
della pressione influenza fortemente la cinetica di accrescimento delle particelle fluide.

Sono state ricavate diverse possibili formulazioni della velocita di accrescimento. Nel-
I’approccio pitt semplice si & assunta ’espansione quasi-statica, trascurando l'inerzia del
liquido spostato dall’espansione della bolla. Questo fenomeno viene invece tenuto in conto
dall’equazione di Rayleigh-Plesset. In entrambi i casi si sono considerate le due condizioni
estreme termicamente, ovvero espansione isoterma e adiabatica.

Si é studiata infine la velocita di nucleazione, esaminando i meccanismi possibili. Le
riprese sperimentali mostrano che la nascita delle bolle avviene prevalentemente nella
massa nel liquido. Per questo motivo lo studio si é focalizzato sui processi nucleativi
di bulk, tralasciando invece ’analisi dei fenomeni che hanno luogo alla superficie della
bottiglia.

I risultati sono stati ottenuti attraverso simulazioni in Matlab (il codice ¢ presente in
appendice) e sono confrontati con i dati sperimentali a disposizione |11, 12|. T dati sono
stati ottenuti utilizzando due fotocamere NanoSense MkKIII CMOS, che hanno permesso
I’acquisizione di 200 immagini al secondo.

In particolare é effettuato un confronto tra la velocita di accrescimento calcolata e
quella sperimentale, valutando la migliore delle cinetiche di accrescimento proposte.

Inserendo le tre cinetiche proposte all’interno del bilancio di popolazione é possibile
effettuare una risoluzione numerica, da cui viene ricavato il volume totale di gas che si
sviluppa nella fase liquida. Da questo risultato é possibile calcolare la variazione del livello
di liquido in funzione del tempo e verificare da cosa dipenda il livello massimo e il tempo
in cui si verifica.

Dalla risoluzione del bilancio si ottengono inoltre le funzioni di densita di probabilita,
con le quali € possibile osservare come le particelle siano distribuite al variare della loro
dimensione e posizione all’interno del sistema.

In questo lavoro ci si € focalizzati sulla caratterizzazione della fase dispersa all’interno
di quella liquida. Questo lavoro puod essere una base di partenza per lo studio delle
cinetiche di formazione della schiuma che caratterizzano i processi di riempimento di
bevande carbonatate.
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Capitolo 1

I1 bilancio di popolazione

Si consideri un sistema costituito da una fase liquida in equilibrio con una fase gassosa
contenente solamente anidride carbonica. La fase liquida € costituita da acqua in cui
sono disciolti zuccheri, acidi organici (come acido citrico) e altre sostanze tipiche della
composizione di una bevanda gassata commerciale. E inoltre satura di anidride carbonica.
Il sistema é utilizzato per simulare il processo di riempimento di bevande carbonatate ed
é contenuto all’interno di una bottiglia di plastica. Dato che la bevanda e satura di C'O5 il
processo di riempimento ¢ costituito da tre passaggi. In primo luogo la bottiglia é riempita
di anidride carbonica fino alla pressione di saturazione (circa 5.6 bar), successivamente &
introdotta la fase liquida satura di gas e dopo un certo intervallo di tempo la pressione
viene fatta decrescere fino ad arrivare a quella ambiente. A questo punto la bottiglia puo
essere staccata dalla imbottigliatrice e tappata [12].

A causa della decompressione la fase liquida diventa sovrassatura di anidride carbonica.
Questo causa la nascita e la crescita di un gran numero di bolle di gas e successivamente
della schiuma, creata dalle stesse particelle fluide in libera risalita arrivate sul pelo libero
della soluzione acquosa. La fase liquida puo essere considerata stagnante, per cui la
fluidodinamica del sistema & completamente governata dalla libera risalita delle particelle
fluide.

All’inizio del processo di depressurizzazione possono essere gia presenti bolle nel siste-
ma, anche non visibili, create durante il riempimento. Le cause principali sono I’entrainment
e 'entrapment [11, 12]. Con il primo meccanismo si ha la formazione di bolle nella massa
del sistema a seguito del getto di liquido utilizzato per riempire la bottiglia. Il secondo
meccanismo é causato da cavita microscopiche presenti sulle pareti del contenitore, da cui
il getto liquido non riesce a rimuovere ’aria e che agiscono successivamente come siti di
nucleazione. La particelle fluide vanno a costituire una fase dispersa all’interno di quella
continua. La caratterizzazione della fase dispersa ¢ effettuata utilizzando un bilancio di
popolazione. In questo modo si puo effettuare una descrizione statistica dell’intero siste-
ma. Utilizzando le funzioni di densita di numero, ricavabili dal bilancio stesso, € possibile
valutare la concentrazione di particelle aventi una determinata dimensione e posizione
all’interno della bottiglia.

I meccanismi chimico-fisici alla base del passaggio di materia dalla fase continua a
quella dispersa sono la nucleazione e ’accrescimento.

La fase liquida prima del processo di decompressione ¢ in equilibrio con una fase gas
contenente solamente C'O,, e quindi puo essere considerata satura di anidride carbonica.
Nel momento in cui inizia la fase di decompressione la curva d’equilibrio varia. Come si
vedra la solubilita di C'Oy all’equilibrio & determinata dalla legge di Henry. In particolare,
abbassando la pressione, la quantita massima di C'O, che € possibile trovare all’equilibrio
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Figura 1.1: Sistema preso in esame

si abbassa. Il sistema diventa quindi sovrasaturo e parte della C'O, presente, fino a quando
si é raggiunto il nuovo equilibrio, passa dalla soluzione alla fase dispersa.

Il nucleo ¢ la particella piu piccola stabile termodinamicamente. La nucleazione puo
essere vista come un’aggregazione a livello molecolare. Questa aggregazione é un pro-
cesso instabile, infatti se la dimensione dell’aggregato ¢ minore di quella critica, cioé la
dimensione del nucleo, le molecole di soluto si ridisciolgono nel solvente. La velocita di
nucleazione ¢ la velocita con cui si formano nuove particelle stabili, aventi cioé dimensio-
ne maggiore di quella critica. Sia la velocita di nucleazione che la dimensione del nucleo
dipendono dal grado di sovrasaturazione.

Superata la dimensione critica entra in gioco ’accrescimento: molecole di soluto con-
tinuano ad arrivare sulla superficie della particella fluida e vengono inglobate all’interno
di bolle gia formate, contribuendo all’accrescere della loro dimensione. L’accrescimento
dipende dal profilo di concentrazione che si genera tra bulk liquido e interfaccia della
particella, e dalla fluidodinamica del sistema.

Per descrivere correttamente il bilancio di popolazione € necessaria una formulazione
esaustiva della velocita di accrescimento e di quella di nucleazione.

Dalla figura 1.1 si puo vedere la conformazione fisica del sistema studiato sperimen-
talmente. Nei test la bottiglia € stata riempita solo in parte. Il suo contenuto puo essere
assimilato ad un cilindro, per cui il sistema studiato puo essere considerato assialsim-
metrico, approssimazione che permette di semplificare molto il bilancio di popolazione,
permettendo 'utilizzo di una sola coordinata per identificare la posizione di una particel-
la. Le particelle fluide sono invece approssimabili a sfere. Cio permette 1'utilizzo di una
sola grandezza(il diametro) per caratterizzare la dimensione di una particella.

I risultati ottenuti dalla risoluzione del modello saranno poi confrontati con i dati spe-
rimentali a disposizione. Sono disponibili delle curve di accrescimento di particelle fluide
aventi differente dimensione iniziale, riferite sia alla porzione centrale che a quella superio-
re del liquido. E inoltre disponibile una curva che descrive 'innalzamento dell’interfaccia
della fase liquida a seguito dello sviluppo della fase dispersa, dovuto alla formazione e

4
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all’accrescimento delle particelle fluide all’interno della fase continua.

1.1 Descrizione matematica

Per la formulazione del bilancio di popolazione é necessario introdurre un sistema di
coordinate £€=(&1,&s,...) che descriva lo stato di una particella (posizione, dimensione,
composizione, ecc.). L’unica condizione che esse devono rispettare ¢ la possibilita di
scrivere, per ogni coordinata &;, I’equazione:

% =u;(&,1) i=1,2,... (1.1)
che descrive come la §; varia nel tempo. Se questa condizione é rispettata per ogni
coordinata ¢ possibile chiudere il sistema di equazioni differenziali ordinarie [6].

Le coordinate possono essere divise in esterne e interne. Quelle esterne @ = (x1, 29, x3)
permettono di identificare la posizione della particella nello spazio, mentre quelle interne
r = (r,79,...) permettono di descrivere tutte le altre proprieta. Con le coordinate
esterne é possibile esprimere la velocita della particella:

dx,-
dt
si noti che la velocita dipende anche dalle coordinate interne (si vedra che é fortemente
influenzata dalla dimensione della particella).
Con le coordinate interne ¢ possibile rappresentare la dimensione delle particelle. In
questo caso la loro velocita di accrescimento assume la seguente forma:

= vi(x, 7, 1) 1=1,2,3; (1.2)

% =Gj(c(x,t), T(x,t),7) j=12 ... (1.3)
Si noti che la velocita con cui la dimensione di una generica particella varia nel tempo
dipende dalla concentrazione ¢ del soluto, dal profilo di temperatura 7' (entrambi nella
fase continua) e dalle coordinate interne = (si vedra che dipende dalla pressione interna e
dalla dimensione della particella).

Definito il sistema di coordinate ¢ possibile dare una definizione alla funzione di densita
di numero f(&,t), a partire dalla quantita:

f(&,t)]d¢] (1.4)

che rappresenta la concentrazione di particelle nel sistema al tempo ¢, le cui coordinate
sono contenute in un intorno infinitesimo di &.

Descrivendo con le coordinate esterne solamente la posizione e con quelle interne so-
lamente il diametro delle particelle, I'equazione (1.4) corrisponde alla concentrazione di
particelle contenute nel volume infinitesimo dx = dxdydz (che identifica la sua posizione
nello spazio) e avente diametro L 4+ dL /2 (dove dL rappresenta lo spazio della coordinata
interna L) [6].

Si introduce una funzione h(&,t) definita in modo tale che:

hE.)lde] (1.5)

rappresenti il numero di particelle generate nel sistema nell’'unita di tempo, anch’essa con
le sue coordinate in un intorno infinitesimo di £. L’equazione (1.5) rappresenta tutte le

5
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particelle che appaiono o scompaiono in una data zona dello spazio, per fenomeni che non
dipendono dall’accrescimento di una particella o dal suo movimento.

L’accrescimento e la velocita della particella dipendono infatti dalle coordinate &,
interne e esterne. Nella funzione h puo invece essere inclusa la velocita di nucleazione,
cio¢ la nascita di nuove particelle dalla fase liquida, e 1’aggregazione.

Considerando un volume infinitesimo e le equazioni (1.2), (1.3) e (1.5) si ottiene il
seguente bilancio:

7

af a[uz(gat)vf] _ .

che rappresenta la conservazione delle particelle in un intorno infinitesimo di &.
Separando le coordinate interne r da quelle esterne @, e considerando le forme esplicite

delle equazioni (1.2) e (1.3) (con le coordinate esterne si identifica solo la posizione e con

quelle interne solamente la dimensione) si ottiene I’equazione del bilancio di popolazione:

Of <= vy, 7, 1) f] 9[G,le(m, ), T(x,t), 7] f)

— - — — =h t). 1.7

aﬁ; o +§; o (@r.t).  (L7)
La funzione h(x,r,t) pud assumere forme differenti a seconda dei fenomeni in gioco

(nucleazione, aggregazione, ...). Considerando solamente la velocita di nucleazione si

ottiene:

h(x,r,t) = Ble(zx,t), T(x,t),7]. (1.8)

La velocita di nucleazione B dipende, come la velocita di accrescimento G, dai profili di
concentrazione e temperatura della fase continua e dalla dimensione delle particelle, in
questo caso quella del nucleo [6].

A questo punto € necessario effettuare una semplificazione a partire dalla geometria
del sistema. Come gia detto precedentemente, il sistema puo essere considerato assialsim-
metrico ed ¢ quindi necessaria solamente una coordinata per identificare la posizione della
particella all’interno della bottiglia. Si utilizza percio la coordinata z, avente la direzione
dell’asse con verso dal basso verso l'alto (z = 0 corrisponde alla base della bottiglia).

La particella fluida é invece considerata sferica ed ¢ quindi possibile descrivere com-
pletamente la sua dimensione con la coordinata L, corrispondente al suo diametro.

Il bilancio di popolazione diviene quindi:

of  owf)  OGf)
o o oL
Si tiene conto del contributo della velocita di nucleazione utilizzando opportune con-
dizioni al contorno e ponendo B = 0 all'interno della (1.9).
Si utilizza la seguente condizione iniziale:

= B. (1.9)

f(z L, t)]i=o = C(L); (1.10)

e le seguenti condizioni al contorno:

f(z, L, t)| =0 = 0; (1.11)

f<z7L7t)|L:0 = Jn/G(O)v (1'12)



Capitolo 1. 11 bilancio di popolazione 1.1. Descrizione matematica

La (1.10) dipende dal numero e dalla dimensione delle particelle fluide presenti al
tempo iniziale. Con la (1.11) si afferma che ad un altezza z = 0 non sono presenti bolle.
Infine la velocita di nucleazione ¢ inserita nella (1.12), dove J, corrisponde al numero di
particelle generate per unita di tempo e di volume, mentre G(0) corrisponde alla velocita
di accrescimento dei nuclei, cioé le particelle con la dimensione piu piccola possibile.

La densita di numero f é funzione di ¢, z e L. Poiché la fase continua non ha un suo
profilo di velocita che alteri il moto delle particelle in libera risalita e I'inerzia delle bolle &
trascurabile si puo affermare che la velocita v di una generica particella ¢ uguale alla sua
velocita terminale e dipende solamente dalla dimensione L. La velocita di accrescimento
di una particella fluida G dipende dalla sua dimensione e dal gradiente di concentrazione
in prossimita della sua superficie. Poiché la pressione della fase liquida non varia lungo
I’altezza del recipiente si puo affermare che la velocita di accrescimento non dipende dalla
coordinata z; infatti la concentrazione di anidride carbonica in prossimita della superficie
della particella dipende dalla sua pressione interna che, come si vedra, € considerata uguale
alla pressione esterna. Se dunque quest’ultima é funzione solamente del tempo e non della
coordinata z, allora anche la pressione interna delle particelle fluide é funzione solamente
del tempo.

Per la corretta risoluzione dell’equazione (1.9) & necessaria una esaustiva formulazione
matematica delle tre cinetiche di processo considerate, v, G e J,,, che sara sviluppata nel
capitolo 2.

1.1.1 Volume totale di gas nel liquido

Dalla risoluzione dell’equazione (1.9) ¢ possibile ottenere la funzione densita di numero
f(L, z,t), tramite la quale & possibile osservare come ad una determinata altezza vari la
concentrazione delle particelle in funzione della loro dimensione, oppure valutare come il
sistema evolve all’avanzare del tempo.

Il volume totale della fase dispersa all’interno della fase continua, determinato a partire
dalla funzione f, varia continuamente nel tempo, e dipende dal numero di bolle presenti
e dalla loro dimensione. La presenza di una fase gas (all'interno della fase liquida), il cui
volume totale Vi,s(t) varia nel tempo, causa un innalzamento Ah(t) dell’interfaccia del
liquido (variabile nel tempo) rispetto al volume di liquido puro che puo essere visto come:

Ah(t) = Vyas (1)/S: (1.13)

dove S corrisponde alla sezione della bottiglia, perpendicolare alla direzione di z.

Come gia scritto precedentemente, con ’equazione (1.4) é possibile calcolare la con-
centrazione in numero di bolle presenti nel sistema.

Ad ogni tempo t e posizione z é possibile ricavare la densita di numero f in funzione
di L. La concentrazione in numero di bolle (al tempo ¢ e alla posizione z) corrisponde
all’area sottesa alla curva che si ottiene.

In generale la concentrazione in numero alla posizione z e al tempo ¢ fissati ¢ definita
come segue:

n(z,1) = /O T Lty (1.14)

Si integra tra 0 e L,,,, per considerare tutte le particelle che possono essere presenti
all'interno del sistema (L., € la dimensione massima assunta dalle particelle fluide). Si
noti che dalla condizione al contorno (1.11), si ha n(0,¢) = 0, per ogni tempo considerato.
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1.2. Risoluzione numerica Capitolo 1. Il bilancio di popolazione

Per ottenere il numero totale di bolle nell’intero volume ad un tempo t fissato & ne-
cessario integrare lungo tutta ’altezza del recipiente. Il volume della bottiglia ¢ pari a
Vi, = SZnaee. La sezione della bottiglia non varia lungo 'altezza z, quindi non serve
inserirla nell’integrale per calcolare il numero totale di bolle e il loro volume complessivo.

Il numero totale di bolle (per unita di superficie) & definito da:

neo(1)/S = /0 T (e ) de: (1.15)

Effettuando questa operazione ad ogni tempo t si puod vedere come il numero totale di
bolle vari nel tempo.

Per calcolare il volume totale di gas il procedimento ¢ analogo. Modificando 1’equazione
(1.14) si ha:

Lmaa
o(z,t) = /0 f(L,Z,t)%LgdL; (1.16)

dove ¢(z,t) corrisponde al rapporto tra il volume di gas e quello totale (di liquido)
all’altezza z e al tempo t.

I1 volume totale di gas (per unita di superficie) & ottenuto integrando ¢ lungo tutta
I’altezza della bottiglia. Si ottiene:

Vs 1)/S = / " de (1.17)

Anche in questo caso € possibile ottenere 'andamento del volume totale in funzione
del tempo t.

Per ottenere il volume totale della fase dispersa si dovrebbe moltiplicare la quantita
Vyas/S per la sezione della bottiglia perpendicolare all’asse. Dall’equazione (1.13), si nota
che per ottenere la variazione del livello si dovrebbe dividere il volume totale della fase
dispersa per la stessa quantita S. Si é scelto quindi di utilizzare una sezione unitaria
poiché il suo valore ¢ ininfluente ai fini del calcolo.

1.2 Risoluzione numerica

Non & possibile risolvere analiticamente ’equazione (1.9) per velocita di risalita o ac-
crescimento generiche, per cui é necessaria una risoluzione numerica. Viene utilizzato il
metodo delle differenze finite sulle derivate parziali rispetto a z e L. In particolare su
entrambe le derivate é effettuata un’approssimazione del primo ordine. In questo modo &
possibile risolvere un sistema di equazioni differenziali ordinarie, poiché 'unica derivata
ancora presente ¢ quella rispetto al tempo.

Ogni equazione del sistema ¢ posizionata su un nodo ¢, della figura 1.2. Con ¢ =
1,2,...m si identifica la discretizzazione sulla coordinata z, mentre con j = 1,2,...n la
discretizzazione sulla coordinata L. La prima riga e la prima colonna (caratterizzate da
j =0 ei=0) non vengono considerate nella risoluzione del sistema, ma sono utilizzate
per descrivere le condizioni al contorno. Gli intervalli Az e AL sono assunti costanti.

Si ha che in ogni punto 7, j la derivata rispetto a z risulta essere:

owf) _ vilfiy — fi-ry)

oz Az ; (1.18)

mentre quella rispetto a L diventa invece:
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Ly

2y

Ly :
20 21 Zi Zm

Figura 1.2: Discretizzazione del bilancio di popolazione.

ANGf) _ Gjfis—Gjafij
oL AL '
Si osservi che v e G dipendono solamente da j, cioé dalla coordinata con cui si esprime il
diametro.
L’equazione (1.9), avendo precedentemente posto B = 0, in un punto generico i, j
diviene quindi:

(1.19)

(1.20)

dfi; — vilfiy = ficig)  Gifig — Gi-afig—1, i=2,3,...,m
dt Az AL ’

B j=2,3,....n

Si tiene conto delle condizioni al contorno modificando leggermente 1’ equazione (1.20)
quando ¢ =1 o 7 = 1. In particolare per ¢ = 1 si utilizza la seguente equazione:

df1, _Ujfl,j ijl,j_ijlfl,jfl.

= — ) =2,3,... 1.21
dt Az AL P I=25,..n (1.21)
che racchiude la condizione (1.11), fy,; = 0.
Per j =1:
dfi il — Ji- Gifia—J :
dfn __oilfia = Jima)  Gifia = Jn i=2,3,...m (1.22)

it Az AL
dove si ¢ tenuto conto della condizione (1.12), fio = J,./Go.
Il punto (i = 1,j = 1) risente di entrambe le condizioni e pertanto I’equazione risulta:
dfi,l _Ulfi,l _ Glfi,l - Jn.

a Az AL (1.23)

Il sistema di equazioni differenziali ordinarie é risolto utilizzando un nuovo indice
k=1i+(j—1)-m. In questo modo si ha un wvettore di equazioni, e al posto delle f; ; si
hanno delle f;. Osservando la figura 1.2, le equazioni sono ordinate da sinistra a destra
e dal basso verso l'alto. Ad esempio se si ¢ scelto m = 20 dopo il nodo (i = 20,j = 1)
corrispondente a k = 20, si passa al nodo (i = 1, j = 2) corrispondente a k = 21.

Impostato il problema, ¢ necessario scegliere il numero di equazioni che vanno a costi-
tuire il sistema da risolvere: € variabile e dipende da n e m, cioé dal numero di intervalli
in cui le due derivate parziali sono state discretizzate.




1.2. Risoluzione numerica Capitolo 1. Il bilancio di popolazione

Inserendo la condizione iniziale, (1.10), & quindi possibile risolvere il sistema di equa-
zioni ed ottenere f(z, L, t) in tutto il sistema fisico considerato. Le condizioni al contorno
sono gia state inserite nel sistema, utilizzando le equazioni (1.21), (1.22) e (1.23).

10



Capitolo 2. Le cinetiche di processo

Capitolo 2

Le cinetiche di processo

Per la risoluzione del bilancio di popolazione € essenziale una descrizione matematica delle
tre cinetiche di processo da inserire all'interno della (1.9):

e v: velocita di risalita;
e (G: velocita di accrescimento;

e J,: velocita di nucleazione.

2.1 La velocita di risalita

La fase dispersa del sistema gas-liquido considerato € costituita da particelle di anidride
carbonica, all’interno di una fase liquida continua assimilabile ad acqua. Le dimensioni
delle particelle fluide vanno da L =~ 10nm, ordine di grandezza dei nuclei, a L ~
4mm. Particelle leggermente pit grandi (fino a L ~ 4.85mm) possono essere presenti
nei primissimi istanti del processo ma sono subito inglobate all’interno della schiuma
[12]. All’interno di questo campo dimensionale per le particelle piu piccole ¢ possibile
trovare un’espressione analitica della velocita di risalita poiché é valida ’approssimazione
del regime di Stokes, mentre per quelle pit grandi ¢ necessario 1'utilizzo di correlazioni
sperimentali.

La fase liquida puo essere considerata stagnante per cui il moto delle particelle non ¢
influenzato da un campo di moto esterno. In generale la libera risalita delle particelle
influenzata solamente dalle proprieta fisiche delle due fasi e dalla dimensione delle parti-
celle stesse. Le proprieta fisiche della fase continua non differiscono da quelle dell’acqua,
per cui i valori di densita e viscosita sono i medesimi.

La velocita di risalita dipende anche dal livello di contaminazione, cioé dalla presenza
di sostanze all'interno della fase liquida che si accumulano all’interfaccia tra fase dispersa
e continua. La fase liquida ¢ una bevanda carbonatata commerciale per cui al suo interno
sono presenti zuccheri e altri contaminanti. Puo essere quindi assimilabile ad un sistema
contaminato.

2.1.1 Il numero di Reynolds

Si consideri un elemento infinitesimo della fase liquida considerata, avente densita p e
viscosita p. Il fluido considerato puo essere definito Newtoniano e incomprimibile, in
quanto sia la densita che la viscosita sono valori costanti, pari a quelli dell’acqua. Se
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I'unica forza di volume agente su di esso ¢ la forza di gravita, allora I’equazione che ne
descrive il moto & quella di Navier-Stokes:

pDv/Dt = pg — Vp + uV3v. (2.1)
La derivata sostanziale puo essere espressa come:
D/Dt=0/ot+v-V, (2.2)

e rappresenta la somma della derivata parziale rispetto al tempo, in una posizione fissata,
e del termine convettivo che descrive una variazione muovendosi con la velocita del fluido.
Questo secondo termine é costituito dal prodotto scalare tra velocita e gradiente della
grandezza che varia, in questo caso di nuovo il vettore velocita. La forza di gravita (su base
volumica) é rappresentata dal termine pg, mentre gli ultimi due termini rappresentano le
forze di superficie.

Adimensionalizzando 1'equazione (2.1) si ottiene:

DV /Dt = —V'pl, +1/Re(V')*V/, (2.3)

ottenuta scegliendo opportunamente una dimensione caratteristica L, una velocita carat-
teristica vp e una pressione caratteristica pg.
Le grandezze adimensionali utilizzate sono le seguenti:

v =v/ur. (2.4)
¥ =z/L, y=y/L; 2 ==z/L; t =tvr/L. (2.5)
P = (P = po — pgh)/ pvr”. (2:6)

dove h é una coordinata diretta verticalmente, verso l'alto.
Nei sistemi dispersi il numero adimensionale di Reynolds é normalmente riferito alla
particella ed ¢ definito come:

Re = 221, (2.7)
i
dove L puo corrispondere al diametro della particella fluida e v alla sua velocita terminale,
mentre p e p sono densita e viscosita della fase continua. Puo essere visto come il rapporto
tra le forze di inerzia e quelle viscose agenti sulla particella.

La velocita terminale viene definita come la velocita massima che una particella im-
mersa in un fluido puo presentare e viene raggiunta dopo un transitorio iniziale, dopo
il quale la forza di trascinamento eguaglia le forze di volume agenti sulla particella e il
valore della velocita rimane costante.

2.1.2 1l coefficiente di trascinamento

11 coefficiente di trascinamento (drag) ¢ una grandezza adimensionale essenziale per espri-
mere la forza di trascinamento, forza che si oppone al movimento della particella nel fluido
e che permette di calcolarne la velocita terminale.

12
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Soluzioni nel regime di Stokes

Per una particella (rigida o fluida) esistono soluzioni analitiche del coefficiente di trasci-
namento solamente nel cosiddetto regime di Stokes, cioé per Re < 1. A questi valori
di Re, anche per forze di tensione superficiale molto piccole, le particelle fluide possono
essere considerate sferiche. Si introducono i seguenti numeri adimensionali:

ApL?
BEo=97" ; (2.8)
o
1A
Mo=9E2F (2.9)
p2o

Il numero di E6tvos rappresenta il rapporto tra le forze di galleggiamento e forze di
tensione superficiale, mentre con il numero di Morton si possono esprimere le proprieta
delle due fasi. Dalla figura 2.1 si vede che per Re — 0 le bolle sono sferiche. Si possono,
inoltre, determinare le diverse forme delle bolle al variare dei numeri adimensionali. La
figura mostra anche che i tre numeri non sono indipendenti, ma esiste una relazione
funzionale Re = f(Fo, Mo), ovvero una relazione che lega la velocita terminale (funzione
di Re) a Fo e Mo. Ad esempio per una particella di CO; in acqua avente L = 1 mm, si
ha Fo ~ 0.13 e log(Mo) ~ —10. Per cui dalla figura 2.1 si vede che Re ~ 10%

Per Re — 0, dall’equazione (2.3), I'equazione del moto all’esterno della particella
diventa:

Vpm = uV>3v, (2.10)

dove p,, = p — po — pgh & la pressione modificata. Nella (2.10) non appare piu il termine
convettivo, eliminando quindi i problemi della non linearitd dell’equazione di Navier-
Stokes, mentre il numero di condizioni al contorno necessarie per risolvere 1’equazione
rimane invariato.

Con l'ipotesi di un’interfaccia completamente libera da contaminanti, in modo da avere
una tensione superficiale costante, in letteratura esiste una soluzione, quella di Hadamard-
Rybczynski, che permette di calcolare 'andamento delle pressioni, all’interno e all’esterno
della particella fluida, e I’espressione analitica del coefficiente di trascinamento per una
bolla immersa in un liquido, [3]. I risultati ottenuti sono in funzione del parametro
k = p,/p, rapporto tra la viscosita del fluido nella particella e quello esterno. Il coefficiente
di trascinamento risulta:

8 243k
_ : 2.11
P Re 1+k (2.11)
Per una bolla, ponendo k£ = 0, si ha:
16
o= =2 2.12
P Re ( )

Per una particella rigida la soluzione ¢ stata ricavata da Stokes. E possibile ottenerla
imponendo la velocita tangenziale del fluido pari a zero in prossimita della particella (per
una bolla o una goccia si impone, invece, che le velocita tangenziali dei fluidi siano uguali
tra di loro), oppure facendo tendere a infinito il valore k. Il coefficiente di trascinamento
in questo caso diventa:

24

ODZE.

(2.13)
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Figura 2.1: Forma delle bolle, in libera risalita o caduta, al variare di Re, Mo e Fo. |3,
p.27]
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10 o T LTrrr U N R S BN RN R

Bolle in acqua
contaminata —, .

L
z
w
o 1 —
™™ ]
T 3
I.IDJ -
L [ “s.,,\ -
o [ Bolle in acqua 3 ! / |
- leggermente . Jl.f
a - _ ) .
coentaminata \,u'r Particelle sferiche rigide -
i L I | lll 1 [ | I S | || 1 [] E 1 | ||I‘
21 2 3 4
0 10 10 10

REYNOLDS WUMBER, Re

Figura 2.2: Coefficiente di trascinamento in funzione di Re. [3, p.171|

In un mezzo a alta tensione superficiale come I'acqua ’equazione (2.12) di fatto, & ve-
rificata solo se il solvente & purificato in maniera estrema (pluridistillato o ultrafiltrato).
E pitt facile invece operare in questo regime con solventi organici di purezza standard,
mentre le bolle di gas in acqua tendono ad obbedire alla legge di Stokes. La migliore
spiegazione di questo fenomeno ¢ stata data da Frumkin e Levich, secondo i quali so-
stanze tensioattive, che sono presenti in quantita sufficienti anche in acqua distillata, si
accumulano all’interfaccia tra i due fluidi e ne riducono la tensione superficiale [5]. Per
una particella in movimento questi vengono accumulati nella parte posteriore, creando un
gradiente tangenziale della tensione superficiale che rende la bolla rigida. Piu la bolla é
piccola, piu risente di questo effetto [3].

Soluzioni per valori di Re maggiori

Per valori pitt grandi del numero di Reynolds le forze di inerzia possono diventare impor-
tanti e devono essere considerate. Non si puo pit assumere la sfericita della bolla, che
dunque deve essere valutata. In generale si ha una forma ellissoidale per 1 < L < 15mm.

Al di fuori del regime di Stokes non esistono soluzioni analitiche in quanto bisognerebbe
risolvere 'equazione (2.1). E quindi necessario utilizzare correlazioni empiriche o semi-
empiriche e grafici per esprimere il coefficiente di trascinamento.

Per le bolle con diametri inferiori a 0.3mm (aventi Re < 10) ¢ possibile utilizzare la
relazione seguente:

24
=24+ = 2.14
Cp + Re ( )
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Figura 2.3: Transizioni di flusso per una bolla.
[3, p.190]

Questa espressione per il coefficiente di trascinamento € valida per sfere rigide fino a
Re = 10. Puo essere utilizzata anche per bolle, quando l'interfaccia é contaminata per
cui le particelle fluide possono essere assimilate a particelle rigide.

Per valori ancora maggiori del numero di Reynolds (10 < Re < 10%) & possibile
utilizzare la figura 2.2 che riporta il coefficiente di trascinamento per bolle di aria in
acqua.

Soluzioni per differenti livelli di purezza del liquido

Nel caso aria-acqua il liquido contaminato puo corrispondere all’acqua di rubinetto(a causa
della notevole quantita di sostanze che si possono trovare disciolte) e quindi comprende
la stragrande maggioranza dei casi di interesse. Un liquido non contaminato corrisponde
invece ad acqua distillata almeno 2-3 volte, mentre un liquido leggermente contaminato é
il caso intermedio tra i due. In particolare il comportamento di bolle in acqua distillata o
deionizzata rientra in questo caso secondo il gruppo di Tomiyama [14]. 11 coefficiente di
trascinamento puo essere espresso in forma analitica in questi tre casi come:

16(1 + 0.15Re%87) 48 8Fo
Op = [ i [ —]—} 2.15
D = max|min Re Rel’ 3(Eo+4) (2.15)
per un liquido puro,
24(1 + 0.15Re"S87) 727 8Eo
o= o Pl e
A Re Rel’ 3(Eo + 4) (2.16)
per un liquido leggermente contaminato e
24(1+ 0.15Re™587)  8Fo
Cp = [ , } , 2.17
D = Hax Re 3(Eo + 4) (2.17)

per liquidi contaminati.
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Fq Fy

Figura 2.4: Forze agenti su una bolla immersa in un fluido

Queste relazioni sono valide per 1072 < Re < 10, 107 < Mo < 107, 1072 < Fo <
10%. Come gia scritto sopra una particella di CO, in acqua avente L = 1mm presenta
Fo~0.13e Mo~25-10"1.

In sistemi contaminati le bolle sferiche e quelle ellissoidali non oscillanti possono essere
effettivamente considerate come particelle rigide fino a Re = 200, dopo questo valore &
presente del movimento del fluido interno, che si verifica a causa di oscillazioni di forma
[3].

Dalla figura 2.3 si puo notare come viene considerata una bolla, al variare della sua
dimensione e della contaminazione del liquido. In sistemi puri la circolazione del fluido
all’interno della particella &€ sempre presente, e la velocita interna diminuisce all’aumentare
del rapporto di viscosita k. Quando Re > 1000, anche in questo caso sono presenti delle
oscillazioni di forma. Per sistemi leggermente contaminati la circolazione del fluido interno
aumenta all’aumentare del diametro e le oscillazioni di forma sono presenti per Re > 200.
In questo caso la transizione da una particella rigida a una con fluido interno circolante
dipende dal livello di contaminazione del liquido.

2.1.3 Forze agenti su una particella immersa in liquido

Su una bolla che si muove con velocita relativa v in un liquido stagnante agisce la forza
di trascinamento, avente verso opposto alla velocita stessa, e definita come:
Apv|v|

Fa=—Cp——. (2.18)

dove A = (L /2)? rappresenta la proiezione della sfera su un piano normale alla direzione
della velocita.

Agiscono, inoltre, anche le forze di gravita e di galleggiamento, la prima con medesimo
verso e direzione dell’accelerazione di gravita, la seconda invece ha stessa direzione ma
verso opposto, come si vede nella figura 2.4. I moduli delle due forze sono:

7L3p

Fg=—c"8 (2.19)
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Figura 2.5: Velocita di risalita di bolle d’aria in acqua a 20°C.
3, p.173]
3
mL°p
Fp, = —Tpg (2.20)

Man mano che la velocita della particella aumenta, cresce anche il modulo della forza di
trascinamento fino ad arrivare a un valore tale per cui questa forza bilancia esattamente le
forze di volume (galleggiamento e gravita). La velocita terminale di un particella immersa
in un liquido si ottiene, dunque, ponendo a zero la somma delle tre forze.

Per una bolla, che ha densita molto minore di quella del liquido circostante, il verso
della velocita ¢ opposto all’accelerazione di gravita. Il contrario pud accadere invece per
una goccia liquida (se ha densita maggiore di quella dell’acqua circostante) o una particella
rigida.

In regime di Stokes, utilizzando 1’equazione (2.13), si ha:

_gL*Ap
Vr = 18“ .
Si utilizza I'espressione del coefficiente di trascinamento per una particella rigida, poiché
la fase continua é considerata contaminata. Questa correlazione & usata fino a L =
5.87-107°m (Re < 0.1).

Per 5.87-107° < L < 0.3-1072m (0.1 < Re < 10) viene utilizzato il coefficiente di
trascinamento espresso nell’equazione (2.14), da cui si ottiene:

(2.21)

12 2gApL
2 4 MUT_ gart _

2.22
Ur oL 3p ( )

E quindi necessario risolvere un’equazione di secondo grado in questo per ottenere la
velocita di risalita nel range 0.1 < Re < 10.
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Figura 2.6: Velocita di risalita nel range di interesse.

Nel regime ellissoidale e nelle parti adiacenti ad esso, cio¢ da 0.3mm a 40mm
(Re > 10), la velocita di risalita puo essere approssimata dal grafico 2.5, da cui si puo
vedere che le due curve, corrispondenti ad acqua leggermente contaminata e contaminata,
presentano differenze solamente nel range 0.5 — 20mm. Infatti, per diametri minori di
0.5mm, anche in acqua distillata, ci sono contaminanti in concentrazione sufficiente da
prevenire la circolazione interna mentre, per diametri maggiori di 20 mm, le forze capillari
diventano trascurabili [3]. La velocita di risalita che si ottiene dalla figura 2.5 corrisponde
a quella che si otterrebbe utilizzando il coefficiente di trascinamento della figura 2.2.

Utilizzando una polinomiale di quinto grado, per la condizione di acqua contaminata
si ottiene:

vr =9-10°L° — 10°L* + 10" L? — 59695 L% 4 168.53L — 0.0147; (2.23)

esprimendo L in m e vy in m/s. Quest’equazione ¢ valida per 0.3 < L < 4mm cioé per
10 < Re < 700.

Dalle equazioni (2.21), (2.22), (2.23) si ottiene il grafico 2.6.

All’interno del bilancio di popolazione é inserita la velocita terminale della particella
ottenuta dalle relazioni (2.21), (2.22), (2.23).

2.1.4 Valutazione del tempo caratteristico

Come gia scritto la velocita terminale ¢ il valore massimo che la velocita puo raggiungere
quando la somma delle tre forze agenti sulla particella diventa uguale a zero.
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La velocita effettiva é invece valutabile dal secondo principio della dinamica, conside-
rando anche 'accelerazione della particella:
dv
mpE = Fg + Fb + Fd; (224)

m,, corrisponde alla massa della particella.
In regime di Stokes la velocita di risalita, avente direzione z, per una particella fluida
assimilabile ad una rigida ¢ espressa da:

1)) (2.25)

dove p, ¢ la densita della particella.
Il tempo caratteristico ¢ la quantita:

2
F o ol (2.26)

18u
da cui € possibile valutare in quanto tempo la velocita diventa quella terminale. Il termine
all'interno dell’esponenziale va immediatamente a zero, e 'equazione (2.25) diventa la
(2.21). E possibile utilizzare la velocita terminale al posto di quella effettiva in quanto
le differenze sono trascurabili, anche all’interno degli altri regimi di velocita. Per una

particella di CO, di diametro L = 4mm, 7 ¢ dell’ordine di 1073,

2.2 Velocita di accrescimento

2.2.1 Equilibrio C'Os-acqua
La legge di Henry

Si consideri una fase acquosa in equilibrio con una fase gas contenente solamente C'O,.
Una certa quantita di anidride carbonica passa dalla fase gas a quella liquida secondo la
legge di Henry:

[COQ] = KHPCOg; (227)

dove [C'Os] & la molarita della COy in soluzione, Ky la costante di Henry espressa in
mol/L-atm e Pro, la pressione parziale della C'O5 espressa in atm.

La legge di Henry é valida alle pressioni utilizzate in questo processo (P.. ~ 6bar) e
dunque la concentrazione di C'O, che si discioglie all’equilibrio in acqua varia linearmente
con la pressione parziale del suo gas; la legge di Henry ¢ valida solamente per sistemi
diluiti e secondo la tabella [10, 2-128 p.2-131] la linearita la si ha, almeno, fino a 36 bar.

La costante di Henry per la dissoluzione di C'Oy in acqua pura in funzione della
temperatura ¢ espressa dalla relazione (2.28) [15].

Ky =1000- exp[2119.05/T — 17.4141]; (2.28)

dove si puo notare, come la costante di Henry vari con la temperatura secondo una legge
esponenziale.

Dalla figura (2.7) ¢ possibile notare come, mantenendo fissa la temperatura, un punto
che prima era sulla curva d’equilibrio (sistema saturo) a Pgo, = Hbar si ritrova ad
essere nella zona di sovrasaturazione a FPrp, = 1bar, cioe nella zona sopra la curva di
equilibrio. Quando il sistema diventa sovrasaturo entrano in gioco i processi di nucleazione
e accrescimento.
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Figura 2.7: Variazione della curva di saturazione al variare della pressione

Equilibri chimici in soluzione

La legge di Henry descrive solamente 1’equilibrio fisico fra C'Oy gassosa e disciolta. Que-
st’ultima puo essere soggetta a ulteriori reazioni chimiche che spostano I’equilibrio di
dissoluzione. Quando della C'O, si discioglie in acqua, dalla reazione tra soluto e solvente
si generano una serie di composti, le cui concentrazioni sono governate dalle rispettive
leggi di equilibrio e di dissociazione. I composti che si formano sono i seguenti:

e COs(aq)
L] HQCOg

HCO;3
co2~

e OH™
e HT

e il sistema & descritto completamente da sei equazioni (quattro relazioni di equilibrio e
due equazioni di conservazione, della concentrazione totale e della elettroneutralita). Puo
essere introdotta la specie fittizia H,C'O3, la cui concentrazione ¢ la somma delle con-
centrazioni di H,C O3 e COs(aq), [13]. In questo modo il numero di equazioni necessarie
scende a cinque. Le costanti di equilibrio, funzioni solamente della temperatura, sono
definite dalle seguenti equazioni:

[COx(aq)]/[H2C05] = K; (2.29)
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T K, K, Kw Kn
C°  mol/L mol /L [mol/L>  mol/[L -atm]

5 3.02-1007 2.75-107" 1.86-107"%  6.31-1072
10 3.47-1077 3.24-107'' 295.107'®  5.37-10°2
15 3.81-1077 3.72-107'1 4.57-107'®  4.57-1072
20 4.17-1077 4.17-107Y 6.91-107%  3.89-1072
25 4.47-1077 4.68-10""  1.1074 3.39-1072
40 4.47-1077 6.03-10°" 2.95.-107  2.29.1072

Tabella 2.1: Costanti d’equilibrio del sistema C'Os-acqua al variare della temperatura,

[13].

[HY[HCO3]/[HyCO}) = K (2.30)
[HT][HCO5]/[H2C O3] = Knyco, (2.31)
[HT][CO5T]/[HCO;] = Ka; (2.32)
[HT)[OH™] = Ky (2.33)

Per descrivere completamente il sistema € necessaria un’ultima equazione, quella del
bilancio delle cariche:

[HY] — [OH"] - [HCO;] — 2[CO3"] = 0. (2.34)

La costante K € una combinazione delle costanti K e Kp,c0,.

K, = KHQCO?,/I:l + K], (235)

In generale K ¢ molto maggiore di uno, circa 650 a 298K, e quindi K; ~ Kg,co,/K.
In generale si ha anche che molta della C'O, presente non reagisce ma rimane in acqua
come COy(aq).

Si puo inoltre scrivere anche la legge di Henry in funzione della specie fittizia H,C'Oj:

[H2CO3] = KnPeo,; (2.36)

Nella tabella 2.1 sono presentati i valori delle costanti al variare della temperatura,
[13].

Risolvendo il sistema costituito dalle equazioni (2.30), (2.32), (2.33), (2.34) e (2.36) si
puo descrivere completamente il sistema e vedere come variano le concentrazioni al variare
delle sue proprieta, ad esempio Prp, o pH. Si hanno infatti cinque equazioni in cinque
incognite, considerando H,CO3 al posto di COs(aq) e HyCOs. B importante studiare
come varia la frazione di C'O,, ovvero il rapporto tra la C'O, presente in acqua e tutte le
specie in cui essa puo trovarsi, al variare di queste proprieta. In questo modo si puo vedere
quanta C'O,, di quella passata dalla fase gas alla liquida, non ha reagito e possa ancora
essere considerata effettivamente CO,. Questa frazione ¢ identificata con il coefficiente a:

[COsz(aq)]

7 [COu(aq)] + [H,CO4] + [HCO; | + [COF ] (2.37)
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Figura 2.8: Frazione o di C'O5 non reagita al variare di Pgo,

Facendo variare la Prp,, e non agendo sul pH, si ottiene il grafico 2.8, da cui si
puo vedere che a Ppp, = latm, la pressione pitl bassa a cui si arriva nella procedura
sperimentale, la percentuale di CO, che non reagisce ¢ circa il 99.5%. In questo caso si
ha che il pH varia tra 4.4 e 3.5.

Se invece si fa variare il pH, aggiungendo, ad esempio, un acido o una base forte al
sistema, si ottiene il grafico 2.9 calcolato per Prp, = latm, da cui si puo notare che
per un pH < 4 si ha quasi completamente C'Oy non reagita. In generale i risultati che
si ottengono da questo grafico sono indipendenti dalla pressione applicata: cambiano le
concentrazioni, ma il valore o non varia.

Si puo affermare quindi che a pH < 4 e Pgo, > 1atm nel sistema ¢ presente quasi
esclusivamente C'Oy non reagita.

Presenza di contaminanti

In soluzione possono essere presenti anche delle altre sostanze, oltre alla sola CO,. Nelle
bevande gassate si possono infatti trovare degli zuccheri, acidi, ecc., che possono causare
una variazione nella solubilita della C'Os.

In presenza zuccheri quali saccarosio, fruttosio e glucosio, la solubilita puo essere
espressa come:

[COs], = [COy) — 1000 - w2 exp[3958.91 /T — 23.2453], (2.38)

dove [C'Oy] ¢é la solubilita espressa dalla (2.27) e w corrisponde alla frazione massica di
zucchero in soluzione. La temperatura é espressa in K.

Questa espressione ¢ stata ricavata con Fgo, = latm e una frazione massica di
zuccheri che varia tra 0 e 0.15, [15].
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Figura 2.9: Frazione « al variare del pH, per Pop, = 1 atm

Esprimendo questa solubilita in mol /L, si puo trovare, dall’equazione (2.27), una nuova
costante di Henry che tiene conto della presenza di zuccheri; infatti anche in questo caso,
per sistemi diluiti, la costante non dipende dalla pressione esercitata.

In presenza di elettroliti puo essere usata la relazione di Sechenov:

l0g([COs]/[CO) = ¢+ K (2.39)

dove [COs] e [COs),y, corrispondono rispettivamente alle solubilita della CO, in acqua
pura e in quella con elettroliti, ¢ & la concentrazione di elettrolita e Kg ¢ il parametro
di Sechenov. Se c ¢ espressa in mol/m?, allora la costante Kg ¢ espressa in m?/mol e in
generale la sua unita di misura dipende da quella di c.

I valori di Kg possono essere trovati nel database:

https://srdata.nist.gov/solubility/sol_detail.aspx?sysID=62_73
in cui sono indicate anche le temperature, le pressioni parziali di C'O, e i range di
concentrazione dell’elettrolita in cui I'equazione (2.39) ¢ valida.

Talvolta & usata la forza ionica al posto della concentrazione dell’elettrolita, espressa
come:

2,

= (2.40)

N[ —

i=1
dove ¢; é la concentrazione dello ione i-esimo e z; la sua carica. La somma & estesa a tutti
gli ioni in soluzione. Per un’elettrolita 1-1, cioé una sostanza che si dissocia in due ioni
di carica uno, la forza ionica é uguale alla sua concentrazione. Per elettroliti 2-1 e 1-2,
si ha invece p = 3-¢. In questo modo si puo valutare come varia la solubilita anche con
diversi elettroliti in soluzione, la cui presenza & identificata solamente dalla forza ionica
complessiva.
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2.2.2 Mass transfer gas-liquido

Il flusso di materia dalla fase continua a quella dispersa ¢ espresso utilizzando dei coefficien-
ti di mass-transfer. Quando questa approssimazione ¢ valida si ha che la concentrazione
di soluto varia solamente in prossimita della particella, mentre nel bulk liquido € costante.
Il flusso radiale puo dunque essere espresso come:

Jr = kmei(Cos — Cs1); (2.41)

dove ¢; e cs; sono rispettivamente le concentrazioni di C'O nel bulk e in prossimita
della superficie della particella (entrambe nel liquido). In questo modo utilizzando delle
correlazioni sperimentali per esprimere il coefficiente di mass-transfer k,,; ¢ immediato
calcolare il flusso, avendo bisogno solamente delle concentrazioni di soluto in prossimita
della particella e nel bulk liquido. Utilizzando i coefficienti di mass-transfer inoltre si
valuta empiricamente il flusso dovuto oltre alla diffusione, anche alla convezione o alla
turbolenza che si sviluppa in prossimita della superficie della particella. Ci sono varie
teorie alla base dell’utilizzo di questo coefficiente. La prima ¢ quella del doppio film fittizio
dove il coefficiente & proporzionale alla diffusivita. Secondo la teoria della penetrazione,
il coefficiente é invece proporzionale alla radice della diffusivita.

Si puo trovare, inoltre, un coefficiente di mass transfer relativo alla fase gassosa che
permette di ricavare il flusso riferito alla fase gas:

Jr = kmt,g(cs,g - cb,g); (242)

In quest’ultima equazione le concentrazioni e il coefficiente sono riferiti alla fase gas.
I flussi dati dalle equazioni (2.41) e (2.42) sono uguali, assunta valida ’equazione di
continuita.

Jr = kmt,g(cs,g - Cb,g) = kmt,l(cb,l - Cs,l)' (243>

Le concentrazioni che appaiono nella (2.43) dipendono dalle condizioni del sistema.
In particolare la concentrazione ¢,; ¢ ricavata utilizzando la pressione iniziale della pro-
cedura sperimentale, e la si considera costante per tutto il processo mentre si assume
che ¢ 4 corrisponda a C'O, pura. Le concentrazioni cy; e ¢, 4 sono valutate assumendo la
condizione di equilibrio (definita dalla legge di Henry) all’interfaccia.

Resistenza controllante

Si introduce il fattore di Henry adimensionale, definito come:
FH = CS’Z/C&Q = KHRT, (244)

In questo modo si pud scrivere una concentrazione all’interfaccia in funzione dell’altra
(€s,y = €51/ Fr) e quindi esprimere il flusso in funzione delle sole concentrazioni di bulk:

1
B 1/kmt,l + FH/kmt,g

gy (coy — Frcog); (2.45)

Si puo trovare un coefficiente di mass transfer generico Ky, il cui inverso € definito
come:

1/K0 = 1/kmt,l + FH/k:mt,g; (246)

25



2.2. Velocita di accrescimento Capitolo 2. Le cinetiche di processo

si noti che 1/Kj, misura della resistenza complessiva al mass transfer, é costituito da due
resistenze in serie, una in fase gas e l'altra in fase liquida. In questo modo il flusso risulta

essere:
Jp = KO(Cb,l - FHCb,g); (2-47)

Per sistemi in cui Fiy < 5 si ha come resistenza controllante quella in fase liquida [13].
Per la CO,, a 298K, risulta:

Fy = KyRT =3.39-107%-0.082 - 298 = 0.828; (2.48)

Si puo assumere dunque che all’interno della bolla il profilo di concentrazione sia piatto e
non vari tra I'interno e la superficie. Nel caso in cui la resistenza controllante ¢ quella in
fase liquida, la velocita di mass-transfer dipende molto dalla fluidodinamica del solvente.
Per I’O4 il valore Fy risulta essere:

Fy = KyRT = 1.26-1073.0.082- 298 = 0.03; (2.49)

e per I’Ny ancora pit basso.
Dunque anche se nelle bolle si trova una certa quantita di inerti, la resistenza control-
lante € sempre quella nel lato liquido.

Coeflicienti di mass transfer

In letteratura ¢ possibile reperire correlazioni sperimentali per trovare il coefficiente di
mass transfer, specifiche per ogni condizione operativa. Vengono riportate di seguito
correlazioni valide per particelle fluide e rigide [10].

E necessario definire il numero di Schmidt:

v
Sc=— 2.50
C D ) ( )
il numero di Sherwood e I
Sh =" 2.51
.D ? ( )
e quello di Grashof:
L3p(p —
or = LPle =)y (2.59)
i
Per una particella rigida vengono utilizzate le seguenti correlazioni:
Sh = [4 + 1.21(ReSc)?3)"/?, (2.53)
valida per ReSc < 10000 e Re < 1 e
Sh =2+ 0.95Re' /2513, (2.54)

valida per 2 < Re < 1000.

Per avere un’espressione del numero di Sherwood anche nel range 1 < Re < 2, viene
mantenuto fisso il numero di Schimdt al valore Sc = 469.9, tipico della diffusione di C'O,
in acqua, e si diagramma quello di Sherwood in funzione del numero di Reynolds. Come si
vede nella figura 2.10 si osserva un’intersezione della (2.53) e (2.54) per Re = 0.3, dunque
si puo utilizzare la prima fino a Re = 0.3 e la seconda per valori successivi.

Per una particella fluida vengono invece utilizzate le seguenti correlazioni:

Sh =2+ 0.31(GrSc)"/?, (2.55)
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Figura 2.10: Espressioni di Sh al variare di Re.
[3, p.190]
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valida per L < 0.25cm e
Sh = 0.42Gr'/35c/?, (2.56)

valida per L > 0.25cm.
Trovato il numero di Sherwood, é possibile trovare il coefficiente di mass transfer dalla
definizione del numero adimensionale stesso.

2.2.3 Velocita di accrescimento e mass transfer

In generale, la velocita di accrescimento dipende da due fenomeni in serie:
1. Mass transfer dal bulk liquido alla superficie della bolla;
2. Incorporazione superficiale.

L’incorporazione superficiale &€ importante quando si considera la crescita di particelle
solide (es. cristalli), mentre nel caso di particelle fluide questo fenomeno ¢é trascurabile;
dunque la velocita di accrescimento dipende solamente dal mass transfer.

Il flusso di molecole che arrivano sulla superficie della bolla é definito dalla relazione
(2.41). La variazione nel tempo del numero di moli all’interno della bolla ¢ ottenuta
moltiplicando il flusso per la superficie della bolla:

dn002

dt = JCOQS = kmt[cCOg,b — 000275]71'[/2. (257)

Le concentrazioni presenti in questa equazione vengono espresse utilizzando la legge
di Henry.
ccosp = KuPco,(0); (2.58)

Questa concentrazione rappresenta la concentrazione di bulk e viene assunta costante, in
quanto dipende solamente dalla pressione iniziale esercitata sul liquido che determina la
dissoluzione della C'O, in soluzione.

Il termine

Cco,s = KuPp(t) (2.59)

rappresenta invece la concentrazione in prossimita della superficie della bolla. Essa dipen-
de dalla pressione interna alla bolla, e quindi dal tempo, poiché in questo caso si assume
che vari come la pressione esterna.

La velocita di accrescimento € stata studiata inizialmente assumendo una espansione
quasi-statica delle bolle, trascurando l'inerzia del liquido spostato dalla dilatazione della
particella. Riguardo allo scambio termico interfacciale, si sono considerati i due casi
estremi di scambio termico infinitamente rapido (espansione isoterma) e infinitamente
lento (espansione adiabatica).

Espansione isoterma

Si utilizza la legge dei gas perfetti per esprimere il numero di moli di C'O, all’interno di
una bolla:

PBV PB 7TL3 .
RT  RT 6
Si noti che sia la pressione interna alla bolla Pg che il diametro della bolla L dipendono
dal tempo.

nco, = (2.60)
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Dall’equazione 2.60 la variazione, nel tempo, del numero di moli é espressa come:

dnco,  mPpdL? N 713 dPg  wPpL*dL N 73 dPg
dt ~— 6RT dt 6RT dt  2RT dt 6RT dt

Eguagliando le equazioni (2.57) e (2.61), modificando il tutto per avere a sinistra il
termine dL/dt, si ottiene 'espressione della velocita di accrescimento:
dL (Pco,(0) — Pp) L dPg

= ok K RT — -5
dt LA Py 3Pg di

(2.61)

(2.62)

La costante universale dei gas perfetti ¢ espressa come R = 0.082L-atm - K- mol™.
In questo modo ¢ coerente con 1'unita di misura della costante di Henry (mol- L -atm™),
permettendo di esprimere il tutto in m-s?', unitd di misura del coefficiente di mass
transfer.

Espansione adiabatica
In questo caso la temperatura all’interno della bolla & definita da:
TV = g (2.63)

dove V ¢ il volume della bolla e v = 1.3 ¢ il coefficiente adiabatico per la C'O,, rapporto
tra calore specifico a P e V costante [10, p.2-182].

La costante c,q4 ¢ diversa a seconda del diametro iniziale, e ricavata questa (dai valori
iniziali di volume e temperatura) si puo vedere come varia la temperatura al variare del
volume. La sua unita di misura ¢ K-m®?.

[’andamento della temperatura é inserito nell’equazione di stato dei gas perfetti che
diviene:

PV
Rcad ’

Derivando, come nel caso precedente, la pressione e il diametro nel tempo e poi ugua-
gliando il tutto alla variazione nel tempo del numero di moli derivante dal mass transfer,
espresso dall’equazione (2.57), si ottiene la velocita di accrescimento per una espansione
adiabatica:

nNco, = (2.64)

% _ ’/TCadR L3(1_7)/{jthH (PCOQ(O) — PB) _ L dPB

dt  3y(m/6)7 Py 3yP dt
Anche in questo caso le concentrazioni di bulk e in prossimita della superficie della bolla
sono espresse dalle equazioni (2.58) e (2.59). La costante R ¢ espressa in L - atm - K™! - mol™!

e la costante di Henry in mol-L™!-atm™ per ottenere un risultato espresso in m-s™.

(2.65)

Equazione di Rayleigh-Plesset

Se 'espansione della bolla é rapida occorre considerare 'effetto dell’inerzia del liquido e
non si puod pitt assumere l'eguaglianza fra la pressione nella bolla e quella nel cuore del
liquido. Questa situazione ¢ descritta dall’equazione di Rayleigh-Plesset. E una equazione
differenziale ordinaria che descrive la crescita o il collasso di una bolla immersa in un
liquido, il quale ¢ sottoposto all’azione di una pressione esterna, [2], in questo caso Pco, (t).
Assume la forma:

Py(t) — Peo,(t)  _d°R 3<dR>2 wdR 20

:R — —— JE—
i) TRa TR

e 2.66
p dt? + 2 (2.66)
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La temperatura del fluido é assunta costante, p e v rappresentano rispettivamente la
densita e la viscosita cinematica del liquido circostante la bolla, mentre o corrisponde alla
tensione superficiale del liquido al contatto con il gas della bolla.

Da questa equazione ¢ quindi possibile ricavare 'andamento del raggio della bolla R(t)
in funzione del tempo, supponendo di conoscere la pressione interna alla bolla Pg(t). Que-
sta equazione é stata ricavata in assenza di trasporto di materia attraverso 'interfaccia,
e generalmente la pressione interna ¢ descritta da una politropica, a cui ¢ sommata la
pressione di vapore del solvente:

R\ 3k

Pp(t) = Pv(Tg) + Poo <E> ; (2.67)

dove Pgo € la pressione iniziale della bolla e k ¢ il coefficiente di espansione politropica,
che puo variare da k = 1(espansione isoterma) a k = v (espansione adiabatica).

Nel nostro caso I'equazione (2.67) non puo essere utilizzata, poiché il mass transfer &
presente. Questo rende la pressione interna alla bolla maggiore di quella che si avrebbe
se fosse descritta solamente dall’equazione della politropica. Si sceglie quindi di associare
alla (2.66) 'equazione (2.62) per espansione isoterma, scritta in funzione del raggio (e non
pitt del diametro) e in cui, a primo membro, & presente il termine dPp/dt. L’equazione
(2.62) diviene quindi:

dPg  3kwmKn(Pco,(0) — Ps)CeT  3PgdR
dt R R dt’

La costante dei gas perfetti ¢ stata identificata con Cg per distinguerla dal raggio
R. Anche in questo caso, il termine Pgo,(0) rappresenta la pressione iniziale di C'O,
esercitata sul liquido, ed ¢ quindi costante. Una procedura analoga puo essere condotta
per il caso adiabatico, associando alla (2.66) la (2.65).

Per ottenere 'andamento del raggio della bolla in funzione del tempo, le equazioni
(2.66) e (2.68) vengono risolte contemporaneamente. In questa sezione non si assume
quindi che la pressione interna alla bolla abbia lo stesso andamento della pressione esterna,
ma viene ricavata risolvendo il sistema costituito dalle due equazioni.

(2.68)

2.3 La velocita di nucleazione

Come gia scritto precedentemente, la fase liquida prima del processo di decompressione € in
equilibrio con una fase gas contenente solamente C'O,, che quindi puo essere considerata
satura di anidride carbonica. Nel momento in cui inizia la fase di decompressione la
curva d’equilibrio si sposta verso il basso come si é visto nella figura 2.7. La solubilita
di CO, all’equilibrio ¢ determinata dall’equazione (2.27); nel momento in cui si passa
da una pressione Prp, ~ 5.5bar a Prp, ~ 1bar la quantita di C'O, che & possibile
mantenere disciolta in condizioni di equilibrio si abbassa di circa cinque volte. Il sistema
diventa quindi sovrasaturo e parte della C'O, presente, fino a quando si é raggiunto il
nuovo equilibrio, passa dalla soluzione alla fase dispersa. Si parla di nucleazione quando
vengono create nuove bolle a partire da un’aggregazione di molecole di soluto, si ha cioé
la formazione di nuovi nuclei stabili termodinamicamente.

2.3.1 Teoria classica della nucleazione

Si definisce il grado di sovrasaturazione come:
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S = €00,/¢C0seq; (2.69)

dove ccp, corrisponde alla concentrazione di C'Oy nel sistema, che nel nostro caso ha
un valore costante derivante dalla condizione di equilibrio iniziale, mentre cco, ¢, varia a
seconda della pressione applicata.

Il raggio del nucleo é definito da:

R, - 20V
RTInS
derivante dall’equazione di Kelvin-Ostwald, dove o corrisponde alla tensione superficiale
del liquido a contatto con la fase gassosa e V identifica il volume molare del soluto.
A seguito della formazione di un nuovo nucleo si ha una variazione di energia libera
di bulk AG, che puo essere vista come:

(2.70)

AG = AGy + AGs: (2.71)

cio¢ la somma della variazione di energia riferita alla variazione di volume e di superficie
della particella fluida.
La sua derivata parziale rispetto al raggio della bolla presenta un massimo a R = R,,,

[4].

4omR2,
3
¢ la barriera energetica da superare affinché si abbia la nucleazione spontanea di particelle
fluide.
La velocita di nucleazione ¢é definita come:

_AGCR]
kgT

AG,y = (2.72)

Jp = exp[ : (2.73)

dove kg ¢ la costante di Boltzmann.
Questa descrizione ¢ valida solamente quando il grado di saturazione S é molto elevato.
Quando nel sistema sono presenti delle interfacce, quali possono essere delle particelle
solide sospese, si pud avere un meccanismo piti veloce di nucleazione, quella eterogenea.
In questo caso si ha:

AG = gAG™; (2.74)

cr )
dove ¢ ¢ un valore compreso tra zero e uno, e dipende dall’angolo di contatto nel punto
in cui si incontrano solido, liquido e gas come si vede nell'immagine 2.11, [4].
La barriera energetica da superare € quindi pit bassa.
La velocita di nucleazione diventa:

—¢AGeor
T )

La cinetica derivante dall’equazione (2.73) ¢ valutata definendo la velocita di nuclea~
zione come:

Jp=a" exp[ (2.75)

Jn = Jo exp(—ﬁ). (2.76)

La velocita di nucleazione eterogenea ¢ invece definita da:
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liquid

surface

Figura 2.11: Meccanismo della nucleazione eterogenea, [4]

ok
Jn =Ty exp(— e ) 2.77
In generale, a seconda del grado di sovrasaturazione, una delle due cinetiche prevale
largamente sull’altra. In questo caso, poiché il grado di sovrasaturazione non ¢ molto
elevato, si tratta della nucleazione eterogenea.
I due tipi di nucleazione classica sono schematizzati nella figura 2.12 [7].

2.3.2 Nucleazione da cavita di gas pre-esistenti

Nelle bevande carbonatate esistono meccanismi addizionali di generazione di bolle rispetto
alla nucleazione classica, dovuti alla presenza di cavita di gas sulla parete del recipiente
8, 11].

Se il raggio della cavita ¢ minore del raggio critico R, si parla di nucleazione pseudo-
classica: ¢ ancora presente una barriera energetica da superare ma questa volta ¢ molto
pit bassa. Se il raggio della cavita ¢ invece maggiore di R non si ha piti nessuna barriera,
quindi permette una maggiore velocita di formazione di nuove bolle. Le cavita di gas sono
formate in seguito al fluire del liquido all’interno della bottiglia, dove era gia presente della
CO,. Una parte del gas rimane quindi intrappolata allinterno di cavita (entrapment),
la cui dimensione puo essere inferiore al micrometro, presenti sulle pareti. I due tipi di
nucleazione sono schematizzati nella figura 2.13 [7].

Nei primi istanti della decompressione possono essere presenti anche delle bolle di
dimensioni maggiori formate a seguito del processo di riempimento della fase liquida. A
causa del getto che arriva sul pelo libero della soluzione liquida puo essere inglobato del
gas esterno, (entrainment). Possono essere inoltre presenti delle bolle non visibili, aventi
dimensione di qualche micrometro, formate anch’esse a seguito del riempimento. Queste
bolle vengono considerate nella condizione iniziale del bilancio di popolazione, equazione
(1.10).
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Typel
Before suparsaluration After supersaturation
Q o
) o

Type | Classical homogeneous nucleation, producing gas
bubbles in the bulk at high levels of supersaturation
of 100 or more.

Type ll
Before supersaturation After supersaturation

Type Il Classical heterogenous nucleation, catalysed
by the presence of another material in the liquid.

Figura 2.12: Meccanismi di nucleazione classica,|7]

Type Il and IV

Baefore Supersaturation
(pre-axisting gas cavitles)

Type IV
Gas cavities grow
because Ry > A™

Type Il

Gas cavities of size Ry<R"™ may
or may not grow, depending on
local supersaturation fluctuations.

Figura 2.13: Meccanismi da cavita di gas preesistenti |7].
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Capitolo 3

Lo sviluppo del modello

La convalida del modello é effettuata utilizzando alcuni dati sperimentali forniti dall’a-
zienda Sidel. Questi dati sono relativi alla procedura sperimentale presentata nei lavori
[12] e [11].

In particolare ¢ necessario valutare quale sia la velocita di accrescimento che carat-
terizza effettivamente il processo in esame e successivamente appurare la correttezza del
bilancio di popolazione, con il quale viene valutato l'innalzamento dell’interfaccia della
fase liquida a seguito dello sviluppo della fase dispersa al suo interno.

Anche la formulazione della velocita di nucleazione ¢é effettuata a partire dall’innalza-
mento del liquido; diventa importante da considerare nell’intervallo di tempo nel quale
non sono piu presenti le particelle fluide che costituivano la condizione iniziale per la
risoluzione del bilancio di popolazione, cioé le particelle che caratterizzano 1’equazione

(1.10).

3.1 Dati sperimentali a disposizione

Il processo di riempimento ¢ costituito da tre passaggi. In primo luogo la bottiglia &
riempita a di anidride carbonica fino alla pressione di saturazione (circa 5.6 bar), succes-
sivamente ¢ introdotta la fase liquida satura di gas fino a riempire meta della bottiglia.
Dopo un certo intervallo di tempo la pressione viene fatta decrescere fino ad arrivare a
quella ambiente. A questo punto la bottiglia puo essere staccata dalla imbottigliatrice e
tappata [12]. La storia della pressione & descritta dalla figura 3.1.

La pressione iniziale ¢ Ppo,(0) = 5.63 bar, che subito decresce di 2.5bar in 80 ms.
L’espressione analitica di questo andamento della pressione é:

o Poo, = —31.357-1+5.6314 per t < 0.1s;

o Poo, = 10.128 -3 — 6.4152 - t* — 2.7295 -t + 2.8071 per 0.1 <t < 0.6s;
o Poo, =1.01325 per 0.6 <t < 1s;

o Poo, = —0.0725-t% +0.4511 -t + 0.6511 per 1 <t < 3.39s;

o Poo, =1.36 per 3.39 <t <4s;

o Pro, = 0.6422 -t — 6.0465 -t + 15.247 per 4 <t < 4.65;

o Poo, =1.01325 per 4.6 <t < 8s;
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Pco, [bar]

0 o I R A R
0 2 4 6 8

t, [s]

Figura 3.1: Andamento della pressione in funzione del tempo

La temperatura ¢ costante ed ¢ pari a T = 290.65 K.

La velocita di accrescimento e studiata utilizzando i dati presenti nelle figure 3.2 e
3.3, da cui é possibile osservare come il diametro di una particella fluida vari nel tempo
a seguito della variazione di pressione. Il grafico 3.2 é riferito alla parte centrale della
fase continua, mentre i dati della figura 3.3 sono stati presi nella parte superiore della
bottiglia. Per quanto riguarda la parte centrale i diametri iniziali delle bolle sono:

o [j=0.3mm;

o [y=0.7mm;

e [y=13mm.

Nella parte superiore, invece, i diametri iniziali sono:

o [y=0.6mm;

e [y=1.0mm,;

e [y=14mm;

e [y=25mm.

Per la valutazione della velocita di nucleazione e del bilancio di popolazione é utilizzata
la figura 3.4, in cui si nota come l'interfaccia del liquido varia a seguito della formazione
di una fase dispersa al suo interno.
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T Ll T T
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Figura 3.2: Velocita di accrescimento sperimentale, parte centrale della fase liquida.
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Figura 3.3: Velocita di accrescimento sperimentale, parte superiore della fase liquida.
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3.1. Dati sperimentali a disposizione

0,012

—3
8x10 " i
e °®®

6x107°

4x107 -

Altezza interfaccia, [m]
[ ]

2x107° F R
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05 1 1,5 2 25 3 35 4 45 5 55 6 65 7 75

t, [s]

Figura 3.4: Variazione dell’altezza dell’interfaccia della fase liquida.

3.1.1 Proprieta del sistema
Per descrivere il sistema sono necessarie le seguenti proprieta:
e Diffusivita della CO5 in acqua;
e Densita della C'Oy;
e Peso molecolare della C'Oy;
e Densita del liquido;
e Viscosita del liquido;
e Costante di Henry;
e Velocita di risalita;
e Coeflicienti di mass transfer;
La diffusivita della C'O, in acqua é ricavata utilizzando la relazione di Stokes-Einstein:

kpT
Dco, = ~2— = 2128 1077 m?/s;

1
67l (3:1)

dove kp ¢ la costante di Boltzmann (1.38- 10723 J/K) e [ ¢ il raggio idrodinamico della
CO, (1071%m) [9].

Come densita e viscosita del liquido si utilizzano i valori p = 998kg/m®e = 1072 Pa s,
corrispondenti a quelli dell’acqua. Per il fluido interno alla bolla la densita la si esprime
utilizzando la legge dei gas perfetti:
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Grandezza Simbolo Valore Unita di misura
Temperatura T 290.65 K
Pressione iniziale By 5.63 bar
Diffusivita Dco,  2.128-107 m? /s
Densita liquido P 998 kg/m3
Viscosita liquido ! 1073 Pa-s

Costante di Henry Ky 3.95 -102 mol/(L - bar)

Tabella 3.1: Proprieta chimico-fisiche del sistema

dove Mco, = 44.01-1073Kg/mol ¢ il peso molecolare della CO,. In questo modo si puo
valutare come la densita vari in funzione della pressione applicata.

Dall’equazione (2.28) si ricava il valore della costante di Henry alla temperatura di
209.65 K, Ky = 0.04mol/(L-atm).

Nella tabella 3.1 sono riassunti i principali valori utilizzati.

La velocita di risalita delle bolle ¢ espressa utilizzando le equazioni (2.21), (2.22) e
(2.23).

I1 coefficiente di mass transfer ¢ espresso utilizzando le equazioni (2.53) e (2.54).

Sia la velocita di risalita che i coefficienti di mass transfer sono riferiti a particelle
fluide approssimabili a particelle rigide.

3.2 Caratterizzazione dell’accrescimento

Di seguito sono presentati i confronti tra i dati sperimentali presenti nelle figure 3.2 e 3.3
e 1 risultati ottenuti dalle equazioni (2.62), (2.65) e (2.66).

Per ogni caso vengono effettuati sette confronti: tre di essi caratteristici della parte
centrale della bottiglia, mentre gli altri quattro sono riferiti alla parte superiore. I dati
sperimentali sono rappresentati dai punti in blu mentre i risultati ricavati sono rappre-
sentati dalla funzione continua in rosso. Nel caso di espansione isoterma e adiabatica
I’andamento della pressione utilizzato ¢ quello presente nella figura 3.5, che differisce dal-
la 3.1 solamente per il primissimo tratto, quello per ¢ < 0.1s. Nella figura 3.1 la pressione
passa molto velocemente da 5.63 bar a 3.13 bar e questo causa dei problemi numerici nel
calcolare il diametro della bolla in funzione del tempo. Si é deciso quindi di porre al
tempo t = 0s anche il valore di pressione P = 3.13 bar, e di utilizzare una derivata della
pressione che non presenti discontinuita.

L’espressione della derivata della pressione utilizzata é la seguente:

o dPcop, =19.844 -t — 11.476 per t < 0.65s;

o dPcop, =0 per 0.6 <t <ls;

dPco, = —2- 0.0725-1 4 0.4511 per 1 <t < 3.39s;

dPco, =0 per 3.39 <t < 4s;

dPco, = 2-0.6422 -t — 6.0465 per 4 <t < 4.68s;

dPco, = 0 per 4.68 <t < 8s;
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Pco, [bar]

0 o I R A R
0 2 4 6 8

t, [s]

Figura 3.5: Andamento della pressione 'modificata’ in funzione del tempo

Quando ¢ effettuato il confronto utilizzando I’equazione di Rayleigh-Plesset ¢ utilizzata
la pressione effettiva, cioé quella della figura 3.1.

Dato che la piu piccola bolla studiata ha un diametro Ly = 0.3 mm, per esprimere la
velocita di risalita viene utilizzata la relazione (2.23). La velocita di risalita iniziale per
questa particella assume il valore vy = 0.03m/s.

I coefficiente di mass transfer utilizzato & quello dell’equazione (2.54), valido per
Re > 0.3 per una particella rigida o, come in questo caso, per una particella fluida in un
sistema contaminato. Il valore iniziale del numero di Reynolds per la particella avente
Ly =0.3mm é Re ~9.3.

3.2.1 Espansione isoterma con mass transfer

In questa sezione vengono presentati i risultati ottenuti dall’equazione (2.62).

Nelle figure 3.6 e 3.7 sono presentate le simulazioni condotte. Nei grafici 3.6(a) e
3.6(b) & presente una pendenza molto bassa all’inizio, non osservata negli altri grafici, che
non permette di descriverne molto bene il comportamento. Gli altri grafici sono invece
descritti sufficientemente bene. I risultati sono stati ottenuti utilizzando il codice Matlab
accrescimentoisot presente in appendice.

Dall’equazione (2.62), isolando a sinistra il termine dP/dt, si ottiene anche I’equazione
da integrare per ottenere I’andamento della pressione in funzione del tempo

dPg  6kmiKu(Peo,(0) — Ps)RT  3PgdL
dt L L dt’

Questa volta, come dati di input, sono inserite le curve dei diametri in funzione del
tempo, interpolanti i dati sperimentali e non piu I'andamento della pressione.

(3.3)
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Nella figura 3.8(a) le pressioni ottenute vengono confrontate con la pressione speri-
mentale della figura 3.1. Anche in questo caso vengono riscontrati dei problemi per le
curve con diametro iniziale Ly = 0.3mm e Lo = 0.7mm, e 'andamento della pressione
nel tratto iniziale ha addirittura una concavita diversa rispetto a tutti gli altri casi, che si
avvicinano molto alla pressione sperimentale. Entrambe le curve sono riferite alla parte
centrale del liquido. La curva riferita a Ly = 1.3 mm, anch’essa caratteristica della parte
centrale del liquido, nell’ultimo tratto si discosta dalla pressione sperimentale, arrivando
a P~ l1bar a t = 0.4s mentre le altre (quelle della parte superiore del liquido), sono
molto piu vicine alla pressione effettiva. Tutte le curve hanno come valore iniziale di
integrazione P, = 5.63bar. I tempi finali sono diversi a seconda dei tempi considerati
nella procedura sperimentale.

Nel grafico 3.8(b) sono stati ricavati gli andamenti delle pressioni, risolvendo I'equa-
zione (3.3), partendo pero dal valore finale effettivo di pressione. Non é stato possibile
ricavare la curva riferita a Ly = 0.3 mm, poiché presentava valori senza senso fisico, men-
tre quella riferita a Ly = 0.7mm assume lo stesso andamento del caso precedente. Si
noti come quella riferita a Lo = 1.3 mm, che nel caso precedente arrivava a P ~ 1bar
a t = 0.4s, con questo procedimento presenta un valore iniziale di pressione decisamente
pitt alto di quello delle bolle della parte superiore del liquido.

I risultati sono stati ottenuti utilizzando il codice Matlab Paccrisot, presente in ap-
pendice.
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Figura 3.6: Confronto con equazione (2.62), parte centrale del fluido.
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Figura 3.7: Confronto con equazione (2.62), parte superiore del fluido.
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Figura 3.8: Confronto pressioni ottenute dall’equazione (3.3) dal valore iniziale(a), dal
valore finale (b)
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3.2.2 Espansione adiabatica con mass transfer

In questo caso ¢ utilizzata I'equazione (2.65).

I grafici ottenuti, per la stessa serie di dati del caso precedente, sono presentati nelle
figure 3.9 e 3.10.

Anche in questo caso le curve corrispondenti a Ly = 0.3mm e Ly = 0.7mm non
vengono descritte bene. Negli altri casi le curve ottenute dall’equazione (2.65) presentano
una pendenza piu bassa di quelle ottenute dalla (2.62). Questo permette di descrivere
meglio il primissimo tratto, ma al tempo finale ’errore ¢ maggiore. I risultati sono ottenuti
con il codice Matlab accrescimentoadiab, presente in appendice.

Dalla (2.65), mettendo in evidenza il termine dP/dt, si ricava 'andamento della
pressione in funzione del tempo:

dP, B ™ CadR

&~ (ejop L FmeKn(Feo,(0) = Po) -

L dt’

(3.4)

Nel grafico 3.11 sono presentati i risultati ottenuti. Come nel caso precedente, anche
qui le curve che rappresentano gli andamenti della pressione ottenute da Ly = 0.3mm e
Lo = 0.7mm hanno andamenti completamente diversi dalle altre. Le altre curve differi-
scono tra di loro per il valore della pressione finale, ma presentano lo stesso andamento.
I risultati sono ricavati con il codice Paccradiab, presente in appendice.
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Figura 3.9: Confronto con equazione (2.65), parte centrale del fluido.
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Figura 3.10: Confronto con equazione (2.65), parte superiore del fluido.
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Pco,, [bar]

t, [s]

Figura 3.11: Confronto pressioni ottenute dall’equazione (3.4)
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3.2.3 Equazione di Rayleigh-Plesset

In questa sezione viene utilizzato ’andamento della Prp, espresso nella figura 3.1, poiché
usando quello della 3.5 il risultato finale presenta un numero molto elevato di oscillazioni.

Nelle figure 3.12 e 3.13 sono presentati i risultati ottenuti da questo procedimento (in
rosso), confrontandoli con quelli ottenuti dall’equazione (2.62) (in verde). Si puo notare
che le curve ottenute dall’equazione di Rayleigh-Plesset presentano un errore al tempo
finale leggermente inferiore di quello ottenuto dall’equazione (2.62). Il problema nell’uti-
lizzare questa equazione € perod rappresentato dal tratto iniziale. Poiché I’andamento della
pressione utilizzato & quello della figura 3.1, che presenta una pendenza molto elevata nel
tratto 0 < t < 1s, si ottiene 'andamento caratteristico delle curve in rosso, generato
dall’andamento della derivata della pressione che presenta una discontinuita a ¢t = 0.1s.

Nella figura 3.14 vengono confrontate la pressione Prp,, data come dato di input, e
la Pg (in rosso). Da questo confronto si vede che effettivamente, come ipotizzato nei casi
precedenti, la pressione interna alla bolla assume esattamente lo stesso andamento della
pressione esterna.

Nel bilancio di popolazione la velocita di accrescimento che viene inserita é quella
espressa dalla relazione (2.62).
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Figura 3.12: Confronto con equazione (2.66), parte centrale del fluido.
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Figura 3.13: Confronto con equazione (2.66), parte superiore del fluido.
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o '0,2' | '0_:4 0.6 0.8 1
t, [s]

Figura 3.14: Confronto delle pressioni Pp e Pro,, ricavato dall’equazione (2.66) fino a
0.4s.
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3.3 Caratterizzazione della nucleazione

Per caratterizzare la nucleazione si hanno a disposizione solamente i dati presenti nella
figura 3.4. E necessario inserire la velocita di nucleazione all’interno del bilancio di popola-
zione, la cui risoluzione permette di verificare la correttezza della formulazione utilizzata.
Dal bilancio di popolazione é infatti possibile calcolare il volume totale della fase disper-
sa, e da questo volume valutare l'innalzamento dell’interfaccia del liquido. Utilizzando
solamente la formulazione della nucleazione classica:

To = J exp(—ﬁ). (3.5)

non si riesce a descrivere correttamente l'intera curva.

Questo probabilmente dipende dalla compresenza dei vari tipi di nucleazione presentati
nella sezione 2.3, nonché dalla presenza di bolle residue del processo di imbottigliamento,
non visibili a occhio nudo.

In particolare puo essere importante la presenza della nucleazione del IV tipo [11].
Questo tipo di nucleazione dipende dalla dimensione delle cavita presenti sulle pareti
del recipiente, dal loro numero e dalla fluidodinamica del sistema. Poiché non si hanno
sufficienti dati a disposizione per caratterizzare questo tipo di nucleazione si é deciso di
utilizzare un valore costante della velocita di nucleazione con il quale si puo descrivere lo
stazionario che si raggiunge dopo t = 5s. In questo modo ¢é possibile valutare ’ordine di
grandezza del numero di particelle generate.

In particolare viene utilizzato il valore:

Jn, = 2.7-10"particelle/(m?* s) (3.6)

3.4 Il modello completo

Utilizzando le cinetiche di processo individuate nel capitolo 2 é possibile risolvere il bilancio
di popolazione. Come si é visto nella sezione 1.2, & necessario risolvere un sistema di
equazioni differenziali ordinarie posizionate nei nodi identificati nella figura 1.2.

Per prima cosa bisogna creare un vettore di punti L, con il quale si identifica la
dimensione delle particelle. La differenza tra 2 valori successivi del vettore corrisponde
alla quantita AL. Il diametro L ¢é individuato dall’indice j = 1,2,...n. La stessa cosa
viene effettuata per un vettore z, in modo da poter identificare la posizione della particella
fluida all’interno della bottiglia, ed ottenere la quantitd Az. La posizione é individuata
dall’indice i = 1,2,...m. I valori AL e Az sono poi inseriti nell’equazione (3.7).

Poiché sia la velocita terminale di una bolla che la sua velocita di accrescimento di-
pendono solamente dalla sua dimensione, per ogni punto del vettore L vengono calcolati
questi valori, creando altri due vettori v e G.

La velocita di risalita viene espressa utilizzando le equazioni (2.21), (2.22) e (2.23).
La velocita di accrescimento ¢ identificata dall’equazione (2.62).

Utilizzando l'indice k = i + (j — 1) -m le equazioni espresse nella forma della (1.20)
assumono la seguente forma:

dfe — vilfe = fim1)  Gifi = Gi1fi—m (37)
dt Az AL ‘ '

Le condizioni al contorno sono inserite nelle equazioni aventi ¢ =1 o0 j = 1, come si ¢
visto nelle equazioni (1.21) e (1.22).
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Figura 3.15: Condizione iniziale del bilancio di popolazione

Per 1 =1 si ha:
A _ _vife _ Gife = Gioafeom, (3.8)
dt Az AL ’ .
mentre per j = 1 si ha:
@:_Umfk_fkfl) _Glfk—Jn (3 9)

dt Az AL

Dalla figura 1.2 si puod notare che si sono m valoridi k£ (1 <k <m)percuij=1en
valori per cui ¢ = 1.
Se k=1 (i = j = 1) 'equazione (3.7) diventa:

dfi _ wnlf) Gih—Jn
dt Az AL

La condizione iniziale & imposta a partire dalla densita di numero e dalla dimensione
delle particelle presenti al tempo ¢ = 0.

Effettuando una discretizzazione con n = 40 e m = 40, come condizione iniziale si
sceglie:

(3.10)

f(z, L,t)]i=o = 2.64 - 10" particelle/(m* - m). (3.11)

per le particelle aventi diametro L = 2 um, come si vede nella figura 3.15.
Si sceglie:

Lopin = 1078 m; Lipar =4+ 1073 m; (3.12)

Il passo della discretizzazione deriva da:
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Figura 3.16: Funzione densita di numero at =0.42se 2 =0.1m

Lmaa: - me _
Zmer  min_ .10 m. (3.13)
n

AL =

Per risolvere il bilancio di popolazione viene utilizzata la funzione ODE1bs, su un
tempo che va da zero a otto secondi. Si ottiene una matrice costituita da numero di
colonne pari al numero delle equazioni che costituiscono il sistema da risolvere, e da un
numero di righe variabili. Su ogni colonna si ha la variazione nel tempo del valore della
funzione fi. Il tempo corrispondente lo si vede in da un altro vettore, ottenuto dallo
stesso programma.

La concentrazione delle particelle al tempo iniziale & ottenibile dall’equazione (1.14)
e in questo caso corrisponde all’area del triangolo individuato nella figura 3.15, poiché
presenti solamente particelle aventi L = 2 um. La concentrazione ¢ la stessa in tutta la
bottiglia ed ¢ pari a:

Lmax L . AL
n = / f(L)dL = % = 1.32- 10" particelle/m®. (3.14)
0

Dal bilancio di popolazione si ottiene la funzione densita di numero f(L, z,t). Impo-
nendo un tempo ¢ e una posizione z, 'andamento ¢ simile a quello della figura 3.16.

In questo caso per calcolare la concentrazione € necessario risolvere l'integrale (1.14):
viene risolto numericamente utilizzando il metodo dei trapezi.

Si ha quindi:

i) = [ L0 = D) + F() (3.15)
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Figura 3.17: Innalzamento del livello di liquido confrontato con i dati sperimentali.

In questo caso non si puo piu affermare che la concentrazione in numero sia la stessa
in ogni punto della bottiglia poiché la funzione f(L, z,t) ottenuta dal bilancio varia con
I'altezza z.

La risoluzione del bilancio di popolazione ¢ essenziale per calcolare il volume di gas
che si genera allinterno della fase liquida. Con l’equazione (1.16) ¢é possibile calcolare il
rapporto tra il volume di gas e quello di liquido ad ogni altezza z;. Utilizzando anche in
questo caso il metodo dei trapezi si ha:

Lmaz L3 " nL? wl? AL
o) = [ HLan AL = Yo (HL) T ) ) S Bao)

min j=1

Per calcolare il volume totale della fase dispersa, utilizzando ancora il metodo dei
trapezi, viene risolto l'integrale (1.17).
Si ha:

Vias(t)/S = /0 o(z,t)dz = Z(qﬁ(z) +o(i — 1)) %; (3.17)
i=1
Calcolando il volume totale ad ogni tempo t ¢ possibile ricavare I’andamento dell’in-
terfaccia della fase liquida in funzione del tempo. Come spiegato nella sezione (1.1.1) la
quantita Vi,s/S corrisponde alla variazione del livello di liquido.
Si puo osservare il confronto tra i dati sperimentali e i risultati ottenuti dal codice
Matlab nella figura (3.17).
L’andamento dell’altezza dell’interfaccia é confrontato con i dati sperimentali a dispo-
sizione. Il primo tratto é caratterizzato dalla presenza delle bolle inserite nella condizione
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iniziale, e al tempo t = 1.43s si ha la variazione massima del livello dell’interfaccia del
liquido. Dopo il massimo si ha un abbassamento improvviso del livello a causa della
fuoriuscita dal sistema di tutte le particelle fluide presenti dal tempo iniziale. La curva
nell’intervallo di tempo 2 < t < 5s non viene descritta molto bene poiché non ¢ stato
possibile caratterizzare completamente la nucleazione all’interno del sistema, a causa della
compresenza dei vari tipi di nucleazione.

Il bilancio di popolazione é risolto utilizzando il codice Matlab bilpopolazione presente
in appendice. Tramite il codice distribuzionedim € possibile leggere i risultati che si
ottengono dal programma precedente. Il volume totale di gas in funzione del tempo &
calcolato utilizzando il codice volumegas. La spiegazione all’utilizzo di questi codici ¢
presente in appendice.

Nelle figure 3.18, 3.19 e 3.20 si vede come la funzione densitd di numero f(L, z,t)
varia con l'altezza z e col tempo t. Si pud notare che al tempo t = 0.4s la funzione
varia molto poco al variare dell’altezza. Questo dipende dalla distribuzione iniziale di
particelle fluide espressa nell’equazione (3.11); al tempo ¢ = 0 si ha una distribuzione
unidimensionale di particelle lungo tutta l’altezza della bottiglia e al tempo ¢ = 0.4 I'effetto
della nucleazione ¢ ancora trascurabile. Nelle figure 3.19 e 3.20 si puo notare invece come
il massimo locale della funzione si sposti verso destra all’aumentare dell’altezza, per cui
ad altezze maggiore ¢ piu probabile trovare bolle pit grandi. Il massimo che si osserva
a L =12-10"*m ¢é dovuto alla discretizzazione effettuata. Il primo punto del vettore
che descrive la coordinata L corrisponde alla dimensione dei nuclei, mentre il secondo a
L =1.2-10"*m (avendo diviso in 40 intervalli la coordinata L). Il massimo si ottiene
a causa di tutte le particelle fluide con dimensione maggiore di quella del nucleo ma che
ancora non hanno superato la dimensione L = 1.2-107*m. Aumentando il numero
di intervalli si ottiene una funzione pitl precisa ma i tempi necessari per effettuare la
simulazione si allungano di molto.

Si esprime il diametro medio come:

JiFmer p(L) - L2L
Jo e f(L) - L2dL

0

<L>= (3.18)

Nella figura 3.21 é possibile osservare come questa quantita vari in funzione dell’altezza,
per diversi tempi ¢. Si puo vedere che per t = 0.4s il diametro medio non vari pitt dopo
z ~ 0.05m poiché, essendo la nucleazione ancora trascurabile, tutte le particelle presenti
al tempo ¢ = 0 sono cresciute della stessa quantita. Per tempi maggiori invece si vede
come il diametro medio aumenti in funzione dell’altezza.

Nella figura 3.22 si vede come la frazione di gas ¢, definita dall’equazione (3.16),
vari lungo l'altezza e in funzione del tempo. La frazione di gas aumenta all’aumentare
dell’altezza.

Il volume totale della fase dispersa ¢ proporzionale all’area sottesa alla curva. Come
si & visto nella figura 3.17, si ha un aumento di volume fino ad un tempo ¢ ~ 1.55s,
successivamente questo valore decresce fino a portarsi allo stazionario.

Dalle immagini 3.23 € possibile notare come effettivamente ci sia un aumento di volume
della fase dispersa fino a ¢ ~ 1.5s e come successivamente questo valore diminuisca.

Nelle figure 3.23(a) e 3.23(b) si nota un aumento del diametro medio e della frazione
di gas all’aumentare dell’altezza; questo probabilmente ¢ dovuto alla presenza delle bolle
di dimensione maggiore create a seguito del processo di riempimento (entrainment) e non
considerate nella condizione iniziale; secondo i grafici 3.21 e 3.22 per ¢t = 0.4s il diametro
medio e la frazione di gas non dovrebbero variare pitt dopo t ~ 0.05m.
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Dalle figure 3.23(c) e 3.23(d) ¢ possibile notare come la fase dispersa ¢ molto piu
sviluppata nella parte superiore del liquido, come si osserva anche nella figura 3.22 per
t = 1.3s. Nella figura 3.23(c) si osserva inoltre come il diametro aumenti con 'altezza;
nella figura 3.23(d), a causa del gran numero di bolle, non ¢é possibile notarlo.

Nelle figure 3.23(e) e 3.23(f) si osserva abbastanza bene come il diametro medio e la
frazione di gas aumentino all’aumentare dell’altezza, come si vede nei grafici 3.21 e 3.22
per t =5.34s.
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Figura 3.18: Funzione densita di numero a t = 0.4s per differenti altezze
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Figura 3.20: Funzione densita di numero a t = 5.4s per differenti altezze

61



3.4. 11 modello completo Capitolo 3. Lo sviluppo del modello

2%107 -

— t=04s
— t=1s
—— t=13s
—— =545
1.5%x107 F -
E
-
3
v
107 F -
sxio*RdL
0 0,05 0.1 0,15 0.2

z, [m]

Figura 3.21: Diametro medio < L > in funzione dell’altezza z, a diversi tempi.
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Figura 3.22: Frazione di gas ¢ in funzione dell’altezza z, a diversi tempi.
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LR S
(a) ¢t = 0.37s, meta inferiore della (b) ¢ = 0.37s, meta superiore della
bottiglia bottiglia

(¢) t = 1.28s, meta inferiore della (d) ¢ = 1.28s, metd superiore della
bottiglia bottiglia

() t = 5.34s, meta inferiore della (f) ¢ = 5.34s, metd superiore della
bottiglia bottiglia

Figura 3.23: Fotografie del sistema in esame a diversi tempi [12]
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L’obbiettivo di questo lavoro era l'individuazione dei meccanismi chimico-fisici alla base
dello sviluppo della fase dispersa, costituita da particelle fluide di anidride carbonica,
all'interno di una fase continua durante la depressurizzazione che conclude il processo
di imbottigliamento di una bevanda gassata. La caratterizzazione di questi meccanismi
era necessaria per la formulazione di un modello di base, che a partire dalle condizioni
iniziali, avrebbe permesso una descrizione quantitativa dell’intero processo, attraverso la
risoluzione di un bilancio di popolazione.

Per la formulazione del bilancio € stata necessaria 'individuazione di tre cinetiche di
processo.

La caratterizzazione della velocita di risalita delle particelle fluide é stata effettuata
utilizzando solamente la letteratura a disposizione, tramite I'utilizzo di soluzioni analitiche
o empiriche.

L’utilizzo di dati sperimentali é stato invece necessario per individuare il corretto mec-
canismo della velocita di accrescimento. Sono stati individuati due meccanismi possibili:
espansione isoterma o adiabatica. La prima ha dato pero risultati piu precisi di quella
adiabatica. Per cercare di ottenere una precisione ancora maggiore ¢ stata successivamen-
te utilizzata anche '’equazione di Rayleigh-Plesset con la quale ¢ ricavata analiticamente
la pressione all’interno della particella fluida. Nel processo di decompressione, ultimo
step della fase di riempimento, si ha una brusca variazione di pressione in un intervallo
di tempo molto ristretto; cido non permette di ottenere un’espressione della pressione mol-
to precisa in quanto non si ottiene una funzione continua della derivata temporale della
pressione. Modificando leggermente 'andamento della pressione (figura 3.5) é possibile
ottenere risultati sufficientemente precisi utilizzando I’equazione dell’espansione isoterma.
Non é possibile fare cio quando viene utilizzata 1’equazione di Rayleigh-Plesset poiché in
questo caso, modificando 'andamento della pressione, si ottengono risultati con un nu-
mero molto elevato di oscillazioni. Utilizzando quindi ’espressione della pressione avente
derivata non continua (figura 3.1) si ottengono risultati poco accurati nella fase iniziale
del processo.

Per 'ottenimento dei risultati é stata necessaria la creazione dei codici Matlab presenti
in appendice.

Non é stato possibile caratterizzare la velocita di nucleazione, poiché non ¢’erano suffi-
cienti dati sperimentali a disposizione. In primo luogo ¢ stata ipotizzata una nucleazione
classica, che pero non ha garantito un’accuratezza sufficiente nei risultati ottenuti. Molto
probabilmente dipende dalla compresenza dei vari tipi di nucleazione, che sara necessario
descrivere meglio per ottenere accuratezze maggiori.

Si ¢ scelto quindi di utilizzare un valore costante che garantisca almeno l'ordine di
grandezza di questo meccanismo e che riesca a descrivere lo stazionario che si raggiunge
nella fase finale dello sviluppo della fase dispersa.
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Quantificare lo sviluppo della fase dispersa e stato necessario per verificare 'innalza-
mento del livello di liquido all’interno della bottiglia. Per fare cio é stato necessario risol-
vere il bilancio di popolazione, utilizzando le tre cinetiche di processo e i codici Matlab
presenti in appendice. I risultati ottenuti sono stati poi confrontati con i dati sperimentali
a disposizione.

La risoluzione del bilancio di popolazione permette di verificare il tempo a cui si ha
il massimo innalzamento del liquido e da cosa ¢ determinato; dipende infatti dal numero
di particelle fluide (e dalla loro dimensione) presenti nel sistema generate a seguito del
riempimento della fase liquida.

Questi risultati possono essere utilizzati come punto di partenza per la caratterizza-
zione del processo di formazione della schiuma, essenziale per ottimizzare il riempimento
delle bevande gassate.
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Il codice Matlab utilizzato

In questa appendice sono presentati i codici creati per la caratterizzazione del processo.
In particolare sono presentati i tre codici creati per descrivere i tre casi considerati della
velocita di accrescimento (e quelli per ottenere ’andamento della pressione all’interno della
particella, partendo dalla velocita di accrescimento), il codice necessario alla risoluzione
del bilancio di popolazione e i codici necessari alla corretta lettura dei dati ottenuti da
quest’ultimo.

Velocita di accrescimento

Espansione isoterma

Il seguente codice ¢ utilizzato per caratterizzare l'accrescimento di una particella fluida
considerata isoterma. Come dati di input sono utilizzati i valori della tabella 3.1 e I'an-
damento della pressione presente in figura 3.5. Questo codice é chiamato con il comando
ODEA45 e bisogna quindi inserire la condizione iniziale (cioé il diametro iniziale della par-
ticella) e i tempi iniziale e finale. Ad esempio, nella command window si puo utilizzare il
seguente comando:

[t,L]=0de45(’f_accrescimentoisot’, [0,0.4], 1/1000);

In output si vede come il diametro varia in funzione del tempo.

Con questo programma viene risolta ’equazione differenziale (2.62), presente nell’ul-
tima riga del codice. La dimensione varia con il tempo e, a partire dal diametro iniziale,
ad ogni dimensione successiva viene calcolata la velocita di risalita e il coefficiente di mass
transfer, necessari per la corretta caratterizzazione della velocita di accrescimento. La
formulazione della velocita di risalita varia a seconda della dimensione particella. In par-
ticolare sono utilizzate le equazioni (2.21), (2.22), (2.23). Nel range 0.1 < Re < 10 viene
risolta un’equazione di secondo grado, la cui soluzione positiva corrisponde alla velocita
di risalita. Per il coefficiente di mass transfer sono utilizzate le equazioni (2.53) e (2.54),
a seconda del numero di Reynolds della particella.

function G= accrescimentoisot(t, L)

T=290.65; %Temperatura, K

R=0.082; %Costante dei gas perfetti, L*atm/(mol*K)
P0=5.63; YPressione iniziale, bar

KH=0.04; %Costante di Henry a T=290.65, mol/(L*atm)
D=2.128%10"-9; %Diffusivitd C02 in acqua, m~2/s
rholL=998; %Densita fase liquida, kg/m~3

mu=10"-3; %Viscositd fase liquida, Pax*s

if t<0.1 %Andamento pressione,bar e sua derivata,bar/s

dP=19.844x%t-11.476;
P=-6.4%t+3.13;
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elseif t>=0.1 & t<0.6
dP=19.844%t-11.476;
P=10.128*%t"3 - 6.4152*t"2 -2.7295%t + 2.8071;
elseif t>=0.6 & t<1
P=1.01325;

dP=0;

elseif t>=1 & t<3.39
dP=-2%0.0725*%t+0.4511;
P=-0.0725%xt~2+0.4511%t+0.6511;
elseif t>=3.39 & t<=4

P=1.36;

dP=0;

elseif t>4 & t<4.6
dP=2%0.6422%t-6.0465;
P=0.6422*%t"2-6.0465*%t+15.247;
elseif t>4.6 & t<4.68
dP=2%0.6422%t-6.0465;
P=1.01325;

else

dP=0;

P=1.01325;

end

rho=(P*10~5)*(44.01/1000)/(8.314%T) ;
%Densitad di C02 in funzione della pressione kg/m~3

if L<=5.67%10"-5 %Velocitd terminale particella fluida, m/s
v=9.81%(L~2) *(rhoL-rho) /mu/18; %Regime di Stokes

elseif L>5.67*10~-5 & L<=2.23%10"-4 90.1<Re<10

p=[1 12xmu/(rholL*L) -2*L*9.81%(rhoL-rho)/(3*rhol)];
g=roots(p);

if q(1)>0

v=q(1);

else

v=q(2);

end

else YRe>10, approsimazione dal grafico 2.5
v=9%10"10%L"5-10"9%L~4+10"7*L~3-59695*L"2+168.53*L-0.0147;
end

Re=v*L*rhoL/mu; %Numero di Reynolds
Sc=mu/D/rhol; %Numero di Schmdt

if Re>0.3 %Coefficiente mass transfer per particelle rigide, m/s
kmt=(2+0.95%(Re~0.5)*(Sc~(1/3)))*D/L;

else

kmt=(4+1.21%(Re~(2/3))*(Sc~(2/3)))~(0.5)*D/L;

end

G=2xkmt*KH* (PO-P) *R*T/P- (L*dP) / (3*P) ; %Velocita di accrescimento, m/s
end

Il codice Paccrisot é utilizzato per calcolare I’andamento della pressione a partire dal
valore iniziale. Si noti che in questo caso come input é necessario inserire la variazione
del diametro in funzione del tempo (e la sua derivata) e non piu la pressione, approssi-
mandoli dai dati sperimentali. Il resto del codice non varia da quello precedente. Viene
chiamato con il comando ODE45, ma come condizione iniziale bisogna inserire il valore
della pressione al tempo t = 0s.

function dP= Paccrisot(t, P)
T=290.65; %Temperatura, K
R=0.082; %Costante dei gas perfetti, L*atm/(molx*K)

68



Il codice Matlab utilizzato

P0=5.63; YPressione iniziale, bar

KH=0.04; %Costante di Henry a T=290.65, mol/(L*atm)
D=2.128%10"-9; %Diffusivita C02 in acqua, m~2/s
rholL=998; %Densita fase liquida, kg/m~3

mu=10"-3; %Viscositd fase liquida, Pax*s
rho=(P*10~5)*(44.01/1000) /(8.314%T) ; %kg/m~3

%Andamento del diametro e della sua derivata per LO=0.6mm
L=0.0012%t~2+0.001*t+0.0006;
dL=2%0.0012*t+0.001;

if L<=5.67%10"-5 YVelocita terminale particella fluida, m/s
v=9.81%(L~2) *(rhoL-rho) /mu/18; %Regime di Stokes

elseif L>5.67*10"-5 & L<=2.23%10"-4 %0.1<Re<10

p=[1 12*mu/(rholL*L) -2*L*9.81%(rhoL-rho)/(3*rhol)];
g=roots(p);

if q(1)>0

v=q(1);

else

v=q(2);

end

else JRe>10, approsimazione dal grafico 2.5
v=9%10"10*L"5-10"9%L~4+10"7*L"3-59695*L"2+168.53*L-0.0147;
end

Re=v*L*rholL/mu; %Numero di Reynolds
Sc=mu/D/rhol; %Numero di Schmdt

if Re>0.3 %Coefficiente mass transfer per particelle rigide, m/s
kmt=(2+0.95*%(Re~0.5)*(Sc~(1/3)))*D/L;

else

kmt=(4+1.21*%(Re~(2/3))*(Sc~(2/3)))~(0.5)*D/L;

end

dP=6xkmt*KH* (PO-P) *R*T/L-3*P/L*dL;
end

Espansione adiabatica

L’utilizzo del seguente codice ¢ del tutto analogo a quello utilizzato per determinare la
velocita di accrescimento per una particella isoterma. L’unica differenza é nell’espressione
della velocita di accrescimento, questa volta espressa dall’equazione (2.65). Si noti che
quest’equazione ¢ funzione della costante dell’adiabatica espressa nell’equazione (2.63).
Dipende dal diametro iniziale, quindi é necessario modificarla di volta in volta. Ad esempio
nel codice si ha la costante per Ly = 1073 m.

function G= accrescimentoadiab(t, L)

T=290.65; %Temperatura, K

R=0.082; %Costante dei gas perfetti, L*atm/(molx*K)
P0=5.63; YPressione iniziale, bar

KH=0.04; %Costante di Henry a T=290.65, mol/(L*atm)
D=2.128%10"-9; %Diffusivitd C02 in acqua, m~2/s
%K*m~0.9, modificare LO a seconda del diametro inziziale
c=T*(pi/6%(1/1000)"3)"0.3;

Y=1.3; Y%coefficiente di dilatazione adiabatica C02
rholL=998; %Densitd fase liquida, kg/m~3

mu=10"-3; %Viscositd fase liquida, Pax*s

if t<0.1 %Andamento pressione,bar e sua derivata,bar/s

dP=19.844x*t-11.476;
P=-6.4%t+3.13;
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elseif t>=0.1 & t<0.6
dP=19.844%t-11.476;
P=10.128*%t"3 - 6.4152*t"2 -2.7295%t + 2.8071;
elseif t>=0.6 & t<1
P=1.01325;

dP=0;

elseif t>=1 & t<3.39
dP=-2%0.0725*%t+0.4511;
P=-0.0725%xt~2+0.4511%t+0.6511;
elseif t>=3.39 & t<=4

P=1.36;

dP=0;

elseif t>4 & t<4.6
dP=2%0.6422%t-6.0465;
P=0.6422*%t"2-6.0465*%t+15.247;
elseif t>4.6 & t<4.68
dP=2%0.6422%t-6.0465;
P=1.01325;

else

dP=0;

P=1.01325;

end

rho=(P*10~5)*(44.01/1000) * ((pi/6+L~3)~0.3)/(8.314*c);
%Densitd in funzione della pressione, kg/m~3

if L<=5.67%10"-5 %Velocitd terminale particella fluida, m/s
v=9.81%(L~2)*(rhoL-rho) /mu/18; %Regime di Stokes

elseif L>5.674*%10"-5 & L<=2.23*%10"-4 %0.1<Re<10

p=[1 12xmu/(rholL*L) -2*L*9.81%(rhoL-rho)/(3*rhol)];
g=roots(p);

if q(1)>0

v=q(1);

else

v=q(2);

end

else YRe>10, approsimazione dal grafico 2.5
v=9%10"10%L"5-10"9%L~4+10"7*L~3-59695*L"2+168.53*L-0.0147;
end

Re=v*L*rhoL/mu; %Numero di Reynolds
Sc=mu/D/rhol; %Numero di Schimdt

if Re>0.3 %Coefficiente mass transfer per particelle rigide, m/s
kmt=(2+0.95%(Re~0.5)*(Sc~(1/3)))*D/L;

else

kmt=(4+1.21%(Re~(2/3))*(Sc~(2/3)))~(0.5)*D/L;

end

G=[pi/ (pi/6)~YI*(1/(3*Y))*[L~(3*x(1-Y))I*[(PO-P) /P]*KHxc*R*kmt- (L*dP) / (3*Y*P) ;
%Velocitd di accrescimento, m/s
end

Questo codice ¢ utilizzato per calcolare I'andamento della pressione dall’equazione
(3.4). Anche in questo caso ¢ necessario modificare il valore della costante dell’adiabatica
a seconda del diametro iniziale. L utilizzo ¢ analogo a quello del codice Paccrisot; bisogna
modificare 'andamento del diametro della particella a seconda dei dati sperimentali. Nel
codice ¢ presente 'andamento e la costante della particella avente Ly = 0.6 mm Viene
chiamato con il comando ODE45 e come condizione iniziale bisogna inserire il valore della
pressione al tempo ¢t = 0s.

function dP= Paccradiab(t, P)
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T=290.65; JTemperatura, K

R=0.082; %Costante dei gas perfetti, Lx*atm/(molx*K)
P0=5.63; Y%Pressione iniziale, bar

KH=0.04; %Costante di Henry a T=290.65, mol/(L*atm)
D=2.128%10"-9; YDiffusivita C02 in acqua, m~2/s
rhol=998; YDensitd fase liquida, kg/m~3

mu=10"-3; %Viscosita fase liquida, Pax*s
rho=(P*10~5)*(44.01/1000) /(8.314*T) ; %kg/m"~3

Y=1.3; %coefficiente di dilatazione adiabatica C02

%Andamento del diametro e della sua derivata per LO=0.6mm
L=0.0012%t~2+0.001%t+0.0006;
dL=2%0.0012*t+0.001;

%costante dell’adiabatica, da modificare a seconda di diametro iniziale
c=T*(pi/6%(0.6/1000)~3)"0.3;

if L<=5.67x10"-5 YVelocitad terminale particella fluida, m/s
v=9.81%(L~2) *(rhoL-rho) /mu/18; %Regime di Stokes

elseif L>5.67*10"-5 & L<=2.23%10"-4 90.1<Re<10

p=[1 12xmu/(rholL*L) -2*L*9.81%(rhoL-rho)/(3*rhol)];
g=roots(p);

if q(1)>0

v=q(1);

else

v=q(2);

end

else JRe>10, approsimazione dal grafico 2.5
v=9%10"10*%L"5-10"9%L~4+10"7*L"3-59695*L"2+168.53*L-0.0147;
end

Re=v*L*rholL/mu; %Numero di Reynolds
Sc=mu/D/rhol; %Numero di Schmdt

if Re>0.3 %Coefficiente mass transfer per particelle rigide, m/s
kmt=(2+0.95%(Re~0.5)*(Sc~(1/3)))*D/L;

else

kmt=(4+1.21%(Re~(2/3))*(Sc~(2/3)))~(0.5)*D/L;

end

dP=pix*c*R/[(pi/6) ~Y]*kmt* [L~(2-3*Y)]*KH* (PO-P) - (3xY*P/L) *dL;
end

Equazione di Rayleigh-Plesset

L’equazione di Rayleigh-Plesset, (2.66), ¢ risolta contemporaneamente all’equazione (3.3).
Il sistema complessivo da risolvere € costituito perd da tre equazioni. La prima equazione
del sistema

fn(1)=y(2);

& necessaria per risolvere un’equazione differenziale di secondo grado in Matlab, e corri-
sponde all’equazione dR/dt = S. In questo modo é possibile inserire all’interno dell’e-
quazione di Rayleigh-Plesset (seconda equazione del sistema) la variabile S per poter cosi
risolvere un’equazione differenziale di primo ordine. Anche in questo caso la funzione é
chiamata con il comando ODE45.

[t,L]=0de45(’f_accrescimentoRP’, [0,0.4], y);

Come condizione iniziale non viene pit inserita la dimensione iniziale della particella
ma il vettore y, costituito da tre termini che corrispondono a:
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i R|t:0;
) dR/dt|t:07
[ ] PB|t:O~

Si noti che I'equazione di Rayleigh-Plesset & scritta in funzione del raggio e non piu
del diametro. La pressione ¢ convertita in Pascal per essere coerente con gli altri termini
dell’equazione (2.66). Velocita di risalita e coefficienti di mass transfer sono trovati come
nei casi precedenti, il tutto é perd espresso in funzione del raggio y(1).

Dalla risoluzione si ottiene I’andamento del raggio e della pressione interna alla bolla
in funzione del tempo. In questo caso é stata utilizzata la pressione identificata nella
figura 3.1, poiché utilizzando i dati della figura 3.5 si ottiene un numero molto elevato di
oscillazioni.

function fn = accrescimentoRP(t, y)
rhoL=1000; %kg/m3

visc=10"(-6); %m2/s

R=8.314%1000; %L*Pa/K/mol

T=290.65; %K

KH=0.04/10"5; %mol/L/Pa

D=2.128%10"-9; %m~2/s

rholL=998; %Densita fase liquida, kg/m~3
mu=10"-3; %Viscosita fase liquida, Pax*s
fn=zeros(3,1);

if t<0.1 %Andamento pressione,bar e sua derivata,bar/s
dP=-31.351;

P=-31.351*%t+5.6354;

elseif t>=0.1 & t<0.6
dP=3%*7.1425%t"2-2%3.241%xt-3.7401;
P=7.1425%t~3-3.241%t~2-3.7401%t+2.8999;
elseif t>=0.6 & t<1

P=1.01325;

dP=0;

elseif t>=1 & t<3.39
dP=-2%0.0725*%t+0.4511;
P=-0.0725%t"2+0.4511%t+0.6511;
elseif t>=3.39 & t<=4

P=1.36;

dP=0;

elseif t>4 & t<4.6
dP=2x0.6422*xt-6.0465;
P=0.6422%t"2-6.0465%t+15.247;
elseif t>4.6 & t<4.68
dP=2%0.6422%t-6.0465;

P=1.01325;

else

dP=0;

P=1.01325;

end

PG0=5.6354%10"5; %Pa

P=P*10°5;

dP=dP*10"5;
rho=(P)*(44.01/1000)/(8.314%T) ;

if 2%y(1)<=5.67%10"-5 JVelocitad terminale particella fluida, m/s
v=9.81%(2%y (1) ~2)*(rhoL-rho) /mu/18; %Regime di Stokes

elseif 2xy(1)>5.67*%10"-5 & 2*xy(1)<=2.23%10"-4 70.1<Re<10

p=[1 12xmu/(rhol*2xy (1)) -2*(2*y(1))*9.81*(rholL-rho)/(3*rhol)];
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g=roots(p);

if q(1)>0

v=q(1);

else

v=q(2);

end

else JRe>10, approsimazione dal grafico 2.5
v=9%10"10% (2xy (1)) ~5-10"9% (2xy (1)) ~4+10"7*(2%y (1)) "3
-59695%* (2*y (1)) ~2+168.53% (2xy(1))-0.0147; %m/s

end

Re=v*2+y (1) *rhoL/mu; %[-]
Sc=mu/D/rhoL; %[-]

if Re>0.3
kmt=(2+0.95%(Re~0.5)*(Sc~(1/3)))*D/ (2*xy(1));

else
kmt=(4+1.21%(Re~(2/3))*(Sc~(2/3)))~(0.5)*D/ (2xy (1)) ;
end

fn(1)=y(2);
fn(2)=(y(3) /rhoL-P/rhoL-3/2*(y(2))~2-4*visc/y(1)*y(2)-2%0.073/ (rhoL*y(1)))/y(1);
£n(3) =3*kmt*KH* (PGO-y (3) ) *R*T/y (1) -3*y (3) /y (1) *y(2) ;

end

Bilancio di popolazione

Il codice seguente é utilizzato per risolvere il bilancio di popolazione costituito da n-m
equazioni differenziali di primo ordine nella forma dell’equazione (1.20). La funzione viene
chiamata con il comando 15s:

[th,uh]=0del15s(’bilpopolazione’, [0,8], y);

per velocizzare il calcolo. In input ¢ dato il tempo su cui eseguire la simulazione (0 < ¢t < 8)
e il vettore y. Questo vettore & costituito da n-m valori (nel caso specifico 400) e carat-
terizza la condizione iniziale; rappresenta infatti funzione densita di probabilita f(z, L, t)
al tempo t = 0. Gli elementi del vettore sono conteggiati utilizzando l'indice k, come &
stato spiegato nella sezione 1.2. Ad esempio i primi quaranta valori di y corrispondono
alla condizione iniziale per L(1) = 10~*m a tutte le altezze z; del sistema. Come condi-
zionale iniziale si ha 2.64-10" particelle/(L-m) per L = 10~*m, che corrispondono ai
valori di y per 41 < k < 80:

y=zeros (40%40,1) ;

for i=41:80
y(i)=2.64%10"11;
end

Le proprieta utilizzate sono quelle della tabella 3.1. La pressione dopo t = 1s ¢
mantenuta costante ad P = 1 atm per ottenere valori piu precisi. Il vettore L1 é costruito
utilizzando un passo di discretizzazione costante, e va da L = 1078m a L = 4-10~%m.
Il primo punto poi ¢é eliminato in modo che corrisponda alla dimensione dei nuclei. Se si
osserva la figura 1.2 la dimensione dei nuclei corrisponde a L. Il sistema é invece risolto a
partire da z; e Ly, poiché la prima riga e la prima colonna della matrice corrispondono alle
condizioni al contorno. In ogni punto del vettore L1 é successivamente calcolata la velocita
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di risalita e quella di accrescimento, necessarie per la risoluzione del bilancio. I vettori
L1, v e G sono indicizzati con la variabile j. Dopo aver espresso le cinetiche di processo
¢ necessario scrivere le equazioni che costituiscono il sistema da risolvere. L’equazione
fn(1) corrisponde all’equazione (3.10), quindi valida per k =1 (i = j = 1). Con il primo
ciclo for (k = 2 : m) si esprime l'equazione (3.9) (i variabile ¢ j = 1). Il resto delle
equazioni sono scritte utilizzate due cicli for concatenati (j =2:mnei=1:m). Per ogni
valore di 7 e j ¢ trovato il valore k e le equazioni sono scritte nella forma della (3.7). La
velocita di risalita e quella di accrescimento sono invece ancora individuate con l'indice j.
La condizione al contorno (3.8) ¢ all'interno del ciclo for j = 2 : m quando ¢ = 1. Avendo
la funzione fn per ogni valore k ¢ possibile risolvere il bilancio di popolazione.

Si ottiene una matrice uh avente un numero di colonne pari a k e un numero di righe
variabili dipendenti dal passo sul tempo utilizzato dal comando ODE15s ed un vettore
colonna th in cui in ogni riga c¢’¢ il tempo corrispondente ad ogni riga della matrice wh.

function fn = bilpopolazione( t , y )

T=290.65; JTemperatura, K

R=0.082; %Costante dei gas perfetti, L*atm/(molx*K)
P0=5.63; Y%Pressione iniziale, bar

KH=0.04; %Costante di Henry a T=290.65, mol/(L*atm)
D=2.128%10"-9; %Diffusivitd C02 in acqua, m~2/s
rhol=998; YDensitd fase liquida, kg/m~3

mu=10"-3; %Viscosita fase liquida, Paxs

n=40;

m=40;

H=0.20; %Altezza massima considerata

deltaZ=H/m; %Passo sulla coordinata z

L=4%10"-3; %Diametro massimo considerato
Lmin=10"-8; Y%Diametro dei nuclei
deltal=(L-Lmin)/n; %Passo sulla coordinata L
fn=zeros(m*n,1); %Inizializzazione vettori
v=zeros(n,1);

Re=zeros(n,1);

G=zeros(n,1);

kmt=zeros(n,1);

Li=[Lmin:deltal:L]’; %Costruzione vettore L
L1(1)=[]; %Tolgo primo punto di L, in modo che LO corrisponda a dimensione dei nuclei

if t<0.1 %Andamento pressione
dP=19.844%t-11.476;

P=-6.4%t+3.13;

elseif t>=0.1 & t<0.6

dP=19.844%t-11.476;

P=10.128%t"3 - 6.4152%t"2 -2.72956%t + 2.8071;
else

dpP=0;

P=1.01325;

end

rho=(P*10°5)*(44.01/1000)/(8.314%T); %Densitd C02 in funzione di pressionekg/m~3

for j=1:m %inizio codice per velocitad di accrescimento nei punti L1(j)
if L1(j)<=5.67*10"-5

v(j)=9.81%(L1(j)~2)*(rhoL-rho)/18/mu;

elseif L1(j)>5.67%10"-5 & L1(j)<=2.23*10"-4

p=[1 12*mu/(rhoL*L1(j)) -2*L1(j)*9.81*(rholL-rho)/3/rhol];

g=roots(p);

if q(1)>0

v(j)=q1);

else

v(j)=q(2);
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end
else
v(j)=9%10~10%L1(j) ~5-10"9%L1(j) ~4+10~7*L1(j)~3-59695*L1(j) ~2+168.53+xL1(j)-0.0147;
end

Re(j)=v(j)*L1(j)*rholL/mu;
Sc=469.925;

if Re(j)>0.3081

kmt (§)=(2+0.95%(Re (j)~0.5)*(Sc~(1/3)))*(2.19%10"-9) /L1(j);

else

kmt (j)=((4+1.21x(Re ()~ (2/3))*(Sc~(2/3)))~(0.5))*(2.19x10~-9) /L1(j) ;
end

G(j)=2xkmt (j)*KH* (PO-P) *R*T/P-L1(j)*dP/ (3*P) ;
end %fine codice per funzione di accrescimentol

Jn=2.7%10"7;

%Inizio risoluzione bilancio di popolazione
fn(1)=-y(1)*v(1)/deltaZ-(y(1)*G(1)-Jn)/(L1(1)-Lmin) ;

for k=2:m %j=1, i variabile

fn(k)=-(y(k)-y(k-1))*v(1)/deltaZ- (y(k)*G(1)-Jn)/(L1(1)-Lmin);

end

for j=2:n

for i=1:m

k=i+(j-1)*m;

if i==

fn(k)=-y(k)*v(j)/deltaZ- (y(k)*G(j)-y(k-m)*G(j-1))/(L1(j)-L1(j-1));
else

fn(k)=-(y (k) -y (k-1))*v(j)/deltaZ- (y(k)*G(j) -y (k-m)*G(j-1))/(L1(j)-L1(j-1));
end

end

end

return

Per ottenere la funzione distribuzione dimensionale f(L) ad una posizione z; e ad un
tempo t fissati, come l'esempio della figura 3.16, si utilizza il seguente codice:

function [ f, L1 ] = distribuzionedim(uh,t,i)
A=size(uh);

m=sqrt(A(2));

n=m;

G0=3.9732; Yvelocitd di accrescimento a L=10%10"-9
Jn=2.7%10"7;

£(1)=Jn/GO;

f=[f,uh(t,i)];

for j=2:n
f=[f, uh(t, i+(j-1)*m)];
end

L=4/1000;
Lmin=10"-8;
deltal=(L-Lmin) /n;
Li=[Lmin:deltal:L];
end

Come input vengono dati wh, la matrice ottenuta dal programma precedente, t e 7. t
ed ¢ sono due numeri interi. Con il primo si identifica la riga della matrice uh da andare
a considerare (il tempo effettivo lo si vede dalla riga corrispondente nel vettore th). Con
¢ viene identificata la posizione z; all’interno della bottiglia.
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Con il comando:

for j=2:n
f=[f, uh(t, i+(j-1)*m)];
end

si costruisce un vettore i cui punti sono uh(t,i+ (j — 1) *m), cio¢ le funzioni densita di
probabilita contenute nella matrice uh calcolata dal programma bilpopolazione alla riga t
e distanti m colonne, in modo che siano caratteristici della stessa altezza z;. Come primo
valore ¢ inserito f(1) = Jn/GO0, derivante dalla condizione al contorno (1.12), posizionato
a L =10"8m. G, ¢ la velocita di accrescimento dei nuclei, imponendo la loro dimensione
pari a L = 1078 m. Sinoti che m e n in questo caso sono ricavati dal numero delle colonne
della matrice uh. E necessario perd che nella discretizzazione effettuata i due valori siano
uguali, poiché sono ricavati a partire dalla radice quadrata del numero delle colonne.

Dalla matrice uh & ottenibile anche il volume totale della fase dispersa espresso dal-
I'equazione (3.17). Si utilizza il codice seguente:

function [vtot]=volumegas(uh, th)
A=size(uh);

m=sqrt (A(2));

n=m;

B=size(th);
v=zeros(m,1);
L=4%10"-3;
Lmin=10"-8;
deltal=(L-Lmin)/n;
Li=[Lmin:deltalL:L];
L1(1)=[];

P0=5.63;

H=0.20;

deltaZ=H/m;
vtot=zeros(B(1),1);

Jn=2.7%10"7;
G0=3.9732; %velocita di accrescimento a L=10"-8

for t=1:B(1)

for i=1:m

for j=1:n

if j==

v(i)=(uh(t, i+(j-1)*m)*pi/6%(L1(j))~3+IJn/GO*pi/6*Lmin~3)*deltal/2;
else

v(1)=v(i)+(uh(t, i+(j-1)*m)*pi/6*(L1(j)) 3+
uh(t, i+(j-1)*m-m)*pi/6%(L1(j-1))"3)*deltal/2;
end

end

end

v=[0; v];

for i=2:m+1

vtot (t)=vtot (t)+(v(i)+v(i-1))*deltaZ/2;

end

end

Anche in questo caso m e n sono ricavati come nel programma distribuzionedim. B(1)
corrisponde al numero di righe del vettore th (le stesse della matrice uh). Il vettore L1
e i passi AL e Az sono costruiti come nel programma bilpopolazione. 11 volume totale
della fase dispersa ¢ calcolato utilizzando due volte il metodo dei trapezi, ad ogni tempo
considerato. Sono necessari tre cicli for: uno sul tempo, una sulla posizione (identificato
da 7) e uno sulla dimensione della particella (identificato da j).
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Per ogni i viene calcolata la frazione di gas (alla posizione z;) utilizzando il metodo dei
trapezi. Successivamente € applicato di nuovo il metodo dei trapezi, andando ad integrare
sulla posizione. Questa operazione viene ripetuta per tutti i tempi. La condizione al
contorno € espressa dal comando per j = 1. Le altre funzioni densita di probabilita sono
ottenute dalla matrice uh individuate, anche in questo caso, da uh(t,i+ (j — 1) *m). Due
valori successivi (alla stessa posizione z;) hanno distanza m.

Per calcolare invece il numero totale di particelle fluide nel sistema il procedimento
analogo. Nell'utilizzare il metodo dei trapezi le funzioni densita di probabilita wh(t,i +
( — 1) * m) non sono moltiplicate per il volume della particella corrispondente.

function [ctot]=concentr(uh, th)
A=size(uh);
m=sqrt(A(2));

n=m;

B=size(th);
c=zeros(m,1);
L=4%10"-3;
Lmin=10"-8;
deltal=(L-Lmin)/n;
Li=[Lmin:deltal:L];
L1(1)=[]1;

P0=5.63;

H=0.20;

deltaZ=H/m;
ctot=zeros(B(1),1);

Jn=2.9%10"7;

G0=3.9732; %velocita di accrescimento a L=10"-8

for t=1:B(1)

for i=1:m

for j=1:n

if j==

c(i)=(uh(t, i+(j-1)*m)+Jn/GO)*deltal/2;
else

c(i)=c(i)+(uh(t, i+(j-1)*m)+uh(t, i+(j-1)+*m-m))*deltal/2;
end

end

end

c=[0; cl;

for i=2:m+1
ctot(t)=ctot(t)+(c(i)+c(i-1))*deltaZ/2;
end

end
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