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0.1 – Sommario

0.1 Sommario
Le particelle di Giano sono particelle colloidali caratterizzate da una superficie
non uniforme, che in genere presentano due zone distinte caratterizzati da natura
chimica e comportamento elettrico e magnetico differente.

Sono materiali relativamente recenti in quanto sono stati osservati e studiati
per la prima volta negli anni 80-90 del 1900 ma è negli ultimi anni che sono stati
studiati ed adoperati in ambito industriale, in particolare per quel che riguarda la
stabilizzazione di emulsioni, il trattamento delle acque e dei reflui, le applicazioni
biomediche ed alcune applicazioni elettroniche come gli inchiostri digitali.

Uno dei punti che restano da comprendere per l’utilizzo di dispersioni acquose di
particelle di Giano è la mutua interazione fra coppie di particelle originata dai dop-
pi strati elettrici che vengono a formarsi alle interfacce. In questa tesi il problema
è stato affrontato risolvendo per via numerica l’equazione di Poisson-Boltzmann
nella fase continua acquosa, in modo da predire la distribuzione del potenziale
elettrico, della concentrazione di elettroliti disciolti e della pressione. La forza di
interazione è stata valutata tenendo conto sia della sovrapressione osmotica che
viene a generarsi fra le particelle, sia della forza elettrostatica dovuta alla tensione
di Maxwell. Allo scopo di rendere efficiente la risoluzione, il problema è stato
riformulato in coordinate bisferiche, che trasformano il dominio di calcolo in un
rettangolo (nel caso bidimensionale) o in un parallelepipedo (caso tridimensiona-
le). Il problema è stato risolto con un metodo agli elementi finiti utilizzando il
PDE toolbox di Matlab. Come primo passo del lavoro si è risolto il problema della
interazione di particelle omogenee utilizzando l’equazione di Poisson-Boltzmann li-
nearizzata. Il problema risultante è bidimensionale e il risultato è stato convalidato
per confronto con quello fornito dal codice HERMCOL riportato nella letteratura
scientifica. A questo punto si è passati allo sviluppo del codice tridimensionale
non lineare, che ha richiesto l’imposizione di una condizione al contorno periodica
sulla coordinata azimutale. Questa condizione non è presente nel PDE toolbox ed
è stata implementata in maniera iterativa nel codice sviluppato. Il codice è stato
dapprima utilizzato su particelle omogenee, in modo da consentirne la convalida
per confronto con i risultati bidimensionali. Per queste condizioni è stato anche
condotto un ampio studio relativo alla grid-independency, in modo da determinare
la dimensione adeguata degli elementi di discretizzazione per avere un optimum
tra precisione e tempo di calcolo.

Il codice convalidato è stato infine applicato alla simulazione della interazione
fra particelle di Giano per stimare l’influenza dei vari parametri che identificano il
problema fisico, ovvero dimensione, distanza e orientazione reciproca delle parti-
celle, potenziali elettrici superficiali delle due facce, forza ionica della soluzione. Il
programma fornisce direttamente la distribuzione del potenziale elettrico nel vo-
lume che circonda le particelle.
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Elenco delle figure

L’identificazione della forza di interazione è più complessa e richiede l’integrazione
della pressione osmotica e della tensione di Maxwell sulla particella.

0.2 Notazione

Simbolo Descrizione Unità di misura
η Coordinata bisferica radiale Adimensionale
ϕ Coordinata azimutale Adimensionale
ξ Coordinata bisferica polare Adimensionale
η0 Superficie sfera Adimensionale
a fattore di scala geometrico Adimensionale
r Coordinata cilindrica radiale m
z Coordinata cilindrica assiale m
Rp Raggio particella m
F∗ Forza interazione adimensionale Adimensionale
h Distanza separazione ridotta dalla lungheza di De-

bye
Adimensionale

Q Raggio particella ridotto dalla lungheza di Debye Adimensionale
fsup/inf Potenziale superficiale Adimensionale
E∗ Campo elettrico adimensionale Adimensionale
ψ Potenziale elettrostatico V
λd lunghezza di Debye m
n∞ Densità numerica m−3

AK costante di Hamaker J
C0 Concentrazione soluzione mol m−3

z valenza Adimensionale
e Carica elementare Coulomb
kB costante di boltzmann J K−1

T Temperatura assoluta Kř
ε0 Permittività elettrica in un mezzo F m−1

εr Permittività elettrica in un mezzo F m−1

Π∞ pressione osmotica Pa
Tosm termine osmotico dell’integrale Adimensionale
Tgrad termine gradiente dell’integrale Adimensionale
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Capitolo 1

Stato dell’arte

1.1 Particelle di Giano

Particelle di Giano o Janus particles, sono particolari tipologie di particelle ca-
ratterizzate dalla presenza di domini differenti sulla superficie. Normalmente le
particelle presentano una superficie omogenea con caratteristiche di composizione
e carica superficiale continue ed uniformi, esistono altresi particelle con caratteri-
stiche specifiche dovute all’ orientazione ed alla superficie presa in esame. Queste
particolari particelle prendono il nome di particelle di Giano ,dal dio romano Giano
detto il bifronte , in quanto nell’ iconografia classica il dio era rappresentato con
due volti uno diretto all’anno passato ed uno all’anno che doveva seguire . Infatti
da questa simbologia deriva la caratteristica peculiare di queste particelle ,che sono
infatti divise in due parti con comportamento o cariche diverse, Abbiamo quindi
particelle sia idrofile sia idrofobe, con cariche superficiali opposte o neutre. La
prima apparizione a livello sperimentale risale al 1976 [7] quando venne sintetiz-
zato una prima versione rudimentale di e-paper, questa applicava campi elettrici
variabili a particelle con un emisfero nero ed un emisfero bianco che orientandosi
sotto l’effetto del campo elettrico consentiva la disposizione voluta. ma risale al
1985 la prima sintetizzazione di particelle completamente assimmetriche da Lee
e colleghi tramite seed emulsion polymerization,[14] esse avevano una dupplice
natura a livello di chimica della particella essendo formate sia da polistirene sia
polimetil-metacrilato, erano soprattutto a scopo dimostrativo e non tecnico sulla
fattibilità e le applicazioni di simili tipologie di sostanze. Le principali tipologie
di materiali impiegati sono soprattutto di natura polimerica come polistirene , il
più utilizzato, e vari tipologie di lattice polimerico,per quel che riguarda i metalli
si utilizzano soprattutto elementi come l’oro e l’argento, ma anche i rivestimenti
di nichel vengono utilizzati in fase di deposizione. Infine molto utilizzati sono i
vari rivestimenti inorganici in cui fra tutti abbiamo l’utilizzo dell’ossido di silicio,
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Stato dell’arte

e l’ossido di ferro per conferire proprietà spiccatamente magnetiche alla particella.
Si possono utilizzare anche rivestimenti proteici o rivestimenti organici, in parti-
colare che consentono l’esposizione di gruppi carbossilici e amminici, utilizzo quasi
esclusivamente biomedicale.

[1] Tra le principali tecniche di creazione delle particelle di Giano [6] mostrate

Figura 1.1: schema creazione particelle di Janus

in figura 1.1 abbiamo ad esempio la mascheratura, essa consiste nello stendere un
monostrato di particelle omogenee ed isotrope su un supporto piano, in modo che
lo strato sia compatto e che tutte le particelle espongano solamente una faccia
all’esterno; in seguito si esegue un trattamento di spreading con metallo in fase
vapore, o con un primer organico che va a ricoprire e funzionalizzare solo un lato
della particella, alla fine si esegue il distacco del monostrato e si recupera il pro-
dotto finito. I principali vantaggi di questa tecnica sono la semplicità realizzativa
e l’applicabilità a varie forme di particelle e di varie dimensioni, In particolare
l’utilizzo di strati di cera consente un ampia scalabilità del processo e produzioni
abbondanti di particelle, sfruttando layer immiscibili di acqua e cera che una volta
solidificata copre e intrappola una sezione delle particelle. tecniche simili per quel
che riguarda la creazione in volume di particelle di Giano sono l’utilizzo di canali
microfluidici in cui due sostanze immiscibili scorrono affiancate e solidificano sotto
l’effetto di luce ultravioletta o impulsi elettrici, in questo modo si può controlla-
re bene l’uniformità e la morfologia delle particelle prodotte. Ulteriori processi

4



1.1 – Particelle di Giano

di produzione sfruttano seed preformati spesso di materiale polimerico che viene
fatto crescere in concomitanza con la sostanza che andrà a formare l’altro lato
della particella, tuttavia è necessario un adeguato controllo delle condizioni per
non avere inglobamento di una sostanza nell’altra. infine abbiamo la coopolime-
rizazione a blocchi in cui sostanze diverse con affinità diverse al solvente vengono
fatte polimerizzare formando cosi strutture che mantengono un copolimero in una
direzione ed un altro copolimero nell’altra.[15][17]
Applicazioni:
Le particelle di Giano sono utilizzate in diversi ambiti i più rilevanti dei quali sono
i seguenti:
Emulsioni di Pickering:
Tra le principali applicazioni abbiamo ad esempio le emulsioni di Pickering,[5] le
quali sono particolari tipologie di emulsione olio-acqua stabilizzate dalla presenza
di particelle solide che inserite nell’emulsione rendono molto più alta l’energia ne-
cessaria per avere coalescenza e separazione di fase. Le particelle di Giano, essendo
anisotrope, possono localizzarsi all interfaccia e orientarsi in maniera da massimiz-
zare la barriera energetica necessaria al desorbimento, funzionando quindi meglio
delle particelle tradizionali isotrope. Un’altra applicazione in questo senso è la
possibilità di avere una de-emulsificazione stimolata, ad esempio imprimendo uno
stimolo di natura magnetica o elettrica che, modificando l’orientazione delle par-
ticelle, va ad annullare l’effetto Pickering.[16]
Le principali tipologie di particelle impiegate in questo senso sono fondamental-
mente particelle in silice funzionalizzate, polimeriche, oppure formate da silice-
ossidometallico per funzionalizzazione magnetica.
Ambito biomedico:
Nell’ambito biomedico le particelle di Giano sono sfruttate fondamentalmente per
due differenti funzioni: il drug-delivery tramite la facilità di superamento di de-
terminate barriere biologiche e l’aumento di contrasto per quel che riguarda la
diagnostica[12].
Sono particolarmente recenti inoltre gli studi sull’utilizzo di nanomotori di Janus,
che sfruttando differenti forme di energia possono transitare agevolmente attraver-
so le barriere biologiche andando ad accumularsi sulle masse tumorali e favorire in
seguito la terapia oncologica convenzionale.[18]
Trattamento acque:
Nell’ambito del trattamento reflui e disoleazione delle acque, pensiamo ad esempio
alla fase non volatile del greggio in caso di incidenti petroliferi, in questi casi si
sfrutta un principio molto simile a quanto descritto con le emulsioni di Pickering
per andare a disperdere, dividere la fase acquosa dalla fase oleosa.
In queste condizioni sfrutta particelle caratterizzate da una faccia impregnabile
dall’olio ed una magnetica per estrarre meccanicamente il refluo. Con particolari
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composizioni si possono anche adsorbire i metalli pesanti presenti nella fase acquo-
sa così effettuare simultaneamente la disoleazione e la purificazione.[9][10]
Elettronica:
Sfruttando la possibilità di orientare in maniera controllata le particelle si creano
inchiostri elettronici funzionanti sotto l’azione di campi elettrici e campi magneti-
ci.
Gli e-ink sono preferibili rispetto ai sistemi tradizionali in quanto una volta orien-
tate non hanno un consumo effettivo di elettricità ed inoltre sono più facilmente
indirizzabili e pilotabili degli schermi LED tradizionali manipolando l’intensità del
campo elettrico o magnetico applicabile.[7]
Catalisi:
Nell’ ambito catalitico spesso le particelle di Giano vengono applicate per poter
accorpare la funzionalità catalitica su un lato della particella, con una funzione di
diversa natura , come ad esempio un recupero facilitato (es. lato magnetico), op-
pure una stabilizzazione di sistema bifase , come un emulsione stabilizzata[13]. Un
altra applicazione possibile in questo ambito ad esempio è l’ utilizzo di particelle
anfiprotiche che permettono quindi in interfacce acqua-olio di agire selettivamente
solo sulla fase di interesse, ad esempio il già citato trattamento acque.[10]
Motivazioni del lavoro di tesi:
Uno dei punti che restano da comprendere per l’utilizzo di dispersioni acquose di
particelle di Giano è la mutua interazione fra coppie di particelle originata dai dop-
pi strati elettrici che vengono a formarsi alle interfacce. Calcolando il potenziale in
modo da predirne la distribuzione, da ciò si ricava il valore della concentrazione di
elettroliti disciolti e della pressione. La forza di interazione è stata valutata tenen-
do conto sia della sovrapressione osmotica che viene a generarsi fra le particelle,
sia della forza elettrostatica dovuta alla tensione di Maxwell.

1.2 Forze colloidali

Nelle seguenti sezioni verranno descritte le principali tipologie di forze su cui si
basa la teoria dei colloidi: esse possono essere attrattive come quelle di Van der
Waals, o repulsive come quelle dovute al doppio strato elettrico. Questo insieme
di forze che vanno a concorrere nelle interazioni tra collodi vengono riassunti nella
teoria DLVO (Derjaguin-Landau-Verwey-Overbeek).
A seguito della trattazione verranno anche espresse le ipotesi semplificative fatte
in questo lavoro di tesi.
Forze di Van Der Waals:
Sono forze di natura fisica dovute all’ interazione fra le cariche sia che siano
temporanee sia che siano permanenti
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• forze di Keesom o dipolo-dipolo, scambiate fra dipoli (o multipoli) perma-
nenti;

• forze di Debye o dipolo-dipolo indotto, in cui un dipolo permanente modifica
la distribuzione di cariche di una molecola precedentemente neutra;

• forze di London o dipolo indotto-dipolo indotto, in cui le distribuzioni di
cariche di due molecole neutre si influenzano a vicenda, causandone delle
oscillazioni che generano attrazione.

questa tesi è però focalizzata sulle forze elettriche. si richiama pertanto la strut-
tura del doppio strato elettrico e l’interazione associata ad esso.

1.3 Elettrostatica e doppio strato elettrico
Il metodo classico per descrivere le forze repulsive si basa sul modello di Stern,
che, va ad integrare il modello di Gouy-Chapman, Il quale si basa su alcune assun-
zioni ovvero l’uniformità di distruibuzione della carica, il solvente possiede una ϵr
costante, le particelle sono puntiformi e non vi sono ioni adsorbiti sulla superficie.
Queste assunzioni come detto in precedenza vengono corrette dal modello di Stern,
il quale va a correggerne il principale difetto, ovvero il trattare le particelle ioniche
come puntiformi. questo modello più recente descrive infatti la superficie di una
particella come formata da due strati: uno di particelle adsorbite e compatte, lo
strato di Stern, ed uno strato diffusivo, dove si addensano i contro-ioni, ioni in
soluzione con carica opposta a quella superficiale della particella. Essi sono sog-
getti a due forze: le forze termodinamiche, che tendono ad annullare i gradienti di
concentrazione e quindi a spingerli lontano dalla particella, e una forza elettrica
attrattiva dovuta alla carica elettrica. Questo bilancio di forze si annulla nel bulk
della soluzione, dove l’assenza di gradienti di concentrazione tra contro-ioni e co-
ioni porta ad annullare le forze attrattive e repulsive.
Una volta compresa la natura del doppio strato elettrico sulle superfici, si può
calcolare come interagiscono tra di loro le particelle e quali forze vengono ad in-
staurarsi. Innanzitutto si parte da un’equazione di bilancio, in cui il potenziale
elettrostatico viene correlato alla concentrazione puntuale di ioni in una zona ad
una certa distanza dalla particella; per descrivere questa relazione si utilizza l’equa-
zione di Poisson-Boltzmann, la stessa che verrà utilizzata nei metodi matematici
di questo lavoro.
nella figura si possono vedere chiaramente le specie adsorbite in blu , le particelle

in soluzione in rosso ed la superficie carica. Il compact layer indicato corrisponde
allo strato di Stern. semplificazioni: come detto in precedenza sono state fatte
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Figura 1.2: Rappresentazione del doppio strato elettrico

alcune semplificazioni in questo lavoro di tesi , ad esempio: il considerare un po-
tenziale superficiale costante, il non considerare l’interazione dovuta alle forze di
Van der Waals, il considerare la presenza di un singolo elettrolita simmetrico e l’
utilizzare grandezze normalizzate e adimensionali. [3]
Equazione di Poisson-Boltzmann:

∇2ψ = 2zn∞e

ε0εr
sinh

3
ze

kBT
ψ
4

(1.1)

L’equazione è non lineare a causa del seno iperbolico, dovuto alla prima sem-
plificazione ovvero l’elettrolita simmetrico. inoltre non viene considerato lo strato
adsorbito di Stern infatti il potenziale segue la legge esponenziale fino alla su-
perficie della particella. In questa formulazione il potenziale inoltre è fortemente
influenzata da alcuni parametri quali la lunghezza di Debye, il potenziale superfi-
ciale, la temperatura e la valenza degli ioni.
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z = valenza degli ioni (1.2)
n∞ = Concentrazione numerica dell elettrolita disciolto nel bulk (1.3)
ε0 = permittività elettrica del vuoto (1.4)
εr = permittività relativa del mezzo (1.5)
e = carica elementare (elettrone) (1.6)
T = temperatura assoluta (1.7)
ψ = potenziale elettrico (1.8)

Lunghezza di Debye: Come detto prima, l’adimensionalizzazione che verrà fatta
nel lavoro si basa sulla lunghezza di Debye, definita tramite il suo inverso κ.

κ2 = 2z2e2n∞

εkT
(1.9)

Essa è collegata all’approssimazione di Debye-Hückel, valida per potenziali super-
ficiali inferiori a 50/z mV. Essa permette di linearizzare l’espressione di Poisson-
Boltzmann sostituendo il termine esponenziale con il suo sviluppo in serie. In
seguito, per calcolare la forza di repulsione tra particelle che si trovano ad una
distanza piccola, in modo che i loro doppi strati possano sovrapporsi, si utilizza
una prima formula ricavata inizialmente per l’interazione tra due piastre piane
parallele e cariche.

F ≈ 64n∞kTγ
2
δ exp(−κH) (1.10)

In seguito si sfrutta l’approssimazione di Derjaguin, la quale permette di calcola-
re l’energia di interazione tra le superfici curve vedendole come formate da anelli
concentrici piani. Questa assunzione può essere fatta a condizione che il raggio
delle particelle sia molto maggiore rispetto alla distanza fra esse. Quindi, sapendo
che l’energia potenziale è uguale all’integrale tra 0 e infinito della forza,

ΦR = 64πRPn∞kbT

κ2 γ2
δ exp(−κH) (1.11)

si ricava quindi la seguente formula per la forza

F = 64πRPn∞kBT

κ
γ2
δ exp(−κH) (1.12)
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Con H definito come distanza fra le particelle. a cui segue l’adimensionalizzazione
tramite i seguenti parametri:

γ2
δ = tanh

A
zeψsup
4kBT

B
(1.13)

F ∗ = F

2kBT n∞
λ2

D (1.14)

q = Rp

λD
(1.15)

fsup = ze ψsup

kBT
(1.16)

in cui sostituendo e semplificando i termini precedenti nella formula 2.12 si risale
alla forma adimensionale F ∗.

F ∗ = 32πq γ2
δ exp(− qh) (1.17)

con γδ = tanh
A
fsup

4

B
(1.18)

Va specificato che questa formula verrà utilizzata soprattutto per valutare la pen-
denza e l’intercetta del diagramma in scala logaritmica della forza rispetto al para-
metro h in quanto la pendenza deve essere pari a q mentre l’intercetta deve essere
pari a 32πqγ2

d come si vede nella figura 1.3 in cui viene diagrammato in scala lo-
garitmica il valore della forza valutato per via analitica.

equazione di Hogg, Healy e Fuerstenau:

F = 2πε0εrRpψ
2
sup

e−κH

1 + e−κH

[11] Quest’Equazione 1.3 può essere utilizzata in maniera simile all’equazione pre-
cedente 1.18 ma tuttavia deve prima essere resa adimensionale per poter essere
confrontata, con i risultati ottenuti dal solver Matlab. la differenza tra le due
equazioni sta nel fatto che il potenziale al quadrato compare in maniera lineare e
non iperbolica quindi risulta valida solo per potenziali effettivamente piccoli, fino
a 60 mV mentre il termine a denominatore1 + e−kH consente di mantenere il ri-
sultato attendibile per distanze prossime allo zero.
Per adimensionalizare l’equazione si applicano le seguenti sostituzioni:

• Potenziale ridotto (f):

f = zeψsup
kBT

=⇒ ψsup = f
kBT

ze
.
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Figura 1.3: Andamento logaritmico della forza elettrica valutata secondo l’equazio-
ne 1.18 in arancione e secondo l’equazione 1.19 in blu, si è imposto q = 1; fsup = 1

• Parametro (q): raggio della particella scalato sulla lunghezza di Debye
secondo l’equazione 1.15:

q = κRp.

Considerando λd = 1
κ
.

• Distanza ridotta (h): distanza superficiale scalata sulla lunghezza di Debye:

h = κH.

• Inverso della lunghezza di Debye (κ): definita come:

κ2 = 2z2e2n∞

ε0εrkBT
=⇒ ε0εr = 2z2e2n∞

kBT κ2 .
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Sostituiamo le espressioni di ψsup ed ε0εr all’interno della formula fisica iniziale:

Fdimensionale = 2π
A

2z2e2n∞

kBT κ2

B
q

A
fsup

kBT

ze

B2
e−h

1 + e−h .

Espandendo il quadrato del potenziale e raggruppando i termini:

Fdimensionale = 4π
A
n∞kBT

κ2

B
qf 2

sup

e−H

1 + e−H .

normalizzazione finale F ∗

Si divide ora per il termine dovuto alla sovrappressione osmotica:

Π∞λ
2
d = 2n∞kBT λ

2
d.

Si ottiene:

F ∗ = 2πqf 2
sup

e−h

1 + e−h . (1.19)

Pressione osmotica:
Va inoltre menzionato e spiegato un ulteriore contributo di cui viene tenuto conto
nel calcolo delle forze ovvero il contributo dovuto alla Pressione osmotica, essa è
originata dalla non omogeneità di ioni in soluzione, i quali vanno ad addensarsi,
come detto in precedenza, vicino alla superficie carica.

p(ψ) − p∞ = Π(ψ) − Π∞ = RT (ctot(ψ) − c∞
tot) (1.20)

come definito nell’equazione si vede che la differenza di pressione e direttamente
proporzionale alla concentrazione che è in seguito funzione del potenziale. so-
stituendo poi la concentrazione in funzione del potenziale con la formula della
distribuzione di Boltzmann ed applicando la semplificazione di singolo elettrolita
simmetrico, si ottiene per piastra piana:

FR = RT

IØ
i

ci(ψm) −
Ø
i

c∞
i

J
= RT

Ø
i

c∞
i

5
exp

3
−ziF

RT
ψm

4
− 1

6
(1.21)

da cui si ottiene la formulazione finale del termine che verrà utilizzato nel calcolo
della Forza ovvero

FR = ∆Π = 2RT c∞
C
cosh

A
zFψm
RT

B
− 1

D
(1.22)
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1.4 Valutazione della forza di interazione

Una volta descritte le varie forme analitiche utilizzate per il calcolo delle intera-
zioni tra particelle si può quindi parlare dei vari metodi numerici.
Storicamente tali metodi si basavano sulla simulazione numerica diretta, quindi
sull’implementazione in software di calcolo dell’equazione numerica di Poisson-
Boltzmann. Nel caso di particelle curve l’equazione differenziale si trasforma di-
ventando funzione di due o tre variabili spaziali, e non ammettendo più soluzioni
analitiche rigorose. In questa modalità di procedere si definisce generalmente il
problema in una geometria come quella bisferica, che permette di mappare il si-
stema in una geometria rettangolare. Devono essere utilizzate alcune assunzioni
per permettere di risolvere il problema, come ad esempio la carica superficiale co-
stante, il potenziale superficiale costante, le condizioni di flusso nullo a distanza
minima ed infinita.
In seguito il sistema discretizza la geometria con una mesh più o meno fitta, au-
mentando il livello di costo computazionale, e su ognuno di questi nodi della mesh
esso applica un metodo del quarto ordine, va a risolvere con il metodo di Newton-
Raphson il problema della non linearità in ognuno dei nodi in modo da ottenere un
sistema di equazioni differenziali lineari, solo a questo punto il codice va a risolvere
l’equazione differenziale tramite vari metodi, ad esempio il software HERMCOOL
utilizza le funzioni di Hermite-bicubiche.
In seguito, una volta trovata la soluzione nodale del problema, si può procede-
re al calcolo sia del gradiente sia dei vari integrali, ovviamente una raffinatezza
maggiore di mesh garantisce una convergenza migliore e una maggiore precisione
di soluzione, ma aumenta di molto il costo computazionale, essendo un metodo
concepito per particelle differenti tra di loro, ma isotrope, il principale limite di
questi metodi per il calcolo è il non poter trattare particelle che variano lungo la
loro coordinata angolare, senza contare un ulteriore livello di complessità dato dal
fatto che le particelle possono ruotare nelle più varie direzioni anche tra di loro,
tutto questo non può essere fatto in HERMCOL in quanto richiede in primo luogo
una geometria tridimensionale, non presente, ed inoltre richiede un raffinamento
elevato di mesh e di nodi che il codice non può fornire. Negli anni recenti sono
stati fatti alcuni passi avanti per quel che riguarda la modellazione ed il calcolo
delle interazioni tra particelle di Giano, una ricerca del 2012 ad esempio, ha utiliz-
zato la dinamica molecolare per stimare il campo di validità dell’equazione di P-B
nel descrivere correttamente le interazioni tra particelle, in pratica ci si basava su
simulazioni con il metodo Monte Carlo per verificare se variando le condizioni al
contorno la teoria di P-B descriveva correttamente le interazioni tra particelle. A
seguito di queste simulazioni gli autori hanno creato una funzione di correlazione
che permetteva di esprimere il campo di validità (per particelle isotrope), una volta
definiti i limiti di validità si è potuto procedere con il caso di particelle complesse,
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tipo Janus o parzialmente neutre.[8]

Un approccio più recente (2023) è quello adottato da Popov ed Hernandez.[2] i
quali sono partiti dall’ approssimazione di Derjaguin per crearne una versione mo-
dificata in modo che fosse effettivamente possibile trattare particelle anisotrope.
Per fare ciò hanno dovuto definire un sistema di coordinate che tenesse conto della
distanza minima, degli angoli polari delle due particelle e dell’ angolo azimutale.
Hanno cosi suddiviso le particelle in 3 zone ognuna concorreva cosi in maniera
pesata al calcolo integrale della forza ,si teneva in conto quindi sia dei contributi
repulsivi sia dei contributi attrattivi ), hanno inoltre dovuto adottare una fase di
rinormalizzazione per tenere conto dell’ approssimazione di Debye-Huckel , termine
non lineare nella P-B classica. Ora questo metodo è stato succesivamente validato
con simulazioni in accordo con il modello Point-Wise , il quale va a dicreizzare le
particelle in somme di cariche puntiformi fisse, e va a calcolare le iterazioni una a
una tra le varie sorgenti puntiformi. i nodi critici di questo metodo sono l ’ estre-
ma onerosità da punto di vista computazionale,(ore di simulazione e tempo che
cresce esponenzialmente all’ aumentare della discretizzazione), tuttavia salvo casi
particolari, ovvero particelle completamente opposte l’ una all’ altra i due metodi
hanno dimostrato una buona convergenza in termini di risultati .[2].
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Capitolo 2

Modello matematico e
metodi di risoluzione

In questo capitolo viene descritto il metodo con cui sono state affrontate le varie
fasi di risoluzione del problema dal punto di vista numerico, in particolare come
funziona l’architettura del Toolbox MATLAB e di come viene descritto il problema
differenziale nei codici utilizzati.
Inizialmente viene descritto il problema dal punto di vista fisico, ovvero che si-
tuazione viene studiata fisicamente, si procede poi alle prime semplificazioni di
carattere fisico e chimico, comunemente utilizzate nella descrizione delle particel-
le colloidali, ed in seguito viene descritto come si calcola la forza di interazione
in particelle omogenee utilizzando le varie teorie come la DLVO. In particolare
viene descritta la geometria fisica delle particelle e di come questa viene adimen-
sionalizzata per semplicità di modellazione, e di come si sia passati alle coordinate
Bisferiche per avere un corretto approccio fisico al problema.
Ultima cosa descritta in questo capitolo il metodo di calcolo delle forze che vanno
ad instaurarsi tra le particelle, le semplificazioni e gli accorgimenti adottati per
avere correttezza di risultati.

2.1 Il problema matematico
Descrizione sistema fisico
Il problema che stiamo andando a modellare è concettualmente uguale al classico
problema di due particelle omogenee immerse in un mezzo fluido con un elettrolita
disciolto, la complicazione rispetto a questo caso standard è il fatto che le particelle
non siano omogenee e che varino la loro orientazione, ma questo verrà discusso in
seguito.
Per iniziare come detto prima abbiamo due particelle omogenee, perfettamente
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sferiche, poste ad una distanza fissata h, e qui si ha la prima semplificazione in
quanto imponiamo un equilibrio di forze sulla particella e le consideriamo fissate
come centro e a distanza fissa.
Si considera poi un elettrolita simmetrico disciolto nel mezzo fluido, ovviamente gli
ioni avranno valenza sia positiva sia negativa, ed in base a ciò si comporteranno
come co-ioni o come contro-ioni. La distribuzione di potenziale elettrico ψ nel
liquido può quindi essere descritta dalla legge di PB:

∇2ψ = 2zn∞e

ε0εr
sinh

3
ze

kBT
ψ
4

(2.1)

Come già detto in precedenza vengono fatte alcune semplificazioni per poter descri-
vere ed adimensionalizzare correttamente il problema, la prima: viene trascurata
la presenza del layer compatto di Stern, in questo modo come condizione al con-
torno si impone un valore fisso del potenziale sulle particelle in maniera continua.
L’altra condizione al contorno che si deve applicare è il fatto che a distanza infini-
ta il gradiente di concentrazione si annulla, pertanto a quella coordinata radiale il
potenziale è nullo. Queste condizioni al contorno vengono implementate nel solver
in maniera differente in base alla geometria adottata, se ad esempio si utilizza una
classica geometria cilindrica assialsimmetrica, si impone a coordinata radiale nota
un valore di potenziale fisso e si impone sull’asse verticale passante per i centri
flusso nullo, tuttavia, non si può correttamente impostare condizioni sulla distan-
za infinita, in quanto servirebbe una mesh infinita e ciò non è ovviamente fattibile
visto che il calcolo deve per forza essere finito. Se si applica invece una geometria di
carattere bisferico si può modellare meglio l’infinito ma si perde l’assialsimmetria
e perciò si dovranno poi utilizzare altri escamotage numerici per descrivere il po-
tenziale superficiale. Una volta descritta correttamente la geometria è necessario
calcolare le forze che vanno ad instaurarsi tra le particelle, questo calcolo si basa
sul tensore delle tensioni, il quale ha una componente osmotica ed una elettrosta-
tica. In particolare è necessario calcolare correttamente il tensore in quanto i due
contributi si comportano differentemente in base al caso se le particelle sono omo-
genee oppure a differenti potenziali superficiali. In particolare tale differenza sarà
dovuta alla variazione di concentrazione di contro-ioni nello spazio compreso tra le
due particelle, e più la concentrazione sarà elevata in risposta al bilancio di forze
sugli ioni, quindi un contributo elevato di attrazione elettrostatica, più l’addensa-
mento di ioni avrà un peso notevole nella modellazione del caso in esame. Il calcolo
della forza viene effettuato come integrazione su una superficie chiusa intorno ad
una particella. Il tensore viene integrato e ciò consente di valutare il calcolo della
forza inoltre, è conveniente e necessario utilizzare come superficie chiusa quella che
contorna il volume infinito sulla particella superiore, in questo modo si può calco-
lare la forza sulla fascia Z = 0 ovvero la linea di mezzeria della geometria bisferica.
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2.2 Tensore degli sforzi dimensionale

τ = −
5
∆Π + ε0εr

2 E2
6

I + ε0εr EE

In cui compaiono due termini, il primo è il termine della sovrapressione osmotica.

∆Π = 2kBTn∞

C
cosh

A
zeψ

kBT

B
− 1

D

In cui compaiono le dipendenze dall’energia termica del sistema rappresentato dalla
costante di Boltzmann e dalla temperatura, moltiplicate per la concentrazione
media del bulk della soluzione, il tutto valutato in un punto specifico dal termine
cosh

1
zeψ
kBT

2
− 1 che rappresenta l’accumulo ionico locale nel punto di interesse,

come si osserva dalla formula abbiamo in questo caso una dipendenza anche dalla
valenza degli ioni, questo termine verrà poi reso adimensionale e trattato come
potenziale superficiale adimensionale. Il secondo termine di interesse nel tensore è
il tensore di Maxwell:

TM = ε0εr

C
−E2

2 I + EE
D

Che rappresenta la forza su superficie, infatti ha come unità di misura i pascal,
che viene esercitata dal campo elettrico sulla superficie delle particelle. Come si
osserva i termini che la compongono sono la dipendenza dalla permittività elet-
trica del fluido ed il rapporto diadico del campo elettrico. Tale tensore viene in
seguito trasformato in forma adimensionale per essere risolto in maniera numerica
operando le seguenti trasformazioni:

τ ∗ = −
C
q2
1
cosh f − 1

2
+ |E∗|2

2

D
I + E∗E∗

in cui compaiono f inteso come potenziale adimensionale f = zeψ
kBT

in cui abbiamo
il potenziale elettrico diviso per l’energia termica degli ioni, il termine Q inteso
come rapporto tra il raggio di una particella e la lunghezza di Debye, in cui valori
elevati implicano un doppio strato compresso e quindi una maggior concentrazione
di contro-ioni che vanno ad accrescere il contributo osmotico repulsivo della forza,
viceversa un termine basso equivale ad una lunghezza di Debye estesa, ovvero ad
una soluzione poco concentrata e quindi ad un contributo osmotico più trascu-
rabile. Ultimo termine è il campo elettrico adimensionale, il quale viene scalato
rispetto al raggio della particella e successivamente ridotto alla stessa maniera del
potenziale

E∗ = zeRp

kBT
E
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in questo modo esso può essere definito come il gradiente negativo del potenziale
elettrico ridotto E∗ = −∇·f . La sua dipendenza può essere a questo punto spiega-
ta come la tendenza delle particelle ad attrarsi o a respingersi, quindi valori elevati
di potenziale faranno prevalere il termine di Maxwell rispetto al termine osmotico,
valori bassi significano particelle più schermate e quindi maggiore prevalenza ad
essere dipendenti dal termine osmotico.

2.3 Equazione di Poisson-Boltzmann
Come detto in precedenza quindi il metodo di valutare la forza che si instaura tra
le particelle, è dipendente dal potenziale, valutato in ogni punto dello spazio, ora
per valutare questo potenziale puntualmente è necessario utilizzare l’equazione di
Poisson-Boltzmann che è il fulcro del problema sia a livello fisico che numerico.

∇2f = q2 sinh(f)

Questa equazione come si vede è un’equazione differenziale del secondo ordine non
lineare tuttavia, algebricamente il seno iperbolico per valori del suo argomento
piccoli può essere modificato sostituendolo con il suo argomento, fisicamente se si
utilizza il potenziale non ridotto, questa soglia di linearizzazione può essere fissata
intorno ai 50 mV oltre questo valore non si può più operare la sostituzione. In
questo lavoro come vedremo in seguito si affronterà il problema sia a livello linea-
re sia a livello non lineare. Una volta ottenuto il valore nodale del potenziale si
procede con la valutazione del tensore degli sforzi che, integrato su una superficie
chiusa, permette di stabilire la forza che si instaura tra le particelle

2.4 Il sistema assial-simmetrico
Il problema bidimensionale per come viene affrontato rappresenta una prima sem-
plificazione del codice, in questo modo abbiamo a che fare semplicemente con
particelle omogenee, uguali e con caratteristiche superficiali costanti, questo siste-
ma può essere visualizzato a livello fisico come lo spaccato di due particelle poste
una sopra l’altra, abbiamo qui come caratteristiche peculiari, l’assialsimmetria ri-
spetto all’asse passante per i centri delle sfere. Qui come geometria dobbiamo
costruire un rettangolo nelle coordinate R, Z, ϕ tuttavia imponendo la condizione
di assialsimmetria la dipendenza da ϕ viene trascurata e ci si può limitare al caso
frontale: ϕ = 0 Nella 2.1 vediamo come le due coordinate di interesse siano l’al-
tezza Z e la coordinata radiale R, qui vengono applicate le seguenti condizioni al
contorno, sulle superfici p1 e p2 viene impostato il valore di potenziale superficiale
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corrispondente al potenziale delle sfere, sugli edges 4, 5, 6, invece viene impostato
il valore di flusso nullo quindi la derivata del potenziale viene uguagliata a 0 per
motivi di simmetria, essendo gli edges che definiscono l’asse verticale, sull’edge 2
viene imposto il valore di potenziale nullo, immaginando che a distanza elevata il
potenziale vada a 0 mentre invece per quel che riguarda gli edges: 1, 3 si impone
nuovamente flusso nullo. Definito il problema si passa alla definizione della PDE
da risolvere che in coordinate cilindriche risulta uguale a:

1
r

∂

∂r

A
r
∂f

∂r

B
+ ∂2f

∂z2 = q2 sinh(f)

in cui è già stato omesso il termine dipendente da ϕ, come detto in precedenza il
termine non lineare del seno iperbolico può essere considerato oppure no lineariz-
zandolo e sostituendolo con il suo argomento, il potenziale. Per ovviare ai problemi
di dimensioni finite della geometria cilindrica, (la coordinata R è finita nel suo do-
minio, non abbiamo una condizione di raggio infinito): si passa alle coordinate
bisferiche, migliori per gestire sia il problema a livello numerico sia per poter es-
sere più precisi riguardo alle condizioni al contorno.

2.5 La geometria bisferica
Per poter affrontare correttamente il problema, è quindi necessario traslare il pro-
blema nel suo complesso in coordinate bisferiche.
Queste coordinate si basano fondamentalmente sulla terna di coordinate ξ, η e Φ.

Il sistema viene definito attorno a due centri focali, i centri delle nostre particelle,
posti sull’asse Z. come si vede dalla mappa nella figura 2.2

• Coordinata η, assiale: rappresenta la posizione tra le due sfere, varia come
dominio tra −η0, ovvero particella inferiore, e +η0, particella superiore. Il
piano η = 0 corrisponde al piano di mezzeria tra le due particelle.

• Coordinata ξ, radiale: essa varia tra 0 e π e corrisponde alle linee che unisco-
no i centri delle particelle. In particolare, la coordinata ξ = 0 corrisponde alla
distanza radiale infinita, e la linea a ξ = π corrisponde alla distanza radiale
minima che congiunge i centri delle particelle posizionate sulla verticale.

• Coordinata Φ, azimutale: essa è l’identica coordinata angolare utilizzata an-
che nel caso cilindrico, e rappresenta la variazione lungo il piano di rivoluzione
di una particella.

Si utilizzano inoltre i parametri η0 e a = sinh(η0), introdotto preliminarmente,
dove η0 è legato alla separazione adimensionale tra le particelle, h = H

Rp
, tramite
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la relazione
cosh(η0) = 1 + h

2 .

Sono inoltre introdotte le correlazioni tra coordinate bisferiche e cilindriche, uti-
lizzando le seguenti formule di mappatura:

r = a sin ξ
cosh η − cos ξ

z = a sinh η
cosh η − cos ξ

I principali vantaggi di utilizzare la geometria bisferica sono fondamentalmente
due. Il primo è il fatto di poter utilizzare una geometria più semplice, nel caso
bidimensionale quadrata, che consente di ottimizzare i nodi e quindi di poter ri-
durre il costo computazionale, in quanto non è necessario infittire localmente la
mesh per tenere conto di superfici come la curvatura delle sfere o piani incurvati.
Il secondo vantaggio è appunto il poter definire condizioni al contorno in modo più
semplice, in quanto non abbiamo più superfici curve, ma abbiamo semplicemente i
lati di un rettangolo, la semplificazione è a livello computazionale non concettuale.
Nel dominio η e ξ questa cosa è inoltre comoda per una definizione efficiente della
distanza infinita tra le particelle.
Per la definizione delle condizioni al contorno facciamo riferimento alla figura 2.3
in cui sugli edges in rosso: 1, 2 abbiamo le due superfici delle particelle e qui
vengono nuovamente definiti in maniera diretta i valori di potenziale superficiale,
mentre per gli edges 4 e 3 imponiamo le condizioni di flusso nullo, questa volta in
maniera molto più precisa in quanto, l’asse 4: rappresenta il segmento di congiun-
zione tra i centri minimo, quindi effettivamente giace sull’asse di simmetria mentre
l’asse 3 rappresenta il segmento infinito di congiunzione, ed anche esso dalla parte
opposta giace sull’asse di simmetria, quindi come già detto in questa formulazione
non abbiamo più ambiguità o approssimazioni per quel che riguarda l’imposizione
delle condizioni al contorno.
Infine ultima cosa da definire è il caso dell’equazione da risolvere che risulta:
(cosh η − cos ξ)3

a2 sin ξ

C
sin ξ ∂

∂η

A
1

cosh η − cos ξ
∂f

∂η

B
+ ∂

∂ξ

A
sin ξ

cosh η − cos ξ
∂f

∂ξ

BD
= q 2 sinh(f)

Anche questa con già trascurato il termine dipendente dalla coordinata angolare, la
principale differenza è che viene introdotto il termine a2 inteso come parametro di
scala geometrico proprio delle coordinate bisferiche. Infine abbiamo il calcolo della
forza, di nuovo esso viene fatto a partire dalla mappa risolta in coordinate bisferiche
del potenziale: e corrisponde all’integrazione lungo ξ della seguente espressione

I(ξ) = π ·

− 2a2 sin ξ
(1 − cos ξ)2 q

2
1
cosh f − 1

2
+ sin ξ

A∂f
∂η

B2

−
A
∂f

∂ξ

B2


η=0
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In cui compaiono appunto i due termini osmotico ed elettrostatico sommati. Una
volta calcolati viene utilizzata l’integrazione con il metodo dei trapezzi per risol-
vere il calcolo e viene eliminato il termine corrispondente a ξ = 0 per motivi di
stabilità numerica.

2.6 Il sistema tridimensionale
Come definito in precedenza il problema tridimensionale introduce il termine di-
pendente dalla coordinata angolare, all’inizio si può ancora applicare la semplifica-
zione dovuta all’assialsimmetria ma essa nei calcoli non viene utilizzata, il motivo
è essere certi del risultato numerico e che il codice calcoli correttamente come nullo
il termine df

dϕ
, Geometria 3D:

Nella definizione del problema viene introdotto l’angolo azimutale, nella prima
versione del codice si sono trattate particelle omogenee, quindi senza variazioni di
potenziale lungo l’angolo azimutale ϕ che viene comunque introdotto a livello di
equazioni e geometria. Per costruire la geometria si procede creando la base che
rappresenta le coordinate η e ϕ comprese rispettivamente tra [−η0; +η0] ed [0; 2π],
in seguito si estrude in altezza aggiungendo la coordinata ξ compresa tra [0; π].
Le condizioni al contorno applicate alla geometria in figura 2.4 sono molto simili
a quelle già applicate per il problema 2D ovvero: le facce F4 e la sua opposta F6
corrispondono alla superficie della particella, ed in queste facce andiamo ad appli-
care il valore di potenziale fissato, nella F2 ed F1 in basso andiamo ad applicare il
valore di flusso nullo come già fatto nel caso 2D, mentre per quel che riguarda F3
ed F5 bisogna imporre la continuità rispetto sia al flusso sia al potenziale, tutta-
via si trovano ad un valore ignoto e non predicibile a priori ed ecco perché verrà
effettuato il damping a livello di condizioni al contorno.
Per quel che riguarda la PDE essa introduce a sinistra il seguente termine com-
prendente il termine dipendente da ϕ.

(cosh η − cos ξ)2

a2 sin2 ξ

∂2f

∂ϕ2

Ed analogamente abbiamo in seguito in fase di definizione della forza e di calcolo
integrale un integrale doppio, dovuto al fatto che la superficie chiusa entro la quale
andiamo a svolgere i calcoli non è più una linea circolare bensì una superficie sferica:
Ú 2π

0

Ú π

0

a
2q2
1
cosh f − 1

2
(1 − cos ξ)2 + 1

2

A∂f
∂η

B2

−
A
∂f

∂ξ

B2

− 1
sin2 ξ

A
∂f

∂ϕ

B2
 sin ξ dξ dϕ

Nel caso assial-simmetrico il termine di dipendenza da ϕ risulta uguale a 0 in tutto
l’asse di mezzeria.
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2.7 Il Solver PDE Toolboox
Introduzione al Partial Differential Equation Toolbox:
Il Partial Differential Equation Toolbox è uno strumento implementato in MA-
TLAB per fornire una soluzione numerica a problemi fisici descritti da equazioni
differenziali parziali, purché definite all’interno di uno spazio bidimensionale o tri-
dimensionale finito e limitato. La base di calcolo per il toolbox è il metodo degli
elementi finiti in cui funzionamento si può riassumere nei seguenti passi:
Discretizzazione geometria:
In questa fase il programma considera la geometria che è stata definita a monte
o importata per suddividerla in un numero finito di elementi (sottodomini) trian-
golari o tetraedrici, l’insieme dei vari elementi fornisce il dominio di interesse Ω,
inoltre i vertici dei sottodomini vengono chiamati nodi, ed è in questi nodi che
verrà poi fornita la soluzione U dal software.
Formulazione debole:
si parte della definizione dell’equazione differenziale ordinaria, definita tramite i
coefficienti dei vari termini:

m
∂2u

∂t2
+ d

∂u

∂t
− ∇ · (c∇u) + au = f (2.2)

m = termine iperbolico, indica l’inerzia del sistema, introduce la dipendenza dal
tempo.
d = termine parabolico, indica l’accumulo di proprietà nel sistema.
c = termine di divergenza, spesso il cuore del problema differenziale in sé.
a = termine di reazione dipendente dalla soluzione.
f = termine sorgente indipendente dalla soluzione.
Una volta definite le espressioni per i vari termini, il codice moltiplica per una fun-
zione test v l’eq. differenziale definita. Si applica la formula di Green al termine
di ordine superiore e si riduce l’ordine dei termini superiori al primo, in quanto
MATLAB non può risolvere problemi differenziali di ordine superiore ad 1.
Si procede all’assemblaggio delle soluzioni approssimate uh con le rispettive fun-
zioni test.

uh =
NpØ
i=1

Uiϕi (2.3)

Le funzioni base, Φi, devono poi essere continue e lineari su ciascun elemento della
mesh. Per quel che riguarda i coefficienti Ui, sono scalari e ancora da determinare,
ma hanno una proprietà molto importante. Ovvero, la funzione test Φi è definita
in modo che valga 1 al nodo Xi e 0 negli altri nodi. Quindi, i coefficienti Ui rap-
presentano direttamente i valori della soluzione approssimata in corrispondenza di
ciascun nodo e solo di quel nodo.
Funzioni e Coefficienti PDE:
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Come già definito in precedenza, una PDE generale è formata da 5 coefficienti
m, d, c, a, f . Tuttavia, se questi coefficienti dipendono dalla soluzione u, dalla po-
sizione x, y o z, oppure da una delle derivate della soluzione rispetto a x, y o z,
il problema viene considerato non lineare e a coefficienti non costanti. Per gesti-
re un problema simile, MATLAB utilizza delle funzioni HANDLE, a cui vengono
passate sia la LOCATION, ovvero il punto della geometria dove viene applicata
quella funzione, sia lo STATE, ovvero la soluzione U con le rispettive derivate in
quel determinato punto. Il termine coefficiente F , tendenzialmente, è l’elemento
sorgente in una PDE, come ad esempio la forza, il carico. Esso viene definito da un
sistema di n equazioni e come risultato produce un vettore colonna n×1. L’output
della funzione handle quindi genera una matrice di dimensioni n× nR, in cui ogni
riga corrisponde a una componente del vettore F per i diversi punti di valutazione.
Condizioni al contorno:

Le condizioni al contorno vengono normalmente utilizzate nel metodo degli ele-
menti finiti per definire in maniera univoca il problema che si va a trattare, assi-
curandosi quindi che la soluzione sia unica e non generalizzata. Esistono poi tre
tipi di condizioni al contorno. Le Dirichlet, le Neumann e le Mixed. Per quel che
riguarda il problema abbiamo utilizzato varie tipologie di condizioni al contorno,
in particolare sulle facce posizionate alle coordinate ±η0 sono state imposte con-
dizioni al contorno di Dirichlet, quindi con condizioni sulla soluzione finale.
In queste specifiche facce sono state impostate come condizioni del contorno i va-
lori di potenziali delle particelle.
Nelle facce determinate dalla variabile ξ, quindi la faccia a ξ = 0 e la faccia a
ξ = π, che corrispondono alla minima distanza tra le particelle e alla distanza
infinita tra le particelle in coordinate bisferiche, sono state invece imposte condi-
zioni del contorno di Neumann, quindi condizioni sulla derivata della soluzione,
imponendo in queste superfici della geometria il flusso nullo, du

dξ
= 0.

Sui due bordi, η uguale a +η0 o −η0, viene imposto il potenziale superficiale Fsup
come condizione al contorno di Dirichlet, ovvero imponiamo il valore della solu-
zione U . Per i bordi ξ = 0 e ξ = π, si impone la condizione di flusso nullo, ovvero
∂u
∂ξ

= 0. 2.5
Impostazione geometria:
Definiti i parametri che compariranno nelle equazioni ovvero h, Q, η0, a ed fsup.
Si procede con la creazione della geometria, ovvero un rettangolo di dominio com-
preso tra [−η0,+η0] sull’asse η, mentre sull’asse ξ di dominio [0, π].
Mesh lineari e quadratiche:

La scelta della grandezza e della tipologia della mesh risulta essere un parametro
cruciale nell’impostazione di un problema differenziale in quanto mesh meno fitte
sono meno onerose dal punto di vista del calcolo, ma possono dare risultati errati
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o imprecisi. Mentre mesh più fitte riducono l’errore ma appesantiscono notevol-
mente la mole di lavoro.
Trattandosi di una geometria che non ha profondità, si può utilizzare una discre-
tizzazione molto fine. In questo caso, si è utilizzato il comando generateMesh,
producendo una griglia con passo di discretizzazione circa uguale ad 0.05 2.6.
In questo modo si può essere sicuri di arrivare a convergenza per quel che riguarda
la soluzione numerica rimanendo in un range temporale per simulazione ragione-
vole.
In MATLAB è possibile optare per due differenti tipi di mesh ovvero le mesh lineari
caratterizzate da un numero di nodi minimo, 3 per le mesh triangolari (bidimen-
sionali) e 4 per le mesh tetraedriche (tridimensionali), mentre le mesh quadratiche
introducono i nodi come punti medi degli spigoli delle figure, aumentando sia il
costo computazionale, ma aumentando l’accuratezza dei risultati. Di default e per
tutte le simulazioni utilizzate in questo lavoro le simulazioni sono state condot-
te utilizzando una mesh quadratica. Definizione PDE: In forma adimensionale,
l’equazione di Poisson-Boltzmann risulta essere

∇2
∗U = q2 sinh(U)

in cui il termine sorgente presenta una dipendenza dalla soluzione, inoltre l’opera-
tore laplaciano, in coordinate bisferiche, può essere riscritto in questo modo,

∇2
∗U = (cosh η − cos ξ)3

a2 sin ξ

C
sin ξ ∂

∂η

A
1

cosh η − cos ξ
∂U

∂η

B
+ ∂

∂ξ

A
sin ξ

cosh η − cos ξ
∂U

∂ξ

BD

Quindi, essendo nel codice MATLAB, la forma generale della PDE definita come
segue,

−∇ · (c∇u) + au = f

risulta presentare i seguenti coefficienti.

c(η, ξ) = − sin ξ
cosh η − cos ξ

a(η, ξ) = − q2a2 sin ξ1
cosh η − cos ξ

23

f(η, ξ, u) = q2a2 [sinh(u) − u] sin ξ1
cosh η − cos ξ

23

Come si osserva dalla definizione dei parametri a ed f , è necessario trattare la
non linearità scindendo il termine nelle due componenti, una lineare U e una non
lineare residua, (sinh(U) −U). In questo modo, quando la funzione si annulla per
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U → 0, viene mantenuto il residuo e questo garantisce la stabilità della soluzione.
A questo punto si richiama il solutore di MATLAB, ovvero la funzione SOLVEPDE,
la quale va a risolvere il problema utilizzando un algoritmo iterativo, Newton, fino
a quando la variazione dei residui non scende sotto una certa tolleranza. Una volta
eseguita la funzione abbiamo l’output, ovvero l’oggetto RESULTS, il quale contiene
la soluzione U e i gradienti della soluzione X, Y e Z per ogni nodo della mesh.
Calcolo Forza:
Una volta ottenuta la soluzione e i gradienti per ogni nodo della mesh, si può
procedere con l’analisi della soluzione ottenuta. In particolare, essendo in questo
lavoro di tesi interessati al calcolo della forza si presenta fra particelle di Janus, si
prosegue con il calcolo integrale. La forza, nella sua forma dimensionale, è otte-
nuta dalla somma di due contributi, ovvero la pressione osmotica locale, ∆Π,

∆Π = 2kBTn∞

C
cosh

A
zeψ

kBT

B
− 1

D
e il tensore di Maxwell, che rappresenta lo stress elettrostatico.

τM = ε0εr

C
−E2

2 I + EE
D

La somma di questi due termini produce quindi il tensore di stress totale, τ .
L’integrale viene calcolato sulla superficie S0 tramite la formula

Fl =
Ú
S0

τ · uz dS0

Formulazione adimensionale. Il tensore di stress adimensionale può essere espresso
come segue utilizzando il campo elettrico adimensionale

τ ∗ = −
C
q2
1
cosh f − 1

2
+ E∗2

2

D
I + E∗E∗.

Il caso assialsimmetrico è indipendente dalla coordinata φ, quindi la forza agisce
unicamente nella direzione Z. Possiamo quindi scrivere che la componente adi-
mensionale è uguale a:

tZ∗(ξ) = −q2
1
cosh f − 1

2
+ 1

2

A
1 − cos ξ

a

B2
A∂f

∂η

B2

−
A
∂f

∂ξ

B2


Per trovare quindi la forza si integra lo stress tz su tutto il piano η = 0, ottenendo
la seguente formula.

Fz,∗ = π
Ú π

0

−2a2 sin ξ
(1 − cos ξ)2 q

2
1
cosh f − 1

2
+ sin ξ

A∂f
∂η

B2

−
A
∂f

∂ξ

B2


η=0

dξ
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L’integrale nel caso specifico viene calcolato utilizzando il metodo dei trapezzi che
garantisce comunque una buona precisione senza appesantire troppo il calcolo, a
tal proposito sono stati fatti dei confronti con la formula di Simpson.
Per eseguire esattamente il calcolo lungo la linea di mezzeria, coordinata η = 0
si è utilizzata un’interpolazione lineare tramite la funzione interpolateSolution
che permette di ottenere i valori interpolati sia della soluzione sia del gradiente
in punti del dominio che si trovano a cavallo tra differenti nodi della mesh, ovvia-
mente è necessario che la mesh sia sufficientemente fitta per avere una precisione
apprezzabile
limitazione problema tridimensionale:
Il problema tridimensionale rappresenta un aspetto di complessità aggiuntivo, do-
vuto al fatto che, introducendo la coordinata azimutale φ, si vanno a creare due
facce aggiuntive. Queste facce rappresentano l’angolo 0 e l’angolo 2π della rivolu-
zione a 360° di una sezione di sfera. Su queste nuovi piani della geometria non
si può dire nulla a priori per quel che riguarda il flusso o il valore di potenziale,
salvo che le condizioni al contorno devono coincidere, essendo la stessa sezione di
particella. Esse devono quindi presentare lo stesso valore di potenziale e lo stesso
valore di gradiente. Ragion per cui si è optato per una soluzione che permettesse di
applicare le doppie condizioni al contorno bypassando la limitazione di MATLAB
che permette di applicarne esclusivamente una.

2.8 Il Codice Bidimensionale omogeneeo
In questa prima sezione dello sviluppo del codice tratteremo la risoluzione del
codice per quel che riguarda il problema omogeneo bidimensionale, inoltre verranno
descritte in questa sezione sia le funzioni locali che definiscono i coefficienti della
PDE sia i codici driver esterni che permettono di lanciare ripetutamente il codice e
fare molte simulazioni concatenate in loop, salvando poi i dati alla fine del codice.

Nelle immagini 2.7 2.8, vi è la parte più importante del codice driver in cui
vengono creati degli elenchi dei vari parametri che si desidera investigare ed in
seguito, il codice crea un vettore in cui per ogni cella definisce un singolo caso,
combinazione dei parametri definiti, in seguito il codice passa queste combinazioni
al solver che calcola la PDE associata.
codice solver:
In figura 2.9 il codice solver, il principale prende dalla cella attuale del vettore i

parametri della combinazione e successivamente li utilizza per definire una PDE
inoltre definisce i parametri della geometria bisferica che gli mancano ovvero ab e
η0. In cui η0 rappresenta le superfici delle due particelle mentre ab è il parametro
di scala che compare nelle trasformazioni da coordinate cilindriche a coordinate
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bisferiche, sarà poi necessario nel calcolo dei parametri della PDE, dell’integrale
ed infine per la rimappatura delle superfici. 2.10 invece viene definita la cartella
di salvataggio in cui verranno salvati i parametri e la soluzione nodale calcolata.
Questo è utile se si vogliono fare confronti successivi dei risultati in questo modo
non è necessario ricalcolare i problemi bensì riaprire i file .MAT. Finite le operazioni
preliminari, si passa a quello che è il codice vero e proprio ovvero la creazione della
geometria quindi il rettangolo delle coordinate bisferiche, in seguito si passa alla
definizione della mesh, qui con passo di discretizzazione molto piccolo visti i tempi
di calcolo ridotti. In seguito si passa all’applicazione delle condizioni al contorno
come definite in precedenza. Parte fondamentale del codice è definire i coefficienti
della PDE, vengono utilizzati solamente c, a, f , di cui sono riportate le formule:

c(η, ξ) = − sin ξ
cosh η − cos ξ

a(η, ξ) = − q2 ab2 sin ξ
(cosh η − cos ξ)3

f(η, ξ;u) = q2 ab2

1
sinh u(η, ξ) − u(η, ξ)

2
sin ξ

(cosh η − cos ξ)3

Come si vede dalla formula tutti i coefficienti dipendono dalle coordinate, quindi
il solver per ogni nodo della mesh va a risolvere l’equazione utilizzando le coor-
dinate del nodo in questione. Inoltre per quel che riguarda il coefficiente f se
si considera l’approssimazione di Debye-Huckel, essa considera il problema linea-
re, seno iperbolico sostituito dall’argomento, ed il coefficiente può essere imposto
uguale a zero. Tuttavia se invece si considera il problema non lineare quindi
∇2u = q2 sinh(u) si deve imporre un artificio matematico per aiutare la conver-
genza dell’algoritmo nei punti in cui la soluzione nodale va a zero, essendo il
coefficiente f dipendente dal valore della funzione si applica la seguente trasfor-
mazione: sinh(u) = u +

1
sinh(u) − u

2
, in questo modo si sdoppia il termine

dipendente dalla soluzione nodale, che viene sia aggiunto sia sottratto, in seguito
si possono definire i coefficienti a ed f in modo: a(η, ξ) = − q2a2

b
sin ξ

(cosh η−cos ξ)3 ed
f(η, ξ, u) = q2a2

b

1
sinh(u) − u

2
sin ξ

(cosh η−cos ξ)3 in questo modo a livello di coefficienti
si aggiunge e sottrae il termine q2a2

b
sin ξ

(cosh η−cos ξ)3 , e si va a regolarizzare la funzione
PDE.
Nel codice tridimensionale i coefficienti vengono definiti nella stessa identica ma-
niera tuttavia vi è una piccola differenza a livello matematico ed è il parametro c
definito come

c(η, ξ) = − sin ξ
cosh η − cos ξ

1
sin ξ
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Modello matematico e metodi di risoluzione

in cui la divisione per il seno di ξ va a definire la dipendenza dalla variabile ag-
giuntiva ϕ. Infine ultima sezione del codice abbiamo la chiamata del solver PDE
che va a risolvere l’equazione prima definita ed inoltre va a salvare in due matrici i
valori del gradiente per quel che riguarda le due coordinate. Infine la sezione in cui
viene svolto l’integrale della forza valutato sulla mid-line, qui viene semplicemente
utilizzata la tecnica dei trapezi per il calcolo, con l’accorgimento di porre a zero gli
estremi dell’integrale in quanto il termine sin 0 potrebbe dare instabilità numerica.

2.9 Il Codice tridimensionale Janus
Il codice tridimensionale si articola nello stesso identico metodo del codice bidimen-
sionale per quel che riguarda la struttura driver-solver, infatti anche qui vengono
definiti i parametri in un codice driver che crea tutte le possibili combinazioni di
interesse che verranno poi passate al codice solver. 26 ?? Per prima cosa nel codice
vengono definiti i parametri che vanno a descrivere la geometria bisferica quindi
η0, a i parametri quali Q, h, fsup vengono passati dallo script launcher, in questa
sezione vengono inoltre passati gli angoli che definiscono l’inclinazione del piano di
taglio delle due particelle: β, ϕ. β definisce l’angolo polare di inclinazione quindi di
quanto è inclinato il versore normale rispetto all’asse Z mentre ϕ definisce l’angolo
azimutale quindi la proiezione del versore sugli assi X o Y , si definisce quindi il
vettore n normale al piano di taglio come

n =

cosϕ cos β
sinϕ cos β

sin β

 .
Successivamente si esegue il prodotto scalare tra il versore n ed il vettore che con-
giunge il nodo al centro della sfera e, se il prodotto è sopra o sotto al piano di
taglio, si procede assegnando il corretto valore di potenziale al nodo 2.23. Definiti
i due piani di taglio viene identificato il versore uscente dal piano, nel caso speci-
fico sono stati solo stati utilizzati piani perpendicolari alla vista frontale riportata
nelle figure ma eventualmente si potevano avere piani di tagli variamente orientati.
2.15 Invece nella sezione successiva sono riportati i centri delle sfere, di nuovo si è
sempre imposto che i piani di taglio passassero per i centri.
Mesh tridimensionale:
2.16, In questa sezione invece si va a generare la geometria di interesse ovvero un

parallelepipedo estruso che sull’asse X rappresenta la distanza tra le particelle η,
sull’asse Z la coordinata ξ ed sull’asse Y la coordinata angolare della particella ϕ,
in seguito vengono richiamate le funzioni che definiscono i coefficienti della PDE
definite uguali al codice 2D precedentemente caricato. Infine viene definita la mesh
come per il codice bidimensionale ma per motivi di costo computazionale si è opta-
to per un passo di discretizzazione maggiore, sono state fatte diverse prove a mesh
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2.9 – Il Codice tridimensionale Janus

di grandezza diversa, utilizzando le differenze tra slice a coordinate di ϕ differenti
??, come detto in precedenza non si deve avere una variazione lungo l’azimutale
utilizzando particelle omogenee, quando si raggiunge una differenza tra slice infe-
riore ad una certa tolleranza, 10−3, si può considerare il sistema convergente. Da
considerare inoltre che procedendo sotto ad una certa grandezza di mesh, il siste-
ma diventa quasi singolare e quindi le ipotesi di convergenza non possono essere
raggiunte per via numerica dal solver 2.17
Condizioni al contorno tridimensionali:

Le condizioni al contorno in geometria tridimensionale vengono applicate con un
particolare accorgimento ovvero:

• face 6 corrisponde ad η = −η0, superficie particella inferiore quindi imponia-
mo il valore univoco di potenziale ai nodi

• face 4 corrisponde ad η = +η0, superficie particella superiore quindi imponia-
mo il valore univoco di potenziale ai nodi

• face 1 corrisponde ad ξ = 0, ovvero la linea di congiunzione tra i centri che
si trova a distanza infinita, ed anche qui è stata imposta la condizione di
Neumann di flusso nullo, esattamente come per la geometria bidimensionale

• face 2 corrisponde ad ξ = π, ovvero la linea di congiunzione tra i centri che
si trova a distanza minima, vale un ragionamento analogo al caso ξ = 0

• face 3 e 5 corrispondono allo stesso piano lungo la coordinata ϕ ovvero l’an-
golo nullo e l’angolo giro, va quindi imposta la periodicità del potenziale e
l’uguaglianza del flusso,

2.18, nell’immagine si possono vedere i passaggi che definiscono le condizioni al
contorno iterative, nella sezione fisse vengono definite quelle che possono essere
assunte a priori mentre nella parte seguente è definita la parte che verrà poi scam-
biata nella risoluzione, in particolare vengono mappati i nodi di interesse sulle
facce, e vengono salvate le coordinate dei nodi, in seguito per la prima iterazione
del solver vengono imposte condizioni di flusso e derivata nulla. Sulla faccia 5
(ϕ = 0) il valore di potenziale u = 0 mentre sulla faccia opposta 3, (ϕ = 2π) si
impone il valore di gradiente ∂u

∂ϕ
= 0. Viene inoltre specificato che se dopo 400

iterazioni non si riesce ad andare sotto la soglia prevista di divergenza allora il
codice segnala convergenza non raggiunta ed esce dal loop.
Imposizione iterativa tridimensionale:
Dovendo imporre:

u(η,0, ξ) = u(η,2π, ξ)
∂u

∂ϕ

-----
ϕ=0

= ∂u

∂ϕ

-----
ϕ=2π

29



Modello matematico e metodi di risoluzione

A questo punto si richiama il solver di MATLAB 2.19, 2.20 che esegue una prima
risoluzione del problema e calcola i valori mancanti ovvero ∂u

∂ϕ

---
ϕ=0

ed u2π, sono ov-
viamente discrepanti tra di loro ma a questo punto si procede scambiando i valori
ovvero si impone sulla faccia ϕ = 0 il valore di flusso ∂u

∂ϕ
calcolato all’iterazione

precedente e sulla faccia ϕ = 2π il valore di u calcolato precedentemente. A que-
sto punto viene richiamato il solver e si ricalcolano i valori di potenziale e flusso
sulle 2 facce. Si procede in questo modo fino ad arrivare a convergenza, tuttavia
per evitare instabilità numerica si utilizza un parametro aggiuntivo indicato come
alpha, questo smorza il valore calcolato, e sostituisce nell’iterazione successiva un
valore che è pesato rispetto a quello che dovrebbe essere se calcolato, in questo
modo non si ha un’imposizione netta di valore numerico ai nodi. Nel nostro caso si
è imposta una tolleranza < 10−4 sia per la soluzione sia per il potenziale, in questo
caso per avere una stima dell’accuratezza del codice sono state confrontate varie
slice a differenti angoli ϕ osservando il massimo di discrepanza sia della soluzione
sia del flusso. Con particelle omogenee queste slice dovrebbero essere assoluta-
mente uguali, tuttavia ci si è fermati ad un errore massimo di 10−3 come si vede
nella figura 2.21 in cui appunto viene mostrato l’andamento della valutazione del
potenziale una volta giunti all’iterazione finale, come si può vedere anche nella
sezione interna il valore rimane pressoché costante.
Post-Processing:

Ottenuta la soluzione nodale in ogni punto della mesh si può procedere alla map-
patura sia del potenziale sia del flusso, e al calcolo della forza che è il vero e proprio
scopo del lavoro di tesi. In questo caso si procede con l’estrazione ed il salvataggio
del gradiente tramite evaluetegradient nei nodi, a cui segue un’interpolazione
della soluzione per avere i valori continui nello spazio tra i nodi. Ciò può generare
delle variazioni locali soprattutto in punti in cui vi sono forti salti di valore tra i
nodi, nelle particelle anisotrope i punti in cui le due differenti superfici della par-
ticella sono a contatto. Ottenuti i risultati si procede con il calcolo dell’integrale
utilizzando la soluzione interpolata per avere i punti sulla griglia a η = 0 ovvero il
piano di separazione delle 2 particelle.
Definizione integrando tridimensionale: L’integrale della forza viene calcola-
to con la formula seguente

Fz =
Ú 2π

0

Ú π

0

−
(a ·Q)2

1
cosh(u) − 1

2
(1 − cos ξ)2 sin ξ + 1

2

A
u2
η − u2

ξ −
u2
ϕ

sin2 ξ

B
sin ξ

 dξ dϕ

1
2

A
u2
η − u2

ξ −
u2
ϕ

sin2 ξ

B
sin ξ termine elettrostatico

−
(a ·Q)2

1
cosh(u) − 1

2
(1 − cos ξ)2 sin ξ termine osmotico
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2.9 – Il Codice tridimensionale Janus

Con una doppia integrazione prima lungo la coordinata ξ e successivamente lungo
la coordinata ϕ, occorre però prestare attenzione ad alcuni valori nodali ovvero.
Se si considera il primo termine

−
(a ·Q)2

1
cosh(u) − 1

2
(1 − cos ξ)2 sin ξ

è buona norma escludere i nodi con coordinata ξ = 0 in quanto trovandosi a deno-
minatore vanno a dominare il calcolo, quindi per evitare situazioni numericamente
insostenibili: NaN, si procede con il porre a zero tutti i nodi di coordinata ξ = 0 e
ξ = π Infine si applica il metodo dei trapezi e si risolve l’integrale. L’ultima con-
valida al codice avviene tramite il confronto che si ottiene dal calcolo della forza
nel codice 2D ed il codice 3D in quanto la dipendenza dell’integrale dal termineA

−
u2
ϕ

sin2 ξ

B

deve essere nulla in entrambi i casi se si considerano particelle omogenee.
Rappresentazione risultati particelle tridimensionali:
In questa sezione in seguito vengono create le rappresentazioni delle particelle in
coordinate cilindriche. Come si vede nel codice vengono ripresi tutti i punti appar-
tenenti alla geometria bisferica e tramite le trasformazioni dei nodi si ricostruisce
la mappa in coordinate cilindriche, per ottenere un risultato uniforme e coerente
viene poi fatta un’interpolazione a livello grafico, inoltre nel codice vengono ese-
guite delle mascherature utilizzate per ottenere una rappresentazione dei risultati
all’interno del bordo della sfera, in modo che si vedano chiaramente i piani di taglio
ed il salto di valore sia netto, se si utilizzasse il valore interpolato si creerebbero
zone con un salto netto da positivo a negativo e ciò creerebbe artifizi visivi dovuti
all’interpolazione.
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Modello matematico e metodi di risoluzione

Figura 2.1: descrizioni delle superfici definite nel caso 2D cilindrico per imposizione
delle condizioni al contorno
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2.9 – Il Codice tridimensionale Janus

Figura 2.2: coordinate bisferiche. Riprodotta da mod.Janus
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Modello matematico e metodi di risoluzione

Figura 2.3: descrizioni delle superfici definite nel caso 2D cilindrico per imposizione
delle condizioni al contorno
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2.9 – Il Codice tridimensionale Janus

Figura 2.4: visualizzazione 3D della geometria con le corrispettive coordinate
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Modello matematico e metodi di risoluzione

Figura 2.5: mesh grossolana e orientazione degli assi in geometria bisferica
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2.9 – Il Codice tridimensionale Janus

Figura 2.6: Mesh reale utilizzata nel codice 2D

Figura 2.7: definizione lista parametri per simulazione
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Modello matematico e metodi di risoluzione

Figura 2.8: definizione elenco delle simulazioni da svolgere, con stampa a schermo
del caso

Figura 2.9: definizone parametri codice e definizione variabili matematiche

Figura 2.10: definizione cartella salvataggio con parametri
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2.9 – Il Codice tridimensionale Janus

Figura 2.11: creazione geometria, Mesh, applicazione delle condizioni al contorno

Figura 2.12: Definizione funzioni locali e specifica coefficienti della PDE, sono
riportati sia i comandi di richiamo sia le funzioni locali scritte in fondo al codice.
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Modello matematico e metodi di risoluzione

Figura 2.13: risoluzione PDE e calcolo della forza tramite integrale

Figura 2.14: inizializzazione parametri e piano di taglio

Figura 2.15: identificazione centri delle sfere
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2.9 – Il Codice tridimensionale Janus

Figura 2.16: generazione geometria e richiamo funzioni PDE

Figura 2.17: rappresentazione della mesh tridimensionale
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Modello matematico e metodi di risoluzione

Figura 2.18: Definizione BC e damping per periodicità

Figura 2.19: ciclo while in cui si risolve in maniera ricorsiva la PDE
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2.9 – Il Codice tridimensionale Janus

Figura 2.20: avanzamento stato e fine ciclo while

Figura 2.21: confronto tra slice a phi differenti

Figura 2.22: calcolo integrale forza
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Figura 2.23: mappa nodale di come viene calcolato il valore del potenziale in
riferimento alle coordinate cilindriche
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Capitolo 3

Risultati

Introduzione:
In questo capitolo viene innanzitutto presentata una prima risoluzione del proble-
ma tramite il solutore 2D HERMCOL, queste vengono fatte per avere un metodo
di confronto con il successivo solutore 2D: PDE Toolboox di MATLAB. Per ini-
ziare si è scelto un caso studio e si è andati a studiare la grid dependency per quel
che riguardava il calcolo del potenziale elettrico tra le particelle, al fine di ottenere
una griglia di calcolo che fosse una buona via di mezzo tra velocità computazionale
e accuratezza del risultato.
Va inoltre considerato che il codice HERMCOL può risolvere unicamente problemi
lineari, quindi il confronto è semplicemente una misura di convalida del risultato,
resasi necessaria dal fatto che il tool PDE non è stato programmato per utilizzare
più di una condizione al contorno sulla stessa superficie; è quindi necessario avere
uno strumento di verifica nel caso 3D.
In seguito si passa al caso 2D in cui si affronta il problema utilizzando il PDE
Toolboox; in questo caso si possono eseguire solo simulazioni in cui le particelle
sono omogenee, anche caricate differentemente, ma con potenziale uniforme sulla
superficie. Per confrontarle con il caso studiato in HERMCOL si utilizza un ap-
proccio lineare, quindi senza considerare il seno iperbolico, mentre successivamente
si utilizza lo sviluppo non lineare delle PDE. In questa sezione verranno inoltre
riportati i vari casi di particelle differentemente orientate con caratteristiche di
Janus al fine di studiarne le caratteristiche della forza, se dovuta a contributi di
natura osmotica o dovuti alla repulsione elettrostatica.

3.1 Simulazioni preliminari 2D HERMCOL
Come metodo di validazione per il codice risolutivo, si è optato per il codice
HERMCOL[4] il cui funzionamento è spiegato nel capitolo precedente. E che è
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stato applicato al problema linearizzato.
Per prima cosa si è individuata la condizione di grid independency confrontando
risultati ottenuti a diverse densita di griglia per il caso h = 1, q = 1, fsup = 0.5.
Questo caso, d’ora d’innanzi, verrà usato come condizione di riferimento. la solu-
zione ottenuta, in condizioni di grid independency, é riportata in 3.1 (coordinate
bisferiche ed in 3.2 (coordinate cilindriche) Come si vede dalla figura 3.1: il poten-

Figura 3.1: mappa del potenziale in coordinate bisferiche calcolato con HERMCOL
con griglia di 110 nodi per lato

ziale vale esattamente il valore superiore fissato lungo gli estremi destro e sinistro
che rappresentano le superfici delle due differenti particelle considerate nella simu-
lazione; la zona blu scuro in basso rappresenta invece la zona a distanza infinita
tra i centri ed ovviamente corrisponde ad un valore di potenziale pressoché nullo.
Salendo lungo la coordinata ξ il valore del potenziale aumenta senza presentare
salti, per raggiungere il valore massimo a ξ = π, ovvero sull’asse che congiunge le
due particelle. Questi risultati sono più facilmente comprensibili se si considera
la figura 3.2 in cui, applicando il cambio di geometria, si ha un’idea più chiara
della soluzione calcolata; di nuovo si vedono le due particelle a potenziale costante
con i centri posti in maniera simmetrica rispetto all’origine. Come si può vedere,
il potenziale decade abbastanza rapidamente, passando fino alle zone azzurre-blu
dove è praticamente trascurabile.
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3.1 – Simulazioni preliminari 2D HERMCOL

Figura 3.2: Mappa del potenziale in coordinate cilindriche ottenuta trasponendo
la soluzione in coordinate cilindriche

Questa parte dello sviluppo in HERMCOL è stata utilizzata per avere un primo
confronto di quale dovesse essere la finezza di griglia necessaria, per avere un valore
stabile e accurato di potenziale, così da poter essere utilizzato per confronti con il
codice 2D. Nella figura 3.3 si può notare l’andamento da zero al valore massimo
del potenziale valutato nell’asse di mezzeria tra le particelle. In questo grafico
sull’asse delle ordinate è rappresentato il potenziale, mentre sull’asse delle ascisse la
coordinata ξ da zero a π. Questo è stato fatto per verificarne l’andamento rispetto
alla finezza di griglia, essendo questi i nodi che verranno poi utilizzati per il calcolo
della forza nelle simulazioni successive ed è necessario avere maggiore accuratezza
rispetto a questi valori.La ragione per la scelta di un numero di nodi cosi elevato è
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Figura 3.3: andamento del potenziale lungo ξ valutato a η = 0 per differenti valori
di nodi N

mostrata in figura 3.5, la valutazione della forza fra le particelle è molto sensibile
a piccoli errori su f , in quanto dipende dalle componenti del gradiente di f cime
spiegato nel capitolo (Modello matematico e metodi di risoluzione)

Figura 3.4: andamento del potenziale lungo η valutato a ξ = 0 per differenti valori
di nodi N

Nella figura 3.4 si può notare l’andamento tra le due particelle del potenziale
valutato lungo l’asse minimo, dove la variazione di valore tra i nodi è massima.
Come si può vedere dalla figura, se si considerano valori di griglia sopra i 20 nodi
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3.2 – Simulazione 2D PDE Toolbox per particelle omogenee

l’andamento di f è molto accurato e non presenta brusche variazioni e soprattutto
manifesta correttamente il valore minimo nel centro dell’asse delle ascisse, ovvero
sulla mezzeria, cioè alla distanza massima in quella situazione da entrambe le
particelle; comunque nei confronti puntuali con il codice 2D del tool di MATLAB
sono stati utilizzati i valori della simulazione con numero di nodi N=110. 3.5

Figura 3.5: andamento della forza repulsiva adimensionale tra particelle per griglie
sempre più fini dal valore minimo di N=5 a N=40 il valore asintotico ,valutato a
N=110 è F=0.41203.

.Vediamo che per il caso in esame servono almeno 40 nodi l’andamento sia costante
e il valore di forza non cambi più in maniera apprezzabile Perche risulta un valore
di forza pari a F = 0.41269.

3.2 Simulazione 2D PDE Toolbox per particelle
omogenee

Convalida del metodo
In questa sezione si è studiata innanzitutto la dipendenza dalla finezza della mesh
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per quel che riguardava il solutore di MATLAB al fine di individuare la condi-
zione di grid independence. In seguito si è proceduto con il confronto rispetto al
codice HERMCOL per fornire una mutua convalida del metodo;nei due casi si è
chiaramente risolto lo stesso problema con le stesse condizioni, quindi anche qui
imponendo il problema lineare e con parametri operativi h = 1 q = 1 fsup = 0.5.
Quindi sono state fatte differenti simulazioni per verificare il codice. la densita

Figura 3.6: Andamento della forza repulsiva Ftot e dei contributi osmotici ed elet-
trostatici al variare della densità di griglia di PDE Toolbox

di griglia nel PDE Toolboxdipende dal parametro Hmax, massimo passo di di-
scretizzazione come si vede dalla figura 3.6 al diminuire del parametro Hmax il
valore della forza calcolato si avvicina di molto a quello già calcolato con il codice
HERMCOL. Per Hmax = 0.05 risultaF = 0.41203 da confrontarsi con il valore
F = 0.412669 fornito da HERMCOL, con una differenza ∆F = 0.00067 ovvero
dello 0.15%. Il contributo della repulsione elettrostatica è pressoché insensibile alla
densità di griglia, mentre per quel che riguarda il contributo dovuto alla pressione
osmotica il valore aumenta di molto soprattutto se adottiamo una mesh decisa-
mente grossolana. Sono state fatte simulazioni anche con mesh più grezze in ottica
del solutore 3D ma non sono state riportate per migliorare la comprensione del-
l’immagine.
Successivamente si è passati al calcolo dell’errore puntuale per quel che riguarda il
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3.3 – Risultati simulazioni 2D non lineari

potenziale valutato con MATLAB rispetto al potenziale valutato con HERMCOL.
Infatti come si vede nella figura 3.7 la mappa è nulla in ogni nodo ottenuto tra-
mite interpolazione: le due soluzioni sono state interpolate sulla stessa griglia di
10000 punti in modo che si potesse effettuare il confronto in maniera omogenea.
L’unica differenza apprezzabile si ha per i valori di massimo a ξ = π, ma riman-
gono comunque nell’ordine di grandezza di 10−3, motivo per cui è stato effettuato
anche un confronto considerando solo quei nodi e si è ottenuta la figura 3.8 in cui
è rappresentata la differenza nodo per nodo nella zona più critica, ma anche qui
la differenza assoluta è praticamente trascurabile; per facilità di lettura si riporta
anche il valore massimo = 2.429162 · 10−3.

Figura 3.7: differenza valore assoluto calcolata nodo per nodo, in questo caso il
valore in HERMOL è stato interpolato per garantire un adesione 1:1 con i nodi
della soluzione in MATLAB

3.3 Risultati simulazioni 2D non lineari
Dopo aver convalidato il codice in MATLAB , si é passati a investigare il com-
portamento del sistema con particelle omogenee, descrivibile con il modello bi-
dimensionale.in queste simulazioni si è risolta l’equazione di Poisson-Boltzmann
completa che include il seno iperbolico come termine nell’equazione differenziale.
La prima serie di prove è stata condotta variando h, la distanza adimensionale ,
mentre sono mantenuti costanti q = 0.5 e fsup = +0.5.

Nella 3.9 si vede chiaramente come il potenziale decresca rapidamente allonta-
nandosi dalle particelle, la forza decresce rapidamente e il potenziale si annulla per
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Figura 3.8: Confronto tra le soluzioni di HERMCOL e MATLAB, in condizioni
di grid independence, valutate nei nodi a ξ = π . é presente anche la curva delle
differenza assoluta ma è circa 0 su tutto il profilo

Figura 3.9: Potenziale in coordinate cilindriche con distanza variabile fra le parti-
celle; q = 0.5 fsup = +0.5 ; h pari a 0.5 (caso B1) 1 (caso B2) 2 (caso B3)

distanze di circa 2 volte il raggio della particella. Particolare notevole: per parti-
celle omogenee con la stessa carica superficiale a prevalere è il termine osmotico
rispetto al termine elettrostatico. Di seguito sono inoltre riportati i valori della
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3.3 – Risultati simulazioni 2D non lineari

forza adimensionata nei tre casi

• caso B1 F = 4.76 · 10−1 h = 0.5

• caso B2 F = 3.60 · 10−1 h = 1

• caso B3 F = 1.84 · 10−1 h = 2

Figura 3.10: Potenziale in coordinate cilindriche mantenendo la distanza costante
ma variando il rapporto Q fra le lunghezze di Debye e raggio; h = 1 fsup = +0.5 ;
Q pari a 0.25 (caso C1) 0.5 (caso C2) 1 (caso C3)

Nella figura 3.10 invece viene mostrato l’andamento della mappa del potenziale
come dipendenza dal parametro Q per potenziale superficiale costante fsup = +0.5
e separazione h = 1. all’aumentare del parametro Q quindi vediamo come le par-
ticelle, tendono ad avere una zona di potenziale più bassa nella zona di mezzeria.
Questa osservazione convalida il risultato ottenuto per via numerica in quanto un
valore di Q più elevato si traduce in uno strato diffuso più sottile e meno diffuso.
Diagrammi forza-distanza:
Nell’immagine 3.11 sono rappresentati i comportamenti di particelle omogenee,

ma con potenziale superficiale differente; in particolare nella prima immagine ab-
biamo due particelle con potenziale superficiale opposto che instaurano un com-
portamento attrattivo. Nella seconda abbiamo la particella superiore a potenziale
nullo, mentre nella terza immagine per completezza viene nuovamente riportato
in figura 3.2,dove le particelle hanno la stessa carica dando una forza repulsiva
dovuta prevalentemente al termine osmotico. Infatti viene riportato anche il rela-
tivo diagramma di pressione osmotica figura 3.12 calcolata utilizzando la formula
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Figura 3.11: mappa del potenziale per particelle differenti, la particella inferiore
è fissata a +o.5 di potenziale , la particella superiore varia da da -0.5 nella prima
figura da sinistra, 0 nella seconda e +0.5 nella terza

∆Π = q2 · (cosh(f) − 1). Come si vede in figura per particelle in cui il potenziale
nella mezzeria è elevato, sia negativo sia positivo, abbiamo un aumento della con-
centrazione di contro-ioni che aumentano la pressione osmotica e di conseguenza il
contributo osmotico; man mano che il potenziale si riduce, particelle opposte quin-
di potenziale praticamente nullo nella mezzeria, ecco che la pressione osmotica si
annulla e così il suo contributo. Per facilitare la comprensione si riporta anche la
3.13, qui si osserva che per particelle omogenee si instaura una forza repulsiva di
natura quasi esclusivamente osmotica, mentre per particelle caricate in maniera
opposta il contributo osmotico è praticamente nullo mentre la forza a carattere
attrattivo, di segno negativo in questa convenzione, è di natura elettrostatica.

3.4 Simulazioni Tridimensionali e particelle di
Giano

Convalida del metodo su particelle omogenee
Per affrontare il problema dal punto di vista tridimensionale, è stato necessa-
rio mettere a punto una procedura iterativa che consentisse l’applicazione di 2
condizioni al contorno di ciclicità; come già accennato, simile inizializzazione del
problema non è possibile ottenerla in MATLAB in quanto il PDE Toolboox non
accetta che una condizione per ciascuna faccia della geometria. Quindi si è optato
per impostare sulle facce corrispondenti all’angolo ϕ = 0 e ϕ = 2π una condizione
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3.4 – Simulazioni Tridimensionali e particelle di Giano

Figura 3.12: diagrammi della pressione osmotica per particelle non omogenee, la
particella inferiore è fissata a +o.5 di potenziale , la particella superiore varia da
da -0.5 nella prima figura da sinistra, 0 nella seconda e +0.5 nella terza

Figura 3.13: andamenti della forza tra le particelle particolare del contributo osmo-
tico della forza

separata: sulla prima faccia abbiamo deciso di imporre potenziale nullo, mentre
sulla seconda derivata nulla. Abbiamo risolto una prima volta la PDE, dopodi-
ché abbiamo riassegnato le condizioni utilizzando i valori ottenuti all’iterazione
precedente ma scambiando le facce, quindi dove avevamo impostato il potenziale
all’iterazione successiva imponevamo la derivata, e viceversa. Questa procedura
iterativa è stata fatta procedere fino al raggiungimento di una differenza tra i valori
calcolati inferiore a 10−5, sia per il potenziale che per la derivata prima in modo
da imporre la ciclicità del dominio : f(ξ, η)

---
ϕ=0

= f(ξ, η)
---
ϕ=2π

ed fϕ(ξ, η)
---
ϕ=0

=
fϕ(ξ, η)

---
ϕ=2π

. Per far capire la procedura inseriamo l’immagine 3.14, come si può
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vedere oltre le 25 iterazioni la differenza di potenziale fra le facce a ϕ = 0 e ϕ = 2π
è pressoché trascurabile ma per la grid dependency si è impostato il valore di soglia
inferiore, raggiunto in genere dopo 30/40 iterazioni.

Figura 3.14: andamento della differenza tra il valore del potenziale calcolato su una
faccia rispetto al valore del potenziale calcolato sulla faccia coincidente ϕ = 0 = 2π

Altro problema del codice 3D è la durata delle simulazioni. Dato che la procedu-
ra iterativa coinvolgeva a questo punto la risoluzione di una PDE tridimensionale
per 30-40 volte, è stato necessario ridurre il numero di elementi di discretizzazione.
Sono state quindi fatte alcune simulazioni per capire fino a che punto discretizzare
ed infatti come spiegato nella figura 3.15 dove imponendo le classiche condizioni
del problema A già citato nel caso 2D, si è andato di nuovo a diagrammare il risul-
tato dell’integrale, ottenendo i seguenti valori. Il diagramma di sinistra mostra i
casi totali dal passo HMAX di 0.8 fino al caso 0.1, mentre il diagramma a sinistra
è un ingrandimento che mostra come sotto il passo 0.25 il valore sia pressoché
costante. Tuttavia per poter trattare con accuratezza i casi più complessi, ovvero
quelli con particelle differenti, si è scelto di utilizzare un passo di 0.2, il quale
garantisce comunque un’accuratezza in termini di differenza assoluta tra il codice
2D, da ritenersi praticamente esatto, ed il codice 3D pari a 5.84 · 10−6 valutato sul
valore della forza F . I tempi di simulazione medi per il caso 2D erano di circa una
trentina di secondi mentre per il caso 3D erano di circa 25 minuti per particelle
omogenee.
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Figura 3.15: andamenti della forza diagrammati rispetto al passo di discretizza-
zione massimo, a sinistra ingrandimento dei passi più fini.

3.5 Risultati per particelle di Giano
il confronto fra simulazioni 2D e 3D è stato condotto anche per particelle di Giano
affacciate come mostrato in figura 3.16dato che in questo caso la simmetria cilin-
drica è mantenuta abbiamo il massimo della concentrazione di ioni nello spazio
tra le particelle, ed il fatto che le superfici affacciate riescano a respingersi con
efficacia, sebbene inferiore al caso con particelle omogenee perché le facce opposte,
anche se distanti, riescono comunque ad attrarsi andando a contrastare l’azione
repulsiva. In particolare Ftot = 0.35, Fosm = 0.18, Fele = 0.16. Sono infine con-
dotte simulazioni 3D di coppie di particelle di Giano in cui una particella,quella
inferiore, veniva mantenuta in orientazione costante mentre la particella superiore
veniva fatta ruotare variando l’angolo azimutale.
Per semplicità di esempio e spiegazione sono state condotte le simulazioni utilizzan-
do potenziali fissati ed opposti sulle due facce della particella, inoltre le particelle
sono state sempre sezionate da un piano passante per il centro, in questo modo
ogni particella aveva la stessa frazione di superficie positiva e negativa, anche se
il codice può essere modificato per includere particelle non speculari rispetto al
piano di taglio.
I casi studiati e presentati sono fondamentalmente due ovvero la particella inferiore
fissata orizzontalmente con la superiore in rotazione e l’inferiore fissata vertical-
mente con la superiore in rotazione. I casi presentati sono a scatti di 45◦ in modo
da coprire un’ampia gamma di soluzioni e verificare che i risultati non presenti-
no salti o aberrazioni matematiche, inoltre sono stati mantenuti valori ristretti di
distanza e raggio adimensionale in modo da mantenere una tempistica di calcolo
accettabile.

Particella inferiore orizzontale: Come detto in precedenza si è andati a
studiare il caso con particella inferiore fissata, nel caso in esame figura 3.17, sono
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Figura 3.16: caso particelle Janus affacciate completamente, massimo dell’ azione
repulsiva

stati utilizzati i seguenti parametri q = 1 fred = +0.5 fblue = −0.5 mentre h è
stato fatto variare fra 0.5 ,1.0 , 2.0 , i contributi della forza hanno da intendersi
come positivi nel caso repulsivo e negativi nel caso attrattivo, inoltre si vede come
siano maggiori le forze di natura attrattiva in prossimità del caso a 90° rispetto
al caso completamente repulsivo a 270° in quanto nei casi in cui emisferi identici
si affacciano abbiamo una situazione di contributo osmotico repulsivo dovuto alla
presenza di contro-ioni che si addensano, mentre nel caso di emisferi opposti affac-
ciati il contributo repulsivo osmotico viene meno e rimane il termine attrattivo, in
questa notazione indicato col segno -.
Come si può vedere inoltre le situazioni come via di mezzo ovvero gli 0° e 180°
sono quasi nulle; ciò è dovuto alla sovrapposizione di più effetti con contributi dif-
ferenti. Si è riportato anche il caso del solo contributo osmotico in figura 3.18 che
come già discusso in precedenza mostra in prossimità del caso 90° un contributo
nullo, salvo piccole fluttuazioni di natura numerica, mentre il picco del contributo
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Figura 3.17: Forza totale per differenti orientazioni, l’emisfero positivo è disegnato
in rosso ,il negativo in blu. Parametri: q = 1, fred = +0.5, fblue = −0.5 la distanza
h é rispettivamente pari a 0.5 (blu) 1 (rosso) 2 (verde)

repulsivo si ha nel caso 270° (con facce positive affacciate) in cui si ha la massima
concentrazione di contro-ioni nello spazio intraparticellare. Particella inferiore

Figura 3.18: Contributo osmotico forza per differenti orientazioni, l’emisfero posi-
tivo è disegnato in rosso ,il negativo in blu. Parametri: q = 1, fred = +0.5, fblue =
−0.5 la distanza h é rispettivamente pari a 0.5 (blu) 1 (rosso) 2 (verde)

verticale: Il secondo caso qui riportato è relativo ad una particella posta in ver-
ticale, questo significa che la particella trova ad uguale distanza sia il contributo
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positivo sia il contributo negativo, di nuovo sono riportati gli andamenti per un
caso studio con parametri q = 1 fred = +0.5 fblue = −0.5 mentre h è stato fatto
variare fra 0.5 ,1.0 , 2.0 . Come si osserva dalla figure 3.19 più le particelle sono
orientate in maniera simile più il contributo repulsivo, dovuto in particolare al
contributo osmotico, è preponderante, presentando un massimo di forza repulsiva
nella configurazione a 0° mentre il massimo di forza attrattiva, negativa in questa
configurazione, si osserva per il caso con particelle contrapposte, il caso a 180° di
orientazione, in cui il contributo osmotico è nullo in quanto non avendo una zona
di potenziale positiva, mancano gli ioni per poter avere un contributo repulsivo, ed
essendo avvicinate le zone a potenziale opposto si ha il massimo dell’effetto attrat-
tivo. Il fatto che il grafico presenti un comportamento speculare rispetto al caso
180° è dovuto al fatto che sono stati utilizzati nel caso studio potenziali opposti
ed uguali in valore assoluto. Come ultimo schema riportato, vi è l’andamento del

Figura 3.19: Forza totale per differenti orientazioni, l’emisfero positivo è disegnato
in rosso ,il negativo in blu. Parametri: q = 1, fred = +0.5, fblue = −0.5 la distanza
h é rispettivamente pari a 0.5 (blu) 1 (rosso) 2 (verde)

contributo osmotico della forza 3.20, come detto in precedenza, si annulla nel caso
di facce opposte affacciate, e come ci si aspetta è di intensità minore, rispetto al
caso in cui le facce uguali siano completamente affacciate 3.18. Questo risultato
rimane quindi conforme con quanto ci si aspetterebbe a livello di comportamento
fisico. Si é inoltre provato a far collassare le forze per cercare di ottenere una di-
pendenza dal parametro h per quel che riguarda particelle con orientazioni simili
, tuttavia non si è riuscito a trovare una rappresentazione soddisfacente dovuta al
fatto che le forze repulsive non sono uguali in valore assoluto alle attrattive e che
i transitori da una componente attrattiva e repulsiva non avvengono allo stesso
angolo per particelle con parametro h differente ma in base alla distanza varia
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Figura 3.20: Contributo osmotico forza per differenti orientazioni, l’emisfero posi-
tivo è disegnato in rosso ,il negativo in blu. Parametri: q = 1, fred = +0.5, fblue =
−0.5 la distanza h é rispettivamente pari a 0.5 (blu) 1 (rosso) 2 (verde)

anche l’angolo per cui le forze si annullano.

θ

h 0° 45° 90° 135° 180° 225° 270° 315° 360°
0.2 -2.07 -5.95 -6.28 -5.95 -2.07 0.68 0.80 0.68 -2.07
0.5 -0.38 -1.65 -1.82 -1.65 -0.38 0.52 0.61 0.52 -0.38
0.8 -0.12 -0.76 -0.88 -0.76 -0.12 0.38 0.45 0.38 -0.12
1 -0.06 -0.49 -0.57 -0.49 -0.06 0.30 0.35 0.30 -0.06
2 0.00 -0.09 -0.11 -0.09 0.00 0.08 0.10 0.08 0.00

Tabella 3.1: forze interparticellari con particella inferiore ad orientazione orizzon-
tale in funzione di distanza e angolo della perticella superiore ; q = 1 fred =
−fblue = 0.5

Come si nota nelle due tabelle 3.1 3.2 i contributi della forza tendono a decresce-
re molto rapidamente per distanze elevate ed in particolare per certe orientazioni
di particelle l’effetto della distanza può produrre un’inversione di tendenza dal-
l’effetto repulsivo ad attrattivo e viceversa, l’effetto è particolarmente marcato in
quelle configurazioni angolari in cui una delle due particelle è messa di sbieco ri-
spetto all’altra.
Non sono state prese in considerazione particelle poste a distanza inferiore ad 0.2
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θ

h 0° 45° 90° 135° 180° 225° 270° 315° 360°
0.20 1.99 -1.70 -2.10 -2.30 -4.79 -2.30 -2.10 -1.70 1.99
0.50 0.85 -0.15 -0.40 -0.56 -1.19 -0.56 -0.40 -0.15 0.85
0.80 0.42 0.02 -0.13 -0.23 -0.50 -0.23 -0.13 0.02 0.42
1.00 0.27 0.04 -0.07 -0.14 -0.30 -0.14 -0.07 0.04 0.27
2.00 0.04 0.01 0.00 -0.02 -0.04 -0.02 0.00 0.01 0.04

Tabella 3.2: forze interparticellari con particella inferiore ad orientazione verticale
in funzione di distanza e angolo della perticella superiore ; q = 1 fred = −fblue = 0.5

in quanto non era più mantenuta la precisione tra il valore calcolato con il codice
2D ed il codice 3D. Mentre valori superiori a 2.5 danno interazioni quasi nulle e le
differenze sono esclusivamente di natura numerica.
come si vede nei grafici seguenti

Figura 3.21: F (h) riportati i valori suddivisi per orientazione della particella supe-
riore mentre la particella inferiore è mantenuta orizzontale con fred = +0.5 rivolto
verso la particella opposta.Parametri q = 1 fred = +0.5 fblue = −0.5 h : [0.2 : 2]

3.6 Confronto con modelli in letteratura
Come discusso nella sezione materiali e metodi si è anche effettuato il calcolo
delle forze di interazione per via analitica utilizzando la teoria DLVO classica
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Figura 3.22: F (h) riportati i valori suddivisi per orientazione della particel-
la superiore mentre la particella inferiore è mantenuta verticale. Parametri
q = 1 fred = +0.5 fblue = −0.5 h : [0.2 : 2]

,si é quindi proceduto a diagrammare i risultati ottenuti e confrontandoli con la
soluzione numerica. Tuttavia, mentre l’andamento è stato perfettamente coerente
per la stima delle distanze di decadimento come dimostra la figura , si è visto
tuttavia come la teoria DLVO dia un contributo di forza più elevato rispetto al
solver PDE, questo rapporto però è circa costante e si colloca tra i valori [1.4
;1.5] in condizioni di q = 1, fsup = 1. come si vede nel grafico 3.23 dove viene
confrontato il risultato ottenuto dal solver HERMCOL rispetto alle varie soluzioni
analitiche che sono state presentate in precedenza: 1.19 1.18 Come si vede abbiamo
che la soluzione 2D analitica e molto simile ai valori ottenuti con la formula HHF
per distanze molto molto piccole mentre si discosta dalla soluzione analitica per
distanze superiori.

Un ulteriore confronto viene eseguito nella figura ?? in cui sono confrontate
due particelle con potenziale opposto ovvero una a fsup = 1 mentre la particella
opposta finf = −1, la forza è riportata in valore assoluto per utilizzare la scala
logaritmica ma è da intendersi come attrattiva.
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Figura 3.23: andamento della forza in scala logaritmica rispetto alla distanza adi-
mensionale tra le particelle valutata a fsup = 1 q = 1 confronto analitico e
numerico

Figura 3.24: andamento della forza in valore assoluto, valori in scala logaritmica
rispetto alla distanza adimensionale fra due particelle una a fsup = 1 mentre la
particella opposta finf = −1 valutata a q = 1 confronto analitico e numerico
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Capitolo 4

Conclusioni

In conclusione questo lavoro di tesi ha permesso di modellare in maniera rigorosa e
stabile le interazioni del doppio strato elettrico tra particelle di Giano, superando
i limiti dei modelli tradizionali e le semplificazioni dei modelli analitici.

• Validazione del protocollo : Dall’osservazione delle variazioni del risultato
finale ottenuto con diversi metodi numerici in termini di potenziale e calco-
lo della forza per via integrale si può concludere che i risultati ottenuti dal
codice tridimensionale sono corretti: Anche il comportamento previsto dalle
formule analitiche approssimate , quali la 1.19 ,è riprodotto in modo qualita-
tivamente corretto. Da ciò si può ritenere accurata e valida anche la mappa
del potenziale fornita per particelle non omogenee, seppur sia idealmente pre-
feribile una mappatura più fitta con maggiore potenza di calcolo per alcune
simulazioni che rappresentano forti variazioni di potenziale in prossimità del
piano di taglio.

• Contributi della forza : Osmotico ed elettrostatico : L’integrazione
delle pressioni osmotiche e di Maxwell effettuato lungo la superficie di mezze-
ria per valutare la forza di interazione permette di distinguere correttamente
i due fenomeni che concorrono alla forza tra le particelle. Da una parte ab-
biamo il contributo osmotico dovuto all’assembramento di ioni, in risposta
al potenziale locale; tale contributo è sempre repulsivo ed è massimo in con-
figurazione con superfici identiche affacciate mentre per particelle che non
affacciano completamente le facce abbiamo che il contributo prevalente è di
natura elettrostatica. Inoltre si è osservato come per particelle omogenee il
termine osmotico sia prevalente mentre per particelle di Giano si può avere
un inversione di tendenza con la distanza, in generale tuttavia facendo rife-
rimento al caso delle particelle affacciate la forza è inferiore di circa il 10% ,
mentre sono stati trovati orientamenti in cui la forza totale è nulla per vari
valori di h, q, fsuperficiale.
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• Divergenza dai modelli analitici e risultati attesi : Per distanze ridotte i
modelli analitici approssimati classici 1.12 sovrastimano le forze di interazione,
le differenze sono comunque entro il 40 − 50%. Un ulteriore considerazione
è che i risultati ottenuti non hanno mai dato segnali di incongruenza fisica:
dove ci si aspettava un contributo maggiore del termine elettrostatico od
osmotico o un aumento o diminuzione della forza i risultati hanno sempre
confermato l’andamento atteso sia in funzione del parametro q, sia di h, sia
dell’orientazione delle particelle.
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