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Abstract

La tesi si propone di effettuare un’analisi sui modelli statistici di default, in
particolare vengono analizzati 1 modelli di portafoglio di credito della famiglia
Jungle, con particolare focus sui due sotto-modelli Dandelion e Diamond. Il modello
Jungle ¢ conosciuto in letteratura con il nome di “Ising” e si basa sul principio di
Massima Entropia (MaxEnt).

Nel dettaglio, la tesi presenta nel primo capitolo una trattazione delle tre componenti
del rischio di credito, descrivendo la probabilita di default (PD), I’esposizione in caso
di insolvenza (EAD) e il tasso di perdita in caso di insolvenza (LGD). Viene inoltre
presentato il significato economico-finanziario dei concetti di perdita attesa
(Expected Loss) e perdita inattesa (Unexpected Loss) e le implicazioni che questi
due valori hanno sui regolamenti bancari.

Nel secondo capitolo vengono presentati i principali modelli di portafoglio di credito
preesistenti, ovvero 1 metodi utilizzati negli scorsi decenni per stimare la
distribuzione di probabilita della perdita generata da un portafoglio di crediti. I
metodi analizzati sono: Credit Metrics, Credit Risk+, Credit Portfolio View ¢
Portfolio Manager, rivelatisi inefficienti durante la crisi del 2008 in quanto troppo
lontani dalla realta poiché non prendevano in considerazione la correlazione di
default presente tra i crediti. In tale capitolo viene inoltre trattato il metodo della
Copula Gaussiana, nata per risolvere il problema della stima della dipendenza fra
due variabili.

Nel terzo capitolo viene presentato 1’effetto contagio, ovvero il fenomeno a causa del
quale uno shock che inizialmente riguarda una sola entita economica (istituzione
finanziaria o variabile economica o settore o Paese), si propaga rapidamente e in
modo incontrollabile ad altre istituzioni, settori e Paesi, generando una condizione di
crisi generalizzata. In caso di contagio, a livello statistico accade che, se un credito ¢
correlato ad altri crediti e va in default, allora tende ad avere un effetto anche sugli
altri crediti. Tale situazione ¢ definita anche “effetto valanga”. In questo capitolo
viene descritto il significato di contagio nella letteratura e gli sviluppi statistici che
comporta la sua assenza o presenza.

Nel quarto capitolo viene analizzato il significato di entropia nella letteratura e nella
Storia (entropia di Clausius, Gibbs, Bolzmann, Shannon...) fino ad arrivare al
significato di tale espressione nel mondo dell’Economia; viene in seguito presentato
in maniera approfondita il principio di MaxEnt sviluppato da E.T Jaynes nel 1957 ¢
come esso rappresenti il punto di partenza dei modelli Jungle. Sono state inoltre
effettuate alcune elaborazioni tramite il software di programmazione SAS per
analizzare il punto di massima entropia in diversi casi. Successivamente nel capitolo
¢ presente la trattazione del modello Jungle e dei sotto-modelli Dandelion e
Diamond: sono presentate le formule che identificano le distribuzioni di probabilita
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nei vari casi e altre equazioni che definiscono il modello. Nei sotto-capitoli 4.2.1 e
4.3.1 vengono presentati rispettivamente i risultati di alcune elaborazioni effettuate
mediante il software di programmazione SAS riguardo 1 modelli Dandelion e
Diamond. In particolare vengono implementati dei codici (riportati nelle Appendici
dell’elaborato) per verificare il corretto funzionamento del modello e analizzare
alcune situazioni peculiari, come ad esempio le distribuzioni di probabilita in caso di
determinati valori di probabilita di default o correlazioni di default fra i crediti. Per
il modello Dandelion ¢ stato in particolare analizzato il caso in cui le correlazioni fra
1 crediti sono negative. Per il modello Diamond ¢ stato invece necessario utilizzare
una routine di ottimizzazione per stimare i parametri.

Infine, si sottolinea come molte delle elaborazioni presenti nella tesi prendono come
riferimento I’articolo “Model risk on credit risk” redatto da J. Molins e E. Vives nel
2016.



1. Rischio di credito

Il rischio di credito rappresenta uno dei fattori pit importanti nella determinazione
dei prezzi dei titoli finanziari ed ¢ considerato uno degli elementi principali su cui
gli investitori (banche o privati) si basano durante le scelte di investimento che
vengono effettuate quotidianamente.

Come evidenziato nel libro “Integrated Risk Management” di Pasqualina Porretta
(Porretta, 2021), il rischio di credito ¢ il rischio che una controparte non onori
completamente le sue obbligazioni sia in termini di interessi sia di capitale. In tal
caso la controparte viene definita inadempiente.

Il rischio di credito nasce nel contesto del finanziamento. Durante tale pratica
esistono due soggetti: il creditore, ovvero colui che presta denaro (solitamente una
banca oppure un’impresa) e il debitore, cio¢ colui che riceve il denaro e che dovra
restituirlo. L’adempimento del creditore si realizza con [’erogazione del
finanziamento (sotto forma di credito o di titolo) mentre I’adempimento del debitore
si realizza con il rimborso integrale (capitale piu interessi) del finanziamento stesso.
Appare evidente che 1 rischi legati a tale operazione sono molteplici, tra 1 piu
importanti vi € per I’appunto il rischio di credito, il quale viene definito “unilaterale”,
ovvero viene sostenuto soltanto dal creditore; ¢ infatti quest’ultimo il soggetto che
rischia di non vedersi piu restituito il denaro prestato. Maggiore ¢ il rischio di credito,
maggiore sara il tasso di interesse richiesto dagli investitori/finanziatori come
compenso per la maggiore esposizione al rischio. Alcune variabili che influenzano il
rischio di credito sono il ciclo economico (che riduce il rischio nei periodi di
espansione economica, mentre lo aumenta nei periodi di recessione) e le
caratteristiche personali del debitore (Borsaltaliana, 2024).

Nella definizione del rischio di credito sono compresi due possibili scenari: il
debitore pud non essere in grado di ripagare del tutto il suo debito e quindi essere in
stato di insolvenza, oppure puo essere in grado di ripagarlo solo in parte, dunque, pur
non essendo insolvente, non rispetta del tutto i suoi impegni finanziari. Tenendo
conto di entrambe le eventualita si puo allora identificare il rischio di credito come
la possibilita che “da una variazione inattesa del merito creditizio di un debitore
derivi una variazione inattesa del valore del credito” (Nardon, 2004). Sebbene gli
effetti del rischio di credito sull’economia siano gia da lungo tempo oggetto di
indagine, lo sviluppo di modelli analitici per lo studio e la quantificazione di tali
effetti ¢ relativamente recente (Nardon, 2004).

Il rischio di credito pud anche essere definito come il rischio che la controparte
debitrice vada in stato di default.

La disciplina prudenziale applicabile agli intermediari finanziari, contenuta nell’art.
178 del Regolamento (UE) n. 575/2013 (CRR), prevede che i debitori siano
riconosciuti in stato default al ricorrere di almeno una delle seguenti condizioni:
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I. 1l debitore ¢ in arretrato da oltre 90 giorni nel pagamento di un’obbligazione
rilevante;
II.  Labanca giudica improbabile che, senza il ricorso ad azioni quali I’escussione
delle garanzie, il debitore adempia integralmente alla sua obbligazione.

Nel seguente elaborato e per quanto riguarda le simulazioni SAS lo stato di default
¢ definito come uno qualsiasi dei casi precedentemente descritti. Non vengono fatte
distinzioni fra default parziale, totale o altri casi.

1.1 Le componenti del rischio di credito

Per ogni credito vengono definite tre grandezze:

1. La probabilita di insolvenza PD (probability of default)
2. Il tasso di perdita in caso di insolvenza LGD (loss given default)
3. L’esposizione in caso di insolvenza EAD (exposure at default)

Si considerano N creditori. Combinando tali variabili si ottiene la grandezza Li, che
identifica la perdita del credito i-esimo

Li = EADl * LGDl * li

[; rappresenta la presenza di default o meno del credito i-esimo:

[ = {1 in caso di default
;=

0 altrimenti

A questo punto puo essere derivata la perdita L dell’intero portafoglio di credito
(Molins & Vives, 2016)

N N
i=1 i=1

Partendo da tale formula puo essere derivata inoltre la perdita attesa (Expected Loss
EL) ovvero il valore atteso E[L] della perdita L dell’intero portafoglio di credito

E[L] =E

ZN: Li‘ =§: E[L;]




dove L; rappresenta la variabile di perdita di un singolo credito.

Si ottiene dunque:

N
E[L] = ZE[EADi « LGD; * 1]

=1

Per semplicita, inoltre, si ipotizza che i tre fattori di rischio che costituiscono
ciascuna variabile L; siano indipendenti. Se venisse meno 1’ipotesi di indipendenza
allora la stima di PD e dei valori attesi di EAD e LGD non basterebbe a ricavare la
perdita attesa, poiché a quel punto sarebbe necessario conoscere e tenere in
considerazione anche la distribuzione congiunta dei diversi fattori di rischio.

In caso di indipendenza si ottiene dunque:

E[L] = ZE[EADi] « E[LGD;] * PD,

Assumendo che EAD; ed LGD; siano delle costanti, anche se tale assunzione non ¢
sempre realistica, si ottiene per I’Expected Loss la seguente espressione:

N
EL = E[L] = EAD = LGD *ZPDi
i=1
Si puo dunque evincere che I’equazione della perdita attesa analizzata in precedenza
¢ una formula semplificata, da cui ci si discosta non appena vengono rimosse le
ipotesi stringenti che sono state precedentemente elencate. L’Expected Loss verra in
seguito meglio approfondita nel capitolo 1.1.4. Per quanto riguarda la perdita attesa
a livello di singola esposizione, seguendo un approccio binomiale e considerando
un’esposizione i con PD; , EAD; e LGD; si ottiene (Porretta, 2021):

EL, = [EAD; = LGD; » PD;] + [0 = (1 — PD;)] = EAD; % LGD; » PD;

Esprimendo la EL in termini percentuali dell’esposizione ne consegue che:

EL%l = PDl * LGDL



1.1.1 La probabilita di default (PD)

“E la probabilita che una controparte diventi inadempiente, ovvero vada in default
su una o piu linee di credito dato un orizzonte temporale definito.” (Porretta, 2021)

La probabilita di default (PD) dipende da tre variabili:

1. Affidabilita creditizia del debitore (come precedentemente menzionato, le
caratteristiche personali del debitore giocano un ruolo fondamentale nella
determinazione della probabilita di default);

2. Orizzonte temporale;

3. Definizione di default/inadempimento.

La probabilita di default ¢ legata a tali variabili nel seguente modo:

1. Maggiore ¢ I’affidabilita del debitore, minore ¢ la PD.
2. Maggiore ¢ I’orizzonte temporale, maggiore ¢ la PD.
3. Piu ¢ rigorosa la definizione di default, maggiore ¢ la PD.

Per quanto riguarda la prima affermazione, il risultato ottenuto ¢ facilmente intuibile;
infatti, piu il debitore ¢ solido a livello finanziario, minore ¢ la possibilita che non
riesca a ripagare il debito. La seconda affermazione invece puo essere spiegata in tal
modo: piu I’orizzonte temporale ¢ lungo, maggiore € 1’incertezza e dunque aumenta
la probabilita che possa accadere un avvenimento avverso che metta in difficolta il
debitore e che mini la sua disponibilita economica rendendolo inadempiente. La terza
affermazione invece puo essere spiegata dal fatto che, piu ¢ stringente la definizione
di default, ovvero vengono imposte maggiori limitazioni e regole che, se non
rispettate, provocano il default, piu ¢ probabile che una o piu di tali regole non siano
rispettate e si verifichino le condizioni per il default. Per questo motivo maggiori
sono le limitazioni, maggiore sara la PD.

E importante ricordare che la probabilita di default non ¢ un valore direttamente
osservabile, ma puo essere considerata come una variabile aleatoria con una propria
distribuzione di probabilita.

La stima della Probabilita di Default

La PD viene stimata attraverso 1’uso di uno dei seguenti modelli: (LIUC, Business
School, Incorporating Market Information into Financial Supervision, 2024)

Modelli contabili-analitici (judgmental)
Modelli scoring

Frequenze di insolvenza da agenzie di rating
Frequenze di insolvenza da rating interno
Approccio a la Merton (KMV)

Nk b=



I modelli contabili-analitici effettuano la stima della probabilita basandosi su dati
finanziari come ad esempio leva finanziaria, redditivita, cash-flow, liquidita; oppure
su dati settoriali tra 1 quali possiamo annoverare 1’area geografica e il settore
produttivo.

I modelli di scoring sono modelli statistici utilizzati per la previsione dell’insolvenza
di un’impresa. Usano come input le grandezze economiche-finanziarie dell'affidato
e come output restituiscono uno “score”, ovvero un valore che rappresenta la
probabilita di insolvenza/il merito creditizio del soggetto in analisi. Sono modelli
multivariati poiché studiano la variazione simultanea di due o piu variabili casuali
(Treccani, Modelli di scoring, 2024). Come scritto nel libro “Credit Ratings:
Methodologies, Rationale and Default Risk” (Ong, 2002), I'analisi e la combinazione
di dati economici immessi come input nel modello pud dar via ad un meccanismo
robusto ed affidabile per far emergere le difficolta finanziarie di un’azienda; lo scopo
del credit scoring € per ’appunto quello di classificare le societa e distinguere fra
quelle che presentano un alto rischio di default e societa invece definite «saney.

Come affermato da Mattia Ciprian nel suo articolo “Approccio multidimensionale
per l'analisi del rischio di credito”, ogni tecnica di credit scoring opera per
minimizzare una “funzione errore” ovvero una funzione di log-verosimiglianza che
rappresenta il numero di aziende valutate erroneamente dal modello e viene costruita
sulla base dei valori delle probabilita di default di ogni societa studiata nel campione.

Ogni tecnica segue generalmente 1 seguenti step (Ciprian, 2007): definizione e scelta
delle variabili; scelta del modello; selezione del campione sul quale costruire il
modello; applicazione del modello a dati non utilizzati per la costruzione dello stesso;
utilizzo di test per validare i risultati ottenuti.

I modelli di scoring piu utilizzati sono 1 seguenti:

Analisi discriminante lineare (Altman)

Regressione lineare

Regressione logit e probit

Modelli di natura euristica (reti neurali e algoritmi genetici)

sl

Analisi discriminante lineare (Altman)

Come appreso dal corso “Applied Corporate Finance and Private Capital” tenuto dal
professor Enrico Luciano nel 2024, nel 1968 Edward Altman sviluppo un modello
per prevedere l'insolvenza entro due anni attraverso uno “score integrato” che chiamo
Z-Score.

Lo Z-Score ¢ una combinazione lineare di diversi indicatori (dati di bilancio),
ciascuno opportunamente pesato con coefficienti empirici.
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Equation for Altman’s Z-Score Model (1968):
Z=12X1+ 14X +3.3X3+0.6X4+ 1Xs

X1 = Working Capital / Total Assets

X> = Retained Earnings / Total Assets

X3 = Eamings Before Interest & Tax (EBIT) / Total Assets
X4 = Market Capitalisation / Total Liabilities

Xs = Sales / Total Assets

Figura 1: Equation for Altman's Z-Score Model (1968)

Il punteggio consente di raggruppare le imprese in tre gruppi in base al rischio di
insolvenza: rischio elevato (Z < 1,81), esito incerto (1,81 <Z < 2,67), rischio basso
(Z>2,67).

Regressione lineare

In tale approccio la probabilita di insolvenza PD ¢ identificata come la variabile
dipendente, mentre le variabili indipendenti sono indici economici-finanziari che
influenzano la variabile dipendente. Tramite la regressione lineare vengono stimati i
vari coefficienti Bj e dunque la PD; per ogni impresa appartenente al campione
(LIUC, Business School, Incorporating Market Information into Financial
Supervision, 2024).

1= 1-esima impresa del campione

Indicata con Y I’i-esima impresa del gruppo considerato, si ha:

J
Y, = Zﬁjxij t+ &

J=0

Questa metodologia viene comunemente utilizzata come modello predittivo in
quanto semplice da stimare e interpretare, ma presenta numerose problematiche. Il
modello infatti determina probabilita al di fuori dell’intervallo [0,1] (si veda Figura
2) e afferma che la variazione della probabilita prevista per un dato cambiamento di
X ¢ la stessa per tutti 1 valori di X, ma cid non ¢ realistico come spiegato nel corso

“Economia e Finanza d’impresa” tenuto dalla prof.ssa L. Rondi presso il Politecnico
di Torino nell’anno 2024 (Rondi, 2024).
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Tali limiti possono essere risolti mediante un modello di probabilita non lineare,
ovvero le regressioni probit e logit.

Rifiuto
14 —
1.2

4

I S P 000000 0D BN G- 90—~~~ ——— $F - A
Mutuo negato
0,8 -
0,6 —
04 -
0,2
e % T Mutuo approvato
-0,2

04 I I L 1 I 1 I J
0,0 0,1 0.2 0,3 0.4 0,5 0.6 0.7 0.8

Rapporto rata/reddito

Modello di probabilita lineare

Figura 2: Modello lineare di probabilita, sulle ordinate € presente la probabilita di rifiuto (di un mutuo), sulle
ascisse il rapporto tra la rata da pagare e il reddito del richiedente (P/R)

Regressione logit e probit

Sono dei metodi utilizzati nel caso in cui la variabile dipendente Y di cui si vuole
studiare il comportamento ¢ dicotomica e quindi, dal punto di vista matematico, ha
valore 0 o 1. Un esempio potrebbe essere la scelta da parte di una banca di concedere
o no un mutuo a seconda di determinate caratteristiche appartenenti al richiedente.

In questi casi la funzione di regressione ¢ interpretata come una probabilita predetta.

L’equazione che descrive la regressione diviene dunque:

Pr(Y =11X) = f(Bo + p1X)

dove f puo essere la funzione probit o logit.

I modelli soddisfano le seguenti equazioni:

1) Pr (Y = 1]X) é crescente in X per f > 0
0< Pry=1X) <1
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Rifiuto
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Figura 3: Modello probit, sulle ordinate é presente la probabilita di rifiuto (di un mutuo), sulle ascisse il rapporto
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Figura 4: Modello logit, sulle ordinate & presente la probabilita di rifiuto (di un mutuo), sulle ascisse il rapporto tra

la rata da pagare e il reddito del richiedente (P/R)

Reti neurali e algoritmi genetici

Le reti neurali sono annoverate tra le tecniche di machine learning (ML), una branca
dell’intelligenza artificiale che esplora la costruzione di modelli e algoritmi in grado
di apprendere informazioni da dati forniti in input e, dopo averli elaborati, effettuare
delle previsioni. Le reti neurali eseguono operazioni tramite modelli statistici
utilizzando elementi di ottimizzazione matematica.

Nonostante riescano a trovare le relazioni non-lineari e non-monotone che
intercorrono tra la PD e le variabili esplicative, i modelli di reti neurali presentano
numerosi limiti, come ad esempio I’arbitrarieta nella scelta dei parametri, la difficolta
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di interpretazione dei risultati (spesso indicati come black box) e, spesso, scarsa
accuratezza.

Gli algoritmi genetici come spiegato nel corso “Analisi e Gestione dei Sistemi
Produttivi” tenuto dai prof L. Settineri e A. Simeone presso il Politecnico di Torino
nell’anno 2023 (Settineri & Simeone, 2023) sono invece algoritmi nei quali si mima
I’evoluzione genetica. L’idea di base ¢ quella di considerare una “popolazione” di
soluzioni che evolve tramite un meccanismo di selezione in modo da produrre
soluzioni con valori ottimali della funzione obiettivo. Tramite 1’evoluzione, infatti,
le caratteristiche genetiche degli organismi vengono modificate di generazione in
generazione in modo che possano adattarsi meglio all’ambiente.

Il processo si svolge nel seguente modo: inizialmente si trovano delle prime possibili
soluzioni ad un problema e a ciascuna di queste viene associato un valore di “fitness”:
questa ¢ la popolazione iniziale di soluzioni.

Con il termine fitness si intende la capacita di adattarsi ad un determinato ambiente.
Il processo di evoluzione ¢ infatti la progressiva selezione di individui con il piu
elevato livello possibile di fitness.

Successivamente si incrociano le soluzioni (es attraverso operazioni di crossover,
mutazioni) e se ne trovano di nuove, le quali vengono analizzate e se hanno un fitness
migliore vengono sostituite ad alcune soluzioni peggiori presenti nell’insieme
iniziale.

Hanno piu probabilita di sopravvivere all’evoluzione le soluzioni con fitness
maggiore.

Frequenze di insolvenza da agenzie di rating

Il rating ¢ “un giudizio che esprime ’affidabilita di un’impresa, e piu precisamente
la sua capacita di ripagare un prestito in un determinato periodo di tempo” (ABI,
2010). Tramite esso si valuta la probabilita di default di un’impresa.

Come riportato nel documento “Conoscere il rating” redatto da ABI-Associazione
Bancaria Italiana, il rating riassume le informazioni quantitative e qualitative che la
banca ha a disposizione su un’impresa; tali informazioni vengono messe in relazione
con I’insieme delle informazioni disponibili sulla totalita delle imprese che hanno
rapporti con la banca in questione e sul loro comportamento di rimborso nel corso
del tempo. In altre parole, tramite il rating si cerca di prevedere per la singola impresa
se il suo comportamento di rimborso sara pit 0 meno regolare e completo tenendo
conto della “distanza” tra le sue caratteristiche e quelle di altre imprese che in periodi
precedenti si sono mostrate in grado di ripagare adeguatamente il prestito.

Il rating ¢ identificato da una o piu lettere e pud assumere diversi livelli come
esplicitato in Figura 5.
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ESEMPIO DI RATING ESTERNO EMESSO
DALLE AGENZIE SPECIALIZZATE

AAA rot?;tt)ailité Valore del rating pit alto: ottima qualita della azienda debitrice ed estrema
gi rimborso capacita di pagare gli interessi e rimborsare il capitale prestato.

Capacita molto alta di pagare gli interessi e rimborsare il capitale prestato.
Tale capacita non & intaccata, in maniera significativa, da eventi prevedibili.

L'azienda presenta una forte capacita di pagare gli interessi e rimborsare il
A capitale prestato, ma e in parte sensibile ad avverse condizioni economiche
0 a circostanze congiunturali sfavorevoli.

Capacita ancora sufficiente di pagamento degli interessi e di rimborsare il
BBB capitale prestato. Tuttavia condizioni economiche sfavorevoli o una modifica delle
circostanze potrebbero compromettere in misura maggiore questa capacita.

AA

Azienda con capacita di rispettare gli impegni finanziari nel breve termine,
BB ma con dubbia capacita di rimborso in future condizioni economiche,
congiunturali e politiche avverse.
B Azienda ancora pil vulnerabile a condizioni economiche avverse anche se
attualmente capace di rispettare gli impegni finanziari.
Azienda fortemente vulnerabile per la quale I'insolvenza & una possibilita
CCC reale, la capacita di rispettare gli impegni finanziari & molto dipendente da
fattori economici, congiunturali e politici esterni.
cC Azienda attualmente vulnerabile.
C E stata inoltrata un'istanza di fallimento, ma i pagamenti degli interessi e del
capitale prestato sono ancora rispettati.
RD L'azienda non ha rispettato il pagamento solo di alcuni impegni finanziari, ma
continua ad onorare altre obbligazioni.
D ror:):lt:?lité L'azienda & in stato di fallimento ed & quindi insolvente, le probabilita di
gi rimborso rimborso degli impegni finanziari sono praticamente nulle.

Figura 5: Rating creditizi

E importante, tuttavia, sottolineare che il giudizio sull’affidabilita di un’impresa
espresso dal rating non deve derivare solamente da un’analisi condotta sulla base di
dati quantitativi, contabili e andamentali, ma deve essere anche frutto della capacita
della banca di valorizzare le informazioni di natura qualitativa dell’impresa, per
tenere conto anche di aspetti non meramente tecnici ma legati alla crescita.

Ogni banca costruisce un proprio sistema di valutazione scegliendo tra due metodi
alternativi:

¢ il metodo standard
e il metodo basato sui rating interni (IRB - Internal Rating Based), che puo
essere di “base” o “avanzato”.

Il metodo standard prevede ’utilizzo di rating esterni, ovvero ci si affida ad agenzie
specializzate come ad esempio Standard&Poor’s, Moody’s, FitchRatings e Lince
(ovvero le agenzie di rating riconosciute da Banca d’Italia) che analizzano le imprese
e assegnano un rating a ciascuna di loro, rating che sara riconosciuto e utilizzato dalle
banche per valutare le imprese.
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Frequenze di insolvenza da rating interno (IRB)

In alternativa, si puo utilizzare il metodo basato sui rating interni. Tramite questo
metodo ¢ invece la banca ad attribuire, tramite propri modelli di analisi autorizzati
dalla Banca d’Italia, un rating all’impresa.

Metod
i Metodi dei Rating Interni (IRB)

Sistema Metode dei Rating Metodo dei Rating
di Rating Esterni Interni BASE Interni AVANZATO

Figura 6: Metodi di rating

Approccio a la Merton (KMV)

Un altro modello estremamente importante per calcolare la PD ¢ il modello di
Merton, sviluppato per la prima volta da Robert C. Merton nel 1974 (Merton, 1974).

Il modello di Merton ¢ un modello strutturale utilizzato per stimare la probabilita di
inadempienza di un'azienda o un individuo, ovvero il rischio di credito di
un’obbligazione o di un prestito. Si ¢ diffuso rapidamente in tutto il mondo poiché
tale metodologia ¢ stata integrata da KMV (societa americana acquistata da Moody's
nel 2002 per 210 milioni di dollari) nel pacchetto software “Risk Cale”, utilizzato
per eseguire scoring da un numero consistente di banche mondiali (Ciprian, 2007).

Il modello Merton afferma che il valore delle attivita di un'azienda sia correlato alla
sua probabilita di inadempienza e che un'azienda sia inadempiente quando le sue
attivita scendono al di sotto di una determinata soglia (solitamente identificata con il
valore del Debito).

Alcuni concetti chiave del modello sono:
1. Il valore delle attivita segue una distribuzione log-normale;

2. Il modello Merton si basa sul modello matematico di Black-Scholes, utilizzato per
determinare il prezzo delle opzioni. Il modello Black-Scholes afferma che il prezzo
di un'opzione ¢ correlato al prezzo dell'attivita sottostante, al tempo di scadenza, alla
volatilita dell'attivita sottostante e al tasso di interesse privo di rischi. Seguendo il
medesimo approccio, Merton sviluppa il suo modello per calcolare il rischio
di credito di un'obbligazione o di un prestito stimando la probabilita di default, in
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base al valore delle attivita di un’impresa, al valore nominale dell'obbligazione o al
prestito, al tempo di scadenza e al tasso di interesse privo di rischi.

I modello Merton presenta tuttavia alcune limitazioni come, ad esempio,
I’accuratezza non sempre soddisfacente e il fatto che il valore delle attivita nella
realta non sempre segua una distribuzione log-normale.

Nonostante ci0, il modello Merton ¢ un modello strutturale ampiamente usato nella
gestione del rischio di credito in quanto presenta numerosi vantaggi, infatti viene
definito “flessibile” perché pud essere personalizzato per soddisfare le esigenze
specifiche dell'azienda ed ottenere una valutazione piu accurata della probabilita di
inadempienza; e lungimirante poiché tiene conto del potenziale futuro dell'azienda e
valuta la probabilita di inadempienza in base a tale potenziale. Cio € vantaggioso per
gli investitori e i finanziatori i quali sono interessati anche alle prestazioni future
dell'azienda (FasterCapital, I1 modello Merton un'introduzione alla modellazione
strutturale in finanza, 2024).

Conclusasi la trattazione della Probabilita di Default, possiamo passare alle altre due
componenti del rischio di credito. “Se da un lato la PD rappresenta la misura piu
diretta e intuitiva, la quantificazione del rischio in termini monetari richiede due
ulteriori parametri, ovvero:

m I’esposizione al momento del default (exposure at default o EAD);

m la perdita in caso di default (loss given default o LGD).” (Porretta, 2021)

1.1.2 L’esposizione in caso di insolvenza (EAD)

EAD ¢ la seconda componente del rischio di credito e indica 1'esposizione al default,
ovvero “la massima perdita potenziale dello strumento di credito i-esimo (di solito,
il valore nominale dell'obbligazione o del prestito)” (Molins & Vives, 2016). Indica
I’importo dell’esposizione che la banca si trovera ad avere nei confronti di un
determinato cliente quando si verifichera il default.

Come affermato nel libro “Integrated Risk Management” di Pasqualina Porretta,
mentre la stima della PD ¢ legata alle caratteristiche della controparte/transazione, la
stima dell’EAD ¢ legata alla forma tecnica del finanziamento.

Per semplicita possiamo distinguere 1 seguenti tre tipi di finanziamento:

e finanziamenti bullet
¢ finanziamenti con piano di ammortamento
e linee di credito
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Per i finanziamenti bullet, 'EAD ¢ semplicemente 1’ammontare dell’obbligazione
dovuta alla scadenza del contratto.

Per 1 finanziamenti con piano di ammortamento, I’EAD ¢ funzione dell’orizzonte
temporale della PD.

Per quanto riguarda le linee di credito bisogna introdurre tre nuovi concetti:
I’accordato, 1’utilizzato e il margine. L’accordato ¢ “I’ammontare di credito che la
banca si ¢ impegnata a erogare su richiesta del cliente e che costituisce un impegno”
(Porretta, 2021); I’utilizzato invece ¢ “I’ammontare che il cliente ha effettivamente
utilizzato, attingendo alla linea di credito”. L’accordato ¢ superiore all’utilizzato.
Infine, il margine ¢ semplicemente la differenza fra accordato e utilizzato.

Il problema per le linee di credito ¢ che non ¢ semplice determinare a priori quanta
parte del margine si potrebbe trasformare in esposizione nel caso di default. La
trasformazione del margine in esposizione ¢ ottenuta tramite un fattore di
conversione denominato anche Credit Conversion Factor (CCF). I CCF “consiste
nella percentuale del margine al momento dell’assegnazione della PD che si stima
che sara stata comunque utilizzata dalla controparte al momento del default”
(Porretta, 2021).

I1 CCF ¢ dunque un parametro fondamentale per ’EAD e presenta alcune importanti
caratteristiche:

e assume valori tra 0% e 100%

e ¢ stimato utilizzando la media ponderata dei default derivante da tutti i default
osservati dalle fonti di dati

e durante la sua stima, si tiene conto della possibilita di ulteriori utilizzi del
credito da parte del debitore prima e dopo il momento del default,
(considerando anche la possibilita che esista una correlazione tra utilizzo delle
linee e approssimarsi del default).

La formula matematica dell’EAD puo essere sintetizzata come segue:

EAD = Utilizzato + (Margine * CCF)

1.1.3 Il tasso di perdita in caso di insolvenza (LGD)

La terza componente del rischio di credito che consideriamo ¢ il tasso di perdita in
caso di insolvenza, ovvero LGD (loss given default). La LGD ¢ una variabile casuale
che rappresenta 1’entita o gravita della perdita (severity SEV) in caso avvenga il
default di un’impresa o di un credito. In altre parole, indica il tasso di perdita su
un’esposizione creditizia se il debitore risulta insolvente.
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La LGD puo anche essere definita con la formula: LGD = 1 - RR che rappresenta
il complemento a 1 del Recovery Rate ovvero il tasso che I’istituto di credito si
aspetta di recuperare in seguito al default del debitore. I tassi di recupero non sono
semplici da stimare sia poiche dipendono da numerosi fattori aleatori sia a causa
della mancanza di dati storici sulle insolvenze, sui recuperi effettivi e sui tempi di
recupero (Nardon, 2004). Solitamente vengono stimati sulla base di dati interni e
sulla base di stime per classi di prodotto/garanzie (LIUC, Business School,
Incorporating Market Information into Financial Supervision, 2024).

La formula matematica del Recovery Rate ¢ la seguente (LIUC, Business School, La
stima del tasso di perdita in caso di insolvenza, 2024):

ER — AC

EAD
RR = —/——=—
1+ i)t

Dove:

» ER = Expected Recovery, ossia I’importo recuperato

* AC = Administrative Costs, ossia i costi amministrativi sostenuti

» EAD = Exposure At Default (esposizione al momento dell’insolvenza)

* | = tasso di attualizzazione dei flussi di cassa (anche identificato come TIT, tasso
interno di trasferimento)

* t=periodo di tempo stimato per realizzare il recupero (contenzioso)

La formula matematica del Loss Given Default di conseguenza ¢ la seguente:

ER — AC
EAD

LGD = 1—- ———
1+t

Se i flussi variano in base al periodo ¢ si ha invece la seguente formula:

T ERt - ACt

EAD
LGD = 1-— Z—
o 1+t
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Determinare a priori il valore di LGD, come gia specificato con il Recovery Rate, ¢
un processo complesso. La LGD viene calcolata tenendo conto dei costi di recupero
del contenzioso e del valore finanziario del tempo, per questo motivo normalmente
il tasso di perdita in caso di insolvenza viene stimato con esattezza solamente al
termine del processo di recupero crediti. Tendenzialmente in caso di crediti con
garanzie la LGD ¢ piu bassa rispetto al suo valore nel caso di crediti subordinati o
non coperti da garanzie.

Le principali variabili da cui dipende la LGD sono:

1. La percentuale del credito recuperata

2. 1l costo finanziario connesso al tempo di recupero

3. I costi amministrativi interni ed esterni sostenuti per portare a compimento il
processo di recupero

4. 1l tempo di recupero

Se ne possono elencare molte altre quali ad esempio le caratteristiche tecniche del
finanziamento (garanzie reali o finanziarie, seniority, garanzie di terzi es. governo,
tipologia del contenzioso) e del soggetto finanziato (settore produttivo, Paese o
regione geografica), fattori interni alla banca (procedura interna di recupero crediti)
e fattori macroeconomici (stadio economico attuale, livello tassi di interesse).

Quando si parla di LGD bisogna citare anche il cosiddetto rischio di recupero, ovvero
“il rischio che il tasso di recupero effettivamente conseguito al termine del
contenzioso risulti diverso da quello originariamente stimato” (LIUC, Business
School, La stima del tasso di perdita in caso di insolvenza, 2024). Cio accade molto
spesso, anzi, ¢ di comune accordo che la LGD (cosi come anche il Recovery Rate)
presenti una distribuzione bimodale (vedi figura 7), ovvero vi ¢ elevata probabilita
di recuperare tutto il credito (LGD = 100%) oppure perderlo del tutto (LGD = 0%)).
In questo caso, il valore medio rivela poco circa la natura della distribuzione.

density

Figura 7: Distribuzione BETA di LGD e del Recovery Rate
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In figura 8 ¢ mostrato un esempio reale di come il Recovery Rate segua una
distribuzione bimodale. Per definire la distribuzione vengono usati valori reali di RR
di pratiche relative ad una grande banca del Nord Italia.
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Figura 8: Valorireali di RR per pratiche in sofferenza di una grande banca del Nord Italia

Alcuni studi evidenziano una correlazione negativa fra PD e LGD (ovvero fra tassi
di default e tassi recupero). Alcune probabili spiegazioni sono: ciclo economico,
attivita finanziarie e tassi di interesse, attivita immobiliari e tassi di interesse, fattori
specifici di alcuni settori produttivi.

Nel corso del presente elaborato, cosi come anche nell’articolo “Model risk on credit
risk” di J. Molins e E. Vives, le variabili EAD e LGD sono trattate come delle
costanti.

1.1.4 Expected Loss (EL) e Unexpected Loss (UL)

Il rischio di credito, data la sua importanza nell’economia, ¢ uno dei rischi
maggiormente analizzati ma ¢ altresi considerato tra 1 piu complessi, soprattutto per
quanto riguarda la sua quantificazione. La complessita dell’analisi nasce a causa di
diversi elementi: primo fra tutti vi ¢ la scarsa disponibilita di dati per analizzarlo,
quali ad esempio il default rate, il recovery rate, le correlazioni fra i crediti ecc; un
secondo elemento ¢ la particolare distribuzione delle perdite di portafoglio,
distribuzione con media non nulla e che non segue la classica forma Normale. La
curva ¢ infatti caratterizzata da asimmetria e dalla presenza di una coda spessa che
deve essere coerentemente spiegata. (LIUC, Business School, Incorporating Market
Information into Financial Supervision, 2024)

La definizione di rischio di credito ¢ strettamente legata alla nozione di perdita.
Nell’analisi del rischio di credito si annoverano due tipologie di perdite: Expected
Loss e Unexpected Loss.
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Expected Loss (EL): Gia introdotta dal punto di vista matematico nel capitolo
1.1, rappresenta la perdita media attesa di un portafoglio creditizio sull’orizzonte
temporale considerato. “Facendo un paragone con I’industria manufatturiera,
rappresenta il numero di pezzi «sbagliati» che mi aspetto possano uscire dalla
catena di montaggio. Per quanto i sistemi di qualita possano cercare di azzerarla,
non sara mai nulla” (Porretta, 2021).

Della perdita attesa, in quanto componente non diversificabile, si tiene conto nel
valore del tasso di interesse richiesto dalla banca alla controparte, inoltre
I’ammontare della perdita attesa ¢ economicamente coperto da opportuni
accantonamenti messi da parte dalla banca. Maggiore ¢ la perdita attesa, ovvero
maggiore ¢ la rischiosita della controparte, maggiore ¢ il tasso (hurdle rate)
richiesto.

Dunque, in quanto stimata ex-ante, si puo evincere che la perdita attesa di per s¢
non rappresenta una “minaccia’ per la banca, poiche viene coperta sia da una
riserva che da un opportuno spread all’hurdle rate del credito. Se dovesse
effettivamente verificarsi, la banca conseguirebbe comunque esattamente il
rendimento che aveva precedentemente calcolato.

Unexpected Loss (UL): Si parla di UL per identificare la possibilita che le
perdite effettive siano piu elevate di quanto previsto, ovvero rappresenta le
variazioni nel valore di mercato dell’esposizione creditizia che non erano state
previste in fase di valutazione prima della concessione del credito.

Il concetto di perdita inattesa deriva dal fatto che i parametri PD, EAD e LGD
sono delle variabili casuali; hanno dunque una propria media e varianza. La
volatilita dei parametri di rischio determina anche la volatilita della perdita attesa;
per questo motivo puo succedere che la perdita totale di un credito sia differente
rispetto a quella attesa, calcolata ex-ante. (Porretta, 2021)

La differenza fra perdita totale e perdita attesa costituisce la perdita inattesa, UL.

UL = Perdita Totale — Expected Loss

La perdita inattesa pud essere stimata seguendo due metodi: attraverso la
deviazione standard della distribuzione di probabilita delle perdite future;
attraverso il percentile della distribuzione delle perdite future, determinato
secondo un certo livello di confidenza (VaR) (Resti & Sironi, 2008).

Come spiegato nel libro “Integrated Risk Management” di P. Porretta, il modo
piu intuitivo di stimare la perdita inattesa ¢ il primo, ovvero stimare la volatilita
intesa come deviazione standard della perdita attesa.

Per far cio utilizziamo la formula precedentemente introdotta nel paragrafo 1.1.1
(EL%); = PD; * LGD;
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L’Unexpected Loss (UL) pud dunque essere espressa come segue (Porretta,
2021):

UL - O-EL% == O-PD * LGD
Dobbiamo ora quantificare opp € ipotizzando che la probabilita di default segua
una distribuzione binomiale con media pari a PD, si ottiene ¢°pp = PD * (1-PD).

Conseguentemente:

UL = /PD x (1—PD) = LGD

Con tale approccio abbiamo ottenuto una prima stima di UL; tuttavia, se teniamo
conto del fatto che anche LGD ¢ una variabile aleatoria, allora otteniamo un
diverso risultato, piu complesso, infatti la formula cambia a seconda del fatto che
sia rispettato o meno il vincolo di indipendenza fra PD e LGD.

Formula nel caso in cui ci sia indipendenza fra PD e LGD:

UL = J((E[PDDZ * JLZGD + (E[LGD])? = O_IED + O-I%D * ULZGD)

OvVVvero:

UL = J(PD * (1—PD) * utz;p + PD * a/p)

La formula nel caso non ci sia indipendenza fra PD e LGD diventa:

UL = \/(COV(PDZ,LGDZ) +[PD « (1= PD) + PD?] * [0y + Higp]
—[COV(PD,LGD) + PD * py6pl%)

Per coprire la perdita dovuta dall’Unexpected Loss ¢ necessario che la banca
abbia sufficiente patrimonio.
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Di seguito (Figure 9,10) ¢ rappresentata la distribuzione di probabilita della perdita
di un portafoglio e sono stati evidenziati nelle immagini i concetti di Expected e
Unexpected Loss, appena analizzati. Dalle figure possiamo notare la tipica forma
asimmetrica della distribuzione (in quanto come si ¢ precedentemente detto, in un
portafoglio di crediti si registrano solo eccezionalmente perdite molto rilevanti) e le
relative zone di perdita attesa e inattesa. La media della distribuzione delle perdite ¢
maggiore di zero (stimabile come prodotto tra PD, LGD e EAD).
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Figure 10: Expected and Unexpected Loss
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2. Modelli di portafoglio di credito preesistenti

Come affermato nel paper redatto da Molins e Vives (Molins & Vives, 2016), un
modello di portafoglio creditizio € un costrutto teorico che fornisce come output la
distribuzione di probabilita delle perdite di un dato portafoglio di crediti.

Attualmente 1 modelli di portafoglio di credito piu diffusi sono:

e Credit Metrics

e Credit Risk+

e Credit Portfolio View
e Portfolio Manager

E bene inoltre ricordare anche la Copula Gaussiana, che nel tempo ¢ diventata uno
strumento molto diffuso per valutare i derivati creditizi.

Tradizionalmente, dunque, il problema del calcolo del VaR, cio¢ la massima perdita
probabile di un portafoglio, ¢ stato affrontato mediante 1’applicazione di metodologie
attuariali basate su dati storici. Tuttavia, la progressiva evoluzione dei metodi e delle
conoscenze in ambito finanziario ha messo in luce I’inadeguatezza dei metodi
tradizionali nel valutare in modo adeguato i rischi (Nardon, 2004).

Nessuno dei modelli di portafoglio creditizio precedentemente nominati infatti ¢
stato in grado di modellare adeguatamente 1 rischi estremi né durante la crisi dei
subprime statunitensi né durante la crisi sovrana e bancaria nell’Europa periferica.
In particolare, alcuni osservatori ritengono che la Copula Gaussiana sia stata una
“ricetta per il disastro” nella modellazione dei rischi di coda del credito (Molins &
Vives, 2016).

Tornando ora ai modelli sopra citati, prima di procedere con la loro analisi, ¢
opportuno sottolineare come in letteratura essi vengano suddivisi in tre categorie, in
base al metodo utilizzato per il proprio funzionamento. (Giolli, 2006)

1. Metodo alla Merton: i modelli che appartengono a tale categoria, come ad
esempio Credit Metrics, si basano sul modello di Merton per stimare il tasso di
insolvenza.

2. Metodo econometrico: rientra in tale categoria solamente il modello Credit
Portfolio View.

3. Metodo attuariale: comprende il modello Credit Risk+, che utilizza algoritmi
tipici della gestione dei portafogli delle compagnie di assicurazione.
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2.1 Credit Metrics

Originariamente introdotto da J. P. Morgan, il modello ¢ utilizzato per stimare la
distribuzione delle variazioni di valore di un portafoglio di crediti entro un certo
orizzonte di rischio (Resti & Sironi, 2008). Permette inoltre di calcolare facilmente
il VaR e la perdita attesa del portafoglio.

Il modello considera sia le perdite dovute al default sia quelle legate alla migrazione
in una diversa classe di rating (perdite dovuta al deterioramento della qualita del
credito). Per stimare la probabilita di migrazione, il metodo Credit Metrics utilizza
le matrici di transizione dei rating fornite da agenzie come Moody’s o S&P.

Gli step che prevede il metodo sono 1 seguenti (consideriamo per semplicita il caso
di un singolo credito):

1. Si associa ad ogni esposizione creditizia un rating (A, AA, B, BB...) fornito
dalle agenzie di rating.

Si considera come esempio il seguente titolo:
Titolo con rating BBB

Cedola: 6 milioni di euro fino all’anno 5
Anno 5: rimborso capitale 100 mln

2. Si costruisce la matrice di transizione, la quale mostra la probabilita di un
certo credito di rimanere nell’attuale rating piuttosto che la probabilita che ha
di passare ad altre classi, migliori o peggiori.

Rating Rating a fine anno

iniziale AAA AA A BBB BB B CEE Default
AAA 90,81 8,33 0,68 0,06 0,12 0 0 0,00
AA 0,70 90,65 7,79 0,64 0,06 0,14 0,02 0,00

A 0,09 2,27 91,05 5,52 0,74 0,26 0,01 0,06
BBB 0,02 0,33 5,95 86,93 5.30 1,17 0,12 0,18
BB 0,03 0,14 0,67 T2 80,53 8,84 1,00 1,06

B 0,00 0,11 0,24 0.43 6.48 83.46 4,07 5,20
cce 0,22 0,00 0,22 1,30 2,38 11,24 64,86 19,79

Fonte: S&FP CreditWeek (15 aprile 1996), citato in (Cupton, Finger e Bhatia 1997}

Figura 11: Esempio di matrice di transizione

3. A questo punto si calcola il valore che il credito assumera fra un anno, che
corrisponde al valore attuale dei flussi di cassa futuri attesi, calcolato tra un
anno e scontato con un tasso adeguato al rating futuro del debitore.

Essendo possibile la transizione del credito, tra un anno un credito potrebbe
trovarsi in una qualsiasi delle sette classi di rating o in default. Il valore
dell’esposizione, dunque, potrebbe assumere otto valori diversi (sette classi
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di rating piu il caso dell’insolvenza). Per questa ragione il calcolo viene
ripetuto otto volte, usando ogni volta diversi tassi corrispondenti alla diversa
classe di rating presa in esame

G C; (s Cr

FV =C e
ot arn Tar T ar e T tar T

dove:

FV: ¢ il valore attualizzato del credito

Cx: ¢ il valore dei flussi in entrata nel periodo X
r: ¢ il tasso di sconto usato per 1’attualizzazione
T: ¢ 'ultimo intervallo di tempo

Il valore atteso del credito tra un anno ¢ la media degli 8 valori calcolati,
ognuno ponderato per la propria probabilita.

L’ultimo step del metodo consiste nel calcolare 1’Expected loss come la
differenza fra il valore attualizzato del credito tra un anno se rimane nella
stessa classe di rating di partenza e il valore atteso del credito tra un anno.

I possibili valori futuri del credito possono essere riscritti come variazioni
(AV)) rispetto al valore atteso. Quest’ultime corrispondono al VaR per una
determinata probabilita scelta a priori.

Prendendo come esempio la precedente matrice di transizione e le seguenti curve
forward con i relativi tassi contenuti nella tabella a sinistra, possiamo procedere con
dei calcoli a titolo esemplificativo:

Classe di rating Scadenza

(Standard and 1 2 3 Sl 1T

Poors) anno anni anni  anni  12% cce
AAA 360 417 473 512 0% - SYSSES ; : B
AA 365 472 418 547 L.l —BB
A 372 432 493 532 —  ——  —ome
BBB 4,10 4,67 525 5,63 _f, —_—n
BB 555 602 678 727 '*7 ' AA
B 6,05 7,02 803 852 2% S
(61616 15,05 15,02 14,03 13,52 0% -

Fonte: (Gupton, Finger ¢ Bhatfa 1997) 1 2 3 4

Figura 12: Tassi e curve forward
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Nel caso in esame si ottiene ad esempio (sono presentati solo due degli otto calcoli
necessari. Nella figura 13 sono presenti invece tutti i valori ottenuti dagli otto
calcoli):

6 6 106
FV. =6 = 107,53
188 = Ot 00 T T+ 467%)2 T (1 +5.25%)° T (1+5.63%)°
6 6 106
FVl,BB = = 102,01

6
T A ¥555%) (4 602%)2% T (1+678%)7°  (1+7,.27%)"

11 valore medio finale ottenuto facendo la media fra tutti i FV delle classi di rating
piu quello del default ¢ paria 107,07 €.

L’EL ottenuta ¢ pari a 107,53 - 107,07 ovvero 0,46.
I1 VaR al 99% di confidenza ¢ uguale a 8,99.
Il VaR al 95% di confidenza ¢ uguale a 5,07.

Stato a fine anno (j) Valore attuale tra un anno (FV, ;) Probabilita (p, valori %) AV,= FV,— E(FV)
AAA 109,35 0,02 2,28

AA 109,17 0,33 2.10

A 108,64 5,95 1,57

BBB 107,53 86,93 0,46

BB 102,01 53 -5,07

B 98,09 1,17 -8,99

CeC 83,63 0,12 -23.45
Insolvenza 53,80 0,18 -83,27

Figura 13: Valori attuali del credito in base al rating

Il modello Credit Metrics puo inoltre essere considerato nel caso di due esposizioni,
ad esempio una con rating A e un secondo titolo con rating BBB. In questo caso
viene utilizzata una variante del modello di Merton, in cui default e migrazioni
dipendono dalle variazioni nel valore degli attivi aziendali (AVR, asset value
returns); viene stimata la correlazione tra gli asset value returns dei due debitori;
usando le informazioni ottenute da tale correlazione viene ricavata una distribuzione
di proprieta congiunte (Resti & Sironi, 2008).

Credit Metrics ¢ divenuto un modello molto popolare ed ¢ ampiamente usato come
modello di portafoglio di credito in quanto utilizza dati oggettivi e considera il rischio
di migrazione oltre che il rischio di insolvenza, tuttavia presenta alcuni svantaggi.
Alcuni di essi sono: il modello assume che la banca sia price-taker nel mercato dei
crediti; il modello non ricava le probabilita di migrazione dalle caratteristiche
dell’impresa ma utilizza dati storici, tuttavia non sempre le matrici di transizione
storiche riflettono le probabilita future, le quali invece devono essere considerate;
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non ¢ realistico che le matrici di transizione siano uguali per tutte le imprese
appartenenti a una determinata classe di rating.

2.2 Credit Risk+

Credit Risk+ ¢ un modello attuariale sviluppato da Credit Suisse nel 1997 e utilizzato
per valutare il rischio di credito in un portafoglio.

E conosciuto in quanto accosta il mondo delle assicurazioni al concetto di rischio di
credito generale; infatti, cosi come per le assicurazioni I’entita delle perdite ¢ dovuta
alla frequenza con cui esse si verificano e all’importo dovuto all’assicurato nel caso
in cui I’evento abbia luogo, nel rischio di credito le perdite dipendono dalla frequenza
di default e dalla perdita in caso di default.

Le variabili di input necessarie per servirsi di tale modello sono (Giolli, 2006):

* le esposizioni creditizie ad esempio obbligazioni, prestiti, lettere di credito e
derivati

* le probabilita di insolvenza, ottenute tramite 1’uso dei modelli di previsione
delle insolvenze

* gli scarti quadratici medi delle probabilita di insolvenza, ottenuti dalla
rielaborazione delle serie storiche

* 1itassi di recupero, ricavati da agenzie di rating o calcolati internamente.

A differenza del modello Credit Metrics, in Credit Risk+ non viene considerato il
rischio di migrazione. Il modello si basa piuttosto sulla frequenza dei default,
considerando i default come eventi indipendenti, modellati con distribuzioni di tipo
Poisson.

La distribuzione di probabilita del numero di insolvenze future ¢ dunque una
distribuzione di Poisson, in cui la probabilita che si verifichino N insolvenze in un
anno ¢ calcolata dalla seguente formula (Resti & Sironi, 2008):

e M uN

P(N) = N

Dove:
N: ¢ il numero di insolvenze che si verificano

u: ¢ il numero di insolvenze atteso, ovvero la somma di tutte le PD dei clienti nel
portafoglio. E il parametro fondamentale di tale metodo, in quanto ’unico a dover
essere stimato.
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Il modello si pone 1’obiettivo di trovare le distribuzioni di probabilita delle perdite di
un portafoglio e il VaR. Si articola nei seguenti step:

1. Inizialmente bisogna definire la perdita Li del debitore i-esimo in caso di
insolvenza, identificata dalla seguente formula:

Li = LGDl * EADl

Credit Risk+ ipotizza che EAD e RR siano stimate senza errore e che, senza
incertezza, ad ogni debitore sia associata la corrispondente L.

2. Avviene il fenomeno del “banding”, cioé i clienti vengono clusterizzati in base
alla loro L;. A questo punto, per calcolare P(N) per ogni fascia non si usera piu p
ma | calcolata come:

_ Di * L
Ky = i+ L

Da cui si ottengono rispettivamente le formule:

—u; N
e ]*Mj

“Hiwu N
P(N) = — ¢ P(N) = —

La prima indica la probabilita che nel j-esimo cluster si verifichino N perdite,
ognuna di importo j*L; la seconda rappresenta invece la probabilitd che nel
cluster j si verifichino N*j perdite, ognuna di importo L.

3. Una volta ottenute le distribuzioni di probabilita delle perdite all’interno di ogni
singolo cluster ¢ necessario calcolare la distribuzione di probabilita delle perdite
per I’intera banca e dunque ricavare la deviazione standard o il VaR. Per fare cio
si devono integrare le poissoniane che descrivono i singoli cluster.

4. Come spiegato da Sironi e Resti: “per ogni poissoniana associata alle singole
fasce si ricava la corrispondente funzione generatrice di probabilita (f.g.p.); poi
si ricava la f.g.p. dell’intero portafoglio aggregando le f.g.p. delle singole fasce
(se 1 singoli default sono indipendenti la f.g.p. del portafoglio ¢ la produttoria
delle singole f.g.p.); infine la f.g.p. del portafoglio viene ritrasformata in una
distribuzione di probabilita la quale permette di calcolare la probabilita associata
a tutti 1 possibili livelli di perdite, a questo punto dalla distribuzione di probabilita
¢ poi possibile calcolare il VaR”.
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Un evidente svantaggio di tale metodo ¢ che puo essere utilizzato solo se:

» le insolvenze dei crediti sono indipendenti tra loro

» le singole PD hanno valori relativamente bassi, questo poiché la distribuzione di
Poisson restituisce un’approssimazione via via meno soddisfacente a mano a
mano che le probabilita di default aumentano;

Tra 1 vantaggi invece possiamo trovare, come gia menzionato, il fatto che gli input
richiesti per utilizzare il metodo siano esigui.

Credit Risk+ inoltre prova a tener conto della correlazione fra default dei crediti in
due modi differenti (Della Lunga): il primo modo consiste nell’introdurre un tasso di
insolvenza volatile all’interno del portafoglio, facendo si che la probabilita di
insolvenza del portafoglio dipenda dallo stato del mondo; il secondo modo invece
consiste nello scomporre 1’esposizione del singolo in termini di diversi settori
(indipendenti fra loro, situazione tuttavia irrealistica). Questi metodi, infatti, non
sono sufficienti a considerare la reale correlazione fra i default dei crediti, in quanto
approssimativi.

2.3 Credit Portfolio View

Il modello Credit Portfolio View ¢ un modello di tipo econometrico multifattoriale
utilizzato per la misura del rischio di credito. Fu elaborato dalla famosa societa di
consulenza McKinsey & Company e, come il modello Credit Metrics, segue il
paradigma mark-to-market ovvero tiene conto sia delle perdite dovute a un default
sia di quelle legate alla migrazione in una diversa classe di rating (perdite dovuta al
deterioramento della qualita del credito). Appare dunque evidente la sua somiglianza
con il modello Credit Metrics in quanto si basa sulle matrici di transizione.

Il concetto che ¢ alla base del modello e che completa la logica del Credit Metrics ¢
il seguente: le matrici di transizione per essere considerate realistiche dovrebbero
essere aggiustate a seconda della fase del ciclo economico in cui si sta vivendo. In
altre parole, il modello afferma che € necessario che le probabilita di migrazione e di
insolvenza dipendano da variabili macroeconomiche come ad esempio: tasso di
risparmio, tasso di occupazione, crescita reale del PIL, livello dei tassi di interesse
(Resti & Sironi, 2008).

Seguendo tale logica si giunge alla conclusione che le migrazioni verso classi di
rating migliori (upgrading) sono piu frequenti nelle fasi di crescita economica,
durante la quale sono meno frequenti invece 1 downgrading. Nelle fasi di recessione
vale invece il contrario.

Il metodo Credit Portfolio View segue gli stessi step del metodo Credit Metrics per
giungere al calcolo dell’Expected Loss e del VaR (enunciati nel capitolo 2.1),
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tuttavia, come appena detto, modifica i valori della matrice di transizione tenendo
conto del legame fra la probabilita di insolvenza al tempo t di un gruppo j di imprese
che reagiscono in modo uniforme all’evoluzione del ciclo economico.

Le fasi per aggiornare la matrice sono le seguenti:

1. Dopo aver individuato alcune variabili macroeconomiche che possano
ragionevolmente rappresentare 1’evoluzione del ciclo economico, ne viene
stimato il valore per un certo periodo t tramite un modello autoregressivo di
secondo ordine:

Xjit = Yio t (Yi,1 * xj,i,t—l) + (Yiz * Xjit-2) + &t

dove:

vij devono essere stimati empiricamente

&iit € 1l termine di errore distribuito seguendo una distribuzione normale con
media zero.

2. Successivamente si procede a stimare yj ovvero il valore al tempo t di un
indice dello “stato di salute” del segmento j basato su fattori macroeconomici.
Il valore di yj viene ricavato con la seguente formula econometrica
(regressione lineare):

Vit = Bio + (Bm * xj,l,t) + Biz* xj2:) + (Biz * Xj3¢) + Ve

dove:
vjtrappresenta il termine di errore, anche detto rischio specifico, tutto il resto
dell’equazione ¢ il rischio sistematico.

3. A questo punto puo essere stimata la probabilita condizionata di insolvenza al
tempo t di un gruppo j di imprese che reagiscono in modo uniforme
all’evoluzione del ciclo economico. Tale probabilita dipende dal ciclo
economico e viene modellata per mezzo della seguente funzione logit:

1

Pit = T e i

4. Con i dati sopra ricavati si ¢ in grado di correggere la matrice di transizione
media di lungo termine in funzione delle probabilita di insolvenza attese per
I’anno successivo.

In particolare viene effettuato un confronto tra la probabilita di default delle
classi speculative nel periodo t e la loro media di lungo periodo: se nell’anno
t le probabilita di default delle classi speculative sono risultate maggiori della

32



media storica allora si giunge alla conclusione che il ciclo economico ¢ in una
fase di recessione e la matrice di transizione viene modificata, aumentando le
probabilita di insolvenza e di downgrading.

Il metodo Credit Portfolio View ¢ stato molto utilizzato in passato grazie alla sua
attenzione nell’individuare 1 legami tra le variabili macroeconomiche e il rischio di
insolvenza di un portafoglio creditizio. Tuttavia, i limiti piu importanti che emergono
da tale modello sono principalmente: il fatto che per stimare i coefficienti ¢
necessaria una base di dati storici molto ampia, che includa informazioni sui tassi di
default specifici per ciascun segmento; il metodo utilizzato per adattare la matrice di
transizione al ciclo economico appare poco oggettivo. Non ¢ infatti garantito che
offra risultati pit accurati rispetto a una modifica basata su giudizi esperti; la
modifica della matrice di lungo periodo potrebbe rivelarsi non adeguata o addirittura
controproducente (Resti & Sironi, 2008).

2.4 Portfolio Manager

Il modello Portfolio Manager ¢ un modello sviluppato dalla KMV Corporation,
famosa societa di consulenza specializzata nell’analisi del rischio di credito, ed ¢
fondato su una metodologia strutturale, ovvero i default vengono spiegati sulla base
di un modello economico (Resti & Sironi, 2008).

Presenta alcune caratteristiche simili al modello Credit Metrics precedentemente
analizzato, infatti, anche in questo modello la correlazione fra i rendimenti degli
attivi delle imprese ¢ ricavata dalle correlazioni fra i rendimenti azionari, tuttavia ha
un approccio sostanzialmente diverso.

Come affermato da (Giolli, 2006), Portfolio Manager fonda le proprie radici nel
concetto di frequenza di insolvenza attesa (EDF), la quale rappresenta la probabilita
di default cumulata di una societa nel periodo t.

Il principio che guida tale modello ¢ che il rischio di default di un’impresa ¢
direttamente proporzionale al valore contabile delle sue passivita; ovvero il rischio
di default aumenta a mano a mano che le passivita superano il valore dell’attivo. In
seguito, la situazione economica dell’impresa potrebbe arrivare ad un punto in cui il
valore degli attivi non ¢ sufficiente a ripagare i debiti e la societa fallisce.

Il modus operandi del metodo Portfolio Manager si divide in quattro step:

1. Stima del valore e della volatilita dell’attivo di un’impresa, tramite la formula di
Black e Scholes utilizzata per calcolare il prezzo di un’opzione.
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Calcolo della distanza di insolvenza, ovvero una grandezza che permette di
sintetizzare il rischio di insolvenza tipico dell’impresa.
La distanza di insolvenza ¢ rappresentata dalla seguente formula:

VA - Dpoint

Ddefault =
A

dove:

Va: ¢ il valore dell’attivo dell’impresa

oa: ¢ la volatilita dell’attivo dell’impresa

Dpoint: € il punto di insolvenza, cioe il valore dell’attivo in corrispondenza del
quale si verifica il fallimento.

. Calcolo della frequenza di insolvenza attesa EDF che coincide con il tasso di

insolvenza.

La EDF si ottiene con la seguente formula (con il vincolo di essere neutrali al
rischio):

2
Ina (u—%)T

EDF =N X1
o NT

Dove:

Va: ¢ il valore dell’attivo dell’impresa

oa: € la volatilita dell’attivo dell’impresa

u: € il ritorno atteso dell’azione di tale azienda

Xr: ¢ il valore delle passivita dell’azienda al tempo T

N(.): € la cumulata della normale standard

. Calcolo dei tassi di insolvenza per un dato livello di distanza di insolvenza.

Dal momento che KMV dispone di una collezione di dati storici sulle imprese e
sui casi di insolvenza, ¢ possibile stimare la proporzione di imprese insolventi per
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ogni categoria appartenente ad un certo livello di Dpefaut, il tutto per ogni
orizzonte temporale.

Il modello Portfolio Manager ha il pregio di tener conto anche delle aspettative future
di un’azienda, poiché utilizza non solo dati storici ma anche dati di mercato; tuttavia
puo essere utilizzato solo per imprese quotate.

Qui di seguito un riassunto delle caratteristiche dei modelli di portafoglio di credito
trattati nei precedent paragrafi:

CreditMetrics PortfolioManager CreditPortfolioView Creditrisk+
Tipologia di rischio Migrazione, Migrazione, Migrazione,
P : s g : g ) B Insolvenza
considerata insolvenza e recupero insolvenza e recupero insolvenza e recupero
Definizione di Variazione nei valori (di Perdite da migrazioni e Variazione nei valori (di Perdite da
rischio mercato) futuri insolvenze mercato) futuri insolvenze
Rating, ma anche ciclo Nessuno
Faltor! deosrminant! eccngumico (in modo (rischio di
la probabilita di Classe di rating Distanza dal default point . : . FAAE]
: diverso per diversi settori 0 migrazione non
migrazione : .
aree peografiche) considerato)
Matrici di Costanti e basate Determinate da un modello Determinate dal ciclo Non Bresentl
transizione sull'esperienza passata strutturale microeconomico macroeconomico P
Asset correlation stimata : ; 2
- £ Asset correlation stimata sulla Factor loadings
Fattori determinanti sulla base della .
; e base della correlazione fra . .. (con background
la correlazione a correlazione fra indici A ¥ Fattori macroeconomici
i . S R X indici azionari (modello factors
livello di portafoglio azionari (modello : : (oA ;
: : multifattoriale) indipendenti)
multifattoriale)
Si, attraverso il Si, attraverso il ioramento . o :
S il A i Pegg Si, attraverso la modifica No. Il tasso di
Sensibilita delle peggioramento dei rating  delle EDF ricavate dal prezzo L S ; :
g : 3 - . . | delle matrici di transizioni default & volatile
stime al ciclo dei debitori (funziona delle azioni (se questo descrive 3 :
i . T (ed eventualmente il ma indipendente
economico bene se la banca assegna il correttamente il ciclo . - .
: S : peggioramento dei rating) dal ciclo
rating point in time) £conomico
T o Fisso o casuale Casuale Casuale Deterriinist
asso di recupero eterministico
i (distribuzione beta) (distribuzione beta) (distribuzione empirica)
Approccio adottato Simulazioni Simulazioni Simulazioni Analitico

Figura 14: Caratteristiche dei modelli di portafoglio preesistenti

2.5 Copula Gaussiana

La copula nasce come strumento adatto a risolvere un problema ben specifico
riassunto dalla seguente citazione: “la valutazione simultanea di piu rischi fa sorgere
il problema di come considerare "congiuntamente" le grandezze aleatorie oggetto di
studio, al fine di quantificare il rischio complessivo risultante a cui si ¢ esposti. Il
problema, quindi, si sostanzia nel riuscire a comprendere e modellizzare nel modo
piu opportuno possibile le differenti forme di dipendenza esistenti tra due o piu
rischi.” (Luini & Ricotta, 2023).

Due eventi distinti possono infatti avere una relazione di dipendenza o indipendenza,
in particolare si possono verificare le seguenti casistiche:
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1. Dipendenza positiva perfetta: i rischi si comportano in modo identico,
evolvendo insieme con un legame strettamente crescente tra le variabili
casuali considerate (nota come comonotonicita).

2. Dipendenza positiva: i rischi si influenzano reciprocamente, tendendo a
variare nella stessa direzione; quando uno aumenta, anche l'altro tende a
crescere, sebbene non necessariamente nella stessa misura (concordanza).

3. Indipendenza: i rischi non hanno alcun legame tra loro. Una variazione di
uno dei due non provoca alcun effetto sull’altro, poiché non esiste una
relazione causale o statistica.

4. Dipendenza negativa: i rischi si muovono in direzioni opposte; quando uno
aumenta, 1’altro diminuisce, ma senza un rapporto proporzionale esatto
(discordanza).

5. Dipendenza negativa perfetta: 1 rischi si comportano in modo
completamente opposto, con un legame strettamente decrescente tra le
variabili casuali considerate (nota come contromonotonicita).

Perfetta dipendenza Dipendenza Indipendenza Dipendenza Perfetta dipendenza
negativa negativa positiva positiva

\—
O E— —_—

Figura 15: Tipologie di dipendenza fra due eventi

La copula ¢ uno strumento sviluppato per semplificare la modellazione della
dipendenza tra due o piu variabili, da sempre un problema economico complesso,
utilizzato nella costruzione di distribuzioni multivariate. Quando si considerano piu
variabili, le copule consentono di creare modelli (utilizzati in ambito finanziario ma
non solo, ad esempio anche in quello medico) per stimare il rischio congiunto di
eventi complessi, spesso rari e correlati tra loro. Un’importante applicazione delle
copule ¢ infatti I’analisi del rischio di credito per stimare le probabilita di insolvenza.

Esistono diverse tipologie di copule, ciascuna in grado di rappresentare specifiche
forme di dipendenza. Ad esempio la Copula Gaussiana descrive una relazione lineare
tra le variabili, mentre copule piu sofisticate, come quelle per i valori estremi,
rappresentano associazioni nelle code delle distribuzioni.

Prima di vedere come la Copula Gaussiana viene utilizzata per risolvere il problema
delle dipendenze e quali sono 1 numerosi limiti di tale metodo, si procede a definire
in maniera formale una copula.
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Una funzione C: [0,1]¢ 2 [0,1] & definita copula d-dimensionale se C ¢ una funzione
di ripartizione congiunta di un vettore di variabili aleatorie (X;, X2 ... X4 con
dimensione d, le cui marginali sono delle distribuzioni uniformi su /0,1].

Uno dei piu importanti teoremi legati alla teoria delle copule ¢ il Teorema di Sklar,
che afferma che:

Sia H la distribuzione congiunta del vettore di variabili aleatorie (X7, X> ... Xy) e siano
Fi(x1), F>(xz) ... Fa(xq) le rispettive distribuzioni marginali, allora esiste un'unica
copula C tale che:

H (x1, x2, .., xa) = C (Fi(x1), F2(x2), ..., Fa(xa)

Al contrario, se definiamo Fi(x;), F2(xz) ... Fa(xa) come le distribuzioni marginali e
C una copula, allora la funzione H ¢ una distribuzione congiunta avente come
marginali F;(x;), F2(x2) ... Fa(xa) (L1, 1999).

Il Teorema di Sklar dimostra che per costruire una distribuzione multivariata ¢
necessario definire innanzitutto le distribuzioni marginali di ciascuna variabile
casuale. A partire da queste, si pud determinare la copula corrispondente. Dal
teorema si puo inoltre derivare l'esistenza di una corrispondenza biunivoca tra le
copule e le funzioni di ripartizione.

La copula, quindi, riesce ad individuare la dipendenza tra le variabili aleatorie che
ha come argomento. Dunque per costruire la distribuzione multivariata basta
selezionare la copula che meglio rappresenta la struttura di dipendenza tra le
variabili, avendo tuttavia specificato prima le distribuzioni marginali.

Vi sono diverse tipologie di copule, le piu famose sono le copule ellittiche, tra cui si
puo individuare la Copula Gaussiana.

La Copula Gaussiana presenta come funzione di distribuzione congiunta una
distribuzione normale, ma come requisito necessario vuole che le distribuzioni
marginali siano delle normali standard, caratterizzate dunque da media nulla e
varianza uguale a 1.

La Copula Gaussiana puo essere espressa come (Luini & Ricotta, 2023):

Clw,v) = ¢p (67" (W), ¢~ (V)

Dove:
¢ p: rappresenta la funzione di ripartizione della v.a. Normale bidimensionale N(0,P)
¢: la funzione di ripartizione della v.a. Normale standard unidimensionale, N (0,1)

¢~1: & I’inversa della funzione di ripartizione ¢
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Figura 17: Curve di livello di una Copula Gaussiana con p=0,6

Come precedentemente accennato, la Copula Gaussiana acquisisce molta notorieta
nell’ambiente finanziario intorno agli anni 2000 grazie all’articolo “On Default
Correlation: A Copula Function Approach” di David X. Li, analista quantitativo e
attuario di origini cinesi.

Li, attraverso il suo articolo, ipotizzd un nuovo metodo per stimare la correlazione
di default senza considerare i dati storici di default; stimare tale valore, infatti, €
sempre stato un compito molto arduo proprio perché i dati storici su cui basare le

analisi sono molto rari.

L’approccio di Li consistette invece nell’usare la formula della Copula Gaussiana
per stimare le correlazioni tra eventi economici, ovvero la distribuzione di probabilita
congiunta di due eventi. Questo metodo fu applicato in finanza per stimare il prezzo
dei CDO, acronimo di Collateralized Debt Obligation, strumenti finanziari “il cui
rimborso non si basa sulle prospettive di reddito o sulla liquidazione di cespiti della
societa emittente, ma esclusivamente su un insieme di asset sottostanti” (Treccani,

CDO, 2024).
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Per comprendere meglio la difficolta della stima della correlazione si riporta parte
dell’articolo “Recipe for Disaster: The Formula That Killed Wall Street” pubblicato
sulla rivista Wired: “Prendiamo in considerazione qualcosa di semplice, come una
bambina in una scuola elementare: chiamiamola Alice. La probabilita che i suoi
genitori divorzino quest'anno ¢ di circa il 5 percento, il rischio che prenda i pidocchi
¢ di circa il 5 percento, la probabilita che veda un insegnante scivolare su una buccia
di banana ¢ di circa il 5 percento e la probabilita che vinca il concorso di ortografia
della classe ¢ di circa il 5 percento. Se gli investitori facessero trading di titoli in base
alle probabilita che quelle cose accadano solo ad Alice, verrebbero tutti scambiati
piu 0 meno allo stesso prezzo. Ma succede qualcosa di importante quando iniziamo
a guardare due bambini anziché uno, non solo Alice ma anche la ragazza accanto a
cui siede, Britney. Se 1 genitori di Britney divorziano, quali sono le probabilita che
anche 1 genitori di Alice divorzino? Ancora circa il 5 percento: la correlazione ¢
vicina allo zero. Ma se Britney prende i pidocchi, la probabilita che Alice prenda i
pidocchi € molto piu alta, circa il 50 percento, il che significa che la correlazione ¢
probabilmente nell'intervallo dello 0,5. Se Britney vede un insegnante scivolare su
una buccia di banana, qual ¢ la probabilita che lo veda anche Alice? Molto alta, dal
momento che sono sedute una accanto all'altra: potrebbe arrivare fino al 95 percento,
il che significa che la correlazione ¢ vicina a 1. E se Britney vince la gara di spelling
della classe, la probabilita che vinca Alice ¢ zero, il che significa che la correlazione
¢ negativa: -1.

Se gli investitori negoziassero titoli basandosi sulla probabilita che queste cose
accadano sia ad Alice che a Britney, i prezzi sarebbero molto variabili, perché le
correlazioni variano molto.

Ma questa ¢ una scienza molto inesatta. Misurare solo quelle probabilita iniziali del
5 percento implica raccogliere molti punti dati disparati e sottoporli a ogni genere di
analisi statistica e di errore. Cercare di valutare le probabilita condizionali, ovvero la
possibilita che Alice prenda i pidocchi se Britney li prende, € un ordine di grandezza
piu difficile, poiché quei punti dati sono molto piu rari. Come risultato della scarsita
di dati storici, € probabile che gli errori siano molto maggiori” (WIRED F. Salmon,
2009).

Il punto di svolta promosso da Li nel suo articolo consiste nell’utilizzare come dati
da inserire nella formula della Copula Gaussiana, al posto dei dati storici (che come
appena detto molto rari e difficili da trovare), i prezzi di mercato dei Credit Default
Swap (CDS).

I CDS sono dei derivati finanziari creati per gestire il rischio di credito, offrono la
possibilita di coprirsi dall'eventuale insolvenza di un debitore a patto di un
pagamento di un premio periodico. In altre parole 1 CDS sono dei contratti attraverso
cui 1 possessori di un credito pagano una somma fissa periodica (proporzionale al
rischio e alla probabilita di insolvenza del proprio debitore) ad un soggetto terzo che
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in cambio si assume il rischio di insolvenza nel caso in cui il debitore vada in default
e non riesca a ripagare il credito.

Secondo Li, dunque, gli storici dei prezzi dei CDS possono essere dei validi sostituti
ai dati storici dei default. Da qui si possono gia notare due grandi limiti della teoria
di Li: il primo consiste nell’ipotizzare che i Credit Default Swap siano prezzati
correttamente (ipotesi difficile da rispettare, in quanto se il problema di stimare la
correlazione tra due eventi ¢ presente nella stima del prezzo dei CDO, sara presente
anche nella stima dei prezzi dei CDS), il secondo consiste invece nella scarsita dei
dati storici disponibili per i prezzi dei CDS (questi ultimi infatti nel 2000 erano
strumenti nati da meno di un decennio).

Un altro importante limite della teoria di Li era il fatto che i dati storici di
correlazione non sono sufficienti per prevedere il futuro. Negli anni 90’ infatti i
prezzi delle case sono saliti alle stelle e i tassi di default erano considerati bassi, ma
questa aspettativa non poteva essere considerata una costante per il futuro.

Inizialmente, grazie all’enorme successo che ebbe il metodo proposto da Li nella
valutazione del prezzo dei CDO, Li fu definito dal Financial Times "l'attuario piu
influente al mondo". Dopo la crisi del 2008 invece, cosi come citato dal paper di
Molins e Vives, il metodo di Li fu rinominato "ricetta per il disastro". Alcuni suoi
colleghi ed esperti del settore, tuttavia, non diedero la colpa alla formula
dell’attuario, ma a coloro che non hanno compreso appieno la sua ricerca e I'hanno
applicata male.

Secondo Nassim Nicholas Taleb, dottore in matematica ed esperto di teoria della
probabilita: "La gente si ¢ entusiasmata molto per la Copula Gaussiana a causa della
sua eleganza matematica, ma la cosa non ha mai funzionato. La co-associazione tra
titoli non € misurabile usando la correlazione "; ovvero, "tutto ciod che si basa sulla
correlazione ¢ ciarlataneria”. Inoltre Paul Wilmott, ricercatore inglese, consulente e
docente di finanza quantitativa, scrisse che "le correlazioni tra grandezze finanziarie
sono notoriamente instabili". Egli sosteneva infatti che nessuna teoria avrebbe
dovuto essere costruita su parametri tanto imprevedibili.
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3. Effetto contagio

Come descritto nel precedente capitolo e affermato nel paper “Model risk on credit
risk” (Molins & Vives, 2016), i modelli standard di portafoglio di credito non sono
stati in grado di modellare 1 rischi nei portafogli di credito quando sono scoppiate le
bolle dei mutui subprime statunitensi. Questo perché i1 modelli tradizionali di
portafoglio non prevedono I’effetto contagio.

Secondo Molins e Vives ¢ opinione diffusa che un modello di portafoglio di credito
debba introdurre I’effetto contagio, ovvero avere al proprio interno un meccanismo
che tenga conto della correlazione che sussiste fra i default dei singoli crediti. I
modelli standard attuali, invece, prevedono al massimo solo delle correlazioni tra
“probabilita di default” e “stato dell’economia”, ovvero tra default e fattori
macroeconomici, oppure, come nel caso della Copula Gaussiana, prevedono
un’analisi della correlazione di default, che risulta tuttavia errata come spiegato nel
paragrafo 2.5. Nel caso di legame fra “probabilita di default” e “stato dell’economia”,
si trova dunque una relazione fra ciclo economico e la sopracitata PD: se il periodo
economico ¢ florido allora la probabilita di default ¢ bassa, al contrario se si sta
vivendo un periodo economico difficile la probabilita di default cresce. Tuttavia,
queste correlazioni tendono ad essere basse rispetto all'evidenza empirica, portando
dunque ad una sostanziale inefficacia del modello. In riferimento alla figura 18, si
puo notare I’andamento nel tempo del valore g, ovvero I’indice di crescita reale di
un Paese (PIL effettivo). Dalla figura emerge che g ¢ basso nei periodi di recessione,
aumenta poi in occasione della ripresa economica fino a raggiungere il suo massimo
nei periodi di espansione per poi abbassarsi nuovamente durante le crisi. Nella figura
¢ inoltre presente anche il concetto di g*, ovvero il PIL potenziale (o PIL di piena
occupazione).

g
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Figura 18: Ciclo economico in funzione di crescita e tempo

A livello statistico il problema dell’assenza di effetto contagio nei modelli di
portafogli di credito ¢ il seguente: come gia precedentemente detto, un modello di
portafoglio creditizio € un costrutto teorico che fornisce come output la distribuzione
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di probabilita per le perdite di un dato portafoglio di crediti. Analizzando il grafico
generale della curva di distribuzione di probabilita si pud dunque osservare la
probabilita associata a ciascuna possibile perdita. Nel caso di assenza di effetto
contagio, ovvero tenendo conto solo della dipendenza fra PD e variabili
macroeconomiche, le correlazioni di default che vengono previste tendono ad essere
basse rispetto all'evidenza empirica e la corrispondente distribuzione di probabilita
delle perdite mostra "code sottili", ovvero assenza di doppio picco.

Nel caso in cui invece si tenga conto dell’effetto contagio, la distribuzione di
probabilita che viene originata ¢ a “doppio picco”, ovvero presenta un primo picco
nella regione caratterizzata da perdite basse, vicino al picco di una distribuzione
binomiale equivalente ¢ un secondo picco situato nella regione corrispondente a
perdite piu elevate, cio a causa dell’effetto valanga dovuto al contagio, che propaga
I’insolvenza fra i crediti.

Questa rappresentazione di distribuzione di probabilita di un portafoglio ¢
maggiormente vicina alla realta come approfondito nel paragrafo 4.2.

Come si puo notare dal grafico in Figura 19 ottenuto tramite elaborazione SAS (si
faccia riferimento al codice presentato in Appendice B e disponibile sul Disco
condiviso presente sul Portale della Didattica del Politecnico di Torino), maggiore ¢
la correlazione di default fra i crediti (p), maggiori sono le perdite associate al
secondo picco, il quale si sposta progressivamente verso destra. Inoltre, maggiore €
la correlazione di default, minori saranno le perdite al primo picco: si puod infatti
notare sul grafico che il primo picco all’aumentare di p si sposta verso sinistra,
OVVEero verso una regione caratterizzata da perdite inferiori.

Distribuzione di Probabilita N=100 PD=0.2
010

0.06

0.04

Loss probability

Figura 19: Distribuzione di probabilita per un portafoglio con N=100 e PD=0,2 tenendo conto dell'effetto contagio
pervaloridicorrelazione p crescenti

Per una maggiore chiarezza ¢ bene sottolineare che nel presente elaborato i grafici
delle distribuzioni delle perdite di portafoglio ottenuti dalle elaborazioni SAS sono
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distribuzioni discrete, tuttavia, per avere un’idea della forma della distribuzione e per
facilitarne la comprensione, i punti della curva sono stati interpolati, ottenendo un
grafico continuo. Tale procedimento ¢ stato svolto solamente per finalita grafiche e
le probabilita ottenute fra valori intermedi non hanno dunque significato.

Dopo aver analizzato il significato di contagio dal punto di vista statistico ci si pud
domandare: dal punto di vista teorico, qual ¢ la definizione puntuale di “effetto
contagio”?

Citando il lavoro svolto da Marcello Pericoli e Massimo Sbracia “A Primer on
Financial Contagion” per Banca D’ltalia, si puo asserire che “in letteratura vi € una
notevole quantita di ambiguita riguardo alla precisa definizione di contagio e su come
dovremmo misurarlo: non esiste alcuna definizione teorica o empirica su cui gli
autori concordano”. Anche il gia citato attuario David X. Li, nel suo articolo “On
Default Correlation: A Copula Function Approach”, afferma che “Per quanto possa
sembrare sorprendente, la correlazione di default non ¢ stata ben definita e compresa
in finanza”.

Il vocabolario Treccani riconosce il contagio finanziario come una “situazione nella
quale uno shock che inizialmente riguarda una sola entita economica (istituzione
finanziaria o variabile economica o settore o Paese), si propaga rapidamente e in
modo incontrollabile ad altre istituzioni, settori e paesi, generando una condizione di
crisi generalizzata”. La definizione prosegue poi mettendo in luce il fatto che il
contagio colpisce settori e Paesi che prima dello shock sembravano in piena stabilita
economica e che quest’ultimo ¢ favorito dall’integrazione economica e dal grande
incremento degli scambi commerciali e delle transazioni finanziarie caratteristico
della globalizzazione.

Altre definizioni proposte sono: (Pericoli & Sbracia, 2001)

1. Contagion occurs when volatility spills over from the crisis country to the
financial markets of the other countries

Ovvero il contagio si verifica quando la volatilita si propaga dal Paese in crisi,
fino ai mercati finanziari degli altri Paesi.

Tale definizione lega il concetto di contagio al concetto di volatilita e sottolinea
I’importanza dell'aumento della volatilita dei prezzi degli asset come segnale di
crisi economica e incertezza del mercato. Propone inoltre come misura del
contagio le variazioni di volatilita da un mercato all'altro.

Tuttavia, il limite di questa definizione ¢ scandito dal fatto che I’aumento della
volatilita in mercati diversi potrebbe essere dovuto semplicemente alla normale
interdipendenza tra questi mercati.
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2. Contagion is a significant increase in co-movements of prices and quantities
across markets, conditional on a crisis occurring in one market or group of
markets.

Ovvero il contagio ¢ un aumento significativo dei co-movimenti di prezzi e
quantita tra i mercati, subordinato al verificarsi di una crisi in un mercato o in
un gruppo di mercati.

Questa definizione ¢ molto simile alla precedente, ma mette in luce un
importante aspetto, ovvero il fatto che la volatilita come sintomo di contagio,
per essere definita tale, deve essere “significativa”, ovvero elevata rispetto ad
un certo standard cosi da distinguersi dalle normali fluttuazioni di mercato.

Secondo la letteratura economica il contagio puo presentarsi in due diverse forme:

Contagio finanziario puro: avviene quando uno shock di mercato si trasmette
direttamente ad altri Paesi o attori economici, dando vita ad una grave crisi
finanziaria. Un importante esempio ¢ la crisi globale del 2008, generata dal crollo
dei mutui subprime negli Stati Uniti.

Contagio finanziario indotto: si verifica quando la crisi si diffonde anche a mercati
che non sono direttamente collegati a quello d'origine. Un esempio storico di tale
tipologia di contagio ¢ la crisi del debito sovrano nell’Area Euro del 2010, che in
parte ha avuto origine dalla crisi finanziaria del 2008. In quel periodo, infatti, per
scongiurare gli effetti della recessione, molti Paesi europei avevano aumentato il
proprio debito pubblico, generando tuttavia timori di default per Paesi fortemente
indebitati come Grecia, Portogallo e Italia. Da cid si evince che le due crisi si sono
rivelate collegate nonostante non ci fosse un collegamento diretto tra loro.

Riguardo questa tematica, sia in caso di contagio puro che indotto, secondo I’EBA
(European Banking Authority), “le esposizioni colpite da contagio andrebbero
rivalutate dalla Banca alla luce di una possibile indicazione di probabile
inadempimento” (AIFIRIM - Associazione Italiana Financial Industry Risk
Managers, 2020): nel caso in cui i singoli debitori siano in stato di default, anche la
loro obbligazione creditizia dovrebbe essere automaticamente considerata in stato di
default. Se invece non avviene alcun contagio diretto, le esposizioni devono
comunque essere rivalutate.

Piu nel dettaglio ’EBA ha fissato tre possibili scenari con i relativi criteri da
rispettare per regolare gli effetti di propagazione del default nei casi di legami tra
impresa e soci/amministratori: “

e se gli amministratori/soci sono pienamente responsabili delle obbligazioni sociali
(societa di persone), lo stato di default dell’impresa si dovrebbe tramandare a tali
soggetti;
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e se gli amministratori/soci non sono pienamente responsabili delle obbligazioni
sociali (societa di capitale), non si verifica alcun trascinamento automatico (fatta
salva I’opportunita di una valutazione caso per caso);

e nel caso di ditta individuale, un default sulle esposizioni legate all’attivita
commerciale dovrebbe determinare il default del titolare e viceversa.” (AIFIRIM -
Associazione Italiana Financial Industry Risk Managers, 2020)

A causa di tale norma che tiene conto dell’effetto contagio ¢ probabile che avverra
un sostanziale aumento dei default tra i crediti. Le domanda che sorge spontanea a
questo punto ¢: come le banche affronteranno cio? La risposta non € univoca, in
quanto dipende da quanto le attuali politiche di classificazione dei crediti interne alle
banche considerino gia I’effetto contagio.

Come precedentemente citato, nel corso della Storia sono state molte le crisi diffuse
a causa di effetti contagio, tra le piu importanti vi sono:

o crisi del 1997 del Sud-Est asiatico: Iniziata in Thailandia a causa della
svalutazione della moneta locale, evento che portd all’impossibilita delle
banche thailandesi di rimborsare i1 prestiti in valuta straniera. A causa di tale
avvenimento gli investitori iniziarono a ritirare i propri fondi dalla Thailandia
e dai Paesi limitrofi come Corea del Sud e Indonesia temendo un simile
epilogo. La crisi nel Sud-Est asiatico genero inoltre un forte calo del prezzo
del petrolio che porto la Russia ad una situazione di crisi e al collasso di un
importante fondo speculativo statunitense, il LTCM che causo una situazione
di instabilita nel Paese. Dagli Stati Uniti, la crisi si diffuse poi anche nel Sud
America.

e crisi globale del 2008: Crisi iniziata negli Stati Uniti a causa dello scoppio
della bolla immobiliare. E stata la crisi pit grave degli ultimi decenni in
quanto, essendo gli USA legati commercialmente a moltissimi altri Stati,
I’effetto contagio ¢ stato molto profondo ed ha intaccato il mondo intero.

Come si evince in parte dalle precedenti definizioni e dai casi studio appena
nominati, un altro aspetto interessante del contagio risiede nelle cause che sono alla
base del fenomeno. Esse sono molteplici e possono essere legate alle interdipendenze
finanziarie e/o commerciali fra i mercati, ma possono anche essere dovute a fattori
comportamentali o irrazionali, come ad esempio aspettative degli investitori o panico
finanziario. Aspetti che non devono essere trascurati tra le cause del contagio sono
infatti I’aspetto informativo (ovvero le notizie e i dati che vengono scambiati sui
mercati) e quello psicologico (che riguarda le sensazioni degli investitori che
vengono influenzati dai fatti accaduti, dalle opinioni che circolano e che potrebbero
essere indotti a compiere azioni affrettate piuttosto che sconvenienti per s¢ stessi).
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Anche i mercati e gli intermediari finanziari svolgono un importante ruolo nella
propagazione delle crisi economiche: infatti puo accadere che uno shock economico
in un certo Paese generi un cambiamento nelle strategie di portafoglio di investitori
e banche. Tale cambiamento di strategia, se capace di influenzare il prezzo di alcuni
beni o asset sul mercato mondiale, pud propagarsi anche in altre nazioni.

La trasmissione delle crisi in altri Paesi € inoltre influenzata dalle decisioni politiche
nazionali e internazionali: le politiche messe in atto dai singoli Stati possono
inasprire o mitigare il contagio sia nel proprio territorio sia in ambito internazionale.

Come affermato nell’articolo “Model risk on credit risk” degli studiosi Molins e
Vives, il contagio pud anche essere inteso come I’insieme dei legami diretti tra
crediti, che puo essere concretamente visualizzato nel rapporto banca-creditore. Oltre
a cio, il contagio ¢ anche inserito fra i tre elementi che contribuiscono alla
clusterizzazione dei crediti insieme a fragilita e fattori macroeconomici. La fragilita
¢ un concetto complesso da spiegare, che viene considerato strettamente legato al
contagio. Con il termine fragilita si intende il cosiddetto effetto Enron: Enron era una
famosa multinazionale americana, conosciuta in quanto fautrice di una delle piu
grandi truffe legate ai falsi in bilancio di sempre. Dopo la scoperta delle incongruenze
nei libri contabili, la probabilita di default della societa aumentd in maniera
esponenziale. L’effetto Enron, ovvero la fragilita, consiste tuttavia nella catena di
sospetti che nacquero dopo questo avvenimento: “gli analisti cominciarono a
chiedersi se anche altre aziende, in altre regioni geografiche e in altri settori
economici, probabilmente del tutto estranee alla Enron, avessero falsificato i loro
conti. Di conseguenza, una volta che il corrispondente fattore nascosto ¢ stato
rivelato al mercato, le probabilita di default di molte diverse aziende all’interno della
rete creditizia sono balzate verso ’alto. Il risultato netto dell'effetto Enron ¢ stato che
le probabilita di default di una moltitudine di nodi della rete creditizia sono
aumentate improvvisamente. Il motivo non ¢ stato il contagio diretto, ma la
rivelazione al mercato di nuove informazioni fino ad allora nascoste” (Molins &
Vives, 2016).

Dopo aver introdotto 1’effetto contagio si procede nel prossimo capitolo ad analizzare
il modello di Ising, il quale considera il contagio come elemento essenziale per
I’analisi del rischio di credito.
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4. Modello Jungle

Il modello Jungle ¢ il fulcro dell’articolo “Model risk on credit risk” di J. Molins and
E. Vives (Molins & Vives, 2016). Come ricordato nell’articolo precedentemente
citato il modello Jungle ¢ conosciuto in letteratura con il nome di “Ising”. Come
specificato dai due autori, il modello ¢ cosi denominato a causa della sua natura
“disordinata” che rappresenta la complessa rete di dipendenze fra le componenti di
un portafoglio.

Figura 20: Rappresentazione di un Jungle model generale (Molins & Vives, 2016)

Maggiormente ordinate sono invece le rappresentazioni grafiche di due particolari
casi derivati dal modello Jungle: il modello Dandelion e il modello Diamond. 11
primo fornisce un esempio dei legami tra una banca e i suoi creditori, in quanto
presenta una struttura caratterizzata da un solo nodo centrale collegato a N nodi, 1
quali non sono collegati fra di loro; il secondo presenta una situazione diversa, poiché
oltre al nodo centrale collegato a N nodi, vi sono anche tutti i collegamenti fra gli N
nodi. Rappresenta quindi un legame di tipo banca-fornitori che interagiscono fra di
loro.

Figura 21: Modello Dandelion (SX) e modello Diamond (DX)

Come sopra riportato, il modello Jungle nella letteratura classica € conosciuto come
modello di Ising, derivato direttamente dalla meccanica statistica.
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La meccanica statistica analizza sistemi complessi con un gran numero di
componenti ed alcuni suoi elementi sono stati utilizzati anche in altre branche
scientifiche, come ad esempio nella meccanica celeste per studiare I’evoluzione delle
galassie e nelle scienze sociali per comprendere il comportamento delle folle. Come

suggerito ad inizio capitolo, la meccanica statistica ¢ stata utilizzata anche per
applicazioni economiche insieme a concetti estrapolati dalla teoria del caos.

Dalla combinazione di tali elementi ¢ nata I’econofisica, una disciplina che utilizza
metodi matematici, spesso non lineari, per creare modelli macroeconomici.

L’approccio generale per applicare la meccanica statistica a modelli reali consiste
nell’individuare, all’interno di un sistema, variabili analoghe alle grandezze
termodinamiche; analizzando il comportamento di queste variabili nel tempo, ¢
possibile fare previsioni generali sull’evoluzione dell’intero sistema.

“Il termine econofisica designa un ambito di ricerca interdisciplinare, caratterizzato
dall’applicazione di tecniche e metodi in origine sviluppati nel campo della fisica a
problemi propri dell’economia, e che in genere includono aspetti probabilistici e
statistici.” (Albi, 2018)

Gia negli anni ’60, Benoit Mandelbrot mise in discussione la semplicita delle ipotesi
dell’economia classica, proponendo 1’uso dei frattali per descrivere fenomeni
economici complessi, dando origine alla cosiddetta "finanza frattale". Negli anni *70
e ’80, tuttavia, questo approccio fu accantonato a favore delle teorie finanziarie di
Markowitz, Sharpe, Bachelier, Black, Scholes e Merton.

Negli anni *90, invece, 1’econofisica torno di nuovo in auge grazie ad alcuni fisici
specializzati in meccanica statistica che iniziarono a occuparsi dei complessi
problemi economici, soprattutto in ambito finanziario, applicando strumenti e
concetti derivati dalla fisica.

Esempi di modelli e strumenti dell’econofisica includono “I’utilizzo della geometria
frattale per spiegare le fluttuazioni dei mercati finanziari, 1’applicazione di modelli
originariamente sviluppati per studiare arresti cardiaci o prevedere terremoti per
analizzare i crolli del mercato azionario, e il modello di Ising” (Albi, 2018).

Ecco dunque spiegato il collegamento fra economia e meccanica statistica.

Come scritto da Gianni Degasperi e Luca Erzegovesi nel paper “I mercati finanziari
come sistemi complessi: il modello di Vaga” (Degasperi & Erzegovesi, 1999), nel
corso degli ultimi tre decenni si € enormemente sviluppato 1’interesse per la dinamica
evolutiva dei sistemi non solo nel campo della fisica, ma anche in settori come
economia, medicina ecc. I modelli e le teorie economiche tradizionali in particolare
sono state sottoposte a specifici test per valutarne la bonta. Spesso i risultati sono
stati fallimentari e 1 modelli preesistenti si sono rivelati “incapaci di cogliere
adeguatamente le dinamiche comportamentali dei sistemi, e dall’altro di esplicitare
I’insieme di quei nuovi principi che offrirebbero una giustificazione di tale
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inadeguatezza, costituendo le fondamenta per la costruzione di una nuova teoria
interdisciplinare: la Scienza della Complessita. Da una visione meccanicistica e
lineare (ispirata ai principi newtoniani), dove I’intero ¢ sempre uguale alla somma
delle parti, si € cosi passati ad una concezione non lineare, complessa, in cui la
visione lineare rappresenta soltanto uno dei molteplici stati in cui puo transitare un
sistema (...). La chiave per comprendere questo ¢ rappresentata dal grado di
interazione tra i molteplici elementi, o agenti, che costituiscono il sistema.”

Un punto fondamentale per Degrasperi ed Erzegovesi ¢ la possibilita di rappresentare
1 mercati finanziari come sistemi dinamici complessi che evolvono tra diversi stati,
caratterizzati da distinte configurazioni di rendimento e rischio, ed € proprio questo
che il modello Jungle si impegna a fare.

Il modello Jungle ¢ infatti in grado di modellizzare il contagio del credito, cosa che
i modelli standard di portafoglio creditizio non sono stati in grado di effettuare, e di
generare endogenamente transizioni di quasi-fase, ovvero esempi di crisi creditizie
sistemiche che avvengono all’improvviso senza un apparente motivo scatenante.
Tale fenomeno di evoluzione tra diversi stati non ¢ in grado di essere rappresentato
da una Copula Gaussiana.

Come definito da Molins e Vives il modello Jungle puo:

1. Modellare il contagio tra 1 vari creditori/crediti
2. Generare distribuzioni di probabilita a doppio picco per le perdite su crediti

3. Mostrare come gli eventi sistemici del credito possano verificarsi
improvvisamente e inaspettatamente.

Iniziando I’analisi dal primo punto dell’elenco sopra citato, si puo affermare che, in
base al principio di MaxEnt (Massima Entropia), la distribuzione migliore per
rappresentare la distribuzione di probabilita delle perdite di portafoglio sia il modello
Jungle. Questo poiché il modello ¢ 1’unico capace di considerare 1’effetto valanga
dovuto alla correlazione di default presente fra i vari crediti.

Per quanto riguarda il secondo punto, I’effetto valanga produce la tipica distribuzione
a doppio picco che si puo notare nella distribuzione di probabilita della perdita di un
portafoglio generata dal modello Dandelion. Il modello Dandelion presuppone che
un elemento centrale del portafoglio di credito sia connesso attraverso il contagio
con il resto dei nodi del portafoglio e che nessun'altra coppia di nodi sia connessa
(Molins & Vives, 2016). Intuitivamente, il modello Dandelion imita la relazione tra
una banca e 1 suoi mutuatari o anche tra una banca centrale e il resto dell'economia e
sara approfondito nel corso dei seguenti paragrafi.

Per quanto riguarda il terzo punto ¢ importante sottolineare come il modello Jungle
sia in grado di rappresentare il fatto che un portafoglio creditizio possa
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accidentalmente raggiungere un "punto di transizione di quasi fase”, situazione che
puo portare improvvisi ed eventualmente drastici cambiamenti nel comportamento
generale del sistema. Come approfondiremo durante la trattazione del modello
Diamond, in quanto il piu rappresentativo per questo tipo di fenomeno, quando un
sistema attraversa un punto di transizione di fase si verifica un evento tale per cui
una lieve modifica dei dati empirici ¢ sufficiente affinché il sistema attraversi dei
cambiamenti significativi, nel caso in esame, legati alla distribuzione di probabilita
delle perdite del portafoglio. E fondamentale, dunque, che un modello predittivo del
comportamento delle perdite di un portafoglio sia in grado di considerare tale aspetto
per non trovarsi impreparati nel caso si giunga ad un punto di transizione di quasi
fase (come avvenuto nella crisi del 2008). Il modello Diamond mettera in luce come
le distribuzioni di probabilita delle perdite di un portafoglio cambino drasticamente
all’aumentare della correlazione di default superato un certo valore chiave, ed ¢
inoltre opportuno sottolineare che il modello esplicita il fatto che non ¢ vero che una
crisi sistemica deriva sempre da una singola e forte causa scatenante, ma, come
precedentemente detto, puo essere sufficiente un piccolo cambiamento.

Il modello Jungle si presenta come soluzione di alto valore in quanto per le autorita
di regolamentazione macroprudenziale ¢ fondamentale poter contare su un modello
di credit portfolio loss ben strutturato ed attendibile, per poter gestire in maniera
opportuna i rischi sistemici e il fabbisogno di capitale necessario alle banche nel caso
questi ultimi dovessero verificarsi.

4.1 Introduzione all’Entropia

“Il modello Jungle ¢ la distribuzione di probabilita ottimale per la modellizzazione
delle perdite in un portafoglio di credito generale, in base a due ipotesi:

(1) Il principio della Massima Entropia (principio di MaxEnt)

(1))  Tutte le informazioni empiriche di un dato portafoglio di crediti possono
essere riassunte come: probabilita di insolvenza e correlazioni di default
dei suoi componenti.” (Molins & Vives, 2016)

Prima di procedere con ulteriori trattazioni relative al modello Jungle, si presenta
brevemente il principio di MaxEnt e il concetto di entropia in economia.

Il concetto di Entropia viene formulato per la prima volta nel “Trattato sulla teoria
meccanica del calore” pubblicato da Rudolf Clausius nel 1864. Il trattato studiava
I’entropia dal punto di vista termodinamico ma tale nozione venne rapidamente
ridefinita ed esplorata anche in molti altri contesti, come ad esempio nell’ambito
della meccanica statistica, in teoria dell’informazione e in economia dinamica.
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“I propose to name the quantity S the entropy of the system, after the Greek word
[tpotty], the transformation. I have deliberately chosen the word entropy to be as
similar as possible to the word energy: the two quantities to be named by these words
are so closely related in physical significance that a certain similarity in their names
appears to be appropriate” (Clausius, 1864)

In termodinamica classica, I’entropia ¢ una funzione di stato (S) che quantifica

“I’indisponibilita” di un sistema a produrre lavoro. E definita come AS = Q/T dove
Q ¢ la quantita di calore assorbito o ceduto in maniera reversibile e T ¢ la temperatura.
Si puo sostenere che quando un sistema passa da uno stato di equilibrio ordinato a
uno disordinato la sua entropia aumenta; questo fatto fornisce l'indicazione sulla
direzione in cui evolve spontaneamente un sistema, ovvero l’evoluzione di un
sistema avviene sempre nella direzione dell’entropia crescente.

In meccanica statistica l'entropia ¢ una grandezza che viene interpretata come una
misura del disordine presente in un sistema fisico (si veda Figura 22).

—
Q
~
—
O
~
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O
~

Figura 22: Rappresentazione del grado di disordine di un sistema: sistema ordinato (a), con basso grado di
disordine (b) e disordinato (c)

In tale settore I’entropia viene studiata per ottenere informazioni macroscopiche a
partire da configurazioni microscopiche. Intuitivamente si definisce che ad una certa
condizione macroscopica di equilibrio del sistema (macrostato) corrispondano
diverse configurazioni microscopiche (stati dinamici o microstati). Lo stato
macroscopico di un sistema appare dunque descrivibile dalla distribuzione di una
serie di microstati.

L'entropia assume un nuovo significato grazie alla formula di Bolzmann, che ha
definito I’entropia come la misura del numero di microstati possibili di un sistema,
date le sue proprieta termodinamiche macroscopiche. Bolzmann sottolined come ad
uno stesso macrostato puo corrispondere un alto numero di microstati.
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L’entropia di Boltzmann ¢ rappresentata dalla seguente formula:
S = kB ln 0}

dove Q ¢ il numero di microstati che corrispondono ad un macrostato.

Dopo queste prime definizioni formali, I’entropia ¢ stata esplorata anche in altri
campi della scienza tra cui “teoria dell’informazione”.

g3

'y greatest concern was what to call it. I thought of calling it ‘information’, but
the word was overly used, so I decided to call it ‘uncertainty’. When I discussed it
with John von Neumann, he had a better idea. Von Neumann told me, ‘You should
call it entropy, for two reasons. In the first place your uncertainty function has been
used in statistical mechanics under that name, so it already has a name. In the second
place, and more important, nobody knows what entropy really is, so in a debate you
will always have the advantage.” (Shannon, 1948)

Nel 1948 Claude Shannon introdusse nell’articolo “A mathematical theory of
communication” il concetto di entropia dell’informazione, dimostrando come fosse
possibile quantificare 1’informazione contenuta in un messaggio emesso da una
sorgente. Nella teoria dell'informazione I'entropia misura dunque la quantita di
incertezza o informazione presente in un segnale aleatorio, e pud essere interpretata
anche come la minima complessita descrittiva di una variabile aleatoria.

La formula dell’entropia introdotta da Shannon ¢ la seguente (Battiato, 1995):

N
HO0 = =k ) p(x) logp(xy)
i=1

dove k ¢ una costante positiva solitamente pari a 1.

Anche in campo economico trova posto il concetto di entropia, denominata entropia
economica. La branca che studia tale concetto ¢ chiamata economia dinamica.
L’entropia economica per quanto riguarda l’interpretazione ¢ molto simile al
concetto di entropia di Bolzmann, che misura in scala logaritmica il numero
di microstati che danno luogo a una stessa configurazione macro, cio¢, identifica il
suo grado di disordine. Essa misura anche la probabilita di raggiungere una certa
configurazione macroeconomica, in particolare dimostra che: piu microstati
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compongono un macrostato, maggiore ¢ la probabilita che quella configurazione si
realizzi. L'entropia economica ha una struttura analoga anche a quella dell'entropia
dell'informazione di Shannon e rappresenta dunque l’informazione richiesta dal
sistema economico. Si evince quindi che piu disordinata ¢ una configurazione
macroeconomica, maggiore ¢ l'informazione richiesta per analizzarla e piu ¢
probabile che essa si verifichi. Poiché le configurazioni piu probabili sono anche
quelle con un'entropia maggiore ne deriva che l'entropia economica tende a
massimizzarsi. Questo processo, tuttavia, non avviene istantaneamente; ¢ necessario
del tempo affinché I'informazione si distribuisca. Inoltre, se un sistema subisce una
perturbazione a causa di uno shock esogeno persistente, come un disequilibrio

commerciale, l'entropia non raggiunge il massimo immediatamente, ma con un
ritardo progressivo.

4.1.1. Elaborazioni SAS

Tramite il codice SAS presente in Appendice A si ¢ cercato di visualizzare

graficamente il punto di massima entropia individuato dalla formula (Molins &
Vives, 2016):

N
S@1, Pn) = — Z p; log(p;)
i=1

prendendo in considerazione rispettivamente prima due poi tre valori di probabilita.
Nel primo caso, ovvero quello caratterizzato da due valori, che pud essere
individuato ad esempio nel lancio di una moneta con due facce (Testa o Croce), ¢
stato ottenuto il seguente grafico.

ENTROPY
o

PO

Figura 23: Entropia su due possibili risultati
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Si puo notare come il punto con massima entropia si trovi in corrispondenza di p() =
0,5, cioe¢ nel punto in cui la probabilita di ottenere il risultato “Testa” ¢ paria 0,5 e
dunque la probabilita di ottenere il risultato “Croce” ¢ I-p =0, 5.

Questo risultato non deve sorprendere, infatti dal momento che 1’entropia
rappresenta la quantita di incertezza legata al valore di una variabile casuale o
all'esito di un processo aleatorio, se si considera ad esempio il lancio di una moneta
equilibrata, ovvero una moneta in cui testa e croce hanno la stessa probabilita di
accadimento, allora I'incertezza sul risultato ¢ massima. Questo scenario puo essere
descritto dalla distribuzione di Bernoulli, che ¢ una distribuzione di probabilita
discreta per una variabile casuale che assume il valore 1 con probabilita p e 0 con
probabilita /—p dove 0 <p <1.

L'entropia di una distribuzione di Bernoulli raggiunge il massimo quando la
probabilita che il risultato sia “Testa” ¢ uguale alla probabilita che il risultato sia
“Croce”, ovvero pT = 0,5 e pC = 0,5. Tale evento corrisponde alla situazione di
massima incertezza, in cui € piu difficile prevedere il risultato del lancio della moneta
poiché entrambe le probabilita sono uguali e dunque 1’esito non € scontato. Se invece
la moneta fosse truccata e avesse, ad esempio, p7 = 0,8 allora I'entropia di questa
situazione sarebbe inferiore rispetto al caso precedentemente descritto poiché
l'incertezza sul risultato si riduce: ragionevolmente ci si aspetta che il risultato sara
“Testa” per la maggior parte dei lanci.

Le stesse considerazioni possono essere enunciate per il caso con tre valori di
probabilita, che puo essere individuato ad esempio nel lancio di un dado con tre facce
(0, 1, 2) per il quale si ottiene il seguente grafico (Figura 24):
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Figura 24: Entropia su tre possibili risultati (0,1,2)
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Nel grafico ¢ rappresentata 1’entropia in funzione di p0 per diversi valori di p/, dove
p0 ¢ la probabilita di ottenere il risultato 0, p1 ¢ la probabilita di ottenere il risultato

1 ep2=1-p0-pl ¢ laprobabilita di ottenere il risultato 2. Il grafico individua il

punto di massima entropia nel valore di p0 = pl = p2 = %

Tale risultato ¢ intuibile poiché¢, seguendo il ragionamento appena descritto, questo
caso rappresenta la situazione in cui I’incertezza sul risultato € piu alta, in quanto sia
0 che 1 che 2 hanno la stessa probabilita di accadimento e dunque, ¢ piu difficile
prevedere il risultato.

Nel caso in cui si avesse invece un dado truccato con p0 = 0,1, p/ = 0,7 e p2=0,2 ci
si aspetta ragionevolmente che il risultato sia 1 la maggior parte dei lanci; quindi, in
questa situazione 1’incertezza legata all’esito ¢ minore.

Tale considerazione si estende nel caso di n risultati, in cui la massima entropia si

avra in corrispondenza di probabilita identica per gli n esiti e pari a .

Studiare I'entropia nel contesto della distribuzione di Bernoulli permette di
comprendere come quantificare 1'incertezza e il contenuto informativo in molteplici
ambiti. Questo approccio evidenzia il legame tra distribuzioni di probabilita e teoria
dell'informazione, sottolineando l'importanza universale dell'entropia come concetto
che collega discipline diverse, dalla termodinamica all’economia passando per la
statistica (FasterCapital, Entropia: l'entropia della scelta: comprendere Ia
distribuzione di Bernoulli, 2024).

4.1.2. Principio di Massima Entropia (MaxEnt)

Il principio di Massima Entropia ¢ stato sviluppato da E.T Jaynes nel 1957,
sfruttando il concetto di entropia derivato dalla teoria dell’informazione. Con il suo
principio Jaynes rivoluziono I’approccio fino a quel momento utilizzato per la
risoluzione di alcune problematiche legate all’inferenza statistica evidenziando come
fosse possibile determinare le distribuzioni di probabilitd di una configurazione
partendo da informazioni parziali.

Utilizzando dunque le informazioni a disposizione ed imponendo che Ia
distribuzione cercata massimizzi I’entropia di Shannon, secondo Jaynes si trova la
distribuzione di probabilita che descrive nel miglior modo possibile il caso in esame.

Il Principio della Massima Entropia (MaxEnt) viene utilizzato per ottenere la
definizione del seguente problema (Molins & Vives, 2016).

Dato uno spazio finito Q di stati, si ricerca una distribuzione di probabilita P in Q
che massimizza l'entropia e soddisfa i seguenti m vincoli con m < cardinalita (Q):
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D P@h = Fi

XEN

dove fi(x) e Fi sono rispettivamente una funzione definita su 2 e un numero
assegnato, k= 1,2, ..., m.

Inoltre, deve valere il vincolo:

ZP(x)= 1

La soluzione a tale problema ¢:

1 m
PO = o exp(—;m(x)) (1

dove Z ¢ la funzione di partizione, ricavata dalla seguente formula:

Z Oardgseesd) = ) exp(= )" Bfi))
i=1

xXEN

e A1, 4y, ..., A, si determinano risolvendo 1’insieme delle seguenti equazioni:

. 510g (Z (11;12' ;Am))
k= A,

dove k=12, ..., m.

Questo approccio non ¢ da considerarsi di difficile applicazione, in quanto spesso
capita che alcuni vincoli siano noti nonostante la distribuzione di probabilita di un
certo fenomeno sia sconosciuta. Ad esempio, come nel caso evidenziato nel
paragrafo 4.1.1, prendendo il caso di un lancio di un dado a sei facce e applicandovi
la formula [ 1 ] dove I'unico vincolo presente ¢ il fatto che la somma delle probabilita
per ciascuno stato (ciascuna delle sei facce del dado) ¢ pari a 1, allora il modello
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restituisce il fatto che la probabilita di accadimento per ciascuna delle facce del dado

L1 . . s . 1
¢ . Generalizzando nel caso di n facce, la probabilita restituita sara .

In altre parole, il principio MaxEnt si differenzia da altri modelli predittivi che fanno
delle assunzioni fittizie riguardo i1 dati necessari poiché si basa soltanto su dati
disponibili.

Come introdotto ad inizio capitolo 4, negli ultimi decenni i mercati sono stati
visualizzati sempre di pit come sistemi complessi e dunque analizzati con leggi e
teorie appartenenti alla “Scienza delle Complessita”; infatti quando si parla di
distribuzione di probabilita di una variabile casuale, di per sé sconosciuta e non
osservabile, si puo tentare di utilizzare la fisica per derivarla tramite I’aggregazione
di processi dinamici microscopici; tuttavia, tali metodi sono estremamente
complicati da attuare nelle scienze sociali. Per derivare una distribuzione di
probabilita non osservabile si pud ricorrere al seguente metodo, descritto dalla
citazione: “a mathematically well behaved probability distribution can be fully
described by its moments” (Molins & Vives, 2016). Molins e Vives affermano
dunque che nonostante 1I’impossibilita di osservare una distribuzione, essa puo essere
ricavata tramite la conoscenza dei suoi momenti: il valore atteso (momento primo),
la varianza, I’asimmetria e la curtosi legate rispettivamente al momento secondo,
terzo e quarto.

Applicando il principio di MaxEnt all’ambito di un portafoglio di credito il primo
step da eseguire ¢ individuare quali sono le informazioni empiriche a disposizione
per trovare la distribuzione di probabilita. E opinione comune che gli elementi
empirici utilizzabili siano esclusivamente:

1) Probabilita di default (ovvero il momento primo)
2) Correlazione di default tra i componenti, ottenuta con la seguente formula:

_ qij — PiPj
\/Pi (1— p;)* \/Pj (1 —Pj)

Pij

dove
p; rappresenta la probabilita di default dell’i-esimo componente

q;; rappresenta la probabilita che vadano in default I'i-esimo e il j-esimo

componente.
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Ci0 deriva dal fatto che trattando variabili binarie 1 momenti di interesse sono

solamente p; € q;;, 1 momenti di ordine terzo € piu elevato non hanno usualmente

identita specifiche nell’ambito creditizio.

La probabilita di default puo essere ricavata dai Credit Default Swap o dai modelli

di rating interni alle banche, come spiegato nel paragrafo 1.1.1. La correlazione di

default ¢ invece piu complessa da individuare ma non puo essere trascurata.

Una volta inseriti nel modello tali vincoli e massimizzata 1’entropia, il principio

afferma che la distribuzione di probabilita "migliore" per definire di perdita di un

portafoglio ¢ il modello di Jungle. In dettaglio:

si consideri un portafoglio di crediti composto da N elementi, con uno spazio
Q di stati finiti {(li, o, ..., In) | L€ {0,1},1=1,2,...,N}. Segue che la
cardinalita di Q ¢ pari a 2N;

si consideri I'insieme che "etichetta" gli N nodi, ® = {1, 2, ..., N} e l'insieme
che "etichetta" le N (N — 1)/2 coppie di nodi, ® = {(i,j) |i,j=1,2,...,N &
j>1} e due sottoinsiemi di questi, 3 € ©@ e ¢ € O;

st indichi con L; la variabile casuale binaria che rappresenta il default del nodo
1-esimo, 1= 1,2, ..., N;

si assuma che sia possibile stimare la probabilita di default per tutti gli N
componenti del portafoglio;

si definisca q; come il momento di secondo ordine relativo alle variabili L; e
Lj,1,j=1...Nconi<j.

La distribuzione che si ottiene mediante la formula [1] ¢ il modello Jungle:

1
P(ll,lz,...,lN) = ZeXp (zaili + Z Bl]lllj)

€9 i, DED

dove Z ¢ la funzione di partizione, ricavata dalla seguente formula:

Z= Z exp (Z a;l; + Z Bijlil;)

0 €9 (iL,)Hed

a; € Bij sono dei parametri incogniti che devono essere trovati in modo che la funzione

di probabilita dia delle stime coerenti con le informazioni a disposizione.
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Nel caso in cui la correlazione di default fra gli N elementi del portafoglio non sia
nota ma tutte le probabilita di default siano conosciute e uguali fra loro, il principio
di MaxEnt restituisce come distribuzione migliore per definire le perdite di
portafoglio la distribuzione binomiale, che rappresenta infatti il caso in cui vi ¢
indipendenza fra gli elementi del portafoglio (Molins & Vives, 2016). In questo caso
siottiene che {ai:=a|1=1,2,...,N} e {B;=0, V(i, ) € ¢}; dunque appare evidente
il legame che P ha con la correlazione dei default e che la probabilita di default degli
strumenti di credito diventa una semplice funzione di a .

Tuttavia, come affermato da Molins e Vives la situazione ¢ piu complessa: “per un
piccolo contagio, il coefficiente B pud essere interpretato come (una semplice
funzione della) correlazione predefinita, allo stesso modo in cui per nessun contagio
o puo essere interpretato come (una semplice funzione della) probabilita di default
(...). Nel caso generale di Jungle in cui il modello contiene sia o; che Bjjnon sara piu
vero che a € (una semplice funzione della) probabilita di default, e 3 € (una semplice
funzione della) correlazione di default: per il caso generale di Jungle, c'¢ una
"mescolanza" tra a e P e le loro relazioni rispetto ap e p.”

4.2 Modello Dandelion

Come precedentemente affermato, dal modello Jungle possono essere derivati due
casi particolari: 11 modello Dandelion e il modello Diamond, entrambi modelli
interagenti attraverso il contagio.

Il modello Dandelion rappresenta la situazione in cui si ha un elemento centrale del
portafoglio di credito collegato con ciascuno degli altri nodi del portafoglio; appare
evidente che il modello imita la relazione tra una banca e i suoi mutuatari oppure tra
una banca centrale e il resto dell'economia. Nel modello Dandelion ¢ tenuta in
considerazione la correlazione di default poi presente fra il nodo centrale e 1 nodi
limitrofi, sottolineando come questi ultimi siano dipendenti dal nodo centrale (“nodo
0”). Tale correlazione ¢ considerata identica per ogni nodo limitrofo, ovvero poi1 = po2

= ... = pPoN=p.

Figura 25: Rappresentazione grafica del modello Dandelion
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In tale modello risulta che:

e ai=aperi=1,2,...,N
e PBoi=Pp#0peri=1,2,...,N
e Bij=0peri=1,2,...N&j>i

La funzione di probabilita del modello Dandelion é:

N N
1
Pl Iy Loy Iy ) = Zexp(@oly +@ ) 1+ ) )
i=1 i=1

da cui tramite i seguenti passaggi:

P(oly, Ly ly) = PUo 8 = 1) = ~(D)exp (aoly + €a + 1) =

=P = Iiv=oli) = le(,:op(loj = Iiv=oli) =

_E(IZ) (exp(af) + exp(ay, + fa + £B))

si ottiene la distribuzione di probabilita associata a ciascun numero di default £ =
>N . 1;, dove £ puod assumere un valore compreso tra 0 e N:

( il‘> ( ) (exp(af) + exp(ay + £(a + B)))

i=0

dove Z equivale a:

Z=(1+e)" +e%(1+e*F)N

Nel modello Dandelion oo, o, B sono definiti da altrettante equazioni che utilizzano
dati empirici:

1_ —
ay = (N—l)log< p0>+Nlog< Po 1 )
P, 1-p,—p+q [2]
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1-po—pr+q [3]
q l1-po—p+gq
- oo )
B=log o=y [4]
dove

po¢ la probabilita di default del nodo centrale
p ¢ la probabilita di default degli altri N nodi

Nelle elaborazioni SAS py ¢ posto uguale p la quale ¢ uguale per ogni nodo.

Le precedenti equazioni semplificano il modello rispetto a quanto avviene invece nel
caso del modello Diamond, dove a e 3 non sono esplicitati € possono essere derivati
solo risolvendo le funzioni da cui dipendono per via numerica. Tramite le equazioni
fornite dal modello Dandelion possiamo inoltre evincere che o e B possono avere
valori compresi fra: [—o0; +]. Questa informazione sara anche molto utile per
risolvere il modello Diamond come vedremo nel successivo paragrafo.

Il modello Dandelion permette di ricavare distribuzioni di probabilita delle perdite
di portafoglio a doppio picco a causa degli effetti del contagio tra 1 crediti.
Solitamente il primo picco ¢ situato nella regione caratterizzata da perdite basse, il
secondo picco invece si individua nella regione corrispondente a perdite piu elevate.
Nel caso in cui vi sia correlazione di default positiva fra i crediti, intuitivamente si
puo evincere che, se alcuni crediti vanno in default, “trascineranno” con sé anche
altri crediti aumentando le perdite complessive del portafoglio. Questa situazione
avra maggiore probabilita di avvenire se p > 0 ¢ abbastanza elevata.

Dandelion - Distribuzione di Probabilita N=100 PD=0.2
010

0.08

Loss probability

0.04
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0.00 =

Loss %

Figura 26: Distribuzione di probabilita per un portafoglio con N=100 e PD=0,2 tenendo conto dell'effetto contagio
pervaloridicorrelazione p crescenti (5 casi)
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La figura 26, ottenuta tramite codice SAS (si veda Appendice B), mostra quanto
scritto in precedenza.

Quando la correlazione fra i crediti € molto bassa, vicina a 0, la distribuzione generata
¢ molto simile ad una binomiale, ovvero la distribuzione delle perdite in caso di
indipendenza fra i crediti, a mano a mano che la correlazione di default aumenta,
invece, si puo notare la presenza di un secondo picco di perdite, il quale si sposta
progressivamente verso destra in quanto aumenta la gravita delle perdite possibili.

Dandelion - Distribuzione di Probabilita N=100 PD=0.2

Loss probability

o

100
Loss %
tha

o.01 o011 o 0.31 041
051 0.61 071 0.81 0.81

Figura 27: Distribuzione di probabilita per un portafoglio con N=100 e PD=0,2 tenendo conto dell'effetto contagio
pervaloridicorrelazione p crescenti (10 casi, da p=0,01 a p=0,91 con passo 0,1)

La figura 27 da una prospettiva piu ampia della situazione precedentemente decritta,
ovvero tiene conto di dieci possibili correlazioni di default. Si pud notare che
all’aumentare della correlazione di default i due picchi divengono sempre piu distanti
fra loro in quanto se la correlazione ¢ prossima a 1 allora se un credito va in default
¢ ragionevole aspettarsi che tutti andranno in default e quindi le perdite saranno o
pari a zero o pari alla perdita massima.

Questa rappresentazione di distribuzione di probabilita di un portafoglio ¢
maggiormente vicina alla realta ma a questo punto sorge spontanea la domanda: oltre
a tutte le motivazioni gia espresse per avvalorare la tesi del modello Jungle come
migliore in grado di rappresentare la credit portfolio loss, a livello empirico, come si
puo intuire che la distribuzione a doppio picco ¢ una distribuzione piu simile alla
realta?

Per rispondere a tale domanda ¢ necessario analizzare i tassi storici di default forniti
dal report “Moody's Investors Service” del 2011.
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Figura 28: Corporate Default Rates 1920-2010 Figura 29: Caa-C Corporate Default Rates 1920-2010

Le immagini sopra riportate mostrano un importante aspetto, ovvero che seppur non
ci sia una chiara evidenza della presenza di un secondo picco nella distribuzione
rappresentata dalle figure 28 e 29, tuttavia si puod notare come la coda destra sia
“spessa”. Questo accade poiché la distribuzione storica delle perdite di portafoglio ¢
I’insieme delle realizzazioni delle perdite avvenute di anno in anno. Generalmente ¢
piu probabile che le perdite che si realizzano siano quelle relative al primo picco, il
piu ampio; tuttavia, saltuariamente si realizzano anche le perdite relative al secondo
picco. La peculiarita del secondo picco ¢ pero la sua posizione, che di anno in anno
varia a causa dei cambiamenti della correlazione e probabilita di default; ci si ritrova
dunque un doppio picco in posizioni diverse sull’asse delle perdite per ciascuna sua
realizzazione.

“Di conseguenza, la distribuzione di probabilita storica delle perdite avra
probabilmente solo un primo picco, in linea con il fatto che nella maggior parte delle
realizzazioni, le perdite sono sostanzialmente prive di contagio (...) € una coda
“spessa” generata dalla realizzazione delle distribuzioni di probabilita a doppio picco
derivanti dal modello Jungle. Questo modo di pensare ci permette di comprendere
come sia possibile che la coda delle distribuzioni di probabilita empiriche sia cosi
spessa: la coda ¢ generata attraverso realizzazioni individuali di doppi picchi”
(Molins & Vives, 2016).

4.2.1 Elaborazioni SAS

Nell’Appendice B ¢ presente il codice generale utilizzato per riprodurre la
distribuzione di probabilita del modello Dandelion con correlazione di default p. Una
volta scritto il codice ¢ stato possibile approfondire 1’analisi del modello ricercando
casistiche degne di nota.
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Come primo caso studio pud essere presentato il seguente grafico, ottenuto
impostando N pari a 100 (ovvero 100 crediti/creditori) e probabilita di default PD
paria 0,4.

Dandelion - Distribuzione di Probabilita N=100 PD=0.4
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Figura 30: Distribuzione di probabilita per un portafoglio con N=100 e PD=0,4 tenendo conto dell'effetto contagio
pervaloridicorrelazione p crescenti (5 casi)

Dal grafico si pud osservare che, a differenza di quanto appare nella figura 26, le
curve delle distribuzioni sono traslate verso destra e presentano il primo picco piu
piccolo rispetto al caso precedente, mentre il secondo piu grande. Questo accade
poiché la probabilita di default ¢ aumentata rispetto al caso dell’immagine 26 (da 0,2
a 0,4) e quindi la probabilita di avere delle perdite gravi deve essere piu grande.

Se si decide di aumentare ulteriormente la probabilita di default (ad esempio pari a
0,8) si ottiene il seguente grafico:

Dandelion - Distribuzione di Probabilita N=100 PD=0.8
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Figura 31: Distribuzione di probabilita per un portafoglio con N=100 e PD=0,8 tenendo conto dell'effetto contagio
pervaloridicorrelazione p crescenti (5 casi)
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Il grafico mostra una situazione che sembra essere il riflesso della situazione
presentata dal grafico di figura 26, con secondi picchi decisamente elevati e primi
picchi contenuti. Rispetto al caso precedentemente esposto (figura 30), le
distribuzioni risultano traslate ancor di piu verso destra, il che valida I’ipotesi che le
curve traslino a destra a causa dell’aumento del valore della probabilita di default.
Cio0, come precedentemente detto, ¢ intuitivo, poiché se la probabilita di fallimento
di crediti/creditori ¢ molto alta, addirittura pari a 0,8, allora sara estremamente
probabile che se un credito/nodo centrale va in default anche gli altri abbiano lo
stesso destino (in 8 casi su 10 avverra questa situazione), dunque nel caso appena
citato ¢ verosimile e molto probabile aspettarsi delle grosse perdite.

Nei successivi due grafici, rispettivamente figura 32 e 33, sono mostrate le stesse
situazioni appena descritte ma presentando anche le casistiche di p da 0,51 a 0,91.

In questo caso il grafico risulta piu completo.

Dandelion - Distribuzione di Probabilita N=100 PD=0.4
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Figura 32: Distribuzione di probabilita per un portafoglio con N=100 e PD=0,4 tenendo conto dell'effetto contagio
pervaloridicorrelazione p crescenti (10 casi)

Dandelion - Distribuzione di Probabilita N=100 PD=0.8
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Figura 33: Distribuzione di probabilita per un portafoglio con N=100 e PD=0,8 tenendo conto dell'effetto contagio
pervaloridicorrelazione p crescenti (10 casi)
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Come secondo caso studio pud essere presentato il seguente grafico, ottenuto
impostando N pari a 100 (ovvero 100 crediti/creditori) e probabilita di default PD
pari a 0,5. Come si puo notare dalla figura 34 il grafico appare simmetrico con una
distribuzione binomiale al centro (caso p ~ zero) che diviene simmetricamente
bimodale al crescere del valore della correlazione di default.

Dandelion - Distribuzione di Probabilita N=100 PD=0.5
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Figura 34: Distribuzione di probabilita per un portafoglio con N=100 e PD=0,5 tenendo conto dell'effetto contagio
pervaloridicorrelazione p crescenti (10 casi)

Come terzo caso studio ¢ stato esplorato il caso in cui la correlazione di default fra
gli N crediti e il nodo centrale sia negativa. L’articolo “Model risk on credit risk di
Molins e Vives considera il modello Dandelion solamente nel caso di p maggiori di
zero, tuttavia appare verosimile che i crediti/titoli possano essere correlati tra loro
anche negativamente, basti pensare a due titoli appartenenti a settori economici
differenti: se un titolo ¢ legato all’andamento del prezzo del carbone e un altro ¢
legato all’uso di fonti energetiche alternative, ¢ evidente che se il primo titolo va in
default, il secondo invece no, anzi probabilmente aumentera il proprio valore.
Oppure, riferendosi alla forma a raggiera del modello Dandelion, si pud pensare al
caso in cui il nodo centrale sia una societa petrolifera e voglia espandersi acquistando
N aziende che si occupano di energia rinnovabile: ¢ chiaro che il business delle
imprese del nodo centrale e dei nodi vicini ¢ correlato in modo opposto.

Per far si che il modello risulti corretto € stato opportuno verificare il dominio di p
tale per cui gli argomenti dei logaritmi presenti nelle espressioni di a, ao € B risultino
positivi. Riportiamo ora le equazioni (/2/, [3], [4]) considerando p = p0 (p0 ¢ la
probabilita di default del nodo centrale):

1-p p—q
to = (8= 1) t0g (=) W 1og (2= L)
o =({N-1)log . T2 1q
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In particolare, ¢ necessario che le seguenti disequazioni risultino rispettate:

1_
. _p>0
1%

p—q
1-2p+q

1-2p+ 1-2p+
., 4 ptq _ q( pzq) >0
P—q Dp—q (r—q)

. 1-p .
Dal momento che p ¢ sempre compreso fra 0 e 1 la frazione T risulta essere

sempre positiva.

Per quando riguarda la disequazione _p_q

> 0 si effettuano i seguenti calcoli:
1-2p+q

1. Numeratore > 0
Sapendo che ¢ = pp (1 —p) + p?, il numeratore viene riscritto come
p—pp(A-p)—-p*=pA-p)—pp(d-p)=1A-pp(1-p)

p (1 — p) ¢ un valore sempre positivo poiché p ha dominio fraOe 1.
Affinché I’intera espressione sia maggiore di zero p deve essere < 1.

2. Denominatore > (
1-2p+q=1-2p+pp(A-p+p*=A-p)i+pp(A—-p)
=1 -p)(A—-p+pp)

(1 — p) € un valore sempre positivo poiché p ha dominio fra 0 e 1.
\ . . p—1

(1 —p + pp) ¢ maggiore diOse p > —

Si noti che non ¢ stato considerato il caso in cui numeratore e denominatore siano

entrambi negativi in quanto analizzando il numeratore si pud constatare che ¢

negativo solo se p ¢ maggiore di 1, situazione che non pud verificarsi

matematicamente poich¢ il dominio della correlazione vada -1 a 1.
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q(1-2p+q)

-0 > 0, si effettuano i seguenti

Per quanto riguarda I’ultima disequazione
calcoli:

1. Numeratore > 0
Per facilitare 1’analisi si suddivide il numeratore in 2 fattori:
Ll=gq
L2=(1-2p+q)
Entrambi devono essere maggiori di zero affinché il numeratore sia positivo.

I1=q=ppA-p)+p*>0
p(1-pp> —p°
p? p P P
1_

p > _p(l—p): ——p= o1 ovvero p > —y

L2=(1-2p+q) >0 Come derivato dal punto 2 della disequazione
precedente 1 —2p +q >0 & uguale a (1 —p)(1 —p+ pp) >0 ovvero si

: -1
ottiene che p > pT

2. Denominatore > 0
(p — q)? & sempre maggiore di zero.

Anche in questo caso non ¢ stato considerata 1’eventualitd in cui numeratore e
denominatore siano entrambi negativi in quanto analizzando il denominatore si puo
constatare che non ¢ mai negativo poiche ¢ un quadrato.

Mettendo insieme tutti i risultati ottenuti si puo constatare che il modello Dandelion
con correlazioni negative puo essere risolto se valgono le seguenti disequazioni:

( p
!p>p_1 sep <05

lp> sep >0,5

Il Lower Bound del sistema varia in base alla probabilita di default: per probabilita

di default maggiori di 0,5 il Lower Bound sara ijl altrimenti ——.
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Esempi 06> LB=2=-12

sempio) se p =0, 05 3
-0,67 p
; >

LB

E i =0,2 2 LB;= 22 _ 2

sempio) se p =0, T o2-1 5
-0,25 p
I »
| »

LB

Quanto appena spiegato ¢ illustrato nel codice presentato in Appendice D. Il codice
permette di ottenere una tabella con tre colonne che rispettivamente contengono 1
valori di p, di q e dell’equazione 1 — 2p + q; la tabella permette di visualizzare 1
limiti di p che fanno si che g e (1 — 2p + q) siano maggiori di zero. Osservando le
seguenti figure (Figura 35,36), che rappresentano due parti della stessa tabella
ottenuta come output, si puod notare come nel caso in cui la probabilita di default sia
pari a 0,2 allora I’espressione (1 —2p + q) ¢ sempre positiva, in quanto come
mostrato nell’esempio 2 sopracitato, il suo lower bound ¢ -4; g invece diviene
positiva a partire dal valore p > -0,25. Solo dopo tale soglia di p tutte e due le
espressioni sono positive e 1’argomento del logaritmo di B puo essere valido.

-1
-0.95
-0.9
-0.85
-0.8
0.75
-0.7
-0.65
0.6
-0.55
0.5
-0.45
04
0.35
-0.3

-0.12
-0.112
-0.104
-0.096
-0.088

-0.08
-0.072
-0.064
-0.056
-0.048

-0.04
-0.032
-0.024
-0.016
-0.008

048
0.488
0.496
0.504
0.512

0.52
0.528
0.536
0.544
0.552

0.56
0.568
0.576
0.584
0.592

-0.25

5.551E-17

0.6

-02
-0.15
-0.1
-0.05
3 192E-16

0.008
0.016
0.024
0.032

004

0.608
0.616
0.624
0.632

064

0.05
01
0.15
02
0.25
03
035
04
0.45
0.5
0.55
0.6
0.65
07
0.75
08
0.85
0.9
0.95
1

0.048
0.056
0.064
0.072
0.08
0.088
0.096
0.104
0.112
0.12
0128
0.136
0.144
0.152
0.16
0.168
0.176
0.184
0.192
0.2

0.648
0.656
0.664
0.672
0.68
0.688
0.696
0.704
0.712
0.72
0.728
0.736
0.744
0.752
0.76
0.768
0.776
0.784
0.792
0.8

Figura 35: Tabella SAS parte 1 Figura 36: Tabella SAS parte 2
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A questo punto ¢ necessario integrare le informazioni ottenute per mezzo del codice
in Appendice D al codice utilizzato per il modello Dandelion con correlazioni
negative, ovvero ¢ opportuno impostare come limite inferiore di correlazione nel
primo ciclo, il Lower Bound ottenuto in base alla probabilita di default scelta. Nel
caso di PD = 0,2 infatti il minor valore di p che ¢ possibile utilizzare per rispettare le
condizioni di positivita dell’argomento dei logaritmi ¢ -0,25 + € (dove € rappresenta
un valore non infinitesimo, aggiunto per evitare che I’argomento del logaritmo sia
pari a zero).

Dandelion - Distribuzione di Prebabilita N=100 PD=0.2

Loss probahility

Loss %

Figura 37: Distribuzione di probabilita per un portafoglio con N=100 e PD=0,2 nel caso di correlazioni anche
negative (Codice in Appendice E)

Nell’immagine sopra riportata ¢ possibile osservare I’output del codice Dandelion
con correlazioni anche negative nel caso si mettano insieme 1 risultati derivanti
dall’utilizzo di circa 124 diverse correlazioni di default. La figura appare densa di
risultati e si mostra a primo impatto molto simile se non quasi identica alla figura 38,
ottenuta invece mettendo insieme circa 100 risultati con p da0 a 1. L unica differenza
che si puo notare ¢ un lieve aumento della densita delle perdite nella zona da 0 a 30%
di Loss.

Dandelion - Distribuzione di Prebabilita N=100 PD=0.2
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Figura 38: Distribuzione di probabilita per un portafoglio con N=100 e PD=0,2 nel caso di correlazioni solo positive

70



Al fine di osservare meglio i comportamenti delle curve di distribuzioni di
probabilita, diminuiamo il numero di correlazioni utilizzate.

Le seguenti immagini (39,40,41,42) mostrano i dettagli delle curve di distribuzione
di probabilita nei due casi in analisi. Si puo notare che le curve in caso di correlazione
negativa presentano un andamento anomalo rispetto a quelle con correlazione
positiva, che, nonostante abbiano parametri diversi presentano tutte lo stesso
andamento (primo picco piu alto e secondo picco ridotto).

Dandelion - Distribuzione di Probabilita N=100 PD=0.2
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Figura 39: Distribuzione di probabilita per un portafoglio con N=100 e PD=0,2 nel caso di correlazioni anche
negative (p da -0,24 a 1 con passo di 0,05)
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Figura 40: Distribuzione di probabilita per un portafoglio con N=100 e PD=0,2 nel caso di correlazioni solo positive
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Si effettua ora un focus sulle sole curve di distribuzione di probabilita con p < 0.

Esse sono caratterizzate sempre da un doppio picco che logicamente diviene unico a
mano a mano che la correlazione si avvicina a zero (caso di indipendenza,
distribuzione binomiale), tuttavia salta all’occhio che nel caso N=100 ¢ PD=0.2
(figura 41) tutti i picchi sono concentrati nella zona caratterizzata da basse perdite e
che se p = -0,24 entrambi 1 picchi sono estremamente alti, mentre abbassando la
correlazione ¢ il primo picco ad essere piu contenuto mentre il secondo, situato in
una regione di perdite maggiori, ¢ piu alto. Questo effetto prosegue al diminuire della
correlazione fino a quando il primo picco sparisce inglobato dal secondo.
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Figura 41: Distribuzione di probabilita per un portafoglio con N=100 e PD=0,2 nel caso di correlazioni anche
negative (p da -0,24 a 0,01 con passo di 0,05)

Dandelion - Distribuzione di Probabilita N=100 PD=0.4

0.05

0.04

0.03

Loss probability

0.02

0.01

0.00 -

Loss %

-0.262 0.2883

Figure 42: Distribuzione di probabilita per un portafoglio con N=100 e PD=0,4 nel caso di correlazioni negative
paria-0,262 e 0,2883
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Il comportamento delle distribuzioni nel caso di correlazione negativa in generale ¢
analogo al comportamento nel caso di distribuzione positiva, il quale prevede che
quando la correlazione ¢ nulla si osserva una curva con un solo picco invece a mano
a mano che la correlazione aumenta si forma il secondo picco che si distanzia sempre
di piu dal primo. Lo stesso fenomeno accade nel caso di correlazioni negative ovvero
quando la correlazione diminuisce la curva si sdoppia formando due picchi che
progressivamente si allontanano fra loro al diminuire della correlazione.

Come si puo notare dal grafico in Figura 42, ottenuto isolando due sole distribuzioni
di probabilita una caratterizzata da correlazione di default positiva e 1’altra negativa
(Appendice L), la distribuzione in caso di p positiva ha il primo picco piu alto e
situato in zone caratterizzate da perdite piu basse e il secondo picco piu contenuto e
situato in zone a perdite piu elevate. Per il caso con p negativa invece vale il
contrario, ovvero il primo picco € basso e situato in zone caratterizzate da perdite
contenute, il secondo invece ¢ piu alto ed ¢ in corrispondenza di perdite piu severe.

Sembrerebbe dunque che, se le correlazioni sono negative, ci sia maggiore
probabilita di ottenere una perdita (Loss) di portafoglio piu grave.

Per studiare meglio questo fenomeno si ¢ proceduto a calcolare la moda delle due
distribuzioni e a studiare come quest’ultima varia in base a p (Appendice M); si ¢
ottenuto il seguente grafico (figura 43) nel caso di N = 100 e PD = 0,4.

Moda e Correlazione N=100 PD=0.4
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Figure 43: Relazione fra la moda delle distribuzioni di probabilita della Loss di un portafogliocon N=100e PD =
0,4 e la correlazione di default p

73



Il grafico in figura 43 mostra la relazione presente fra la moda delle distribuzioni di
probabilita della Loss di un portafoglio con N = 100 e PD = 0,4 ¢ la correlazione di
default p presente fra i crediti del portafoglio. La moda assume valori compresi fra 0
e 60 circa, p invece assume valori compresi fra -0,667 (LB) e 1.

Dal grafico emerge chiaramente la presenza di una discontinuita: ¢ infatti presente
un “salto” in corrispondenza del valore p = -0,4 circa.

Analizzando in maniera piu dettagliata ’andamento della moda in funzione della
correlazione si pud notare che inizialmente, ovvero in corrispondenza di p pari al
Lower Bound la moda ha valore zero, successivamente inizia ad aumentare fino a
“saltare” improvvisamente al suo valore massimo. Da quel punto in poi diminuisce
linearmente, tranne in corrispondenza di p pari a zero in cui si assiste ad uno
stazionamento della moda, fino a tornare al valore del punto di partenza (valore
nullo).

Lo stazionamento della moda in corrispondenza del valore di p pari a zero ¢ dovuto
al fatto che per correlazioni di default vicine al valore zero la distribuzione di
probabilita ha la forma della binomiale (p = 0) ma inizia il suo processo di creazione
del doppio picco, assumendo progressivamente una forma sempre piu “schiacciata”
e infine dividendosi. In corrispondenza della prima parte di questa trasformazione si
puod notare che la moda della distribuzione sara sempre pressoché identica (come
mostrato nel grafico in figura 44).

Dandelion - Distribuzione di Probabilita N=100 PD=0.4
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Figure 44: Distribuzioni di probabilita della Loss di un portafogliocon N =100e PD = 0,4

Vengono riportati qui di seguito 1 grafici completi della distribuzione di probabilita
nel caso N=100 e PD=0,4 per mostrare come il risultato appena ottenuto riguardante
I’andamento della moda (figura 43) rispecchia i grafici del modello Dandelion.
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Dandelion - Distribuzione di Probabilita N=100 PD=0.4 Dandelion - Distribuzione di Probabilita N=100 PD=0.4
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Figure 45: Distr. di prob. N=100 e pd= 0,4 conp >0 Figure 46: Distr. di prob. N=100 e pd= 0,4 con p anche <0

Dandelion - Distribuzione di Probabilita N=100 PD=0.4
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Figure 47: Distr. di prob. per un portafoglio con N=100 e PD=0,4 (nel caso isolato p da -0,662 a 0,012 con passo di
0,05)

Questo fenomeno di cambiamento improvviso della moda e dunque della
corrispondente distribuzione da cui ha origine, pud essere interpretato come un
cambiamento di quasi fasi; infatti si nota che a seguito di un piccolo cambiamento
della correlazione di default presente fra i crediti si assiste ad un drastico ed
improvviso cambiamento della moda.

Una simile analisi ¢ stata svolta anche relativamente al VaR (Appendice N), il cui
comportamento ¢ stato analizzato in funzione della correlazione di default. Come
emerge dal grafico in figura 48 si pud notare che il VaR (al 99%) presenta un
andamento quasi simmetrico rispetto al valore di correlazione zero; il Value at Risk
puo assumere valori compresi fra 48 e 100 e raggiunge il suo valore minimo in
prossimita di p = 0, mentre il suo valore massimo in corrispondenza di p = 1.

Il grafico mostra come dapprima, in corrispondenza di bassi valori di p il VaR (al
99%) abbia un valore piuttosto alto, dunque si evince che la distribuzione delle
perdite del portafoglio propende verso perdite elevate; con 1’aumentare della
correlazione si assiste invece ad una diminuzione del VaR fino al raggiungimento
del suo valore minimo. Da questo punto in poi con I’aumentare della correlazione
aumenta anche il VaR in maniera quasi lineare, ovvero la distribuzione delle perdite
del portafoglio mostra nuovamente maggiore probabilita di avere perdite piu elevate.
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Questo andamento puo essere verificato osservando il grafico delle distribuzioni in
Figura 49.

VaR al 99% e Correlazione N=100 PD=0.4
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Figure 48: Relazione fra il VaR al 99% delle distribuzioni di probabilita della Loss di un portafogliocon N=100 e
PD = 0,4 e la correlazione di default p

Dandelion - Distribuzione di Probabilita N=100 PD=0.4
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Figure 49: Distribuzione di probabilita per un portafoglio con N=100 e PD=0,4 (nel caso p -0,66 0,02¢€e0,7)

Diverso ¢ il grafico ottenuto se si imposta un valore di correlazione piu vicino alla
realta, dunque molto piu piccolo (Figura 50). In questo caso si pud notare come il
VaR (al 99%) assuma un andamento a gradini, passando da alti valori in
corrispondenza di correlazioni basse, a bassi valori in corrispondenza di correlazioni
alte. Questo comportamento pud essere verificato osservando il grafico delle
distribuzioni di probabilita di default in Figura 51, nella quale si pud notare come piu
p ¢ alta piu la distribuzione risulta vicina all’origine, con valori di VaR (al 99%)
molto bassi.
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VaR e Correlazione N=100 PD=0.04
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Figure 50: Relazione fra il VaR al 99% delle distribuzioni di probabilita della Loss di un portafogliocon N =100 e
PD = 0,04 e la correlazione di default p
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Figure 51: Distribuzione di probabilita per un portafoglio con N=100 e PD=0,04 (nel caso p da -0,037 a 0,9633 con
passo di0,2)

Un’ulteriore analisi relativa al modello Dandelion consiste nel verificare cosa
avviene tra 1 nodi limitrofi, ad esempio a livello di dipendenza, dal momento che ¢
presente una correlazione fra nodo centrale e nodi limitrofi. Questo argomento ed
ulteriori trattazioni sono stati analizzati nello short paper redatto in collaborazione
con il professor Fontana Roberto e sottomesso alla conferenza “SIS 2025” promossa
dalla Societa Italiana di Statistica (Genova, 16-18 Giugno 2025). Il risultato che ¢
emerso ¢ che la correlazione presente fra nodo “padre” e nodi “figli” poi genera una
correlazione positiva fra i nodi figli p; che € pari esattamente al quadrato della
correlazione poi. Per ulteriori approfondimenti si rimanda al pre-print Emonti, C., &
Fontana, R. (2025). Negative correlations in Ising models of credit risk. ArXiv.
https://arxiv.org/abs/2502.21199.
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4.3 Modello Diamond

Il modello Diamond, a differenza del precedente, mette in luce il fatto che un piccolo
cambiamento nei dati empirici pud comportare cambiamenti significativi per il
profilo della distribuzione delle perdite di probabilita, portando a gravi rischi
sistemici: ovvero introduce la definizione di transizione di quasi fase. Il modello
Diamond ¢ infatti in grado di generare endogenamente transizioni di quasi-fase, le
quali possono essere identificate come improvvise crisi creditizie sistemiche che
sorgono inspiegabilmente e che una Copula Gaussiana non riesce a predire.

Uno degli esempi piu famosi di transizione di fase, che permette di comprendere piu
a fondo cosa intende affermare il modello Diamond, ¢ la transizione di fase dell'acqua
in vapore (Molins & Vives, 2016): se si aumenta di un grado Celsius la temperatura
dell'acqua da 98 a 99 gradi (piccolo cambiamento), non si registreranno modifiche
nello stato dell’acqua; tuttavia, se si aumenta la temperatura di un ulteriore grado
Celsius, ovvero passa da 99 a 100 gradi, allora si verifica un improvviso
cambiamento dell'acqua, la quale cambia fase e diviene vapore. Analogamente,
quando la correlazione di default nel modello supera il valore della correlazione di
default del punto di transizione di quasi fase, la forma della distribuzione di
probabilita della perdita del portafoglio (che fondamentalmente ¢ la stessa per tutte
le correlazioni di default al di sotto del punto critico) cambia, assumendo una forma
qualitativamente diversa (che tende poi a rimanere la stessa per tutte le correlazioni
di default al di sopra di quella critica).

E bene precisare che nel modello Diamond si parla di transizioni di quasi fase e non
di transizioni di fase come propriamente definite in Meccanica Statistica, in quanto i
due concetti seppur molto simili non possono essere considerati identici a causa di
un aspetto matematico. Le transizioni di fase, infatti, secondo il modello di Ising, non
possono verificarsi per N finito, mentre in tutto 1'articolo si assume che N sia sempre
finito.

Il modello Diamond rappresenta la situazione in cui un insieme di N crediti/creditori
interagisce con gli altri. Nella realta questa situazione potrebbe rappresentare il caso
in cui il nodo centrale sia una banca che presta denaro a N creditori che a loro volta
hanno legami commerciali fra di loro.

Figura 52: Rappresentazione grafica del modello Diamond
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La funzione di probabilita del modello Dandelion é:

( EN:L):( )exp[< Z)£+B£2]

l

Dove Z equivale a:

2= (ewlle 5o 5]

Nel modello Diamond o e B non sono disponibili analiticamente e possono essere
derivati solo risolvendo le funzioni da cui dipendono per via numerica. Le equazioni
sono le seguenti:

=%;(g)£e)‘p [(“_ g)“ 2{]2] [5]
1= ZN(N—l)Z( ) f(f_l)eXpK“__)Hﬁ{)z] [6]

Sapendo che ¢ = pp (1 —p) + p? ipotizzando p = p0, ’ultima espressione puod
essere riscritta come segue:

pp(1—p) + p? mz( ) f({’—l)exp[(a——){’+[2)){’2]

4.3.1 Elaborazioni SAS

A questo punto, per riuscire ad implementare correttamente il codice ed ottenere la
distribuzione di probabilita del modello Diamond, si ¢ reso necessario risolvere il
problema dell’inversione numerica per trovare i parametri a ¢ . E bene inoltre
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sottolineare il fatto che a e B sono parametri incogniti che dipendono da q, la quale
a sua volta dipende da p. Si pud dunque concludere che i parametri o e  saranno
diversi per ogni valore di p.

Per trovare 1 valori di a e B, dopo aver sperimentato diverse metodologie, ho scelto
di utilizzare la subroutine NLPHQN che utilizza uno degli “hybrid quasi-Newton
methods” sviluppato dai ricercatori Fletcher e Xu nel 1987 (Appendice F).

Come specificato nella guida di SAS, la subroutine NLPHQN utilizza un metodo
ibrido dei minimi quadrati quasi-Newton per calcolare il valore ottimo di una
funzione. Il comando con cui viene identificata, il quale specifica anche gli argomenti
di cui necessita, ¢: CALL NLPHQN (rc, xr, "fun", x0 <opt> <blc> < itc> <,par>
<"ptit"> <"jac">) ;

La guida SAS afferma che “Per risolvere un sistema di equazioni non lineari quando
cl sono n incognite € n equazioni, si pud trovare una radice multivariata di una
funzione vettoriale F(x) = 0 dal momento che il sistema puod sempre essere scritto
come:

fi(x1, X2, ..., Xn) =0

fH(x1, X2, ..., Xn) =0

fu(x1, X2, ..., Xn) =0

Dove fi sono le funzioni componenti non lineari, F ¢ il vettore (f1, 2, ..., fn), ed x € il
vettore (X1, X2, ..., Xn).

In due dimensioni, la soluzione puod essere visualizzata come l'intersezione di due
curve. Un esempio per n = 2 ¢ mostrato a destra. Le due curve si incontrano alla
soluzione (x,y) = (1, 2).

Solution of System of Nonlinear Equations

0.4 0.6 08 1.0

Figura 53: Intersezione di due curve per trovare la soluzione numerica di un sistema di equazioni non lineari
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Ci sono diversi modi per risolvere un sistema di equazioni non lineari in SAS, tra
cui: nel software SAS/IML, ¢ possibile utilizzare i metodi NLPLM o NLPHQN per
risolvere il problema dei minimi quadrati corrispondente. Cio¢, trovare il valore di x
che minimizza || F(x) | . (GuidaSAS)

Nel caso mostrato in Appendice F, si pud notare come nel codice venga creata una
funzione in cui le variabili a e § sono le due variabili incognite. All’interno della
funzione vengono inoltre impostate le due equazioni che devono essere rispettate,
ovverola /5 /ela/ 6], pertrovare i valori delle due incognite. A questo punto viene
settato il range di valori che a e B possono assumere tramite il comando “con { }”
e viene scelto un valore iniziale per a e  con cui iniziare le iterazioni. Una volta
impostati o calcolati gli ulteriori valori necessari per performare il codice si procede
a dare il via alle iterazioni e a trovare la soluzione che consenta la convergenza.

Nel caso dell’ Appendice F la soluzione ¢ la seguente:
o =-2,89887
B=2,3065498

Criterio di convergenza ABSGCONV soddisfatto

Soln

-2.89887 23065498

Figura 54: Soluzione del codice in Appendice F

Dopo essere riusciti ad individuare un metodo efficace per trovare la soluzione
numerica delle due equazioni / 5 ]/ € [ 6 ] si puo procedere con la scrittura del codice
finale del modello Diamond, includendovi la subroutine NLPHQN in quanto, come
precedentemente detto, il valore di a e B varia in base al valore di p.

In Appendice G si puo visualizzare il codice finale prodotto.

Come mostrato nelle figure seguenti in cui N=20 ¢ PD=0,4, il modello Diamond
sottolinea come al variare della correlazione di default la distribuzione di probabilita
delle perdite attraversa un punto di transizione di quasi fase, poiché modifica la sua
forma a causa di un piccolo cambiamento. Fino al valore di p pari a 20% la
distribuzione, infatti, ¢ caratterizzata da un solo picco e ha una forma simile alla
distribuzione binomiale. In seguito, quando la correlazione di default aumenta solo
leggermente raggiungendo un valore pari al 25% inizia ad emergere un
comportamento diverso per la distribuzione di probabilita delle perdite: la
distribuzione diviene bimodale.
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Diamond - Distribuzione di Probabilita N=20 PD=0.4
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Figura 55: Distribuzione di probabilita Diamond per un portafoglio con N=20 e PD=0,4 (p da 0 a 0,2 passo 0,05)
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Figura 56: Distribuzione di probabilita Diamond per un portafoglio con N=20 e PD=0,4 (p da 0,31 a 0,91 passo 0,1)

Per verificare il modello di Diamond sono state inoltre effettuate ulteriori simulazioni
per mezzo del linguaggio di programmazione SAS.

In particolare, si € cercato di scrivere un codice adatto a riprodurre i grafici contenuti
nel paper “Model risk on credit risk” (figura 5 nel paper) usando le componenti del
rischio di credito PD, EAD, LGD presentate nel capitolo 1.1.

I grafici del paper (Figura 57) mostrano la distribuzione di probabilita delle perdite
di un portafoglio di crediti che segue il modello Diamond, al variare delle
correlazioni di default, con la probabilita di default fissata a un dato livello (N pari a
20 e PD pari a 0,4).
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Figure 57: Distribuzione di probabilita delle perdite di un portafoglio con PD fissa e correlazione variabile (Molins
& Vives, 2016)

Come si puo notare dai grafici in figura 57, a mano a mano che la correlazione di
default tra 1 crediti aumenta, la distribuzione diviene bimodale, cosi come ¢ previsto
dal Modello Jungle. Nel caso di correlazione nulla invece la distribuzione ¢
binomiale.

Per arrivare alla scrittura del codice SAS che tiene conto delle correlazioni di default
fra i crediti e per capire meglio il modello alla base, ¢ stato dapprima creato un codice
semplificato, che non tenesse conto delle correlazioni, per calcolare la Loss di un
portafoglio di crediti. Il codice ¢ riportato nell’ Appendice H.

Codice SAS senza correlazione di default (vedi Appendice H)

Nella prima parte di codice ¢ bene sottolineare le seguenti componenti:

proc iml ¢ un ambiente di calcolo di SAS, un linguaggio matriciale simile a
MATLAB che permette a SAS di eseguire calcoli piu efficaci utilizzando molte
funzioni matriciali incorporate. IML aiuta a programmare procedure statistiche piu
complesse, eseguire operazioni matriciali, esecuzione di operazioni su righe e
colonne di serie di dati, creare una grafica piu completa.

N sono 1 creditori (crediti o imprese)

pd ¢ la probabilita di default, posta arbitrariamente pari a 0,2 (caso di prova)

nsim indica il numero di simulazioni che si vogliono effettuare; in questo caso sono
pari a 1000 per rendere la distribuzione di probabilita pit completa.
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randseed ¢ una routine SAS utilizzata per “impostare lo stato iniziale” per la
subroutine RANDGEN (che verra introdotta subito dopo). Il comando esteso ¢ il
seguente: call randseed (seed <, reinit> ).

Seed e reinit sono 1 due input della routine:

e Seed ¢ un numero usato per inizializzare il generatore di numeri casuali randgen.

e Reinit invece specifica se il flusso di numeri casuali deve essere riavviato dopo
la prima inizializzazione, all'interno della stessa sessione PROC IML. Se reinit ¢
pari 1, il flusso viene ri-inizializzato.

Nel caso in esame come seed € stato scelto il numero 2000, invece reinit ¢ stato

omesso, per far si che ad ogni implementazione del codice, la generazione di default

o meno dei crediti non cambi.

X, ovvero j (nsim, n, .) ¢ una matrice vuota (.) con nsim righe e N colonne. I valori
al suo interno possono essere solamente 0 oppure 1 in quanto rappresentano gli
indicatori di default #; , ovvero presenza di default o meno del credito iesimo.
Come precedentemente introdotto, infatti:

P — {1 in caso di default
' 0 altrimenti

Un esempio di output della matrice x nel caso di 5 righe ¢ la seguente:

COL1 COL2 COL3 COL4 COL5 COL6 COL7 COL8 COL9 COL10

ROW1 0 0 1 0 0 1 0 1 0 0
ROW2 0 0 0 0 1 0 1 0 1 1
ROWS3 0 0 1 0 0 1 0 1 0 0
ROW4 0 1 0 0 0 0 1 0 1 0
ROWS 0 0 0 0 0 0 1 0 0 1

Le colonne sono i 10 crediti/aziende; le righe invece rappresentano 5 diverse
simulazioni, ovvero 5 diverse casistiche di come possono andare in default 1 10
crediti con probabilita di default che rimane costante e pari a 0,2.

84



randgen ¢ un comando SAS che viene utilizzato per generare in maniera randomica
variabili che seguono una determinata distribuzione di probabilita a scelta del
programmatore. In questo caso ¢ stata scelta la distribuzione binomiale come
suggerito nell’articolo di Molins e Vives.

A questo punto si procede con la definizione di EAD: in questo caso ¢ stato scelto
un valore costante per I’esposizione in caso di default pari a 2. Si ¢ dunque creato un
vettore (xead) composto da 1 riga e n valori pari a 2. Per calcolare la Loss del
portafoglio in ciascuna simulazione, ovvero 1’obiettivo di tale codice, ¢ necessario
impostare anche il valore di LGD, I’ultima componente del rischio di credito.

Come nel caso precedente, ancora per quanto riguarda la loss given default si € scelto
un valore costante per tutti gli N crediti, pari a 0,8. Si & poi creato il vettore xlgd
composto da una sola riga e N colonne con valore 0,8.

Ora ¢ possibile calcolare la Loss del portafoglio in ciascuna simulazione, in quanto
sono state definite e quantificate tutte le variabili necessarie.

Per calcolare la Loss del portafoglio di crediti, si crea la variabile loss e la si
inizializza a zero. In seguito, si crea un ciclo che permette di calcolare la perdita del
portafoglio nella simulazione i-esima, come sommatoria della moltiplicazione fra #;,
EAD;, LGD;dove j ¢ il singolo credito.

Si ottiene dunque la distribuzione di probabilita, richiamata dal comando
histogram(loss).

Di seguito viene rappresentato uno dei possibili output del codice appena descritto:

N.B Per ottenere una piu semplice visualizzazione dei risultati, il numero di
simulazioni per il seguente output ¢ stato impostato pari a 5 invece che pari a 1000
(come scritto nel codice sopra illustrato).

X xlgd
o(0(1({0|D|1|0[1(0)|0 08 08 08 08 08 08|08 08 08|08
o|ojof0(1|0|1|{0|1]|1
loss

o|oj1(0(0|{1|0|1|0|0
48

o|1|o(oj0jO0|1|0|1|0
6.4

o|ojojo(0jO|1|0|0|1
48

xead 48
2|2|2(2(2|2|2|2|2]|2 32
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s N

Figure 58: Output SAS (matrice x, vettore ead, vettore xlgd, vettore l0ss)

Questo primo codice SAS ha permesso di ottenere la distribuzione di probabilita
della perdita del portafoglio di crediti nel caso in cui non venga considerata la
correlazione di default tra i singoli crediti. Appare evidente che tale approccio €
irrealistico, come introdotto nel capitolo dedicato al contagio, in quanto nella realta
¢ ragionevole pensare che 1 crediti siano fra di loro in qualche modo correlati.

“Nella letteratura ¢ ampiamente riconosciuto che, oltre alla dipendenza dai fattori di
rischio macroeconomici, un modello ragionevole per il rischio di credito dovrebbe
includere anche gli effetti di contagio” (Molins & Vives, 2016).

Codice SAS con correlazione di default (Appendice 1)

Procediamo dunque alla scrittura di un secondo codice SAS, che tenga conto degli
effetti di contagio ed inserisca una correlazione di default fra 1 crediti. Tale codice ¢
visibile nell’ Appendice I.

Come primo elemento del codice si inserisce la seguente marco SAS: RanMBin.
La macro ¢ un ambiente non IML.

Come scritto sul Help Center di SAS, “la macro RanMBin genera valori da piu
variabili binarie con matrici di correlazione specificate. Crea un set di dati di output
con il numero specificato di osservazioni. Sono supportate sia le strutture di
correlazione AR(1) intercambiabili ed autoregressive, sia le matrici di correlazione
non strutturate”. In parole piu semplici si puo definire la macro RanMBin come una
routine in grado di generare un dataset composto da vettori che contengono la
variabile € per ogni credito, tenendo conto della correlazione di default fra i singoli
crediti e della media scelta a priori. Il dataset ha tante righe quante sono le
simulazioni che vengono effettuate (nsim) e tante colonne quanti sono i crediti
definiti (N).

Nel caso in esame il dataset creato € stato salvato con il nome Mbin.

Gli input necessari per il funzionamento della macro sono 1 seguenti:

86



e means = lista di valori
oppure
e inmeans = set di dati

Uno dei due parametri deve essere inserito per specificare il numero di variabili
binarie, m, da creare e le loro medie. Nel nostro caso m ¢ paria N (numero di crediti).
Se vengono specificate sia means= che inmeans=, inmeans= ¢ ignorato.

Nel caso in esame si ¢ scelto di utilizzare means in quanto non era disponibile un set
di dati e impostare tale valore pari a N * pd.

e exch = valore
oppure

e ar = valore
oppure

e incorr = set di dati

Una tra le precedenti variabili deve essere specificata per determinare le correlazioni
tra le m variabili binarie da creare.

Si utilizza exch= per creare una matrice di correlazione con struttura intercambiabile
in cui ogni coppia di variabili ha un valore di correlazione specificato e costante.

Se si specifica exch= o ar=, il valore deve essere un numero reale compreso tra 0 e
1; se si specifica incorr=, il set di dati deve avere esattamente m variabili numeriche.

Nel caso in esame si € scelto di utilizzare exch e impostare tale valore pari al valore
deciso per la correlazione, ovvero 0,2.

Un altro elemento presente nella macro ¢ il seed.

Specifica un intero utilizzato per avviare la generazione di valori casuali. Se non si
specifica un seed, o se si specifica un valore minore o uguale a zero, il seed viene
generato di default dalla lettura dell'ora del giorno dall'orologio del computer. Se
omesso, seed=0.

In seguito, nel codice sono stati utilizzati 1 seguenti comandi: ods html close;ods
html; che fanno si che 1’output venga chiuso, ripulito e successivamente riaperto, il
comando %let il quale viene usato per definire una macro-variabile: crea una macro-
variabile e le assegna un valore; il comando %gput che viene invece utilizzato per
scrivere informazioni di testo o variabili macro nel registro SAS; il comando tit/e che
permette di assegnare un titolo al grafico che verra prodotto.
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Dopo di cio si richiama la macro tramite il comando %RanMBin per eseguirla.
Mentre si richiama la macro RanMBin si inseriscono nei campi appositi, 1 valori
necessari al funzionamento di quest’ultima, ovvero means, exch, seed...
Successivamente si procede con la scrittura del codice in ambiente IML. In
particolare € bene sottolineare i seguenti passaggi: con il comando use work.mbin si
vuole richiamare il dataset creato dalla macro RanMBin per utilizzarlo; con il
comando read all into xbin si trasforma 1l dataset in una matrice nominata xbin; con
il comando xbin=xbin/, 1 :ncol(xbin)-1] si toglie dalla matrice xbin I’ultima colonna
che conteneva gli id delle simulazioni per evitare che il valore degli id sia considerato
nel calcolo della Loss.

Con il comando nprint=min(nsim, 10) si stampano al massimo le prime 10 righe della
matrice xbin.

A questo punto, come nel caso precedente ovvero il caso di assenza di correlazione
di default, vengono creati i vettori xead e xlgd, composti da una sola riga e N colonne.
Il vettore xead ha valori costanti pari a 2; il vettore xlgd ha valori costanti pari a 0,8.
Dopo di ci0 si passa a calcolare la Loss del portafoglio per ciascuna simulazione,
utilizzando lo stesso metodo del primo codice. Il comando call histogram (loss)
permette di visualizzare la distribuzione di probabilita della Loss.

L’unico elemento di differenza fra quest’ultima parte e il primo codice ¢ il comando
title "N=&n, PD=&pd, Corr=&corr, NSIM=&nsim”; che permette di
personalizzare il grafico aggiungendo un titolo.

Qui di seguito ¢ presentata la serie di grafici di distribuzioni di probabilita della Loss
ottenuta al variare del grado di correlazione di default (p) fra i crediti.
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Figura 59: Serie di grafici ottenuti da SAS impostando N=20 PD=0,4 Nsim= 1000 e diversi valoridip

Come scritto a inizio paragrafo, quando la correlazione ¢ nulla la forma della
distribuzione appare come una binomiale (che nel caso in esame caratterizzato dai
parametri N=20 e PD= 0,4 puo anche essere approssimata ad una normale). A mano
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a mano che la correlazione aumenta possiamo notare un repentino cambiamento di
forma: la distribuzione diviene a doppio picco.

La forma delle distribuzioni nel caso p =0 ¢ p = 0,1 ¢ tuttavia ancora abbastanza
simile nonostante un primo accenno di cambiamento. A partire da p = 0,2 si nota un
sostanziale cambiamento di forma, con la comparsa di un netto doppio picco; da
questo momento in poi la crescita del valore della correlazione di default accentua
sempre di piu tale forma aumentando la distanza fra il primo picco e il secondo.

I risultati ottenuti dal secondo codice sono sufficientemente simili a quelli ottenuti
da Molins e Vives e riportati all’inizio di questo capitolo; in particolare appare
evidente osservando i grafici anche il fenomeno della transizione di quasi fase,
introdotto nel modello Diamond. Si puo infatti notare che quando la correlazione di
default passa da 10% a 20% c'¢ un improvviso cambiamento di comportamento
collettivo per la distribuzione di probabilita delle perdite la quale poi rimane quanto
meno la stessa da quel valore di correlazione in poi.

Ci0 significa che tra p =10% e p = 20% si trova un punto di transizione di quasi fase
che modifica drasticamente il profilo della distribuzione di probabilita della Loss,
date piccole variazioni dei valori empirici che determinano il portafoglio. “Un
piccolo cambiamento nei dati empirici pud comportare cambiamenti significativi per
il profilo della distribuzione delle perdite di probabilita, portando a gravi rischi
sistemici” (Molins & Vives, 2016).

Mediante la simulazione ¢ stato dimostrato che gli eventi sistemici del credito (ad
esempio la comparsa di un’elevata probabilita di gravi perdite) possano verificarsi
improvvisamente e inaspettatamente (da p pari a 0 a p pari a 10% non succede nulla
ma con un successivo uguale aumento, invece, la forma della distribuzione viene
stravolta). Si puo inoltre sottolineare che normalmente si € portati a pensare che una
crisi sistemica richieda una forte e singola causa che la origina; tuttavia, come si ¢
appena visto, questo non ¢ necessariamente vero.

Appare evidente che la crisi dei subprime statunitense e la crisi del 1997 del Sud-Est
asiatico citate nel capitolo 3, cosi come altre, sono esempi di transizione di quasi
fase. Nel caso della crisi globale del 2008 ¢ bastato che le probabilita di default e le
correlazioni di default crescessero di poco per scaturire un cambiamento sostanziale
nelle perdite degli intermediari finanziari e delle societa. Utilizzando modelli che
non consideravano 1’effetto contagio, nessuno seppe prevedere il fenomeno della
transizione di quasi fase che ha portato all’aumento esponenziale della quantita delle
perdite.

Poco prima della crisi, cosi come riportato dall’articolo “Model risk on credit risk”
di Molins e Vives, sia la PD che p erano considerate molto basse in particolare nel
settore immobiliare; dopo lo scandalo dei subprime invece hanno iniziato ad
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aumentare raggiungendo valori vicini al 44% per la probabilita di default e 11% per
la correlazione di default. Tali valori sono identificati come valori critici in
corrispondenza dei quali a e B raggiungono valori tali da dar vita ad una transizione
di quasi fase. E dunque fondamentale seguire attentamente I’andamento dei livelli di
PD e p in maniera tale da prepararsi adeguatamente in caso superino i livelli critici.
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5. Altri ambiti di applicazione del modello di Ising

Il modello di Ising (dal nome di Ernst Ising, il fisico che lo ha ideato) nasce
inizialmente per descrivere il magnetismo nella materia, in particolare la transizione
dal ferromagnetismo al paramagnetismo quando la temperatura cresce al di sopra
della temperatura di Curie. Cio che pero rende davvero utile il modello ¢ la sua
versatilita, che fa si che la teoria sviluppata da Ising possa essere applicata anche ad
ambiti molto diversi da quello originale per cui ¢ stato ideato.

Il modello ¢ infatti ampiamente utilizzato in diversi settori della Scienza per studiare
le transizioni di quasi fase o piu in generale il comportamento dei sistemi quando si
¢ vicini ad un punto critico; eventi che possono verificarsi ad esempio in economia,
come ¢ stato trattato in questo elaborato di tesi, oppure in altri ambiti come la
biologia, la medicina o la teoria delle reti.

Per quanto riguarda la biologia e la medicina il modello di Ising ¢ stato utilizzato per
indagare le interazioni presenti tra le cellule e per analizzare il contagio degli agenti
patogeni.

Per quanto riguarda invece la teoria delle reti 1’idea alla base del modello ¢ stata
utilizzata per studiare la propagazione delle opinioni in un contesto di reti sociali
oppure per modellizzare neuroni e sistema nervoso.

Il modello di Ising rappresenta un esempio di come una singola idea possa trovare
applicazione in un'ampia varieta di fenomeni, sia fisici che non fisici. Questo
evidenzia la straordinaria capacita della fisica e della meccanica statistica di offrire
strumenti efficaci per analizzare sistemi complessi. Sebbene lo studio del modello e
delle sue implicazioni possa risultare impegnativo, il suo impatto sulla comprensione
del mondo che ci circonda dimostra che ne vale la pena.
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6. Conclusioni

Lo scopo di questa tesi ¢ stato analizzare statisticamente il rischio di credito,
introducendone dapprima il significato e i principali metodi utilizzati in passato per
prevedere le perdite dei portafogli, per poi trattare 1 modelli di portafoglio di credito
della famiglia Jungle e mostrare la loro maggiore efficacia nel mondo della vigilanza
prudenziale bancaria rispetto ai modelli preesistenti.

E stato infatti spiegato che i sotto-modelli Dandelion e Diamond della famiglia
Jungle sono piu vicini alla realta del sistema economico e maggiormente adatti per
prevedere le perdite dei portafogli.

Si ¢ inoltre dimostrato che la crisi dei subprime ¢ stata un esempio di crisi
caratterizzata da una transizione di quasi fase, in quanto un piccolo cambiamento nei
valori di p ha innescato un effetto drastico ed improvviso sulle perdite di portafoglio,
portando ad effetti catastrofici.

L’elaborato ha voluto inoltre ampliare I’analisi dei modelli Jungle presentata
nell’articolo “Model risk on credit risk” di Molins e Vives: ¢ stato infatti valutato
I’impatto della correlazione di default (p) fra crediti minore di zero nel modello
Dandelion.

Per far cio ¢ stato eseguito un insieme di calcoli per far si che il modello risultasse
corretto, ovvero ¢ stato opportuno verificare il dominio di p tale per cui gli argomenti
dei logaritmi presenti nelle espressioni di a, oo € B risultassero positivi.

A seguito di tale aggiustamento ¢ emerso che il comportamento fra la distribuzione
di probabilita delle perdite di un portafoglio in caso di correlazione negativa ¢ diversa
rispetto al caso di correlazione positiva nonostante in entrambi i casi sia presente un
doppio picco: nel primo caso, infatti, si assiste ad una maggiore probabilita di avere
perdite severe, nel secondo caso invece appare una maggiore probabilita di avere
perdite contenute. Tale analisi ha inoltre evidenziato la relazione presente fra la moda
delle distribuzioni della perdita del portafoglio e la correlazione di default presente
fra i crediti. Una simile analisi ¢ stata svolta anche riguardo il VaR.

Partendo dai risultati di tale trattazione ¢ stato inoltre redatto uno short paper scritto
in collaborazione con il professor Fontana Roberto e sottomesso alla conferenza “SIS
2025 promossa dalla Societa Italiana di Statistica. Il paper esegue un’ulteriore
analisi relativa al modello Dandelion, la quale consiste nel verificare cosa avviene
tra 1 nodi limitrofi, ad esempio a livello di dipendenza, dal momento che ¢ presente
una correlazione fra nodo centrale e nodi limitrofi. L’interessante risultato che ¢
emerso ¢ che la correlazione presente fra nodo “padre” e nodi “figli” (poi) genera una
correlazione positiva fra 1 nodi figli (pij) che € pari esattamente al quadrato della
correlazione poi. Per ulteriori approfondimenti si rimanda si rimanda al pre-print
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Emonti, C., & Fontana, R. (2025). Negative correlations in Ising models of credit
risk. ArXiv. https://arxiv.org/abs/2502.21199.

E bene tuttavia ricordare, come specificato da Molins e Vives, che il modello Jungle
non ¢ il modello di portafoglio di credito piu generale. Questo in quanto il modello
Jungle viene selezionato dal principio di MaxEnt come il miglior modello per
prevedere le perdite di un portafoglio ma considerando solo due parametri
(probabilita di default e correlazione di default). I parametri necessari per dar vita ad
un modello di previsione attendibile in realta potrebbero essere molti di piu, poiché
teoricamente dovrebbero essere presi in considerazione i momenti di ordine piu
elevato rispetto al secondo, tuttavia, ci si limita ai soli due parametri precedentemente
introdotti in quanto sono gli unici che la letteratura ha sufficientemente indagato.
Come specificato nella presente tesi, la probabilita di default puo essere calcolata in
maniera piuttosto semplice, la correlazione di default seppur non facilmente
reperibile ¢ considerata un elemento fondamentale, gli altri momenti invece non sono
stati attualmente sufficientemente approfonditi.

“In altre parole, il modello Jungle ¢ il meglio che possiamo fare con i dati empirici
sul credito a nostra disposizione” (Molins & Vives, 2016).
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Fonte: SAS OUtPUL. ... 64

Figura 32: Distribuzione di probabilita per un portafoglio con N=100 ¢ PD=0,4
tenendo conto dell'effetto contagio per valori di correlazione p crescenti (10 casi).
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APPENDICE Codice SAS

APPENDICE A: Entropia

Codice SAS per visualizzare il punto di massima entropia prendendo in
considerazione rispettivamente prima due poi tre variabili:

ods html close;
ods html;

proc iml;

free ents2;
do p0=0.01 to .99 by .01;
ent=-(pO*log(p0O) + (1-p0) *log(1-p0));
ents2=ents2//(pO]| | ent);
end;
create plt2 from ents2[colname={pO entropy}];
append from ents2;

close plt2;

free ents3;
do p0=0.01 to .99 by .01;
do p1=0.01 to 1-p0-0.01 by .01;
p2=1-pO-p1;
ent=-(pO0*log(pO) + p1*log(p1)+p2*log(p2));
ents3=ents3//(pO| |p1| |p2] |ent);
end;
end;
create plt3 from ents3[colname={pO p1 p2 entropy}];
append from ents3;
close plt3;
submit;

proc sgplot data=plt2;
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scatter x=p0O y=entropy;
run;

proc sgplot data=plt3;
scatter x=p0O y=entropy;
run;

endsubmit;
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APPENDICE B: Dandelion

Codice Dandelion utilizzato:

ods html close;
ods html;
proc iml;

N=100;
pd=0.2;
pO=pd;

CALL SYMPUTX("N", N);
CALL SYMPUTX("PD", pd);

free allpdf;

do ro=0.01 to 0.5 by .1;

|=pd*(1-pd);
L=pO* (1-p0);
g=(sqrt(l) *sqrt(L) *ro) + (pd*p0);

D=(pd-q)/(1-pO-pd+q);
g/ (p0-q))* ((1-p0-pd+q)/(pd-q) )
1-p0)/p0;

E=(
F=(
G=(p0-q)/(1-pO-pd+q);

/*print D;
print E;
print F;
print G; */

alpha=log(D);
alphazero=((N-1)*log(F))+(N*log(G));
beta= log(E);

*print alpha alphazero beta;

H=alpha+beta;
*print H;

Z=((1+exp(alpha))##N) + ( exp(alphazero)*(1+exp(H))##N );
*print Z;
somma_pdf=j(N+1,3,.);
do II=0 to N;
coeff_bin=comb(N, II;
*print coeff_bin;

A=1/Z,
*print A;
B=alpha * II;
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*print B;

C= alphazero + (II*(alpha + beta));
*print C;

exp_B = exp(B);

*print exp_B;

exp_C = exp(C);

*print exp_C;

somma_pdf[ll+1,1]=I};
somma_pdf[ll+1,2] = A * coeff_bin * (exp_B + exp_C);

somma_pdf[ll+1,3]=ro;
end;

allpdf=allpdf//somma_pdf;
end;
lossNorm=allpdf[,1]/N*100;
allpdf=allpdf| [lossNorm;

print allpdf;

create plt_pdf from allpdf[colname={"somma" "pdf" "rho" "lossnorm"}];

append from allpdf;
close plt_pdf;
quit;
proc sgplot data=plt_pdf;
series x=lossnorm y=pdf / group=rho lineattrs=(thickness=2
title "Dandelion - Distribuzione di Probabilita N=&N PD=&PD",
xaxis label = "Loss %";

yaxis label = "Loss probability";

run;
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APPENDICE C: Dandelion 10 casi di p

Codice Dandelion utilizzato introducendo 10 casi di correlazioni di default:

ods html close;
ods html;

proc iml;

pO=pd;
CALL SYMPUTX("N", N);
CALL SYMPUTX("PD", pd);

free allpdf;

do ro=0.01 to 1 by .1;

(il codice da questo punto in poi ¢ identico al caso dell’ Appendice B)
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APPENDICE D: Limiti di p nel caso di p <0

Codice utilizzato per trovare i limiti di p nel caso di correlazioni negative:

ods html close;
ods html;

proc iml;

N=100;
pd=0.2;
pO=pd;

CALL SYMPUTX("N", N);

CALL SYMPUTX("PD", pd);

I=pd*(1-pd);

L=pO*(1-p0);

12=1-1/pd;

H=1/12;

lim=(111]12);

free es;

do ro=-1to 1 by .01;
g=(sqrt(l) *sqrt(L) *ro) + (pd*pO);
E1=q;
E2=1-2*pd+q;
es=es//(ro| |el||e2);

end;

print es;

print pd lim;
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APPENDICE E: Dandelion con p anche <0

Codice Dandelion utilizzato nel caso di correlazioni di default anche negative:

ods html close;
ods html;

proc iml;

N=100;

pd=0.4;

pO=pd;

epsilon = 1E-6;
alphaVaR = 0.95-epsilon;
LB= (pd-1)/pd;

if pd<0.5 then LB=1/LB;
print LB;

epsilont = 0.01/2;

LB = LB+epsilont;

print LB;

CALL SYMPUTX("N", N);
CALL SYMPUTX("PD", pd);

free allpdf;
do ro= LB to 0.99 by .01;

I=pd*(1-pd);
L=pO*(1-p0);
q=(sart(1) *sart(L) *ro) + (pd*pO);
D=(pd-q)/(1-pO-pd+q);
E=(a/(pO-g))*((1-pO-pd+q)/(pd-q));
F=(1-p0)/p0;
G=(p0-q)/(1-pO-pd+q);
alpha=log(D);
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alphazero=((N-1)*log(F))+ (N*log(G));
beta= log(E);
H=alpha+beta;
Z=((1+exp(alpha))##N) + ( exp(alphazero)*(1+exp(H))##N );
somma_pdf=j(N+1,3..);
do II=0 to N;
coeff_bin= comb(N, II);
A=1/Z,
B=alpha * II;
C= alphazero + (II*(alpha + beta));
exp_B = exp(B);
exp_C = exp(C);
somma_pdf[ll+1,1]=l};

somma_pdf[ll+1,2] = A * coeff_bin * (exp_B + exp_C); /

somma_pdf{ll+1,3]=ro;
end;

allpdf=allpdf//somma_pdf; /*appende due matrici una sotto I'altra per le varie correlazioni*/

end;

lossNorm=allpdf[,1]/N*100;
allpdf=allpdf| [lossNorm;

create plt_pdf from allpdf[colname={"somma" "pdf" "rho" "lossnorm"}];

append from allpdf;

close plt_pdf;

/* Codice per il grafico */

proc sgplot data=plt_pdf;

series x=lossnorm y=pdf / group=rho lineattrs=(thickness=2); /* Traccia il grafico a LINEE*/
title "Dandelion - Distribuzione di Probabilita N=&N PD=&PD";

xaxis label = "Loss %",

yaxis label = "Loss probability";

run;
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APPENDICE F: Subroutine NLPHQN

Subroutine NLPHQN per trovare numericamente i valori di a e f3:

ods html close;
ods html;

proc iml;

start Fun(var) global(pd, g, N);
alpha = var[1]; beta = var[2];
I_Z=j(N+1.2..);
ILX=j(N+1.2,.);
ILY=j(N+1,2,.);

do I=0 to N;

coeff_bin= comb(N, II;

print coeff_bin;

A= (alpha - beta/2)*Il;

print A;

B= (beta/2 * ((IN##2));

print B;

I_Z[l+1,11=l;

I_Z[ll+1,2]= coeff_bin * exp (A+B);
print lI_Z;

_X[+1,1]=I;

II_X[lI+1,2]= coeff_bin * Il * exp (A+B);
print I1_X;

Y [I+1,1]=I

I_Y[II+1,2]= coeff_bin * (1/2*II) * (I-1) * exp (A+B);
print II_Y;

end;

Z=sum(l_Z[, 2]);
print Z;
X=sum(lI_X[, 2]):
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print X;

Y=sum(lL_Y[, 2]);

print Y,

f=j,2 ),

f[1] = pd- (1/(Z * N)* X);

fl21 =qg- (2/(Z* N *(N-1)) *Y);

print f;

return (f);

finish;

g=.14;
tho=(q-pd**2)/(pd*(1-pd))
print N pd g rho;
con = {.
h

x0={01.01}
optn = {2

1}
print con;
Soln =j(1.2,.);
call nlphgn(rc, Soln, "Fun", X0, optn) blc=con;
print Soln;

quit;
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APPENDICE G: Diamond

Codice Diamond generale:

ods html close;
ods html;

proc iml;

start Fun(var) global(pd, g, N);
alpha = var[1]; beta = var[2];
I_Z=j(N+1.2..);
ILX=j(N+1.2,.);
ILY=j(N+1,2,.);

do II=0 to N;

coeff_bin= comb(N, II);
A= (alpha - beta/2)*ll;
B= (beta/2 * ((IN##2));
I_Z[lI+1,1]=lI;
I_Z[Il+1,2]= coeff_bin * exp (A+B):
I_X[lI+1,1]=II
I_X[lI+1,2]= coeff_bin * Il * exp (A+B);
YT+ 1=
IILY[I+1,2]= coeff_bin * (1/2*ll) * (II-1) * exp (A+B);
end;
Z=sum(l_Z[, 2]);
*print Z;
X=sum(ll_X[, 2]); /* calcolo X */
Y= sum(ll_Y[, 2]); /* calcolo X */
f=j(1.2.);
f[1] = pd- (1/(Z * N)* X);
fl2] =qg- (2/(Z* N*(N-1)) *Y);

return (f);

finish;
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N=20;
pd=.4;
pO=pd;
con = {.

NS
x0={01.01}
optn = {2

1h
print con;
free allpmf;

do ro=0.01 to 0.41 by .1;

|=pd*(1-pd);
L=pO*(1-p0);
g=(sqrt(l) *sqrt(L) *ro) + (pd*p0);
Soln =j(1,2,.);
call nlphgn (rc, Soln, "Fun", xO, optn) blc=con;
print Soln;
alpha=Soln[1];
beta=Soln[2];
I_Z=j(N+1,2,.);

do lI=0 to N;

coeff_bin=comb(N, II;
A= (alpha - beta/2)*Il;
B= (beta/2 * ((IN##2));
I_Z[lI+1,1]=1!;
I_Z[lI+1,2]= coeff_bin * exp (A+B);
print I_Z;
end;
Z =sum(ll_Z][, 2]); /* calcolo Z */

print Z;

pmf=j(N+1,3,.);
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do II=0 to N;
coeff_bin= comb(N, II);
|=pd*(1-pd);
L=pO*(1-pO);
g=(sart(l) *sqrt(L) *ro) + (pd*pO);
A= (alpha - beta/2)*I;
B= (beta/2 * ((I)##2)):
pmf[ll+1,1]=ll;
pmf[ll+1,2]= (coeff_bin * exp (A+B)) / Z;
pmf[ll+1,3]=ro;

end;

allpmf=allpmf//pmf; /*appende due matrici una sotto I'altra per le varie correlazioni*/

end;

CALL SYMPUTX("N", N);
CALL SYMPUTX("PD", pd);

lossNorm=allpmf[,1]/N*100;
allpmf=allpmf| |lossNorm;
print allpmf;

create plt_pdf from allpmf[colname={"somma" "pmf" "rho" "lossnorm"}];

append from allpmf;
close plt_pdf;

quit;

proc sgplot data=plt_pdf;

series x=lossnorm y=pmf / group=rho lineattrs= (thickness=2);
title "Distribuzione di Probabilita N=&N PD=&PD";
xaxis label = "Loss %";
yaxis label = "Loss probability";

run;
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APPENDICE H: Loss di un portafoglio senza considerare p

Codice SAS per riprodurre la Loss di un portafoglio di crediti usando pd, ead, lgd
senza correlazione di default:

ods html close;

ods html;

proc iml;
N=10;
pd=.2;
nsim=1000;

call randseed (2000);

x=j(nsim,n..);

call randgen (x,'Bernoulli',pd);

ead=2;
xead=j(1,n,ead);

print xead;

lgd=0.8;

xlgd=j(1,nlgd);

print xlgd;

loss=j(nsim,1,0);

do i=1 to nrow(x);
do j=1 to ncol(x);

loss[i]=loss[i]+x[ij] *xead[j] *xlgd[j];

end;

end;

call histogram (loss);
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APPENDICE I: Loss di un portafoglio considerando p

Codice SAS per riprodurre la Loss di un portafoglio di crediti usando pd, ead, lgd
con correlazione di default:

N.B Per vedere I’intera versione del codice aprire il corrispondente file allegato
all’elaborato.

%macro RanMBin (version, inmeans=, means=, incorr=, exch=, ar=, k=, seed=0,
out=Mbin, n=100, subject=ID, within=SublD, outshape=wide);
()
%global mp mp1;
%macro mp (nstep);
%let mp=0;
%let mp1=0;
%do i=1 %to &nstep;
data _NULL_;
tmp=.,
tmp=&i*1/&nstep;
tmp1=32*tmp;
call symput(‘tmp',tmp);
call symput('tmp1'tmp1);
run;
%let mp=&mp &tmp;
%let mp1=&mp1 &tmp1;
%end;
%mend;
%mp (10);

%put &mp &mpT;

ods html close;

ods html;

%let n=20;
%let pd=0.4;

%let corr=0.2;
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%let nsim=1000;

%put &n &pd &corr &nsim;

title "N=&n, PD=&pd, Corr=&corr, NSIM=&nsim",

%RanMBin (version, inmeans=, means=&n.*&pd., incorr=, exch=&corr., ar=, k=, seed=0,
out=Mbin, n=&nsim., subject=id, within=SublID, outshape=wide);

proc iml;

n=&n;

nsim=&nsim;

use work.mbin;

read all into xbin;

close work.mbin;

xbin=xbin[,1:ncol (xbin)-1];
nprint=min (nsim,10);

print (xbin[1:nprint,]);

x=xbin;

ead=2;
xead=j(1,n,ead);

print xead;

lgd=0.8;
xlgd=j(1,nlgd);
print xlgd;

loss=j(nsim,1,0);
do i=1 to nrow(x);

do j=1 to ncol(x);
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loss[i]=loss[i]+x[ij] *xead[j] *xlgd[j];

end;

end;

loss1=j(nsim,1,.);
do i=1 to nrow(x);
loss1 [i]=mean (t(x[i,]));
end;
title "N=&n, PD=&pd, Corr=&corr, NSIM=&nsim",
call histogram (loss);
call histogram (loss1);

plt=loss | |loss1;

create plt from plt[colnames={loss loss1}];
append from plt;
close plt;

submit;

proc sgplot data=pilt;
scatter x=loss y=loss1;

run;

proc univariate data=plt noprint;
histogram loss/midpoints=&mp1;
histogram loss1/midpoints=&mp;

run;

endsubmit;

title;
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APPENDICE L: 2 sole curve di distribuzione di probabilita
Codice SAS per riprodurre il grafico in figura 42:

ods html close;
ods html;

proc iml;

N=100;
pd=0.4;
pO=pd;

LB= (pd-1)/pd;

if pd<0.5 then LB=1/LB;
print LB;

epsilont = 0.01/2;

LB = LB+epsilont;

print LB;

CALL SYMPUTX("N", N);
CALL SYMPUTX("PD", pd);

free allpdf params;

do ro= LB to 0.99 by .05;

|=pd*(1-pd);

L=pO*(1-p0);

q=(sqrt(l) *sqrt(L) *ro) + (pd*pO);
D=(pd-q)/(1-pO-pd+q);
E=(q/(p0-q))* ((1-pO-pd+q)/(pd-q));
F=(1-p0)/pO0;
G=(p0-q)/(1-pO-pd+q);

alpha=log(D);
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alphazero=((N-1)*log(F))+ (N*log(G));

beta= log(E);

params=params//(ro| |alpha| |alphazero| | beta);

H=alpha+beta;

*print H;

Z=((1+exp(alpha))##N) + ( exp(alphazero)*(1+exp(H))##N );

somma_pdf=j(N+1,3..);
do II=0 to N;
coeff_bin= comb(N, II);
A=1/Z;
B=alpha * II;
C= alphazero + (II*(alpha + beta));
exp_B = exp(B);
exp_C = exp(C);
somma_pdf[ll+1,1]=I};

somma_pdf[ll+1,2] = A * coeff_bin * (exp_B + exp_C);

somma_pdf[ll+1,3]=ro;
end;

allpdf=allpdf//somma_pdf;

end;

lossNorm=allpdf[,1]/N*100;
allpdf=allpdf| [lossNorm;

create plt_pdf from allpdf[colname={"somma" "pdf" "rho" "lossnorm"}];

append from allpdf;
close plt_pdf;

create params from params[colname={"rho" "alpha" "alphazero" "beta"}];
append from params;

close params;
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quit;

proc sgplot data=plt_pdf (where=(abs(rho-(-0.262)) <1E-2 | abs(rho-(0.2883))<1E-2));

series x=lossnorm y=pdf / group=rho lineattrs=(thickness=2);

xaxis label = "Loss %";

yaxis label = "Loss probability";

run;
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APPENDICE M: Moda e correlazione

Codice SAS per riprodurre la relazione fra la moda delle distribuzioni di probabilita
della Loss di un portafoglio e la correlazione di default p (figura 43):

ods html close;
ods html;

proc iml;

N=100;
pd=0.4;
pO=pd;

LB= (pd-1)/pd;

if pd<0.5 then LB=1/LB;
print LB;

epsilont = 0.01/2;

LB = LB+epsilont;

print LB;

CALL SYMPUTX("N", N);
CALL SYMPUTX("PD", pd);

free allpdf params modes;

do ro= LB to 0.99 by .01;

I=pd* (1-pd);
L=pO*(1-pO):;

g={(sqrt(l) *sqrt (L) *ro)+ (pd*pO);

D=(pd-q)/(1-pO-pd+q);
E=(a/(p0-q))* ((1-pO-pd+q)/(pd-q));
F=(1-p0)/p0;
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G=(p0-q)/(1-pO-pd+q);

alpha=log(D);

alphazero=((N-1)*log(F))+(N*log(G));

beta= log(E);

params=params//(ro| |alpha| |alphazero| | beta);

H=alpha+beta;

Z=((1+exp(alpha))##N) + ( exp(alphazero)*(1+exp(H))##N );

somma_pdf=j(N+1,3,.);

do II=0 to N;
coeff_bin= comb(N, II);
A=1/Z,
B=alpha * II;
C= alphazero + (II*(alpha + beta));
exp_B = exp(B);
exp_C = exp(C);
somma_pdf[ll+1,1]=l};

somma_pdf[ll+1,2] = A * coeff_bin * (exp_B + exp_C);

somma_pdf{ll+1,3]=ro;

end;
allpdf=allpdf//somma_pdf;
maxProb1 = max(somma_pdf[.2]);
modeVals1 = somma_pdf[loc(somma_pdf[,2] = maxProb1),1];
modes=modes//(ro| |modeVals1 | | maxProb1);
end;
lossNorm=allpdf[,1]/N*100;

allpdf=allpdf| [lossNorm;

create plt_pdf from allpdf[colname={"somma" "pdf" "rho" "lossnorm"};
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append from allpdf;
close plt_pdf;

create params from params[colname={"rho" "alpha" "alphazero" "beta"}];
append from params;

close params;

create modes from modes[colname={"rho" "mode" "prob_mode"}];
append from modes;

close modes;

proc sgplot data=modes;
scatter x=rho y=mode;
title "Dandelion - Distribuzione di Probabilita N=&N PD=&PD - Andamento della moda in relazione con rho";

run;
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APPENDICE N: VaR e correlazione

Codice SAS per riprodurre la relazione fra il Value at Risk delle distribuzioni di
probabilita della Loss di un portafoglio e la correlazione di default p:

ods html close;
ods html;

proc iml;

N=100;

pd=0.4;

pO=pd;

epsilon = 1E-6;
alphaVaR = 0.95-epsilon;
LB= (pd-1)/pd;

if pd<0.5 then LB=1/LB;

print LB;

epsilon1 = 0.01/2;
LB = LB+epsilont;

print LB;

CALL SYMPUTX("N", N);

CALL SYMPUTX("PD", pd);

free vars;

free allpdf;

do ro= LB to 0.99 by .01;
|=pd*(1-pd);
L=pO*(1-pO);
q=(sart(l) *sqrt(L) *ro) +(pd*pO);
D=(pd-q)/(1-pO-pd+q);
E=(a/(pO-g))*((1-pO-pd+q)/(pd-q)):
F=(1-p0)/p0;

G=(p0-q)/(1-pO-pd+q);
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alpha=log(D);
alphazero=((N-1)*log(F))+(N*log(G));
beta= log(E);
H=alpha+beta;
Z=((1+exp(alpha))##N) + ( exp(alphazero)*(1+exp(H))##N );
somma_pdf=j(N+1,3,.);
do II=0 to N;
coeff_bin=comb(N, II;
A=1/Z;
B=alpha * II;
C= alphazero + (II*(alpha + beta));
exp_B = exp(B);
exp_C = exp(C);
somma_pdf[ll+1,1]=I};
somma_pdf[ll+1,2] = A * coeff_bin * (exp_B + exp_C);
somma_pdf[ll+1,3]=ro;
end;
pmf=somma_pdf[,2];
CU = cusum (pmf);
tmp = loc(CU >= alphaVaR);
x = somma_pdf[,1];
var = x[tmp[1]];
vars = vars//(ro| |var);

allpdf=allpdf//somma_pdf;

end;

lossNorm=allpdf[,1]/N*100;

allpdf=allpdf| [lossNorm;

create plt_pdf from allpdf[colname={"somma" "pdf" "rho" "lossnorm"}];
append from allpdf;

close plt_pdf;

create plt_var from vars[colname={"rho" "var"}];

append from vars;
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close plt_var;

quit;

data plt_var;

set plt_var;

run;

proc capability data=plt_var;

comphist var;

run;

proc print data=plt_var(where =(rho<-0.66 | rho>0.98 | abs(rho)<0.005));
run;

proc sgplot data=plt_var;

scatter x=rho y=VaR; /* Traccia il grafico a LINEE*/

title "VaR e Correlazione N=&N PD=&PD";

run;
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