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Sommario 

Nel corso degli ultimi anni si è assistito ad uno sviluppo nell’applicazione dei 

modelli statistici di forma (SSM) e densità (SDM) per la generazione di 

rappresentazioni 3D parametrizzate di strutture anatomiche, con particolare enfasi 

nell’ambito della modellazione ossea. Questa metodologia consente di generare dei 

modelli personalizzabili in base alle caratteristiche specifiche del paziente, aprendo 

nuove prospettive di ricerca nei settori della progettazione di dispositivi ortopedici, 

della chirurgia assistita da computer e della diagnosi e prevenzione delle patologie 

ossee, offrendo un’alternativa a tecniche di acquisizione della geometria 

consolidate, ma più invasive e costose (ad es., TAC). 

Lo scopo di questo lavoro di tesi è lo sviluppo di una metodologia completa per la 

creazione di un modello statistico della mandibola umana, basato sull’applicazione 

dell’analisi delle componenti principali (PCA). Nello specifico, l’analisi è 

finalizzata non solo alla ricostruzione della geometria della superficie esterna della 

mandibola, ma alla ricostruzione dell’intero volume di osso corticale. 

Nella prima fase, ci si è concentrati sulla realizzazione di un modello statistico di 

forma, in grado di catturare le principali variazioni geometriche della mandibola. 

La seconda fase si è invece focalizzata sulla creazione di un modello statistico di 

densità, con l'obiettivo di valutare le variazioni nella distribuzione della densità 

ossea all'interno della mandibola, in particolare della porzione di osso corticale. 

L’analisi è stata effettuata su un database di 35 mandibole, ottenute attraverso la 

segmentazione di immagini TAC.  Prima di procedere con l'analisi statistica, è stata 
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eseguita una fase di mesh morphing, al fine di rendere iso-topologiche le mesh 

facenti parte del training set. Questo processo, che ha coinvolto sia le mesh 

superficiali che quelle volumetriche, è stato fondamentale per garantire che tutte le 

geometrie avessero lo stesso numero di nodi e una corrispondenza tra nodi riferiti 

al medesimo punto anatomico. Successivamente, i modelli sono stati allineati e una 

geometria media è stata calcolata mediante l’analisi di Procrustes. 

Per la creazione del modello statistico di densità, si è proceduto con l'estrazione 

delle proprietà del materiale (osso corticale) a partire dalle immagini TAC, 

utilizzando una relazione empirica tra l'intensità dei valori di grigio e i parametri di 

densità e modulo di Young. Anche in questo caso, è stata impiegata l'analisi delle 

componenti principali per identificare le principali variazioni nelle proprietà del 

materiale. 

Ulteriori sviluppi del lavoro coinvolgeranno il perfezionamento del modello 

attraverso l’ampliamento del database e l’estensione dell’analisi delle proprietà del 

materiale anche all’osso spongioso. 
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Abstract 

Over the past few years, the application of statistical shape models (SSM) and 

statistical density models (SDM) for the generation of 3D models of anatomical 

structures has spread, in particular in the field of bone’s modelling. This 

methodology allows predicting models capable of reproducing patient-specific 

features, opening new research perspectives in the areas of orthopaedic device 

design, computer-aided surgery and bone disease diagnosis and prevention, without 

necessarily employing resorting to acquisition techniques that can be invasive and 

expensive (e.g., CT scans). 

This work is aimed to develop a complete methodology for generating a statistical 

model of the human mandibular bone, based on the application of Principal 

Component Analysis (PCA) technique. Specifically, the analysis was not only 

focused on the geometry of the outer surface of the mandible but involved also the 

creation of the whole volume of cortical bone. 

In the first step, the focus was on the development of a statistical shape model, able 

to capture the main geometric variations in the mandible morphology. The second 

step focused on the creation of a statistical density model, with the aim of assessing 

variations in the distribution of bone density and Young modulus within the 

mandible, particularly in the cortical bone portion. The analysis was performed on 

a database of 35 mandibles, obtained by the segmentation of CT images.  Before 

proceeding with the statistical analysis, a mesh morphing procedure was carried out 

in order to make iso-topological all the meshes in the training set. This process has 
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involved both surface and volumetric meshes and was essential to ensure that all 

geometries had the same number of nodes and one-to-one correspondence between 

nodes. After this, the models were registered, and an average geometry was 

calculated using Procrustes analysis. 

To create the statistical density model, material properties (cortical bone) were 

extracted from CT images, using an empirical relationship between the intensity of 

grey values and the density and Young's modulus parameters. Again, PCA was used 

to identify major variations in bone’s material properties. 

Further development of the work will involve the refinement of the model by 

expanding the database and extending the analysis of material properties to include 

also cancellous bone. 
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1.  Introduzione 

Stato dell’arte e motivazioni 

Nel corso degli ultimi anni, si è assistito ad uno sviluppo nell’applicazione dei 

modelli statistici di forma (Statistical Shape Models, SSM) e densità (Statistical 

Appearance Models, SAM) per la generazione di rappresentazioni 3D 

parametrizzate di strutture anatomiche, con particolare enfasi nell’ambito della 

modellazione ossea. Questi modelli forniscono una descrizione della geometria 

media e della distruzione media della densità all’interno di una specifica 

popolazione, consentendo contemporaneamente di catturare i principali modi di 

variazione rispetto a queste medie [1]. La tecnica più comunemente usata per 

misurare queste variazioni è l’analisi delle componenti principali (Principal 

Component Analysis, PCA).   

L'idea fondamentale alla base di questi modelli statistici è che la geometria e la 

distribuzione di densità media di ciascun individuo all'interno della popolazione 

possano essere descritte utilizzando una forma e una distribuzione di densità medie, 

alle quali aggiungere il contributo di un certo numero di modi di variazione noti 

come "componenti principali" [1]. Ogni componente principale contribuisce alla 

geometria e alla densità con un determinato peso. Sebbene i pesi associati a ciascuna 

componente possano variare da individuo a individuo, i modi di variazione stessi, 

rappresentati dalle componenti principali, sono comuni a tutti i modelli. 

Dunque, personalizzando i pesi delle componenti principali in base ai parametri 

specifici di ciascun paziente, è possibile creare un modello personalizzato. L'aspetto 
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più vantaggioso di questo approccio è la possibilità di sviluppare modelli specifici 

per il paziente, utilizzando misurazioni o immagini bidimensionali, spesso acquisite 

mediante raggi X o DXA. Questo metodo offre un'alternativa meno invasiva e più 

economica rispetto alle tecniche di acquisizione più tradizionali, come la TAC o la 

risonanza magnetica. I modelli statistici si dimostrano poi particolarmente utili 

quando si vuole valutare l'efficacia di nuovi impianti o nuove tecniche chirurgiche, 

consentendo di simulare una popolazione virtuale. Inoltre, la possibilità di 

combinare modelli statistici di forma e densità (Statistical Shape Appearance 

Models, SSAM) può portare a risultati ancora più interessanti, come dimostrato in 

uno studio recente che ha esplorato l'effetto di tali variazioni congiunte sulla rigidità 

delle vertebre lombari in diverse condizioni di carico [2].  

In questo lavoro di tesi ci si è concentrati sull'osso mandibolare, noto per la sua 

complessa geometria e la carenza di studi approfonditi. Scopo di questo lavoro è 

stato lo sviluppo di una metodologia completa per la creazione di un modello 

statistico della mandibola umana, basato sull’applicazione dell’analisi delle 

componenti principali (Principal Component Analysis, PCA). Nello specifico, 

l’analisi è stata focalizzata non solo sulla geometria della superficie esterna della 

mandibola, ma si è lavorato su una mesh di volume in grado di replicare l’osso 

corticale. 

Nella prima fase, ci si è concentrati sulla realizzazione di un modello statistico di 

forma, in grado di catturare le principali variazioni geometriche della mandibola. 

La seconda fase si è invece focalizzata sulla creazione di un modello statistico di 

densità, con l'obiettivo di valutare le variazioni nella distribuzione della densità 
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ossea all'interno della mandibola, in particolare della porzione di osso corticale. 

L’analisi è stata effettuata su un database di 35 mandibole, ottenute attraverso la 

segmentazione di immagini TAC.  Prima di procedere con l'analisi statistica, è stata 

eseguita una fase di mesh morphing, al fine di rendere iso-topologiche le mesh 

facenti parte del training set. Questo processo, che ha coinvolto sia le mesh 

superficiali che quelle volumetriche, è stato fondamentale per garantire che tutte le 

geometrie avessero lo stesso numero di nodi e una corrispondenza geometrica 

precisa. Successivamente, i modelli sono stati allineati e una geometria media è 

stata calcolata mediante l’analisi di Procrustes. 

Per la creazione del modello statistico di densità, si è proceduto con l'estrazione 

delle proprietà del materiale (osso corticale) a partire dalle immagini TAC, 

utilizzando una relazione empirica tra l'intensità dei valori di grigio e i parametri di 

densità e modulo di Young. Anche in questo caso, è stata impiegata l'analisi delle 

componenti principali per identificare le principali variazioni nelle proprietà del 

materiale. 

1.1 Applicazioni dei modelli statistici 

L’impiego dei modelli statistici di forma e densità trova applicazione in un’ampia 

gamma di settori biomedici, con un crescente interesse negli ultimi anni nel campo 

dell’ortopedia. Alcune delle principali applicazioni di tali modelli includono: 

• Creazione di modelli anatomici personalizzati per il paziente: I modelli 

statistici possono essere utilizzati per generare modelli ossei tridimensionali 

specifici per il paziente a partire da dati derivanti da immagini mediche. 
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Quando questi modelli statistici vengono adattati a nuove immagini al fine 

di ridurre le differenze tra la geometria o la densità media e la struttura ossea 

reale, si parla di algoritmi attivi, in particolare di Active Shape Model 

(ASM) e Active Appearance Model (AAM) [1]. Un vantaggio notevole di 

questo approccio è l’utilizzo di immagini bidimensionali, che comporta una 

minore esposizione del paziente alle radiazioni e costi inferiori. Tali modelli 

possono essere inoltre impiegati per procedure chirurgiche assistite dal 

computer.  

• Creazione di modelli FEM personalizzati per il paziente: I modelli statistici 

possono essere utilizzati per automatizzare la creazione di modelli basati su 

elementi finiti (FEM) personalizzati per il paziente, utilizzando dati 

derivanti da immagini mediche. Questo approccio evita la fase dispendiosa 

della segmentazione manuale e consente l’utilizzo dei modelli FEM per la 

progettazione di dispositivi ortopedici o per condurre simulazioni [3]. 

• Progettazione di impianti ortopedici: I modelli statistici si rivelano preziosi 

nella progettazione impianti ortopedici, sia come strumenti predittivi che 

per l’effettuazione di simulazioni su popolazioni virtuali prima 

dell’installazione degli impianti. 

• Pianificazione chirurgica: Questi modelli possono essere impiegati per 

prevedere una geometria ossea in situazioni come fratture ossee, 

consentendo una pianificazione più precisa delle procedure chirurgiche. È 

un esempio lo studio [4]  in cui è stato sviluppato un metodo in grado di 

ricostruire una porzione di mandibola a partire da una porzione residua nota. 
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• Diagnosi e monitoraggio di malattie: I modelli statistici che combinano 

forma e densità possono essere utilizzati per poter identificare potenziali 

rischi di frattura, in particolare in malattie come l’osteoporosi, che comporta 

una progressiva diminuzione della densità ossea [5],[6]. Un altro esempio è 

lo studio [7], in cui è stato realizzato un modello statistico che permettesse 

di descrivere la complessa geometria dell’astragalo e coglierne le principali 

variazioni, stabilendo correlazioni significative tra essa e un aumento del 

rischio di impingement alla caviglia. 

• Correlazione tra morfologia e crescita ossea: Diversi studi hanno 

esaminato, avvalendosi di modelli statistici, la correlazione tra 

caratteristiche demografiche (come età e sesso) e la morfologia e densità 

ossea in varie regioni corporee. In particolare, nello studio [8] si è indagato 

riguardo una correlazione tra morfologia e crescita mandibolare, un 

argomento importante nell’ambito della chirurgia maxillofacciale, che 

potrebbe consentire la diagnosi di malformazioni o difetti nella crescita 

ossea (quale l’iperplasia mandibolare). Nello studio [9] l’osso considerato è 

stato la scapola.  

Da notare che, nella letteratura scientifica, la maggior parte degli studi si è 

concentrata su ossa quali l’anca o la spalla, mentre le ricerche sulla mandibola sono 

meno comuni, data la sua complessità geometrica.  
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1.2 Organizzazione del lavoro di tesi 

Il lavoro di tesi è organizzato in tre capitoli distinti, ognuno dei quali dettaglia i 

metodi utilizzati per raggiungere gli obiettivi della ricerca: 

Capitolo 1: Introduzione 

Questo primo capitolo fornisce una panoramica iniziale della tesi, presentando le 

motivazioni alla base dello studio e le possibili applicazioni dei modelli statistici 

sviluppati. 

Capitolo 2: Materiali e Metodi 

Il secondo capitolo è articolato in diverse sezioni. La prima parte è dedicata alla 

descrizione del processo di mesh morphing, implementato mediante il software 

MATLAB. Prima di approfondire questa metodologia, verrà offerto un contesto 

iniziale derivato da un lavoro di ricerca precedente, che ha compreso la 

segmentazione delle immagini TAC a partire da un data set costituito dalle 

mandibole di 40 pazienti, la creazione delle mesh di superfice (una per l’osso 

corticale e una per l’osso spongioso) e la generazione delle mesh di volume 

rappresentanti il corticale. Nella seconda parte del capitolo verranno delineati i 

passaggi che hanno condotto alla creazione del modello statistico di forma della 

mandibola. Inizialmente, verrà descritto il processo di generazione di una 

“mandibola media” mediante l'analisi di Procrustes. Successivamente, verrà 

presentata l'applicazione dell'analisi delle componenti principali per identificare le 

variazioni nei modelli rispetto alla mandibola media. Infine, il terzo aspetto 

affrontato in questo capitolo riguarderà la creazione del modello statistico di 

densità, compresi i passaggi per estrarre le proprietà del materiale (densità e modulo 



7 
 

di Young) dall'osso corticale basandosi sulle mesh iso-topologiche di volume 

precedentemente generate. Sarà quindi illustrata la procedura di analisi delle 

componenti principali anche in questo specifico contesto. 

Capitolo 3: Risultati 

Nel capitolo finale, saranno presentati dettagliatamente i risultati ottenuti e verranno 

tratte le conclusioni finali basate su tali risultati. 

1.3 Mandibola umana 

1.3.1 Anatomia 

L’osso mandibolare è un osso impari e mediano. Posto nella parte antero-inferiore 

della faccia, ha una forma a ferro di cavallo e costituisce lo scheletro della mascella 

inferiore [10]. È l’unico osso mobile del cranio.  

Dal punto di vista anatomico, la mandibola è suddivisa in tre parti distinte: il corpo 

e due rami. Il corpo dell’osso, a sua volta, presenta due facce distintive: 

• Faccia esterna: La faccia esterna del corpo della mandibola è caratterizzata 

dalla presenza della sinfisi mentoniera, che si estende verso il basso e 

termina con una sporgenza a forma piramidale chiamata protuberanza 

mentoniera. Quest’ultima termina ai lati con i tubercoli mentali. In questa 

regione si trova anche la fossetta mentoniera, che contiene, a sua volta, il 

foro mentoniero attraverso il quale passano il nervo mentoniero e i suoi vasi. 
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Figura 1: Faccia esterna 

• Faccia interna: La faccia interna del corpo della mandibola presenta quattro 

protuberanze nella linea mediana, due superiori e due inferiori. Le apofisi 

geniche superiori offrono un punto di ancoraggio ai muscoli genioglossi, 

mentre le apofisi geniche inferiori forniscono inserzione ai muscoli 

genioioidei. Questa faccia è attraversata dalla linea obliqua interna, nota 

anche come linea miloioidea, che serve come punto di ancoraggio per il 

muscolo miloioideo.  

 

Figura 2: Faccia interna 
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Ciascun dei due rami della mandibola è ulteriormente suddiviso in due parti 

distinte: 

• Processo condiloideo: Questo costituisce la parte superiore del ramo 

mandibolare ed è coinvolto nell’articolazione con la fossa mandibolare 

dell’osso temporale, formando così l’articolazione temporo-mandibolare 

(ATM), che consente i movimenti della mandibola. 

• Processo coronoideo: Questa è una lamina ossea triangolare che si estende 

verso l’alto del ramo e ricorda la pinna di uno squalo [11]. 

In sintesi, la mandibola è un osso fondamentale nella struttura del volto e per le sue 

funzioni, consentendo movimenti essenziali come l'apertura e la chiusura della 

bocca, indispensabili per attività come la masticazione, il parlare e la deglutizione. 

1.3.2 Proprietà meccaniche 

La mandibola rappresenta un esempio di struttura ossea eterogenea, essendo 

composta sia da tessuto corticale che da tessuto spongioso. Questa diversità nella 

sua composizione conferisce alla mandibola le caratteristiche di un materiale 

anisotropo e disomogeneo, determinando, inoltre, differenze nelle sue proprietà 

meccaniche, in particolare per quanto riguarda la densità e il modulo di Young.  

L'osso corticale, situato nella porzione esterna della mandibola, è caratterizzato da 

una maggiore durezza e da un modulo elastico superiore rispetto all'osso spongioso. 

Queste caratteristiche meccaniche consentono all’osso corticale di sopportare i 

carichi masticatori, fornendo allo stesso tempo stabilità all'arcata dentale. D'altra 

parte, l'osso spongioso, localizzato nella parte interna della mandibola, presenta una 
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struttura porosa caratterizzata da trabecole ossee interconnesse. Questa porosità 

conferisce all'osso spongioso una maggiore flessibilità e capacità di assorbire gli 

impatti. Inoltre, esso è coinvolto nella produzione e nella regolazione delle cellule 

ossee, contribuendo al processo di rimodellamento. 

 

Figura 3: Osso corticale e osso spongioso 

Basandosi sulle caratteristiche microscopiche di queste due componenti dell'osso, 

Misch ha sviluppato una classificazione utile per categorizzare le varie tipologie di 

densità ossea nel distretto cranio-facciale. Questa classificazione comprende cinque 

categorie principali: 

• Tipo D1: Caratterizzato da osso corticale denso e scarsa presenza di osso 

spongioso. 

• Tipo D2: Presenta osso corticale spesso e osso spongioso a maglie strette. 

• Tipo D3: Mostra osso con corticale sottile e spongiosa a maglie strette. 

• Tipo D4: Ha osso con corticale sottile e spongiosa a maglie larghe. 

• Tipo D5: Si riferisce all'osso immaturo e demineralizzato. 
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L'osso di Tipo D1 è tipicamente presente nella regione della sinfisi mandibolare. Il 

Tipo D2 è la categoria più comune osservata nel corpo mandibolare [12],[13]. 

È possibile correlare i dati di densità ossea all'interno della classificazione di Misch 

alle Unità di Hounsfield (HU), come illustrato in Tabella 1 [13].  

È interessante notare che i valori di densità ossea della mandibola possono essere 

estratti direttamente dalle immagini TAC, utilizzando una correlazione tra densità 

e l'Unità di Hounsfield (HU) associata a ciascun voxel. Tali dati attribuiscono a 

ciascun voxel un numero che riflette la densità media dei tessuti presenti in quel 

particolare volume.  

Per quanto riguarda il modulo di Young, è stato riportato in letteratura un valore 

per l'osso corticale che oscilla all'interno di un range compreso tra 10 GPa e circa 

22 GPa, come determinato mediante test di nanoindentazione [14]. Per la 

componente spongiosa, invece, i risultati sono inferiori, generalmente al di sotto dei 

10 GPa. 

HU >1250 Misch D1 

850 < HU <1250 Misch D2 

350 < HU < 850 Misch D3 

150 < HU < 350 Misch D4 

HU < 150 Misch D5 

Tabella 1: Classificazione della densità in relazione a HU 
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2.  Materiali e Metodi 

Lo scopo di questo capitolo è fornire una descrizione dettagliata dei metodi 

utilizzati per raggiungere gli obiettivi della tesi, ovvero la generazione di un 

modello statistico di forma e di un modello statistico di densità della mandibola. 

Inizialmente viene descritto il procedimento che ha reso iso-topologiche tutte le 

mesh facenti parte del database di partenza, passaggio fondamentale prima di poter 

procedere con l’analisi delle componenti principali e, di conseguenza, con la 

realizzazione del modello statistico. Tale scopo è stato raggiunto tramite 

l’applicazione della tecnica di mesh morphing, implementata utilizzando il software 

MATLAB. Successivamente, viene presentata la metodologia utilizzata per la 

realizzazione del modello statistico di forma tramite l'analisi delle componenti 

principali. La PCA è utilizzata per evidenziare i principali modi di variazione di una 

geometria, ovvero quanto essa si discosti dalla sua geometria media, all’interno di 

una specifica popolazione. Per cui, prima di procedere con tale analisi, è stata 

effettuata la stima di una morfologia media della mandibola mediante l’analisi di 

Procrustes. Infine, viene descritta la metodologia sviluppata per la generazione di 

un modello statistico di densità. Analogamente al modello statistico di forma, si è 

fatto ricorso alla PCA per evidenziare in questo caso, i principali modi di variazione 

delle proprietà dell’osso corticale, ossia la densità e il modulo di Young. Prima di 

procedere con la PCA, tali proprietà sono state estratte da Mimics, sula base di 

relazioni empiriche tra le proprietà stesse e l’intensità dei voxel costituenti le 

immagini TAC. 
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2.1 Mesh Morphing  

2.1.1 Database di partenza 

Questa tesi ha origine da una ricerca pregressa [15], durante la quale sono stati 

sviluppati modelli 3D della mandibola umana insieme alle relative mesh 

superficiali e volumetriche. Tali modelli sono stati impiegati come punto di 

partenza per le analisi oggetto di studio.  

 

Figura 4: Mesh superficiale esterna (in nero) e mesh superficiale interna (in azzurro) 

L’elaborazione dei modelli è stata avviata a partire dalla segmentazione di 

immagini in formato DICOM ottenute da TAC su pazienti. Questa fase è stata 

condotta mediante l’utilizzo del software Mimics di Materialise [16], strumento 

utilizzato per la visualizzazione e segmentazione di immagini mediche. Il database 
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comprendeva un totale di 40 scansioni TAC, le quali coprivano un’ampia fascia di 

età, da 16 a 95 anni, e includevano sia pazienti di sesso maschile sia pazienti di 

sesso femminile, con una distribuzione di 13 e 27 rispettivamente. Per ciascuna di 

queste scansioni TAC, è stato creato un modello 3D della mandibola. 

Successivamente, i modelli sono stati importati su 3-Matic, un ulteriore software 

integrato nella suite Materialise, progettato per eseguire operazioni di Computer-

Aided Design (CAD) e pre-processing [16]. Qui, per ciascun modello di mandibola, 

sono state eseguite una serie di operazioni. Inizialmente, è stata applicata una fase 

preliminare di smoothing al fine migliorare la qualità dei modelli.  

Successivamente, è stato eseguito il processo di meshing. In particolare, sono state 

create due mesh superficiali: una mesh superficiale esterna (Figura 4), che ha 

delineato la superficie esterna dell’osso corticale, e una mesh superficiale interna 

(Figura 4), che ha delimitato la separazione tra l’osso corticale e la componente 

spongiosa. In seguito, è stata realizzata una mesh volumetrica (Figura 5) al fine di 

rappresentare il volume completo dell’osso corticale. 

Durante il corso di questo lavoro, 5 modelli tra i 40 totali, sono stati esclusi. Questa 

decisione è stata presa a causa delle notevoli peculiarità presenti in questi casi, che 

includevano zone con riassorbimenti ossei significativi e un caso di frattura.  

Tali modelli potrebbero invece trovare impiego in un eventuale futuro progetto, 

finalizzato alla creazione di un database composto da mandibole di pazienti con 

patologie ossee o fratture, allo scopo di sviluppare un modello predittivo da 

confrontare con quello basato su pazienti sani. 
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Figura 5: Mesh del corticale 

2.1.2 Mesh iso-topologiche 

La tecnica del mesh morphing è stata impiegata per generare delle mesh iso-

topologiche, sia di superficie che di volume, per tutti i modelli di mandibola facenti 

parte del database di partenza. Le mesh iso-topologiche sono caratterizzate dallo 

stesso numero di nodi, da una corrispondenza geometrica degli stessi (ogni nodo 

rappresenta lo stesso punto geometrico in tutti i modelli) e dalla medesima matrice 

di connessione [22]. Questo requisito di iso-topologicità è fondamentale per 

instaurare una corrispondenza tra i modelli e condurre analisi statistiche coerenti.  
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Il processo di mesh morphing prevede la scelta di una mandibola di riferimento, le 

cui mesh siano caratterizzate da un numero di nodi non troppo elevato e la cui 

geometria sia priva di irregolarità o difetti significativi, come spessori anomali o 

riassorbimenti ossei.  Questa mandibola di riferimento viene quindi deformata per 

adattarsi alle altre, definite mandibole target. Il risultato sarà quello di avere modelli 

tutti caratterizzati dalla medesima mesh, la stessa del riferimento.  

Tale adattamento può avvenire soltanto dopo aver definito dei punti di 

corrispondenza tra i modelli, i cosiddetti landmark. Quest’ultimi, spostandosi dalla 

mandibola di riferimento verso quelle target, impongono delle deformazioni ed 

ulteriori spostamenti ai restanti nodi, permettendo di instaurare una coincidenza.  

Le cosiddette Radial Basis Function (RBF), quindi, basandosi sugli spostamenti di 

tali landmark, consentono di interpolare il campo di spostamento che l’intero set di 

nodi deve subire affinché avvenga il morphing.  

In sintesi, il mesh morphing realizza un riposizionamento dei nodi di una mesh 

senza modificare la sua topologia [21] mentre, da un punto di vista matematico, può 

essere considerato come un processo di interpolazione tra nodi attraverso specifiche 

funzioni. 

2.1.3 Generalità sul Mesh Morphing 

Quella del mesh morphing è una tecnica che consente di deformare una mesh 

tridimensionale in maniera controllata modificandone la posizione dei vertici, così 

da ottenere una transizione tra due o più forme. È attualmente impiegata in vari 

settori, tra cui il design industriale (ambito CAE) ma anche la medicina e la 
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biomeccanica. Essa, in altre parole, consente di rappresentare nuove geometrie, 

simili a quelle di partenza, modificando esclusivamente la griglia di calcolo, senza 

intervenire sul modello CAD [17]. Per cui, è impiegata in tutti quei casi in cui si 

vuole operare un’ottimizzazione del sistema (valutando variazioni di forma o di 

orientamento tra componenti) ma, realizzare una nuova mesh da zero ad ogni 

modifica effettuata, risulterebbe troppo oneroso da un punto di vista 

computazionale. Impiegando il mesh morphing, il beneficio è duplice: da un lato si 

evita di introdurre del rumore dovuto al re-meshing, dall’altro si ha una riduzione 

dei tempi di aggiornamento del modello [18]. 

Negli ultimi anni, inoltre, la si impiega sempre maggiormente in ambito medico, in 

particolare nel caso di studi di emodinamica, ma anche in quello della realizzazione 

di modelli statistici di forma per adattare modelli FEM di strutture anatomiche ad 

altre geometrie, senza dover sviluppare nuove mesh [19]. 

Le tecniche che riguardano la sua implementazione sono diverse, e la scelta dipende 

dalle specifiche esigenze e dagli obiettivi dell’applicazione. 

Una prima classificazione permette di distinguere il mesh morphing in mesh-based 

e mesh-less [19,20], una seconda, in landmark-based e surface-matching-based 

[19,21].  

In particolare, in questo lavoro di tesi, ci si è concentrati su un approccio mesh-less 

e landmark-based, di più facile implementazione, maggiormente utilizzato 

nell’ambito della realizzazione di modelli statistici di ossa e il cui principio 

matematico si basa sulle Radial Basis Function. 
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2.1.4 Radial Basis Function 

Le Radial Basis Functions (RBF) rappresentano un potente tool matematico, 

impiegato in vari ambiti dell’ingegneria, per l’interpolazione di valori in uno spazio 

multidimensionale. 

L’interpolazione in un generico punto 𝑥, detto punto target, consiste in una somma 

pesata delle distanze tra il punto stesso ed una serie di punti noti  𝑥𝑠𝑖, punti sorgente, 

nel seguente modo: 

𝛿(𝑥) =∑𝛾𝑖
𝛿

𝑁

𝑖=1

𝜑(‖𝑥 − 𝑥𝑠𝑖‖)                                                                                      (2.1) 

La somma è estesa a tutti gli N punti sorgente considerati e, in 3D, può essere 

riscritta come: 

𝛿(𝑥) = ∑ 𝛾𝑖
𝛿𝑁

𝑖=1 𝜑(√(𝑥 − 𝑥𝑠𝑖𝑥)2 + (𝑦 − 𝑥𝑠𝑖𝑦)
2
+ (𝑧 − 𝑥𝑠𝑖𝑧)2                           (2.2)  

La distanza calcolata, dunque, è di tipo Euclideo e trasformata dalla funzione 𝜑, 

mentre 𝛾𝑖𝛿 rappresenta il vettore dei pesi, calcolabile risolvendo un sistema di 

equazioni lineare [21].  

Per cui, considerando il caso in cui 𝛿 sia definito nei punti sorgente 

𝛿(𝑥𝑠𝑖) = 𝛿𝑠𝑖 , 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑁                                                                                        (2.3) 

Il vettore non noto 𝛾𝑖𝛿 può essere ricavato risolvendo il seguente sistema lineare: 

𝑀𝛾𝛿 = 𝛿𝑠                                                                                                           (2.4)               

dove la matrice di interpolazione M è data da 

𝑀𝑖𝑗 = 𝜑(‖𝑥𝑠𝑖 − 𝑥𝑠𝑗‖), 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑁, 1 ≤ 𝑗 ≤ 𝑁                                                           (2.5) 



19 
 

Una volta noto il vettore dei pesi, quindi, l’interpolazione può essere estesa ai 

restanti punti (Equazione 2.1). 

Esistono varie tipologie di RBF, le principali sono riportate in Tabella 2 e distinte 

in due categorie: RBF a “supporto globale” e RBF a “supporto compatto”. 

Quelle a supporto globale risultano notevolmente precise ma richiedono più tempo 

computazionale poiché coinvolgono l’interazione tra tutti i punti considerati. Sono 

preferibili quando si desidera massimizzare la precisione dell’interpolazione e non 

si è limitati dalla complessità computazionale. Si preferisce utilizzare quelle a 

supporto compatto, invece, quando si desidera lavorare con matrici meno dense e 

definire un raggio d’interazione che non sia troppo elevato. 

Inoltre, nel contesto del mesh morphing, sono comunemente utilizzati due tipi di 

kernel di RBF: la spina biarmonica (BHS) e la Wendland C2 (WC2). 

La BHS è nota per minimizzare le distorsioni delle mesh e realizza 

un’interpolazione più “smooth”, tuttavia, essendo a supporto globale, il costo 

computazionale è maggiore. La WC2, invece, ha un supporto compatto e quindi 

permette di risolvere un sistema più semplice; tuttavia, in prossimità delle superfici, 

il comportamento dipende fortemente dal raggio scelto. 

In questo lavoro si è optato per un’interpolazione di tipo lineare. La scelta della 

RBF e del tipo di interpolazione dipende comunque dalla natura dei dati che si 

hanno a disposizione, nonché dalle analisi che si desidera effettuare. 
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Full supported radial function 

Linear spline (BHS) 𝜑(𝑟) = 𝑟 

Cubic spline (THS) 𝜑(𝑟) = 𝑟3 
Compact supported radial function 

Wendland C0 
(WC0) 𝜑(𝑟) = (1 −

𝑟

𝑅𝑠𝑢𝑝
)

2

, 𝑟 ≤ 𝑅𝑠𝑢𝑝 

Wendland C2 
(WC2) 𝜑(𝑟) = (1 −

𝑟

𝑅𝑠𝑢𝑝
)

4

(4
𝑟

𝑅𝑠𝑢𝑝
+ 1) , 𝑟 ≤ 𝑅𝑠𝑢𝑝 

Wendland C4 
(WC4) 𝜑(𝑟) = (1 −

𝑟

𝑅𝑠𝑢𝑝
)

6

(
35

3

𝑟

𝑅𝑠𝑢𝑝

2

+ 6
𝑟

𝑅𝑠𝑢𝑝
+ 1) ,

𝑟 ≤ 𝑅𝑠𝑢𝑝 

Tabella 2: RBF a supporto globale e RBF a supporto compatto 

2.1.5 Mesh Morphing tramite RBF 

Le Radial Basis Functions, come precedentemente menzionato, rappresentano un 

metodo comunemente utilizzato per implementare il mesh morphing.  Questo 

approccio si basa sull’assunzione che siano noti gli spostamenti di punti specifici, i 

cosiddetti punti sorgente.  

Nel contesto di questo studio, sono stati selezionati come punti sorgente landmark 

anatomici, i quali sono stati identificati e posizionati all’interno del software 3-

Matic. Una volta definiti questi landmark sia sulla mesh di riferimento che sulla 

mesh target, sono essi a “guidare” il processo di morphing. 

Le funzioni interpolanti, infatti, vengono calcolate rispetto ai punti sorgente. La 

procedura di calcolo consente di determinare con precisione gli spostamenti che 

devono essere applicati ai rimanenti nodi, noti come punti target. 

L’interpolazione può essere scritta come: 
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{

𝑢(𝑥) = ∑ 𝛾𝑖
𝑢𝑁

𝑖=1 𝜑(‖𝑥 − 𝑥𝑠𝑖‖)      

𝑣(𝑥) = ∑ 𝛾𝑖
𝑣𝑁

𝑖=1 𝜑(‖𝑥 − 𝑥𝑠𝑖‖)      

𝑤(𝑥) = ∑ 𝛾𝑖
𝑤𝑁

𝑖=1 𝜑(‖𝑥 − 𝑥𝑠𝑖‖)      

                                                                     (2.6) 

Il campo vettoriale è poi applicato in modo che le posizioni nodali vengano 

aggiornate nel seguente modo: 

𝑥𝑛𝑜𝑑𝑒_𝑛𝑒𝑤 = 𝑥𝑛𝑜𝑑𝑒 + [

𝑢(𝑥𝑛𝑜𝑑𝑒)

𝑣(𝑥𝑛𝑜𝑑𝑒)

𝑤(𝑥𝑛𝑜𝑑𝑒)
]                                                                      (2.7) 

In sintesi, il morphing consente di creare un campo vettoriale indipendente dalla 

mesh stessa, i punti riceventi tale campo sono quelli target [21]. 

2.1.6 Implementazione Mesh Morphing in MATLAB 

Per implementare la tecnica di mesh morphing, sono state utilizzate apposite routine 

sviluppate su MATLAB per lo scopo. Prima di avviare il processo di morphing, è 

stato estratto da 3-Matic un insieme di file di testo in formato “.txt”, contenenti le 

coordinate nodali e le matrici di connessione per ciascun modello mandibolare. 

Questo processo di estrazione è stato applicato sia alle mesh di superficie (sia 

esterne che interne) che a quelle di volume.  

Gli script sono stati elaborati in modo che il morphing venisse eseguito in maniera 

sequenziale: il morphing della mesh superficiale esterna per primo, poi quello della 

mesh superficiale interna e, infine, il morphing della mesh di volume. Il tutto 

preceduto dalla scelta della mandibola di riferimento e dalla definizione e 

allineamento dei landmark. 
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Alla fine di questo processo, sono state ottenute mesh iso-topologiche, sia di 

superficie che di volume, tutte caratterizzate dallo stesso numero di nodi, che 

corrispondeva al numero di nodi delle mesh di riferimento. 

2.1.6.1 Mandibola di riferimento 

Nella fase iniziale del lavoro, è stata selezionata una mandibola di riferimento tra 

le 35 disponibili nel training set.  

L’obiettivo principale era individuare una mandibola che rappresentasse un 

modello osseo privo di peculiarità significative, come ad esempio riassorbimenti 

ossei, riscontrabili per altro in alcuni tra i modelli, soprattutto nel caso di pazienti 

anziani. Inoltre, è stata preferita una mandibola caratterizzata da mesh con un 

numero moderato di nodi, al fine di semplificare il processo di morphing e garantire 

una gestione agevole dei dati.  

 

 

Figura 6: Mesh esterna (in nero) e interna (in blu) della mandibola di riferimento 
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Figura 7: Mesh di volume della mandibola di riferimento 

La scelta è quindi ricaduta su quella visibile nelle Figure 6 e 7, caratterizzata da: 

7002 nodi per la mesh superficiale interna (in blu in Figura 6), 8997 nodi per la 

mesh superficiale esterna (in nero in Figura 6), 25081 nodi per la mesh volumetrica 

(in Figura 7). 

2.1.6.2 Assegnazione landmark 

Nel passaggio successivo, all’interno di 3-Matic, sono stati assegnati i landmark 

necessari, i cui dati sono stati poi salvati in formato “.igs” per consentirne la lettura 

in MATLAB. 

I landmark possono essere classificati in tre categorie principali: 
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1) Landmark di contorno (contour edge landmark): sono posizionati lungo i 

bordi del modello e sono facilmente identificabili ed estraibili. 

2) Landmark matematici: sono scelti in base a proprietà matematiche o 

geometriche specifiche, come ad esempio elevata curvatura o altre 

caratteristiche geometriche rilevanti. 

3) Pseudo-landmark: sono distribuiti tra le prime due categorie e non sono 

facilmente estraibili [23]. 

 

Figura 8: Visualizzazione dei landmark 

Nel caso di modelli di ossa umane, è comune effettuare una distinzione tra landmark 

anatomici e landmark non anatomici. I primi possono essere classificati come di 

contorno o matematici, i secondi rientrano nella categoria degli pseudo-landmark. 
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In precedenza, ai modelli mandibolari erano già stati assegnati dei landmark 

anatomici, con una quantità variabile tra 27 e 29, assegnati sia in modo automatico 

che manuale [15]. Tuttavia, a causa della necessità di migliorare i risultati del 

morphing, ulteriori landmark sono stati aggiunti manualmente, portando il totale a 

33 (Figura 8). In seguito, per ottenere una maggiore precisione nel processo di 

morphing, sono stati aggiunti ulteriori landmark, portando il totale a 35 per sei dei 

modelli mandibolari e 36 per un ultimo modello. 

2.1.6.3 Allineamento  

Nel primo passaggio eseguito in MATLAB, è stata effettuata una fase di 

registrazione rigida (traslazione e rotazione) per allineare la mandibola di 

riferimento e la mandibola target in esame. Dato che le mandibole provenivano da 

diverse scansioni TAC, infatti, vi era la possibilità che presentassero orientamenti 

diversi o non fossero perfettamente allineate (come visibile in Figura 9).  

L’operazione è stata eseguita utilizzando un’apposita funzione basata 

sull’algoritmo Iterative Closest Point (ICP), uno dei metodi maggiormente 

utilizzato per l’allineamento di modelli tridimensionali, con il quale la 

trasformazione viene stimata iterativamente per minimizzare una metrica di errore 

[24], solitamente la somma delle distanze al quadrato tra le nuvole di punti 

considerate. Un esempio di allineamento è mostrato nelle Figure 10 e 11.  
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Figura 9: Vista di due modelli (mandibola di riferimento in nero e mandibola target in 

rosso) prima dell’allineamento. Sono riportati anche i rispettivi landmark. 

 

Figura 10: Vista dei due modelli (mandibola di riferimento in nero e mandibola target in 

rosso) ad allineamento avvenuto. Sono riportati anche i rispettivi landmark. 
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Figura 11: Vista coronale dei due modelli (mandibola di riferimento in nero e mandibola 

target in rosso) ad allineamento avvenuto. Sono riportati anche i rispettivi landmark. 

2.1.6.4 Morphing della mesh di superficie 

A questo punto è iniziato il processo di meshing vero e proprio, utilizzando una 

funzione basata su un’interpolazione RBF di tipo lineare. 

Gli script sono stati sviluppati per eseguire il morphing in maniera sequenziale, 

prima per la mesh superficiale esterna, poi per quella interna e infine per quella di 

volume. 

Nella fase iniziale dello script, è stato eseguito un “morphing preliminare”. Come 

evidenziato nella Figura 12, in cui la mesh di volume della mandibola di riferimento 

è rappresentata in nero e quella della mandibola target in grigio, i risultati ottenuti 

non erano completamente soddisfacenti, poiché le due mesh non si sovrapponevano 

o coincidevano perfettamente.  
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Figura 12: Morphing preliminare tra la mandibola target (in grigio) e la mandibola di 

riferimento (in nero) 

Per migliorare la soluzione è stata implementata una sezione aggiuntiva dello script, 

comprendente i seguenti passaggi: 

• Proiezione del centro di massa: Inizialmente, è stata eseguita la proiezione 

dei centri di massa dei nodi della mandibola di riferimento sugli elementi 

più vicini della mandibola target, lungo una direzione normale ad essi 

(Figura 13). Questo passaggio aveva lo scopo di migliorare la 

sovrapposizione tra le due mesh. 
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Figura 13: Proiezione centro di massa per la mesh superficiale esterna 

• Smoothing Laplaciano: Successivamente, è stato implementato un 

algoritmo di smoothing superficiale per smussare gli spigoli vivi che si 

erano formati durante il passaggio precedente. Si è scelto un algoritmo di 

smoothing Laplaciano, che fondamentalmente correggeva la posizione dei 

vertici della mesh calcolandone una nuova come media delle posizioni dei 

vertici adiacenti [25]. Questo processo poteva essere applicato in modo 

iterativo, regolando opportunamente il parametro di smoothing tra 0 e 1. 

Dopo un’analisi visiva, è stato constatato che il metodo più efficace 

consisteva nell’eseguire un primo smoothing con un coefficiente elevato, 

come 0.9 o 1, e successivamente eseguire ulteriori iterazioni, se necessario, 

abbassando il valore. In Figura 14 è possibile osservare un esempio di 

smoothing applicato alla mesh superficiale interna, a sinistra, e a quella 

esterna, a destra. 
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Figura 14: Esempi in cui è visibile l’efficacia dello smoothing 

Questi ultimi due passaggi, ossia la proiezione nodale e lo smoothing Laplaciano, 

insieme allo step di morphing, sono stati eseguiti iterativamente fino a quando il 

risultato è stato considerato soddisfacente. 

Questo procedimento è stato applicato sia al morphing della mesh superficiale 

esterna che a quella interna, con la differenza che mentre per il morphing della mesh 

superficiale esterna sono stati utilizzati gli stessi landmark assegnati in 3-Matic 

come landmark per guidare il morphing, la mesh superficiale interna ha utilizzato i 

nodi della mesh superficiale esterna della mandibola di riferimento. Nella maggior 

parte dei casi, la mesh iso-topologica risultante ha replicato fedelmente la forma 

target dopo 5-6 iterazioni, raggiungendo la convergenza. Un esempio di morphing 

della mesh superficiale esterna è mostrato nella Figura 15. 
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Figura 15: Mesh morphing della superficie esterna 

2.1.6.5 Morphing della mesh di volume 

Dopo aver completato il processo di morphing delle mesh di superficie, 

inizialmente quella esterna e successivamente quella interna, lo stesso 

procedimento è stato utilizzato per eseguire il morphing della mesh di volume. 

Come già accennato in precedenza, l'obiettivo principale di questa tesi è applicare 

la PCA al volume dell'osso corticale della mandibola. Le funzioni utilizzate in 

questa fase sono rimaste le stesse, ma in questa situazione sono stati i nodi delle 

mesh superficiali esterne e interne a fungere da landmark, guidando così il processo 

di morphing. Un esempio di questo processo è visibile nelle Figure 16 e 17. 
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Figura 16: Morphing della mesh di volume 

 

Figura 17: Vista coronale del morphing della mesh di volume 
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2.2 Modello statistico di forma 

2.2.1 Analisi di Procrustes 

L’analisi di Procrustes è un metodo statistico ai minimi quadrati utilizzato per 

allineare e confrontare oggetti geometrici (come forme o punti) o dati multivariati 

[26].  Questo metodo trae il suo nome dal personaggio mitologico greco Procrustes, 

noto per il tentativo di forzare le sue vittime a conformarsi alle dimensioni del suo 

letto. 

Attraverso traslazioni, scalatura e rotazioni, l’analisi di Procrustes effettua una fase 

iniziale di allineamento delle geometrie in esame, cercando di sovrapporle nel modo 

più accurato possibile. Successivamente, calcola una misura di adattamento per 

valutare quanto le geometrie si discostino l’una dall’altra, con l’obiettivo di 

minimizzare tale discostamento. 

Esistono diverse varianti o forme dell’Analisi di Procrustes, ma la più rilevante in 

caso di necessità di stabilire una corrispondenza tra geometrie diverse è l’Analisi di 

Procrustes Generalizzata Ortogonale (GPA) [27]. Questo tipo di analisi trova 

applicazione in diversi campi, tra cui l’antropologia, l’intelligenza artificiale, la 

morfometria e l’analisi di immagini. Spesso, viene utilizzata come fase preliminare 

per la creazione di modelli statistici di forma. 

Nel contesto di questa tesi, la GPA viene impiegata per eseguire una fase di 

registrazione iniziale dei modelli e, successivamente, per ottenere una “mandibola 

media”, essenziale per le successive analisi, tra il cui il calcolo della matrice di 

covarianza. 
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2.2.2 Algoritmo per la GPA 

Come precedentemente menzionato, l’analisi di Procrustes effettua una serie di 

trasformazioni con l’obiettivo di ottimizzare l’allineamento di forme geometriche, 

riducendo al minimo le differenze tra di esse così da renderle confrontabili. Questo 

processo richiede inizialmente l’identificazione di landmark specifici all’interno 

delle geometrie e l’avere ottenuto mesh iso-topologiche. 

Nel caso della GPA si lavora con un insieme di k configurazioni che possono essere 

allineate tra loro o rispetto ad un riferimento [27]. 

Nel secondo scenario, l’algoritmo esegue i seguenti passaggi:  

• Si seleziona una geometria di riferimento, che fungerà da prima 

approssimazione della geometria media. 

• Si procede all’allineamento delle geometrie rispetto al riferimento. Questo 

processo coinvolge la traslazione, la scalatura e la rotazione della geometria 

attraverso i landmark per cercare di sovrapporle nel modo migliore 

possibile.  

• Si calcola la nuova geometria media, che rappresenterà il nuovo riferimento.  

• Si esegue un’analisi utilizzando una metrica definita per valutare quanto la 

geometria media si discosti dal riferimento. Se vi è una significativa 

discrepanza, si ritorna al secondo passaggio e si procede iterativamente.  
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2.2.3 Implementazione GPA in MATLAB 

Attraverso l'utilizzo di script dedicati, è stata implementata in MATLAB un'analisi 

di Procrustes con l'obiettivo di generare una “mandibola media”, denominata 

AvgMand, a partire dalle mesh iso-topologiche di volume a disposizione.  

È bene ricordare l’importanza di aver reso iso-topologiche le mesh del database di 

partenza, in questo modo, infatti, è stata instaurata una corrispondenza tra i modelli 

ed è stato possibile utilizzare tutti i nodi come landmark per eseguire le analisi di 

seguito descritte. Prima di procedere con l'analisi di Procrustes, comunque, è stata 

eseguita una fase di sotto-campionamento, resa necessaria a causa del numero 

elevato di nodi, pari a 25.081, che avrebbe comportato limitazioni computazionali. 

Di conseguenza, dopo varie prove, tale numero è stato ridotto a un totale di 6271. 

In Figura 18 è possibile osservare l’intero database di mandibole e i rispettivi nodi 

prima del sotto-campionamento, in Figura 19 una volta avvenuto. 

 

Figura 18: Database di mandibole iniziale 
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Figura 19: Database di mandibole sotto-campionate 

I modelli sotto-campionati sono stati sottoposti ad una fase di pre-allineamento che 

ha compreso una traslazione iniziale e un’operazione di scalatura. In particolare, si 

è proceduto nel seguente modo:  

• sono state calcolate le coordinate del centroide di ciascun modello, come 

media delle coordinate di tutti i nodi; 

• le coordinate dei centroidi sono state sottratte dalle coordinate nodali, 

consentendo così l'allineamento di tutti i centroidi rispetto all'origine del 

sistema di riferimento (0,0,0); 

• è stata calcolata la norma media tra tutti i modelli e si è proceduto con la 

fase di scalatura, in cui tutte le norme sono state regolate al valore medio. 

A questo punto, ha preso il via la GPA, comprendente i seguenti passaggi: 

• calcolo della mandibola media, come media tra tutte le mandibole in esame; 
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• allineamento delle mandibole rispetto a quella media; 

• calcolo della distanza tra le mandibole e la mandibola media, con la distanza 

definita come la somma dei quadrati delle distanze tra le mandibole allineate 

e la mandibola media stessa e il calcolo effettuato sui nodi del sistema di 

coordinate. Nel caso in cui la distanza risultava inferiore rispetto ad un 

valore prefissato, pari a 1/1000 millimetro, l'analisi veniva conclusa. In caso 

contrario, si tornava al punto iniziale e si procedeva iterativamente. 

Questo processo ha permesso l’allineamento dei vari modelli (Figura 20) e 

l’ottenimento della mandibola media rappresentata in Figura 21.  

 

 

Figura 20: Dataset di mandibole dopo la GPA 
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Figura 21: Mandibola media 

2.2.4 Analisi delle componenti principali 

La PCA è una tecnica impiegata nell’ambito della statistica multivariata con 

l’obiettivo principale di ridurre la dimensionalità di un insieme di dati preservando, 

allo stesso tempo, le informazioni più rilevanti in esso contenute [28]. Questa 

metodologia risulta altresì utile per rivelare connessioni tra variabili e campioni 

(quali cluster), individuare valori anomali nei dati (outliers), nuovi pattern e 

tendenze, o generare nuove ipotesi [29].  

Il fulcro della PCA consiste nella trasformazione di un gruppo di variabili correlate, 

rappresentanti caratteristiche del fenomeno oggetto di studio, in un nuovo insieme 

di variabili non correlate, chiamate componenti principali (PC). Queste componenti 

emergono come combinazioni lineari delle variabili di partenza, catturando la 

massima variazione presente nei dati.   
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Il procedimento comporta la proiezione delle variabili di partenza su un nuovo 

sistema di riferimento, dove vengono organizzate in ordine di varianza decrescente. 

In particolare, la componente con la varianza maggiore, o contente maggiori 

informazioni, viene proiettata sul primo asse, seguita dalla seconda sul secondo 

asse, e così via [30]. Considerando, quindi, esclusivamente le prime componenti 

principali è possibile ottenere una riduzione significativa delle informazioni 

cosiddette “ridondanti”. 

Nella pratica ciò si realizza attraverso il calcolo degli autovettori e dei 

corrispondenti autovalori della matrice di covarianza, come verrà illustrato nel 

paragrafo successivo. Gli autovettori rappresentano le direzioni (ortogonali) di 

massima variabilità estratte dalle componenti principali. Gli autovalori, invece, 

costituiscono i coefficienti associati agli autovettori e servono a quantificare la 

varianza che ogni singola componente principale, e quindi ogni singolo 

autovettore, “spiega”.  

Nel contesto di questa tesi, la PCA offre la possibilità di esaminare la mandibola 

media insieme ai suoi modi di variazione, o “modi di deformazione”. Il concetto 

chiave è che ogni mandibola possa essere considerata come una mandibola media 

alla quale vengono sommati i contribuiti di un certo numero di componenti 

principali. Ogni componente principale contribuisce alla geometria della mandibola 

con un peso definito, come espresso dalla seguente formula: 

𝑀 = 𝑀̅ + ∑ 𝑤𝑖𝑃𝐶𝑖
𝑁
𝑖=1                                                                                                       (2.8) 

dove 𝑀̅ rappresenta la mandibola media, 𝑤𝑖 indica il peso associato alla 

componente principale i-esima, e N il numero totale di componenti principali. 
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Dunque, la PCA è stata impiegata per mettere in evidenza le principali modalità 

di variazione della geometria mandibolare all'interno della popolazione presa in 

considerazione. 

2.2.4.1 Metodo 

Consideriamo che i dati di partenza siano organizzati in una matrice 𝑿⃗⃗ : 

𝑿⃗⃗ = (

𝑋1
𝑋2
⋮
𝑋𝑝

) =

(

 

𝑋11 𝑋12 … 𝑋1𝑝
𝑋21 𝑋22 … 𝑋2𝑝
⋮ ⋮ ⋱ ⋮
𝑋𝑝1 𝑋𝑝2 … 𝑋𝑝𝑝)

 , 𝑐𝑜𝑛 𝑖 = 1,2, … 𝑝  𝑒  𝑗 = 1,2, … , 𝑝       (2.9) 

Dove: 

• le colonne rappresentano le p osservazioni, 

• le righe sono le p variabili considerate per ciascuna osservazione [30]. 

Una pratica comune, prima di procedere con l’analisi, consiste nella 

standardizzazione dei dati. Questo processo comporta la trasformazione delle 

variabili affinché abbiano media nulla e deviazione standard pari a uno, così da 

renderle confrontabili fra di loro. 

Come accennato, l’obiettivo della PCA è quello di ottenere una matrice di nuovi 

dati 𝒀⃗⃗ , composta da p variabili non correlate tra loro e che siano combinazione 

lineare di quelle originarie. Si vuole quindi ottenere:  

𝒀⃗⃗ = 𝑳̅𝑿⃗⃗                                                                                                                   (2.10) 

dove 𝑳̅ è la matrice di trasformazione lineare. 

L’i-esima componente di 𝒀⃗⃗  è data da: 

𝑌𝑖 = 𝑙𝑖
𝑇𝑋                                                                                                                     (2.11) 
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a cui corrisponde una varianza pari a: 

𝑉𝑎𝑟(𝑌𝑖) = 𝑙 𝑖
𝑇Σ𝑙 𝑖                                                                                                     (2.12) 

e una covarianza pari a: 

𝐶𝑜𝑣(𝑌𝑖, 𝑌𝑗) = 𝑙 𝑖
𝑇Σ𝑙 𝑗                                                                                                       (2.13) 

Le 𝑌𝑖 rappresentano le componenti principali. 

Per individuare la prima componente principale bisognerà risolvere il seguente 

problema di massimo vincolato:  

𝑉𝑎𝑟(𝑌1) = 𝑙 1
𝑇Σ𝑙 1 ≡ 𝑚𝑎𝑥, 𝑐𝑜𝑛 𝑙 1

𝑇𝑙 1 = 1                                                                  (2.14) 

Si definisce come funzione obiettivo da massimizzare la funzione di Lagrange: 

𝑃 = 𝑙 𝑖
𝑇Σ𝑙 𝑖 − 𝜆(𝑙 𝑖

𝑇𝑙 𝑖 − 1)                                                                                          (2.15) 

Massimizzare la funzione obiettivo rispetto a 𝑙 𝑖 significa trovare l’opportuno vettore 

di pesi da assegnare alle variabili presenti nella matrice 𝑿⃗⃗  in modo tale che la nuova 

variabile, 𝑌𝑖, spieghi la massima quota possibile della variabilità totale. 

Il problema può essere tradotto in un problema di autovalori e autovettori, 

risolvibile nel seguente modo: 

𝑑𝑒𝑡(Σ − 𝜆𝐼) = 0                                                                                                       (2.16) 

Le soluzioni sono gli autovalori della matrice matrie di covarianza ∑. La prima 

componente principale sarà rappresentata dall’autovettore a cui è associato un 

autovalore maggiore. Per il calcolo delle successive si procederà in maniera 

analoga, tenendo conto delle componenti già valutate [30]. 
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2.2.4.2 Selezione delle componenti principali 

Dopo aver applicato la PCA e determinato le componenti principali, l’attenzione si 

sposta sulla selezione del numero esatto di componenti da includere nell’analisi. 

Questa selezione può essere effettuata attraverso diversi criteri: 

• Una pratica comune è quella di considerare solamente le componenti che 

insieme rappresentano l’80-90% della variabilità complessiva [30]. Questo 

è il metodo di scelta al quale si è ricorsi nell’ambito di questa tesi. 

• Regola di Kaiser: questo criterio suggerisce di includere solamente le 

componenti con autovalori maggiori o uguali a uno. In alternativa, si 

possono considerare solo le componenti che hanno varianza superiore alla 

media delle varianze (ottenuta come media degli autovalori) [30]. 

• Un approccio visivo coinvolge la creazione di un grafico degli autovalori o 

“Screen Plot”: si tracciano gli autovalori calcolati per ciascuna componente 

e si individua il punto in cui la curva manifesta un “gomito”. In tale punto, 

si seleziona il numero corrispondente di componenti [30]. 

2.2.5 Implementazione PCA in MATLAB 

Come evidenziato all'inizio della sezione 2.2.4, la PCA viene utilizzata per ridurre 

il numero di variabili di un insieme di partenza, generando delle nuove variabili 

“fittizie”, chiamate componenti principali. Queste componenti principali sono 

costruite attraverso combinazioni lineari delle variabili originali, in modo tale da 

concentrare la maggior parte delle informazioni contenute nel dataset nelle prime 
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componenti, scartando così le variabili considerate meno significative. Nell’ambito 

di questa tesi, la PCA è stata impiegata per mettere in evidenza le principali 

modalità di variazione della geometria mandibolare all'interno del training set 

considerato. 

Anche in questo caso, per condurre l’analisi, è stato implementato uno script 

specifico in MATLAB. Ciò è stato fatto dopo aver ottenuto, tramite la GPA, una 

mandibola media (AvgMand), come descritto nella sezione 2.2.3. 

In particolare, il processo è stato il seguente: 

• Per ciascun modello, è stato calcolato quanto la geometria mandibolare 

differisse da quella media. Questo è stato realizzato sottraendo le coordinate 

nodali della mandibola in esame dalle coordinate nodali di AvgMand. I 

risultati di questa operazione sono stati registrati all'interno del vettore 

Dev_Mand_Vect. 

• Noto il vettore delle deviazioni (Dev_Mand_Vect), si è proseguito con il 

calcolo della matrice di covarianza, denominata CovMat, così da 

quantificare il grado di correlazione tra le variabili. 

• A partire dalla matrice CovMat, sono state calcolate le matrici contenenti 

gli autovettori e gli autovalori. Come precedentemente menzionato, gli 

autovettori rappresentano le direzioni di massima variabilità estratte dalle 

componenti principali, mentre gli autovalori sono utilizzati per 

quantificare la varianza associata a ciascuna di queste direzioni.  

• Gli autovalori sono stati ordinati in modo decrescente e memorizzati in 

un vettore chiamato VarSort. Dividendo ciascun elemento per la somma 
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totale di tutti gli autovalori è stata infine calcolata la varianza spiegata 

(ExplVar) e la rispettiva cumulata (CumExplVar). 

A partire dal vettore ExplVar, è stato possibile indentificare il numero di 

componenti principali da includere nell’analisi.  

L’ultimo passaggio implementato su MATLAB ha coinvolto un’operazione di 

interpolazione nodale per ripristinare il numero originale di nodi. Inizialmente, per 

eseguire le operazioni descritte nella sezione 2.2.3, era stato eseguito un sotto-

campionamento nodale al fine di migliorare i tempi di calcolo. Questo approccio, 

tuttavia, era in contrasto con la condizione di iso-topologicità necessaria per la 

generazione di un modello statistico, come già menzionato. Pertanto, è stata 

eseguita un'ulteriore fase di mesh morphing, durante la quale sia la mandibola 

media sia le matrici contenenti le informazioni sui modi principali di variazione 

sono state aggiornate di conseguenza. Nella Figura 22 è mostrato in rosso il numero 

di nodi della mandibola media iniziale, cioè quello ottenuto in seguito al processo 

di sotto-campionamento, nella Figura 23 il numero di nodi ripristinato attraverso il 

processo di interpolazione. 
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Figura 22: Nodi della mandibola media in seguito al sotto-campionamento 

 

Figura 23: Nodi della mandibola media ripristinato in seguito all’interpolazione 
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2.3 Modello statistico di densità 

Nell’ambito dell’analisi delle proprietà meccaniche delle ossa, l’utilizzo dei modelli 

statistici di densità è particolarmente rilevante in quanto permette di ricavare i valori 

di densità a partire dalle immagini TAC, specificamente dall’intensità associata a 

ciascun voxel, e di stabilire, tramite relazioni empiriche, una correlazione tra questa 

densità e il modulo di Young [31]. Questo approccio apre nuove prospettive nel 

settore della diagnosi e della prevenzione di patologie scheletriche, come 

l'osteoporosi, che si caratterizzata per una riduzione della densità ossea [32]. Infatti, 

offre la possibilità di condurre simulazioni FEM al fine di valutare la forza e la 

resistenza ossea.  

La mandibola rappresenta un esempio di struttura ossea eterogenea, composta sia 

da tessuto corticale che da tessuto spongioso. Il tessuto corticale è prevalentemente 

situato nella parte esterna, mentre il tessuto spongioso si trova nella parte interna. 

Ciascuno di questi tessuti presenta caratteristiche meccaniche distinte. Nel contesto 

degli studi di biomeccanica, la mandibola è stata tradizionalmente trattata come un 

tessuto omogeneo, con l'assegnazione di due set di proprietà distinti, uno per il 

tessuto corticale e uno per il tessuto spongioso. Tuttavia, in ricerche più recenti si è 

iniziato a considerare l’osso mandibolare come un materiale isotropo obliquo o 

addirittura anisotropo. Nonostante questi nuovi approcci, però, i risultati ottenuti 

non sono solitamente specifici per il paziente [33]. Pertanto, è emersa sempre di più 

la volontà di disporre di modelli specifici in cui i materiali potessero essere 

assegnati direttamente basandosi sulle immagini DICOM acquisite tramite TAC. 
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Lo scopo di questo paragrafo è sviluppare un modello statistico di densità per la 

mandibola, in particolare, per la porzione di osso corticale. A differenza di quanto 

fatto in precedenza con il modello statistico di forma, dove sono stati evidenziati i 

modi di variazione della geometria, adesso si vuole indagare riguardo la 

distribuzione della densità e del modulo di Young all’interno del volume 

considerato. 

2.3.1 Hounsfield Units e Gray Value 

In diversi studi, è stata identificata una correlazione tra la densità ossea e i valori di 

HU (Hounsfield Units) estratti dalle immagini TAC.  

L'Unità Hounsfield (HU) rappresenta l'unità di misura dei dati immagine 

provenienti dai dispositivi di scansione medica e ha un intervallo che va da  -1024 

e 3071 o oltre. Il Gray Value (GV), o valore di grigio, è invece un’unità di misura 

caratterizzata solo da valori positivi ed è utilizzata internamente nei software di 

elaborazione delle immagini, tra cui Mimics [14]. Queste due unità sono correlate 

mediante la seguente formula: 

𝐺𝑉 = 𝑣𝑎𝑙𝑜𝑟𝑒 𝑑𝑖 𝐻𝑈 + 1024                                                                                 (2.17) 

Nel corso di questo lavoro, è stato estratto il valore di densità a partire dai valori di 

grigio delle immagini TAC presenti nel dataset delle mandibole. Successivamente, 

questi valori di densità sono stati impiegati per calcolare il modulo di Young 

mediante le relazioni empiriche descritte nella sezione successiva. 
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2.3.2 Relazioni empiriche 

Come anticipato, numerosi studi hanno condotto ricerche evidenziando una 

correlazione tra la densità ossea e i valori di grigio associati alle immagini TAC. 

Questa correlazione è stata confermata attraverso una serie di test meccanici, tra cui 

la nanoindentazione. Successivamente, sono state sviluppate delle relazioni 

empiriche per correlare la densità ossea con il modulo di Young.  

Un esempio di tali relazioni è riportato negli studi [33] e [14], ed è presentato nella 

Tabella 3 sottostante. Nel contesto di questa tesi, sono state utilizzate le equazioni 

2.21 e 2.22, le quali sono implementate di default all'interno del software Mimics. 

Relazioni empiriche 

Correlazione tra Hounsfield Unit 

(HU) e densità ossea 

𝜌 = 114 + 0.916 × 𝐻𝑈                 (2.18) 

𝐸 = 0.51 × 𝜌1.37                        (2.19) 

Correlazione tra Hounsfield Unit 

(HU) e densità ossea  
𝜌 = 0.6618 × 𝐻𝑈 + 9.84            (2.20) 

Correlazione tra Gray Value (GV) e 

densità ossea 

𝜌 = −13.4 + 1017 × 𝐺𝑉             (2.21) 

𝐸 = −388.8 + 5025 × 𝜌             (2.22) 

Tabella 3: Relazioni empiriche 

2.3.3 Estrazione delle proprietà del materiale 

2.3.3.1 Allineamento dei due modelli  

Prima di procedere con la creazione del modello statistico di densità, era 

fondamentale garantire un’accurata corrispondenza tra i modelli di mandibola 

disponibili, proprio come nel caso del modello statistico di forma. Questo aspetto è 
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cruciale per garantire la corretta associazione delle proprietà del materiale alle mesh 

di volume ottenute come risultato del morphing. 

Dunque, per estrarre l’intensità del valore di grigio di ciascun voxel basandosi sui 

valori di grigio, è stato necessario eseguire un processo di allineamento tra il 

modello 3D del corticale e la rispettiva mesh iso-topologica. Solo attraverso questo 

procedimento è stato possibile stabilire una corrispondenza tra gli elementi della 

mesh e i loro valori di densità. 

Per ogni mandibola, l'allineamento tra i due modelli (il modello 3D del corticale e 

il modello con la mesh iso-topologica) è stato effettuato secondo la seguente 

procedura: 

1. Il modello che aveva subito il morphing, per comodità chiamato “volume 

iso-topologico”, è stato importato in 3-Matic (come mostrato in Figura 24). 

2. Anche il modello 3D dell’osso corticale, ottenuto tramite la segmentazione 

della TAC, è stato importato in 3-Matic (come indicato in Figura 25). Per 

comodità verrà chiamato il “volume originale”. 

 

Figura 24: Importazione del volume iso-topologico in 3-Matic 
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Figura 25: Importazione del volume morphato (in grigio) e del volume originale in 

(azzurro) in 3-Matic 

3. I due modelli sono stati allineati utilizzando il comando Align → Global 

Registration. Il “volume originale” è stato impostato come entità fissa 

(Fixed entity), mentre il “volume iso-topologico” è stato impostato come 

entità mobile (Moving entity). Inoltre, sono state specificate 100 iterazioni 

e una percentuale di sotto-campionamento (Subsample percentage) pari 

all’80%. L’allineamento è stato eseguito sia manualmente (modalità 

Manual), sia automaticamente (modalità Automatic). Questa operazione è 

stata ripetuta più volte fino a ottenere un risultato ottimale da un punto di 

vista visivo, ossia quando i due modelli sembravano sovrapporsi quasi 
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completamente. In Figura 26 è mostrato un esempio di allineamento tra i 

due modelli. 

 

Figura 26: Allineamento tra il volume iso-topologico (in grigio) e il volume originale (in 

rosa) 

4. Infine, il “volume iso-topologico” e allineato è stato esportato da 3-Matic 

ed importato in Mimics per procedere con l’assegnazione dei materiali. 

2.3.3.2 Assegnazione del materiale 

All’interno di Mimics sono disponibili tre diversi metodi di assegnazione dei 

materiali: 

• “Homogeneous”: assegna un materiale omogeneo all’interno del modello, 

senza considerare variazioni locali. 
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• “Mask based”: assegna il materiale basandosi su maschere predefinite o 

selezioni specifiche nella mesh volumetrica. 

• “Gray Value based”: assegna il materiale basandosi sui valori di grigio. 

Dopo aver modificato la preferenza da unità di Hounsfield (HU) a Gray Value (GV) 

mediante il percorso Edit → Preferences → Gray Values, è stato scelto il terzo 

metodo, ovvero quello basato sui valori di grigio. Questo approccio permette di 

suddividere il range di valori di grigio presenti nella mesh volumetrica in un numero 

specifico di intervalli, ognuno associato ad un materiale diverso. In questo caso, 

sono stati creati 10 intervalli, ognuno con un colore, un valore di densità e un 

modulo di Young specifici, seguendo le leggi empiriche (equazioni 2.21 e 2.22) 

selezionate. Queste assegnazioni sono illustrate in dettaglio nella Figura 27.  

 

Figura 27: Implementazione delle leggi empiriche 
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Le Figure 28 e 29 mostrano il risultato della procedura di assegnazione sia sul 

"volume originale" sia sul "volume iso-topologico". Nonostante il "volume iso-

topologico" presentasse un diverso numero di nodi rispetto al “volume originale”, 

il risultato appare soddisfacente, senza evidenti discrepanze tra i due. Di 

conseguenza, sembra che l'assegnazione dei materiali sia stata eseguita con 

successo, consentendo a Mimics di connettere i due modelli in modo efficace. 

 

Figura 28: Volume morphato 

 

Figura 29: Volume originale 

I file contenenti le proprietà dei materiali (in formato “.csv.”) per ciascun modello 

di mandibola sono quindi stati esportati da Mimics. 
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2.3.4 Implementazione PCA del Materiale 

Una volta esportati i file contenenti le proprietà dei materiali da Mimics, questi sono 

stati convertiti in formato di testo “.txt” per garantire una corretta apertura 

all'interno di MATLAB.  

La struttura di ciascun file era la seguente: le prime tre colonne contenevano delle 

coordinate (x, y, z), la quarta colonna la densità, e la quinta e ultima il modulo di 

Young. Ogni file conteneva 107.783 righe, corrispondenti al numero di elementi 

costituenti la mesh volumetrica. È importante notare, infatti, che Mimics fornisce 

un valore di densità e un valore di modulo di Young per ciascun elemento della 

mesh, in cui ogni valore è associato al baricentro di quell'elemento. Di conseguenza, 

le coordinate riportate rappresentano le posizioni dei baricentri di ciascun elemento 

della mesh. 

A questo punto è stata eseguita la PCA in MATLAB, seguendo gli stessi passaggi 

descritti nella sezione 2.2.5 per il modello statistico di forma.  

In sintesi, è stato calcolato un vettore di densità media, contenente i valori medi di 

densità per ciascun elemento della mesh. È stata quindi calcolata la matrice di 

covarianza e da questa sono stati ottenuti gli autovalori e gli autovettori. 

Conoscendo gli autovalori, è stato possibile determinare il numero di componenti 

principali necessarie per coprire una percentuale desiderata di varianza spiegata. 

Il medesimo procedimento è stato eseguito anche per il modulo di Young. 
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3. Risultati 

L’obiettivo di questo capitolo è presentare i risultati ottenuti in seguito alla 

realizzazione del modello statistico di forma e di densità.  

3.1 Modello statistico di forma  

3.1.1 Varianza spiegata 

Nel grafico riportato nella Figura 30, è rappresentata la varianza spiegata in 

funzione del numero di componenti principali ottenute tramite l'applicazione della 

PCA. La curva cumulata della varianza spiegata è rappresentata in blu.  

La PCA ha permesso di creare nuove variabili mediante combinazioni lineari delle 

variabili originali, concentrando la maggior parte delle informazioni contenute nel 

dataset nelle prime componenti principali. È importante notare che le componenti 

principali sono organizzate in modo tale che la prima presenti la massima varianza, 

mentre le successive mostrino una varianza via via decrescente.  

 

Figura 30: Varianza spiegata in funzione delle componenti principali 
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Il numero totale di componenti principali è, come atteso, 35, corrispondente al 

numero di mandibole incluse nel dataset. Utilizzando tutte e 35 le componenti 

principali, sarebbe possibile spiegare l'intera variabilità presente nei dati. Tuttavia, 

l'obiettivo principale di questa analisi è di ridurre il numero di variabili, mantenendo 

al contempo le informazioni più rilevanti.  

Impiegando 25 componenti principali, è possibile spiegare il 96% della varianza 

totale. Questo non consente di ottenere una significativa riduzione delle dimensioni 

del dataset. 

Per trovare un equilibrio tra dimensioni ridotte e informazioni significative, è 

possibile optare per l'utilizzo di 15 componenti principali. Queste 15 componenti 

spiegano il 90% della varianza totale del dataset. 

3.1.2 Analisi dei modi di variazione 

La PCA offre la possibilità di esaminare la mandibola media insieme ai suoi modi 

di variazione, o “modi di deformazione”.  

Nelle Figure seguenti, vengono esaminati i modi di deformazione associati alle 

prime 5 componenti principali (65.56% della varianza). Il peso associato a ciascuna 

componente principale è stato considerato pari a 3 volte la sua deviazione standard, 

come indicato nella formula: 

𝑀 = 𝑀̅ + 𝑤𝑖𝑃𝐶𝑖      𝑐𝑜𝑛 𝑤𝑖 = ±3√𝜆𝑖                                                                   (3.1) 

Nelle Figure, la mandibola associata a un peso pari a +3√𝜆𝑖  è rappresentata in 

rosso, e, in questo caso ci si riferisce ad essa come “PC positiva”. Invece, quando 
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il peso è pari a  −3√𝜆𝑖, la mandibola è rappresentata in giallo e viene chiamata “PC 

negativa”. La mandibola media viene rappresentata in blu. 

La prima componente principale, che spiega il 24,85% della varianza totale, 

presenta la maggiore variabilità ed è quella che maggiormente si discosta dalla 

mandibola media. Questo primo modo di deformazione sembra essere associato a 

una differenza generale nelle dimensioni della mandibola (come mostrato nella 

Figura 31). Inoltre, sono evidenti differenze nell'altezza dei condili (Figura 32) e 

nell'orientamento dei condili rispetto al corpo mandibolare (Figura 33).  

 

 

Figura 31: Vista coronale della mandibola media, PC positiva e PC negativa relative alla 

prima PC 
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Figura 32: Vista sagittale della mandibola media, PC positiva e PC negativa relative alla 

prima PC 

 

Figura 33: Vista assiale della mandibola media, PC positiva e PC negativa relative alla 

prima PC 

Per quanto riguarda la seconda componente principale, emergono principalmente 

variazioni nell'estensione del processo coronoideo, come visibile in Figura 34. 

Inoltre, si osserva una variazione nell'altezza della sinfisi mentoniera (Figura 34).  
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Figura 34: Vista sagittale della mandibola media, PC positiva e PC negativa relative alla 

seconda PC 

La terza componente principale è principalmente associata a una flessione antero-

posteriore dei rami mandibolari e del mento, come evidenziato chiaramente nelle 

Figure 35 e 36. Inoltre, si nota che la geometria tende a diventare più squadrata man 

mano che l'angolo mandibolare diminuisce, cioè quando l'angolo diventa più acuto 

(come rappresentato nella Figura 37). 
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Figura 35: Vista sagittale della mandibola media, PC positiva e PC negativa relative alla 

terza PC 

 

Figura 36: Vista assiale della mandibola media, PC positiva e PC negativa relative alla 

terza PC 
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Figura 37: ista coronale della mandibola media, PC positiva e PC negativa relative alla 

terza PC 

La quarta componente principale è principalmente associata a un aumento del corpo 

mandibolare in direzione antero-posteriore e medio-laterale, in combinazione con 

un aumento della distanza tra i complessi condiloideo-coronoideo. Questo significa 

che all'aumentare dello spessore del corpo mandibolare, la distanza tra i complessi 

condiloideo-coronoideo tende ad aumentare, come evidenziato nelle Figure 38 e 39. 
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Figura 38: Vista assiale della mandibola media, PC positiva e PC negativa relative alla 

quarta PC 

 

 

Figura 39: Vista coronale della mandibola media, PC positiva e PC negativa relative alla 

quarta PC 
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La quinta componente principale presenta principalmente una differenza a livello 

dell'intaglio antegoniale della mandibola, come evidenziato nella Figura 40. 

 

Figura 40: Vista sagittale della mandibola media, PC positiva e PC negativa relative alla 

quinta PC 

Considerazioni sullo spessore del corticale 

In relazione allo spessore dell'osso corticale, è stato possibile valutare l'impatto 

subito dai nodi interni, cioè quelli inclusi nella mesh volumetrica, mediante l'analisi 

dei modi di deformazione. È emerso che la prima componente principale è 

particolarmente sensibile a questo tipo di deformazione. 

Nella Figura 41, è rappresentata la mandibola media (in azzurro) insieme alla PC 

positiva (in rosso) e alla PC negativa (in giallo), sezionate a livello del corpo 

mandibolare. Già a una prima occhiata, è evidente un ispessimento del corticale 

nella PC positiva e un assottigliamento nella PC negativa, con queste variazioni che 

sono particolarmente evidenti nella zona designata come "S1". Per valutare l'entità 

di queste variazioni di spessore, le mandibole sono state importate in 3-Matic e sono 
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state effettuate misurazioni in 4 diverse zone, indicate come "S1", "S2", "S3" e 

"S4", come mostrato in Figura 42. 

 

Figura 41: Sezione - PC1 

Come si può notare dalla Figura 42, la zona S1 presenta la variazione più 

significativa, passando da un valore di 6,40 mm nella PC positiva a un valore di 

1,40 mm nella PC negativa, rispetto ai 3,49 mm della mandibola media. In generale, 

possiamo concludere che questi risultati mettono in evidenza il fatto che la prima 

componente principale non solo influenza le dimensioni generali della mandibola, 

ma è anche responsabile di variazioni significative nello spessore dell'osso 

corticale, in particolare a livello del corpo mandibolare. Ciò fornisce una visione 
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più completa delle variazioni associate a questa componente principale e del suo 

impatto sulla morfologia complessiva della mandibola. 

 

 

Figura 42: S1, S2, S3, S4 – PC1 

Anche la seconda componente principale sembra essere coinvolta in una variazione 

dello spessore del corticale a livello del corpo mandibolare, come evidenziato nella 

Figura 43, anche se in misura minore rispetto alla prima componente principale. In 
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questo caso, la variazione più significativa si osserva ancora nella zona S1, dove lo 

spessore passa da 4,43 mm nella PC negativa a 3,10 mm nella PC positiva, rispetto 

ai 3,70 mm della mandibola media, come illustrato nella Figura 44 

 

 

Figura 43 : Sezione - PC2 
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Figura 44:  S1, S2, S3, S4 - PC2 

Dalla terza PC in poi, la differenza nello spessore sembra gradualmente attenuarsi, 

e i modelli iniziano a coincidere. Già a partire dalla terza PC (come evidenziato 

nelle Figure 45 e 46), non si osserva una variazione significativa nello spessore. 

Questa tendenza prosegue fino alla quinta PC (vedi Figura 47), dove sembra che i 

modelli abbiano spessori simili, infatti coincidono quasi del tutto.  
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Si potrebbe quindi concludere che dopo le prime due PC, le successive siano più 

influenzate da deformazioni che interessano la geometria esterna, piuttosto che il 

volume. 

 

 

Figura 45: Sezione - PC3 

 

Figura 46: S1 – PC3 
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Figura 47: Sezione - PC 5 

Sono state condotte indagini riguardo alla variazione dello spessore a livello dei 

rami mandibolari, ma non sono state riscontrate variazioni significative per nessuna 

delle PC. Un esempio è presentato nella Figura 48, che mostra una sezione a livello 

dei rami mandibolari relativamente alla prima PC. 

 

Figura 48: Sezione a livello dei rami – PC1 
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3.2 Modello statistico di densità 

3.2.1 Varianza spiegata 

Analogamente a quanto descritto nella sezione 3.1.1, anche per il modello statistico 

di densità è stato esaminato il numero di componenti principali ottenute tramite 

l'applicazione della PCA. Il grafico riportato nella Figura 49 mostra la varianza 

spiegata in funzione del numero di componenti principali ottenute, con la curva 

cumulata della varianza spiegata rappresentata in blu. 

In questo caso, per coprire il 90% della varianza spiegata, sarebbe necessario 

considerare un numero di componenti principali pari a 24. Questo indica una 

maggiore variabilità nei dati rispetto al modello statistico di forma.  

Inoltre, in modo simile al modello statistico di forma, la prima componente 

principale spiega approssimativamente il 25% della varianza totale, ma per 

raggiungere il 96% della varianza spiegata, è necessario considerare 29 componenti 

principali, un numero superiore rispetto al modello di forma che ne richiede 25. 

 

Figura 49: Varianza spiegata in funzione delle componenti principali 
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3.2.2 Analisi dei modi di variazione 

Attraverso la PCA, è stato possibile identificare i principali modi di variazione nella 

distribuzione di densità. In questa analisi, sono state considerate le prime 5 

componenti principali, che insieme rappresentano il 45.33% della varianza 

spiegata. Ciascuna di queste componenti riflette specifiche variazioni nella 

distribuzione di densità e indica quanto una particolare componente principale si 

discosti dalla distribuzione media.  

Per rappresentare visivamente queste variazioni, è stata utilizzata una mappa di 

colori specifica per ogni componente principale, in modo da poter meglio cogliere 

le variazioni descritte da ciascuna PC: il colore blu rappresenta deviazioni negative, 

ovvero diminuzioni nella densità, mentre il colore rosso indica deviazioni positive, 

ossia aumenti nella densità rispetto alla densità media. 

Esaminando la prima componente principale (Figura 50), emerge una diminuzione 

della densità nella parte inferiore della sinfisi, a livello del mento, e un aumento 

nella parte superiore della sinfisi e dei denti, oltre che a livello dei condili. La 

seconda componente principale (Figura 51) mostra un aumento di densità nella 

porzione del ramo mandibolare destro. La terza componente principale (Figura 52), 

al contrario, evidenzia variazioni positive nel ramo sinistro. La quarta (Figura 53) 

e la quinta componente (Figura 54) mostrano tendenze simili, caratterizzate da un 

aumento della densità a livello dei denti. 

È importante notare che dalla terza componente principale in poi risulta più difficile 

cogliere variazioni significative di densità, a differenza di quanto avvenga 

osservando l'andamento della prima componente principale. Di fatto, dalla terza 
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componente principale in poi, come mostrato nella Figura 49, si è osservato come 

ogni componente principale spieghi quantità di varianza simili. 

 

 

Figura 50: Prima componente principale 
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Figura 51: Seconda componente principale 

 

Figura 52: Terza componente principale 
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Figura 53: Quarta componente principale 

 

Figura 54: Quinta componente principale 
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4. Discussione  

Scopo di questa tesi è stato lo sviluppo di un modello statistico di forma e un 

modello statistico di densità per la mandibola umana. L'applicazione della PCA ha 

permesso di identificare i principali modi di deformazione della geometria e i 

principali modi di variazione nella distribuzione della densità. 

Nel caso del modello statistico di forma, è emerso che per spiegare il 96% della 

variabilità totale presente nel dataset è necessario considerare 25 componenti 

principali, un numero elevato se confrontato con il numero di mandibole. Dai 

risultati si è osservato che utilizzando le prime 15 PC, si è comunque in grado di 

raggiungere il 90% della varianza totale. Successivamente, sono stati analizzati i 

modi di deformazione associati alle prime 5 PC (che rappresentano il 65.56% della 

varianza). La prima PC, alla quale è associata il 24.85% della varianza, descrive 

una variazione generale delle dimensioni della mandibola, mentre le successive 4 

PC si concentrano su specifiche porzioni.  

Questi risultati sono stati confrontanti con studi analoghi [8], [4], che anch’essi 

hanno sviluppato modelli statistici di forma della mandibola, rivelando un buon 

accordo. In entrambi gli studi, la prima componente principale è correlata a 

variazioni generali nelle dimensioni della mandibola, mentre le successive 

componenti, sebbene in ordine diverso, mostrano modi di deformazione simili. 

Questi modi di deformazione coinvolgono principalmente le zone dei condili 

(altezza e orientamento rispetto al corpo), l'estensione del processo coronoideo, 

l'altezza della sinfisi e la variazione dell'angolo mandibolare. 
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Tuttavia, alcune differenze sono state riscontrate per quanto riguarda i valori della 

varianza spiegata. Lo studio [8] ha evidenziato la necessità di includere 16 PC nel 

modello statistico per spiegare il 97% della varianza totale, con la prima PC che da 

sola spiega il 78% della variabilità totale, un valore significativamente superiore 

rispetto al 24,85% trovato in questa tesi. È importante notare che lo studio [8] 

comprendeva un database di 874 modelli di mandibole derivanti da bambini di età 

compresa tra 1 e 12 anni, con 625 modelli appartenenti a bambini di età compresa 

tra 3 e 6 anni, rendendo il database più omogeneo rispetto a quello considerato in 

questa tesi. Al contrario, lo studio [4], che ha impiegato un database eterogeneo 

costituito da 60 mandibole, ha riportato risultati più simili a quelli di questa tesi. 

Nello studio [4], infatti,  la prima componente principale spiega il 43,46% dell'intera 

variabilità, e per spiegare il 90% della variazione complessiva sono state necessarie 

15 componenti principali, risultando in accordo con i risultati di questa tesi. 

In entrambi gli studi citati, non sono state fatte considerazioni riguardo lo spessore 

dell’osso corticale. 

Non sono stati individuati studi analoghi che trattino modelli statistici di densità 

relativi alla mandibola. Pertanto, si è deciso di confrontare i risultati con lo studio 

[9], che coinvolgeva 75 modelli di scapola e omero. Per quanto riguarda la scapola, 

si è constatato che erano necessarie 17 PC per spiegare il 55.5% della variazione 

totale, mentre per l'omero, 10 PC ne coprivano il 58.7%. Anche nel caso di questa 

tesi, si è notato che sia necessario considerare un numero di PC superiore per il 

modello statistico di densità rispetto al modello di forma, a parità di varianza. In 
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particolare, 5 PC sono state necessarie per coprire il 45.33%, mentre ben 24 PC 

hanno spiegato circa il 90%. 

Questo divario tra i due modelli di forma e densità potrebbe essere attribuito a una 

maggiore variabilità nella distribuzione della densità tra i modelli rispetto alle 

variazioni di forma. 

Potrebbe essere interessante, in futuro, esplorare le correlazioni tra le PC emerse 

dal modello statistico di forma e le PC del modello statistico di densità, cercando di 

individuare legami tra differenze nelle dimensioni e nello spessore dell'osso 

corticale con variazioni nella distribuzione di densità, come fatto in diversi studi in 

cui è stato costruito un modello combinato di forma e densità (ad esempio [6]). 

La costruzione di un modello combinato che integri forma e densità 

rappresenterebbe un passo significativo per applicazioni future. 

Un limite di questa ricerca risiede nelle dimensioni limitate del database utilizzato. 

Per superare questa limitazione in futuro, sarebbe auspicabile ampliare il numero 

di mandibole considerate, al fine di catturare la massima variabilità possibile. 

Nonostante il database limitato, va notato che lo studio [4], che ha coinvolto 60 

modelli di mandibole per la realizzazione del modello statistico di forma, ha 

anch’esso ottenuto 15 PC per spiegare il 90% della varianza. Dunque, nonostante il 

numero inferiore di mandibole considerato in questa tesi, 35 in confronto alle 60 

dello studio, si può concludere che il modello proposto in questa tesi è stato 

comunque in grado di catturare una significativa variabilità. 

Con l'aumento del numero di mandibole, ci si aspetta che anche il numero di PC da 

includere nel modello statistico aumenti per catturare la crescente complessità dei 
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dati. Tuttavia, ci si aspetta che questo numero raggiunga un limite superiore. Questo 

significa che con un numero sufficientemente grande di osservazioni (ideale 

sarebbe un numero infinito), gran parte della variabilità dei dati sarà catturata da un 

numero limitato di PC. Infine, sarebbe interessante considerare una suddivisione 

dei modelli statistici per genere ed età e ampliare la ricerca alla componente 

spongiosa dell'osso, insieme a un'analisi più dettagliata di regioni specifiche della 

mandibola che presentano maggiore variabilità  
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Conclusioni  

L'obiettivo principale di questo lavoro è stato sviluppare una metodologia per la 

generazione di un modello statistico di forma e di densità della mandibola umana, 

concentrandosi in particolare sulla sua porzione di osso corticale. Per raggiungere 

questo obiettivo, è stato utilizzato un database contenente 35 mandibole ed è stata 

impiegata la PCA per analizzare i dati. 

A partire da un insieme di 35 mesh di volume, rese iso-topologiche tra loro, l'analisi 

delle componenti principali è stata utilizzata per individuare i principali modi di 

deformazione nella geometria, nel caso del modello statistico di forma, e le 

principali modalità di variazione nelle proprietà meccaniche, nel caso del modello 

statistico di densità. Nel modello statistico di forma, è emerso che per spiegare il 

90% della variabilità presente nel dataset, era necessario considerare ben 15 

componenti principali, ciascuna rappresentante un modo distintivo di 

deformazione. Un'analisi delle prime 5 componenti principali ha mostrato che i 

principali modi di variazione riguardavano principalmente l'altezza e l'orientamento 

dei condili, l'altezza della sinfisi mandibolare e l'estensione del processo 

coronoideo. Inoltre, è stato notato che uno dei modi di deformazione era 

strettamente correlato allo spessore dell'osso corticale. Nel caso del modello 

statistico di densità, l'analisi delle componenti principali ha rivelato che per spiegare 

il 90% della varianza erano necessarie 24 componenti principali. Questo numero 

più elevato rifletteva una maggiore variabilità all'interno del dataset, con i principali 
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modi di variazione che coinvolgevano soprattutto i rami mandibolari e la zona dei 

denti. 

I risultati ottenuti sembrano essere in linea con i risultati visti in letteratura, seppur 

in futuro sarà necessario ampliare il database di mandibole considerato. Potrebbe 

essere interessante considerare la creazione di un modello combinato che incorpori 

sia la forma che la densità della mandibola. Questo modello combinato 

rappresenterebbe un notevole passo avanti per le future applicazioni, offrendo 

un'analisi completa e versatile della mandibola umana. 

In sintesi, questo studio ha delineato una metodologia per la creazione di modelli 

statistici riguardanti la forma e la densità della mandibola umana, con potenziali 

applicazioni in diversi campi. In futuro, l'espansione del database e la creazione di 

modelli combinati rappresentano prospettive interessanti per comprendere meglio 

la complessità della mandibola umana e le sue variazioni. 
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