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Sommario

La tesi € dedicata allo studio di un nuovo modello multi-agente in cui gli individui sono dotati
di strategie e sono soggetti a effetti diffusivi. Il modello proposto rappresenta un’estensione del
sistema introdotto nell’articolo "Spatially Inhomogeneous Evolutionary Games" (Ambrosio et al.,
CPAM 2021 |2|), dove gli autori elaborano un modello particellare in cui lo stato microscopico
di ciascuno degli N agenti della popolazione é costituito da una posizione spaziale e da una
misura di probabilita su uno spazio metrico compatto U; quest’ultimo viene interpretato come
un insieme di strategie. Tale misura di probabilita (o strategia mista, adottando la terminologia
propria della teoria dei giochi) determina la dinamica spaziale degli agenti e contestualmente
evolve nel tempo attraverso un meccanismo di interazione binaria e non locale con gli altri
individui della popolazione. L’evoluzione delle strategie miste segue un principio darwiniano:
le strategie che massimizzano una data funzione di utilita J sono adottate dagli agenti con
una frequenza progressivamente maggiore. L’obiettivo principale della tesi é 1’estensione del
modello di Ambrosio et al. tramite l'introduzione di un termine diffusivo che agisce sulle
componenti spaziali degli agenti. La presenza di una fonte di aleatorieta conduce ad esprimere
I’evoluzione dello stato microscopico degli agenti attraverso un processo stocastico a valori
in R? x P(U), trasformando il modello di Ambrosio, originariamente formulato mediante
un’equazione differenziale ordinaria, in un’equazione differenziale stocastica. Il contributo della
tesi consiste nella dimostrazione della buona positura del modello sotto ipotesi poco restrittive
sui campi che ne governano la dinamica e sui dati iniziali; viene inoltre ricavata una stima a
priori sui momenti delle soluzioni. Successivamente si fornisce una descrizione di campo medio
del sistema, deducendone le relative proprieta di buona positura e studiando alcune proprieta
probabilistiche delle sue soluzioni. Infine, viene dimostrato un risultato di propagazione del
caos, dal quale si deduce che le soluzioni del modello con N particelle convergono, in un
senso opportuno, alle soluzioni del modello di campo medio quando il numero di agenti tende
all’infinito.
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Capitolo 1

Introduzione

1.1 Modelli multi-agente

Negli ultimi decenni, i modelli multi-agente sono stati impiegati nella descrizione di numerosi
fenomeni afferenti a molteplici discipline: dalla dinamica delle opinioni al moto delle folle e di
gruppi di animali, dalla dinamica cellulare alla distribuzione della ricchezza, fino alla descrizione
dell’allenamento di reti neurali e del comportamento di algoritmi di ottimizzazione particellari
(19],110],111],]13],[14],119],]20].]24],]25]). Cio che accomuna tutti questi fenomeni & la possibilita
di essere descritti mediante una popolazione di individui o di entita elementari (gli agenti),
tipicamente in numero elevato, i quali interagiscono fra loro secondo opportune regole.

Un modello multi-agente ¢ essenzialmente caratterizzato da due elementi: lo stato micro-
scopico degli agenti, ovvero l'insieme delle variabili necessarie ad individuare lo stato di un
individuo della popolazione (ad esempio I'opinione di un cittadino su un dato argomento in
un modello di dinamica delle opinioni oppure la posizione e la velocita di un volatile nella
dinamica di uno stormo), e le regole di interazione, ovvero le leggi e i principi che determinano
come lo stato microscopico di ciascun agente evolve nel tempo per effetto delle interazioni con
gli altri agenti e con I’ambiente circostante.

La traduzione in termini matematici di un modello-multi agente da solitamente luogo ad
un sistema di equazioni differenziali ordinarie o di equazioni differenziali stocastiche, ciascuna
delle quali descrive I’evoluzione temporale di un dato agente della popolazione. Tuttavia, come
detto in precedenza, la popolazione degli agenti é tipicamente molto numerosa, circostanza che
pud rendere estremamente elevato il numero di equazioni che rappresentano il modello, inoltre,
la presenza di interazioni fra gli individui fa si che tali equazioni risultino accoppiate. Questi
elementi di complessita fanno si che una descrizione del sistema che mira a tenere traccia,
istante per istante, dello stato microscopico di ogni singolo agente risulti poco pratica allo scopo
di comprendere il comportamento e le proprieta del sistema modellizzato. Pertanto, accanto alla
descrizione particellare, ossia microscopica, del sistema, & spesso utile formulare una descrizione
aggregata, ossia macroscopica, dell’evoluzione della popolazione: si rinuncia alla conoscenza del
destino individuale di ciascun agente a favore di una conoscenza del comportamento collettivo
del sistema, espresso attraverso la descrizione del comportamento statistico di un singolo,
generico individuo facente parte della popolazione.

Le metodologie che permettono di passare da una descrizione individuale (microscopica) a
una descrizione collettiva (macroscopica) del sistema affondano storicamente le loro radici nella
meccanica statistica e in particolare nella teoria cinetica dei gas (ed esempio le equazioni di
tipo Boltzmann e i limiti di campo medio [22]) e permettono di descrivere la dinamica della
popolazione tramite I’evoluzione della distribuzione degli agenti sullo spazio degli stati. Tale
distribuzione esprime qual & la probabilita che, in un dato istante, un agente del sistema possegga
un certo stato microscopico e contiene tutte le informazioni necessarie per una descrizione
compiuta delle proprieta statistiche del sistema.

La grande varieta di applicazioni e le molteplici metodologie adottate per il loro studio fanno
si che la ricerca sui sistemi multi-agente risulti un ambito essenzialmente multidisciplinare.
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8 1. Introduzione

Anche volendosi limitare alla sola ricerca sui sistemi multi-agente in ambito matematico, essa
si configura come una disciplina che si pone all’intersezione tra la fisica matematica, ['analisi,
la probabilita e il calcolo numerico. La ricchezza di idee e linguaggi matematici di cui essa si
nutre la rende una tematica di grande fascino e interesse.

1.2 Il modello oggetto della tesi

Questa tesi nasce dal desiderio di generalizzare il modello multi-agente originariamente proposto
da Ambrosio, Fornasier, Morandotti e Savaré nell’articolo "Spatially Inhomogeneous Evolutio-
nary Games" del 2021 |2|. La generalizzazione che qui proponiamo consiste nell’introduzione,
nella dinamica degli agenti, di elementi di aleatorieta e in particolare di effetti diffusivi, in
origine non contemplati nel modello completamente deterministico di Ambrosio et al.

Veniamo ora alla descrizione del nuovo modello multi-agente che proponiamo e che sara
Poggetto di studio di questa tesi. Stabiliamo un orizzonte temporale [0, T], con T > 0, e conside-
riamo una popolazione di N agenti, ciascuno dei quali é caratterizzato, in ogni istante temporale
t € 0,77, da uno stato microscopico Y*(t) = (X(t), A(t)), dove I'indice i € {1,..., N} esprime
l'attribuzione dello stato microscopico Y(t) all’agente i-esimo della popolazione. Lo stato
microscopico Y#(¢) di ciascun individuo ¢ costituito dalla coppia (X*(¢), A%(t)), in cui il primo
elemento X*(t) appartiene allo spazio euclideo d-dimensionale R?, mentre il secondo elemen-
to A%(t) appartiene all’insieme P(U), ovvero l'insieme delle misure di probabilita di Borel
sull’insieme U. Richiediamo che questo insieme U sia uno spazio metrico compatto.

L’inseme U ¢ interpretato come un insieme di strategie, ovvero delle scelte, o delle azioni,
che gli individui sono chiamati a compiere piu e pit volte nel corso del tempo. La misura di
probabilita A*(t) € P(U) invece rappresenta la frequenza, o equivalentemente la probabilita,
con cui 'agente i-esimo adotta una data strategia al tempo ¢: adottando la terminologia propria
della teoria dei giochi, la misura di probabilita A’(t) & la strategia mista dell’agente i-esimo.
Ad esempio, R? potrebbe rappresentare lo spazio fisico e U potrebbe rappresentare 1'insieme
delle direzioni dello spazio lungo cui un individuo puo scegliere di muoversi. In tal caso, la
strategia mista A’(t) rappresenterebbe lo schema comportamentale dell’individuo i-esimo in
relazione a tale scelta.

11 modello ¢ descritto dalla seguente equazione differenziale stocastica (in forma integrale),
la quale esprime come lo stato microscopico Y (t) = (X(t), A%(t)) di ciascuno degli N agenti
della popolazione evolve nel tempo:

Xit) = X5+ /0 fo(X(s), Ai(s)) ds + V20 B (t)
_ . PN ‘ _ _ ‘ (1.2.1)
Al (t) :Ag+/0 & 2 X (5),A%(5), X7 (), AV (s)) ds

peri=1,...,N.

Descriviamo ora i vari elementi che costituiscono il sistema di equazioni . Xg, Xy
sono variabili aleatorie assegnate, a valori in R?, che stabiliscono le posizioni iniziali degli
agenti, mentre A}, ..., A}’ sono variabili aleatorie a valori in P(U), anch’esse assegnate, che
determinano le relative strategie miste iniziali. Dunque, per ogni ¢ = 1,..., N, la coppia
(X&, Ah) = Y{ assegna lo stato iniziale dell’agente i-esimo.

La componente spaziale X dello stato microscopico di ciascun agente evolve nel tempo per
effetto di due termini: un termine di trasporto spaziale determinato da un campo vettoriale f,
a valori in R? e un termine diffusivo costituito da un moto browniano d-dimensionale B* il cui
effetto ¢ modulato da un parametro diffusivo o > 0 assegnato. Il campo f,: R x P(U) — R?
¢ definito come

(a:,A)»—)/Ue(x,u)d)\(u), (1.2.2)

dove e: RY x U — R? & una funzione assegnata. Intuitivamente, possiamo immaginare che la
dinamica di trasporto spaziale espressa dal campo (1.2.2)) avvenga nel seguente modo: ogni
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agente sceglie aleatoriamente una strategia u € U secondo la misura di probabilita A%(t), come
conseguenza, la scelta della strategia u produce una variazione della posizione spaziale X*(t)
dell’agente nella direzione determinata dal vettore velocita e(X%(t),u); infine, la presenza della
media sulle strategie u pud essere interpretata come il risultato di numerose ripetizioni, nel
corso del tempo, dell’operazione di scelta della strategia, e immaginando che la scala temporale
in cui si svolge una singola ripetizione sia pitt breve rispetto a quella modellizzata.

La componente A’ relativa alle strategie miste, invece, evolve per effetto dell’interazio-
ne tra l’agente i-esimo e i restanti agenti della popolazione. In particolare, 1’aggiorna-
mento della strategia mista A’(t) & determinato da una media aritmetica delle quantita
In(XE(), AM(t), X7 (t), A (t)), con j =1,..., N, ciascuna delle quali codifica un meccanismo di
interazione binaria e non locale (in spazio) tra ’agente i-esimo e j-esimo, il quale ¢ espresso dal
campo fy: R? x P(U) x R% x P(U) — M(U) (denotiamo con M(U) lo spazio vettoriale
delle misure a media nulla su U) dato da

(2, A2, V) (/UJ(x,-,m’,u’)dX(u')—/U/UJ(x,w,m’,u’)d/\’(u’)d)\(w)))\, (1.2.3)

dove J: R? x U x RY x U — R ¢ una funzione di utilita assegnata. In particolare, la quantita
J(x,u,2’,u’) esprime qual ¢ il beneficio (payoff) che un agente situato in posizione x ottiene
adottando la strategia u quando 'agente con cui interagisce si trova in posizione z’ e sceglie la
strategia u’.

L’espressione analitica del campo f) € ispirata alla cosiddetta equazione del repli-
catore |2 Section 1.2] ed esprime un principio evolutivo di natura darwiniana: le strategie
che garantiscono un maggiore payoff medio vengono scelte dagli agenti con una frequenza
progressivamente maggiore; al contrario, le strategie che in media producono scarsi benefici
vengono gradualmente abbandonate. Infatti per ogni u € U fissato, la quantita

/ J(z,u, 2’ u") dN (u”)
U

rappresenta il payoff medio prodotto dalla scelta della strategia u quando ’agente con cui si
interagisce adotta la strategia mista A, mentre la quantita

[, sty ¥ ax

esprime il payoff medio prodotto dall’adozione della strategia mista A nel momento in cui I'altro
agente adotta la strategia mista \'. Dunque la differenza fra queste due quantita costituisce
una misura della bonta di ciascuna strategia u relativamente a J, pertanto possiamo definire la
funzione U — R

u»—>/ J(z,u, 2’ u") dN (u') — // (z,w, 2’ u") dN (u") dX(w),

e il prodotto di tale funzione con la misura di probabilita A da come risultato la misura con
segno e a media nulla che definisce fy(z, A, 2’,\) in . Intuitivamente f) esprime la
sottrazione, da parte dell’agente, di una certa massa di probabilita dalle strategie meno efficaci
e la sua riassegnazione alle strategie che gli garantiscono un maggior beneficio, da cui I'affinita
con i principi dell’evoluzione darwiniana.

Nel seguito, il modello , descrivendo la dinamica individuale di ciascuna delle N
particelle del sistema, sara chiamato modello discreto con N agenti.

Le novita rispetto al modello di Ambrosio et al.

Come detto in precedenza, il modello (1.2.1)) si propone di estendere il modello di Ambrosio
et al. |2] tramite I'introduzione di elementi di aleatorieta. Nello specifico, le generalizzazioni
operate sono due: l'introduzione di aleatorieta sui dati iniziali e la presenza di un termine
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diffusivo che agisce sulle sole componenti spaziali degli agenti. La stocasticita cosi introdotta
trasforma il modello di Ambrosio, originariamente formulato tramite ’equazione differenziale
ordinaria (ODE)

”.Ci(t) - {I(m ](f)’A (t)i) S i=1,...,N (1.2.4)
A () = v 2y I (), A°(2), 27 (1), M (1))
con dati iniziali (z}, \j) € R? x P(U), in un’equazione differenziale stocastica (SDE). Questa

modifica delle strutture matematiche che descrivono il modello rendono necessaria anche una
revisione di alcune delle tecniche impiegate nel suo studio.

1.3 Il quadro funzionale

In questo paragrafo descriveremo il quadro funzionale in cui ambientiamo il problema discreto
(1.2.1). Nonostante l'introduzione di effetti diffusivi abbia tramutato il modello di Ambrosio
da una ODE in una SDE, il contesto funzionale sviluppato in 2| per lo studio del problema
si rivela di grandissima utilitd anche per I’analisi del nuovo modello . Iniziamo
richiamando alcune nozioni e strumenti analitici.

Notazioni e preliminari analitici

Sia (X, dx) uno spazio metrico. Indichiamo con M(X) lo spazio vettoriale delle misure di Borel
con segno e con variazione totale finita. Indichiamo invece con My (X) il sottospazio vettoriale
delle misure con segno a media nulla, con M (X) il sottoinsieme convesso delle misure non
negative e con P(X) il sottoinsieme convesso delle misure di probabilita (per ulteriori dettagli
su questi oggetti si veda ad esempio |12]).

Richiamiamo ora la nozione di push-forward di misure (o misura immagine)

Definizione 1.3.1 (Push-forward di misure). Siano (X, 2, 1) uno spazio di misura (con p
misura non negativa) e (¥, %) uno spazio misurabile. Data una funzione f: X — Y misurabile
definiamo su (¥, %) la misura fyu ponendo

fu(B) = u(f7\(B), VBe. (1.3.2)
fyu & detta push-forward (o misura immagine) di p attraverso f.

La misura immagine fyju & per costruzione una misura non negativa e possiede la stessa
massa totale di p, per cui se 4 € P(X) anche fyp € P(X). Nel linguaggio probabilistico, se
(Q,.#,P) & uno spazio di probabilita e X : @ — ) & una variabile aleatoria, la misura X3P su
% ¢ detta legge della variabile aleatoria X. Vale il seguente teorema di cambio di variabili (o
teorema di integrazione rispetto alla misura immagine)

Teorema 1.3.3 (Integrazione rispetto alla misura immagine). Siano (X, 2", 1) uno spazio di
misura (con p misura non negativa), (¥, %) uno spazio misurabile e f: X — Y una funzione
misurabile. Data una funzione ¢: Y — R misurabile, vale la sequente formula di cambio di
variabili

Aywmmmm=ﬁwwammw (13.4)

Ritorniamo ora nell’ambito delle misure di probabilita su spazi metrici e richiamiamo alcune
importanti metriche definite su spazi di misure di probabilita, le distanze di Wasserstein.

Definizione 1.3.5 (Misure di probabilita con momento p-esimo finito). Sia (X,dx) uno spazio
metrico e sia p € [1,400). L’insieme delle misure di probabilitd con momento p-esimo finito

Pp(X) ¢ definito come

Pp(X) = {ﬂ eP(X): /Xd;((x,xo)p dp(z) < oo per qualche xy € X} (1.3.6)
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Osserviamo che se (X, dx) ¢ uno spazio metrico compatto si ha che P,(X) = P(X) per
ogni p € [1,+00) poiché, fissato xg € X arbitrario, la funzione & — dx(z,z¢)P & continua sul
compatto X', dunque limitata, per cui 'integrale che compare nella & necessariamente
finito.

Tramite le distanze di Wasserstein é possibile dotare gli insiemi P,(X’) di una struttura
di spazio metrico. Diamo ora la definizioni di tali distanze e ne riportiamo alcune proprieta
notevoli tratte da [26].

Definizione 1.3.7. (Distanza di Wasserstein di ordine p) Sia (X,dx) uno spazio metrico
completo e separabile e sia p € [1,400). Per ogni p,v € P,(X) la distanza di Wasserstein di
ordine p tra p e v & definita come

p

W,(u,v) = inf d(z1, 22)P dr (21, z2) (1.3.8)
(et Lo )

w€l(p,v)

dove T'(u,v) denota l'insieme dei piani di trasporto tra p e v, definito come

D(,v) = {7 € P(X X ) : (p1)gm = g, (po)sm = v |

dove p1,pa: X x X — X denotano le proiezioni canoniche sul primo e secondo fattore
rispettivamente.

La teoria generale del trasporto ottimale (|1],]2],[3], [23]) ci garantisce che I’estremo inferiore
nella ([1.3.8) & in realta un minimo, per cui la definizione della distanza di Wasserstein é ben
posta. Inoltre & possibile dimostrare che W, soddisfa tutte le proprieta di una metrica.

Definizione 1.3.9 (Spazio di Wasserstein). Sia (X, dx) uno spazio metrico completo e separa-
bile e sia p € [1,400). W, definisce una distanza sull’insieme Pp(X) delle misure di probabilita
con momento p-esimo finito. Lo spazio metrico (P,(X),W,) & detto spazio di Wasserstein di
ordine p.

Gli spazi di Wasserstein ereditano da (X', dx) le proprieta di completezza e separabilita.

Teorema 1.3.10. Sia (X,dx) uno spazio metrico completo e separabile e sia p € [1,+00).
Allora lo spazio di Wasserstein (Pp(X),W,) & a sua volta completo e separabile.

Concludiamo questo paragrafo preliminare con alcuni richiami relativi agli spazi di funzioni
lipschitziane. Sia (X,dy) uno spazio metrico e sia ¢: X — R una funzione lipschitziana.
Chiamiamo costante di Lipschitz di ¢ la quantita

. [p(21) — p(22)]
Lip(p) = sup oot/ P21 1.3.11
2 ormpex Ay (xy,x2) ( )
T1F£T2
Indichiamo con Lip,(X) linsieme delle funzioni ¢: X — R lipschitziane e limitate su X.
Lip,(X) & uno spazio vettoriale reale e pud essere dotato della norma ||-||Lip definita come

lllLip = Sggl@(ﬂ«“)l + Lip(y) (1.3.12)

per ogni ¢ € Lipy(X). Nel caso in cui (X,dy) sia uno spazio metrico compatto, in virta del
teorema di Weierstrass, Lip,(X) coincide con lo spazio vettoriale delle funzioni ¢: X — R
lipschitziane, che indicheremo semplicemente con Lip(X). Concludiamo ora questa parentesi di
carattere generale e torniamo a considerare il problema discreto .

Lo spazio di Banach F(U)

Una delle peculiarita del sistema, (1.2.1)) risiede nel fatto che la dinamica delle strategie miste A
avviene nell’insieme P(U), il quale di per sé non possiede una struttura lineare. Risulta dunque
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utile immergere preliminarmente I'insieme delle misure di probabilita P(U) in un opportuno
spazio di Banach, in modo da potersi avvalere della struttura di spezio vettoriale, della struttura
metrica e di alcuni strumenti analitici quali I'integrazione secondo Bochner (Appendice ;
quest’ultima, come vedremo, permettera di dare un senso preciso agli integrali in tempo che
compaiono nella formulazione integrale . La costruzione che adottiamo é la medesima
di Ambrosio |2] e qui ne riportiamo solo gli elementi e le proprieta essenziali, rimandando
all’articolo originale per i dettagli. Consideriamo lo spazio metrico (U, dy ), che rappresenta
I'insieme delle strategie selezionabili degli agenti, e che ricordiamo essere per ipotesi uno spazio
metrico compatto. Per quanto detto nel paragrafo precedente, possiamo considerare lo spazio
di Banach (Lip(U), ||-||Lip) delle funzioni ¢: U — R lipschitziane su U. A partire da esso
possiamo costruire il suo duale topologico (Lip(U))*, dotato della consueta norma duale, che
chiameremo norma BL, definita come

[l = sup{ {6, 9)]: ¢ € Lin(©), [loluip < 1} (1.3.13)

per ogni £ € (Lip(U))*. Pensando le misure di probabilita su U come funzionali lineari e
continui su Lip(U), possiamo definire lo spazio di Banach in cui immergere l'insieme P(U).

Definizione 1.3.14 (Spazio F(U)). Chiamiamo F(U) il sottospazio chiuso dello spazio di
Banach ((Lip(U))*, ||I-|sL) definito come

FU) = span(P(U))”.”BL, (1.3.15)

dove span(P(U)) indica l'insieme delle combinazions lineart finite di elementi di P(U) e in cui
si identifica ciascuna misura p € P(U) con lelemento di (Lip(U))*

Lip(U) — R

o [ ot dutw) (1:3.16)

Lo spazio F'(U) ¢ noto in letteratura come spazio di Arens-Eells [4] e si pud dimostrare
essere uno spazio di Banach separabile contenente M(U). Inoltre, P(U) C F(U) risulta essere
un sottoinsieme compatto di F(U). Vista 'importanza di queste proprieta nell’analisi che
segue, ne diamo risalto con la seguente proposizione..

Proposizione 1.3.17 (Proprieta di F(U)). Sia (U,dy) uno spazio metrico compatto. Allora
lo spazio vettoriale normato (F(U),||"|lsL) costruito secondo la definizione|1.3.14) & uno spazio
di Banach separabile. Inoltre il convesso P(U) risulta essere un suo sottoinsieme compatto.

E possibile dimostrare che la convergenza di misure di probabilita rispetto alla norma ||-||sL
é strettamente legata alla convergenza rispetto alla distanza di Wasserstein Wi, che a sua
volta & legata alla convergenza debole di misure di probabilita (cioé in dualita con le funzioni
continue e limitate). Rimandiamo nuovamente a |2, Section 2.1] per i dettagli.

L’ambientazione del problema

Possediamo ora gli strumenti per fornire al problema un’opportuna ambientazione fun-
zionale. Ricordiamo che, per ogni agente, il rispettivo stato microscopico Y(t) = (X*(t), A(t))
¢ un elemento di R? x P(U) per ogni t € [0,T]. Di conseguenza, avendo introdotto lo spazio
di Banach (F(U),||"|lsr), il quale contiene P(U) come suo sottoinsieme, possiamo sempre
considerare R x P(U) come un sottoinsieme dello spazio vettoriale propdotto R? x F(U).
Lo spazio R? x F(U) si puo dotare in maniera naturale della struttura di spazio di Banach
considerando su di esso la norma prodotto |||z g1y, definita come

1YllrexF() = ll2][re + [ AllBL (1.3.18)
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per ogni y = (z,\) € R? x F(U), dove ||-||[g« denota la consueta norma euclidea su R? e ||-||r,
denota la norma BL su F(U) definita dalla (1.3.13).

Spesso ci tornera utile considerare gli spazi prodotto (RN, F(U)N e (R? x (F(U)))N (con
N € NT) che anche in questo caso dotiamo delle rispettive norme prodotto, date da

N N
|2l gayy =D llzillea, M@y =D _lIAilleL
=1 =1
(]
N N
Iyl gaxr@yy =D _lzillra + D _[Xiller = 2]l @y + [ Ml ey
=1 =1

per ogni & = (z1,...,25) € RHON A= (\,..., n) € (FU)N ey = (21, 1,..., 2N, \N) €
(Rex F(U))N. Poiché (R, ||||ge) e (F(U), ||-||L) sono spazi di Banach separabili anche gli spazi
prodotto (R, [[|@a ), (FONY, [lira) e (RE x FUNN, ||| gaxr@y~) 1o sono a
loro volta. Data 'importanza di tale proprieta la sottolineiamo con la seguente proposizione.

Proposizione 1.3.19. Sia N € Nt ¢ (U,dy) uno spazio metrico compatto. Gli spazi normati
(RN -l mayw)s (FONN, [l pwyx) e (REx FODN, |- gaxr@yn~) sono di Banach e
separabili.

Questo quadro funzionale ci permette di dare un’ambientazione pit precisa anche ai campi
fz, [, definiti nelle e . Infatti, il campo f, ora pud essere pensato come una
funzione definita sullo spazio metrico R? x P(U), che consideriamo dotato della struttura metrica
che esso eredita in qualita di sottoinsieme di (R? x F(U),|||lrax r(r)), & valori in (R?, [|-||ga);
mentre il campo f) puo considerarsi definito sullo spazio metrico R? x P(U) x R? x P(U),
dotato della struttura metrica ereditata da ((R? x F(U))?, ||| rax r(1))2); & valori nello spazio
di Banach separabile (F(U), ||-||sL)-

Ora possiamo dare un senso preciso a tutti gli elementi che compaiono nel sistema di
equazioni , che riportiamo di seguito per comodita di lettura:

Xi(t) = X§ + /Ot fo(X(s), Al(5)) ds +V20 B (t) (1.3.20a)

Integrale di Lebesgue

. , t1 X . . . ,
AN(t) = A} +/0 NZf,\(X’(s),Az(s),XJ(s),AJ(s))ds (1.3.20b)
j=1

Integrale di Bochner

per i = 1,...,N. Per ogni t € [0,7] lo stato microscopico dell’agente i-esimo Y*(t) =
(Xi(t),A%(t)) € R x P(U) é considerato un elemento dello spazio di Banach R? x F(U).
Pertanto, grazie alla struttura di spazio vettoriale di cui & dotato F'(U) risultano ben definite
le operazioni di addizione che compaiono nelle equazioni di evoluzione delle strategie miste
A® (1.3.20D)) (le operazioni di addizione in sono naturalmente ben definite grazie
alla struttura di spazio vettoriale di R?). Assumono un senso preciso anche gli integrali in
tempo che definiscono la formulazione integrale del problema : I'integrale che compare in
si puo definire tramite la teoria dell’integrazione di Lebesgue, in quanto integrale di
una funzione [0, 7] — R, mentre I'integrale che compare nella richiede I'integrazione
di una funzione [0, 7] — F(U), dunque a valori in uno spazio di Banach. La generalizzazione
della teoria dell’integrazione di Lebesgue a funzioni a valori in spazi di Banach ¢ fornita dalla
teoria dell’integrazione di Bochner, e proprio nel senso di Bochner intendiamo 'integrale in
(1.3.20b)). Alcuni elementi della teoria dell’integrale di Bochner sono riportati nell’Appendice
[A2] Nuovamente possiamo apprezzare 1'utilita di aver ambientato il nostro problema in uno
spazio di Banach.







Capitolo 2

Buona positura del modello discreto

Data la novita del modello multi-agente , il primo problema che ci proponiamo di
affrontare & la sua buona positura, dunque 'esistenza e 'unicita delle soluzioni dell’equazione
differenziale stocastica che lo descrive. Iniziamo la nostra argomentazione precisando la nozione
di soluzione che adotteremo nel corso di tutta la trattazione, quella di soluzione forte.

Definizione 2.0.1 (Soluzione forte del problema ) Dati T > 0 e N € N*, siano
Bi: Q — C([0,T),RY), peri=1,...,N, moti browniani standard d-dimensionali definiti su
uno spazio di probabilita filtrato (Q, F, (ft)te[o,T],P), siano X¢,..., XY Q — R? variabili
aleatorie Fo-misurabili e appartenenti a L*(Q, F,P) e siano A, ..., Ay : Q — P(U) variabili
aleatorie Fo-misurabili. Si definisce soluzione forte del problema un processo stocastico

continuo
Y:Q — C([0,T), (R x PU))N)

(intendendo Y (t) = (X1(t), A*(¢),..., XN(t), AN (t)) per ognit € [0,T]) che soddisfa I’equazione
P-quasi certamente e per ogni t € [0,T].

La nozione di soluzione forte, o soluzione per cammini, si ritrova in vari lavori in cui le
equazioni differenziali stocastiche sono impiegate nella modellizzazione di sistemi multi-agente,
ad esempio [5], [9] e |13].

Riscriviamo ora il problema in una forma del tutto equivalente, ma pit compat-
ta e sintetica. Introduciamo i processi stocastici X: @ — C([0,7],(RH)Y) e A: Q —
C([0, 7], (P(U))™), dove poniamo, per ogni ¢t € [0,T], X(t) = (X*(t),...,XN(t)) e A(t) =
(AL(t),...,AN(t)). Definiamo inoltre le variabili aleatorie, rispettivamente a valori in (R?)™ e
(PONN, Xo = (Xg,..., X)) € LA(Q, F,P) e Ag = (A}, ..., AY).

Introduciamo ora i campi b, : (RO)N x (P(U))N — RY)Y e by: (RHYN x (PU))N —
(F(U))N definiti da

(xl,...,mN,)\l,...,)\N) — (fx(xl,)\l),...,fm(IN,)\N)) (202)
1 & 1 <

(1‘1,...,1‘]\],)\1,...,)\]\1) — (NZf)\(l'h)\l,LUj,)\j),...,NZf)\(LBN,)\N,!Ej,)\j)> (203)
j=1 j=1

rispettivamente, cosi da poter riscrivere il problema ([1.2.1)) come

X(t) = X, + /t be(X(s),A(s)) ds + V20 B(t)
0 (2.0.4)

A(%) :Ao+/0 bx(X (), As)) ds

dove (B(t))se[o,r ¢ il moto browniano standard d x N-dimensionale ottenuto giustapponendo i
moti browninani B*(t). Osserviamo che i processi stocastici X e A raccolgono rispettivamente

15
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le posizioni e le strategie miste di tutti gli /N agenti della popolazione, e che i campi b, e by ne
governano rispettivamente ’evoluzione. Questa formulazione piu sintetica risultera comoda
per le argomentazioni analitiche che seguono, le quali richiedono un diverso trattamento delle
componenti spaziali e delle componenti relative alle strategie miste per via della loro differente
natura. In virtd dell’equivalenza tra le formulazioni e , nel seguito useremo
I’espressione soluzione forte del problema con lo stesso significato della definizione

Durante tutta la trattazione supponiamo le funzioni e: R* x U — R% e J: R x U x R? x
U — R lipschitziane: dunque esistono costanti L., L; > 0 tali che

le(z1,u1) — e(w2, ug)llre < Le(llz1 — zallpa + du(ur, us)) (2.0.5a)
per ogni (z1,u1), (z2,us) € R x U e

lJ(xlauhx/lvu/l) - J((EQ,’LLQ,$/27U/2)|

(2.0.5b)
< Ly(lz1 — zallga + du(ur, ug) + [|2] — 2h|lpa + du(uy, uh))

per ogni (z1,uy, 2}, u}), (ve, us, x5, ub) € R x U x RY x U. Ricordiamo infine che abbiamo
supposto che (U, dy) sia uno spazio metrico compatto.

2.1 Proprieta strutturali dei campi b, e b)

In questa sezione dimostriamo alcune proprieta strutturali dei campi b, e by. Iniziamo
riportando alcune proprieta dei campi f,, e fy, la dimostrazione dei seguenti risultati ¢ data in
|2, Section 3.4].

Proposizione 2.1.1. I campi f, e f\ sono lipschitziani e valgono le sequenti disuguaglianze:
per ogni x1, 15 € RY e A1, Ao € P(U)

[fz(21, A1) = fa(@2, A2)||re < Le(1 + diam U)([lzy — 22lre + A — A2l pr) (2.1.2)
e per ogni 1, x4, o, 2h € R e A\, N, A2, Ny € P(U)

||f)\(1'1,)\171'/1,)\,1) - f:v(an)va/Q»)\,Q)”F(U) (2 1 3)
<2L;(1 4 diam U) (|1 — z2llga + [| A1 — Al oy + |25 — 2hllra + [[N) = Ml )

Proposizione 2.1.4. Sia 6 € R tale che 0 < 0 < (LydiamU)~'. Allora, per ogni z,z’ € R% e
AN € P(U), si ha che
A+0fs(z A2’ X) € PU). (2.1.5)

A partire dalle proposizioni e deduciamo le seguenti proprieta di b, e by.

Proposizione 2.1.6. I campi b, e by sono lipschitziani su (RN x (P(U))N, ovvero esistono
costanti L, , Ly > 0 tali che

[b2 (@1, A1) = ba (w2, A2) | Reyy < La([|l21 — z2l|mayn + |\ = Aell(rry)») (2.1.7)
[ba (21, A1) = ba(@2, M)l ()~ < La(llzr — @2llayy + 1A = Aell(py)») (2.1.8)

per ogni x1, 15 € (RHN e X\, Ny € (P(U))N.

Dimostrazione. Dalla proposizione sappiamo che per ogni 1,72 € R% e A\, Ay € P(U) si
ha

| fo(@1, A1) = fa(m2, A2)[[Re < Le(1 4 diam U)([|z1 — 22| + A1 — A2l peoy)
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e che per ogni x1, 2}, 72,75 € R? e A1, A}, Ao, Ny € P(U) vale

||f)\($1,)\1,{17l1,A/1) - fz(xQu)\an/Qa)‘IQ)”F(U)
<2L;(1 4 diamU) (|1 — z2llga + [| A1 — Aall ey + 125 — 2hllra + [IX] = Myl py)-

Pertanto,
N
1ba (21, A1) = ba (2, o) | gayy = D [ fal@1,, M) = fal@2,is Aosi)[[Ra
=1

< Le(l + diam U)(”xLz — T2

— Xl p@y)

-

=1
= Le(1 +diam U)(||lz1 — 22|[(ray~ + A1 — X2l (poyy~)

per ogni 21,72 € (RN e A\, Ay € (P(U))N. Analogamente,

[oA(z1, A1) — ba(z2, A2) | (r (1))~
N

1
= E § f)\ z 17)\1 Jis Ljis jl - N IQ,iv)\Q,ivxj,iaAj,i)

,_.

FU)

Z\H
Mz
= 1

||f>\(-731 i M s Lgis )\] z) f)\(xQ iy A2 s Ljiiy ] Z)HF

ﬁ
Il
-

<.
Il
-

2LJ(1 + diam U)(H.%‘LZ' — $2,i||Rd + ||)\17i — )\271'”1.7((])

.
B
WE

@
Il
—

<.
Il
N

+ [|#1,; — @2,jllra + A1 — Aol Fan)

= 2LJ(1 + d1amU)(||x1 — l‘g”(Rd)N + H)\1 — )\2||(F(U))N
+ [lz1 = z2ll@ayy + 1A = Aall(mwy)v)
= 4LJ(1 + diam U)(H.I’l — .172||(Rd)N + ||)\1 — )\2||(F(U))N)

per ogni z1, 79 € (RY)N e A\;, Ay € (P(U))Y. Dunque ¢ sufficiente porre L, := L.(1 + diam U)
e Ly :=4L;(1 + diam U) per ottenere quanto voluto. O

Dalla globale lipschitzianita di b, e by segue la loro sublinearita su (R*)YN x (P(U))", vale
infatti la seguente proposizione.

Proposizione 2.1.9. FEsistono costanti M,, My > 0 tali che

b2 (@, A)[[gayy < Ma(1+ 2] ey~ + [All(poy)~) (2.1.10)
[[oA (@, Ml (ryyy < MA(1 + ||2]| ey + (Ml (poy)~) (2.1.11)

per ogni x € (RHN e X € (P(U))V.

Dimostrazione. Siano zo € (RY)N e A\ € (P(U))Y punti arbitrari fissati, allora, in virti di
, si ha
162 (2, M) [[Rayy = [[ba (%, A) = ba (w0, Ao) + be (20, Ao) | rayw
< |[bz (w0, Ao)[[(mayy + [[ba (@, A) — bz (20, Ao) || may~
< bz (20, M) | ey~ + L (12 = 2ol ey~ + [IA = Xoll(rwyy~)
< Hb (20, Mo)ll ey~ + L (ol meyx + 1ol (r@yyy + N1zl @ayy + 1M (r@y)
o (1 + 2l gayy + 1M ry))
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per ogni € (RN e X\ € (P(U))V e per un’opportuna costante M, > 0, da cui segue la
sublinearita di b,. La dimostrazione della sublinearita di by segue dalla (2.1.8) ed & del tutto
analoga. 0

Proposizione 2.1.12. Sia 0 € R tale che

1
< ——. 1.
0<0< f s (2.1.13)
Allora, per ogni x € (RHN e X € (P(U))N, si ha che
A+ 0by(x,\) € (P(U)N. (2.1.14)

Dimostrazione. Dalla proposizione sappiamo che se la condizione (2.1.13)) & soddisfatta
allora per ogni z,2’ € R e A\, \ € P(U) si ha che A + 0 f\ (2, \,2', \') € P(U). Siano dunque
r=(z1,...,78) € RHN e A= (\1,...,An) € (P(U))", allora, per ogni i = 1,..., N si ha

N
1
<)\ + 0by(z, )\)) =X+ QN Z In(@i, Aiy i, Aj)
j=1

i

N
1
=> i ()\7,' + 0 fa(@is Ai, 2, )\j)) € P(U)
=t eP(U)
in virta della proprieta di f) enunciata nella proposizione e della convessita di P(U). Da
cio segue la tesi. O

Fissato # € R tale da soddisfare la condizione (2.1.13), risulta ben definito un campo
an: RHN < (PU)N — (P(U))N dato da

(x, ) — gx(z, A) == A+ 0by(z, ), (2.1.15)
il quale ci permette di riscrivere by come
T,A)— A
ba(z, ) = @A) = A 9) 7

cosi da ottenere un campo di forma e proprieta analoghe a quello trattato in |8, Corollaire 1.1,
Pag. 11] ad opera di Halm Breézis. Da tale risultato abbiamo tratto alcune delle idee alla base
della dimostrazione di buona positura.

Il campo gy eredita da by le proprieta di lipschitzianita e di sublinearita su (R4)N x (P(U))V.
Vale infatti la seguente proposizione.

Proposizione 2.1.16. FEsistono costanti EA, MA positive tali che
llgr (w1, A1) = ga (@2, o)l vy < Lalllzn = zallayy + 12 = Xallre)v) (2.1.17)
llox(z, Ml poyn < Ma(1+ ||zl @ayy + I\l pay~) (2.1.18)
per ogni x1, 12, € (RN e A, Ao, A € (P(U))N.

Dimostrazione. Dalla definizione di gy (2.1.15)) e dalla (2.1.8) si ha che, per ogni z1, x5 € (RN
e A1, A2 € (P(U))V, vale

llga(z1, A1) = ga(z2, A2) Iy~

— A+ b (1, A1) — Aa — Ob (22 M) | o0y v

<A = Xallpy~ + Ollba(z1, A1) = ba(x2, A2) |l o))y

< A1 = Aellpyyy + 0La(|21 — z2l|(mayy + [|A1 — Aall(r(ury)v)
< La(llz1 — z2ll@ayy + 1M1 = Aellry~)

dove si ¢ posto L » = max{1,60L,}. Infine, dalla globale lipschitzianita segue la sublinearita. O
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2.2 Esistenza delle soluzioni
Veniamo ora alla questione dell’esistenza di soluzioni forti del problema (|1.2.1). Facciamo uso

del metodo delle approssimazioni successive: dopo aver fissato 6 in modo tale da soddisfare la
condizione (2.1.13)), definiamo le iterate nel seguente modo:

Xpa1(t) = Xo + / t be(Xn(s), An(s)) ds + V20 B(t)

L (2.2.1)
Appi(t) = 67%/\0 + 7 / GSTTtgA(X7L(5)7An(5)) ds
0
perognit € [0,T] en=0,1,2,... L'iterata iniziale & definita, per ogni ¢t € [0, 7], come
Xo(t) = X
o(f) = Xo. (2.2.2)
Ao(t) = Ao

Ricaviamo ora alcune proprieta delle iterate appena definite.

Proposizione 2.2.3. [ processi stocastici X, e A, definiti dalle e sono continui
e adattati alla filtrazione (F)iepo,m) per ognin =0,1,2,...

Dimostrazione. Mostriamo dapprima la continuita delle traiettorie dei processi. Sia w € )
fissato e procediamo per induzione su n. E immediato osservare che le iterate iniziali sono
continue in quanto costanti; supponiamo ora che X,, e A,, siano processi continui, allora le
applicazioni s — b, (X, (w, 8), An(w, 8)) e s — gx(Xpn(w, ), An(w, s)) sono entrambe continue
sull’intervallo [0, T in quanto ottenute tramite composizione di funzioni continue. Segue che le
applicazioni

t
t— 1/ e%gA(Xn(w,s),An(w,s))ds
0

risultano a loro volta continue su [0, 7. Infine, ricordando la continuita del moto browniano,
concludiamo che 'applicazione

t
t— Xo(w)+ / by (Xn(w, 8), An(w,8))ds + V20 B(w, t) = Xpp1(w,t)
0
¢ continua su [0, 7], cosi come I’applicazione

t 1 ‘ st
t— e 7 Ag(w) + 5/ e 7 ga(Xn(w, ), An(w, s)) ds = Apia (w, 1).
0

Dall’arbitrarieta di w € Q deduciamo che X,, 11 e A, 11 sono processi continui e per induzione
su n segue la tesi.

Mostriamo ora che sia X, sia A, sono adattati alla filtrazione (ﬁt)te[o’T]. Procediamo
nuovamente per induzione su n. Le variabili aleatorie Xy e Ag sono .%y-misurabili per ipotesi,
dunque le iterate iniziali risultano adattate. Supponiamo ora che i processi X,, e A,, siano
adattati: in virtu della continuita appena dimostrata e della proposizione [A-3.7] risulta che X,
e A, sono progressivamente misurabili, ovvero, per ogni t € [0, 7], le applicazioni

Qx [0, — (RY)Y

(w,s) — X,(w,s)

Qx[0,t] — (F(U)Y
(w,8) — Ap(w, s)
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sono % ® (|0, t])-misurabili. Vogliamo mostrare che, per ogni ¢ € [0, T, le variabili aleatorie
Xn+1(t) € Apy1(t) sono F-misurabili. Consideriamo dapprima le componenti spaziali: in virta
della progressiva misurabilita di X, e A,, deduciamo che, per ogni ¢ € [0, T], 'applicazione

Q x[0,t] — (RHY
(w, s) — by (Xn(w, s), Ap(w, s))

¢ a sua volta %; ® Z([0, t])-misurabile; ora, applicando il teorema di Fubini-Tonelli ([12], |17])
concludiamo che, per ogni ¢ € [0, T], 'applicazione

0 (Rd)N
t

W — by (X (w, 8), Ap(w, s))ds,
0

¢ Z;-misurabile. Osservando infine che, per costruzione, la variabile aleatoria B(t) & %;-
misurabile, concludiamo che anche X,,11(t) ¢ %#;-misurabile, dunque il processo X, 1 &
adattato, come voluto. La dimostrazione relativa a A, ;1 si basa essenzialmente sulla stessa
idea, tuttavia, essa risulta lievemente pitu delicata in quanto 'integrale che definisce il processo
Apyqin non ¢ un integrale di Lebesgue, per cui vale il teorema di Fubini-Tonelli, bensi
un integrale di Bochner. Ricordiamo che il nostro obiettivo & quello di mostrare che, per ogni
t € [0,T], la variabile aleatoria A, y1(t): @ — (F(U))N & Z;-misurabile. Poiché A, 11 (t)
assume valori nello spazio di Banach separabile ((F(U))Y, ||||(p(uy)~), in virti del criterio di
misurabilitd espresso dalla proposizione possiamo equivalentemente dimostrare che, per
ogni funzionale lineare e continuo ¢ € ((F(U))")*, 'applicazione

Q—R
W <§0’ An+1(t)>7

¢ F-misurabile. Sia dunque ¢ € ((F(U))N)*, si ha che

(0 Ay (1)) = <<p,eéAo + % /OteVgA(Xn(s)7An(s))ds> =

= (p,e 7 Ag) + <¢, % /Otesetg)\(Xn(s),An(s))ds> = (2.2.4)

s—t

(0, Ao) + % /Ot o5 <<p, 9A(Xn(s), An(s))> ds

=€

ESEY

dove abbiamo utilizzato la proposizione [A.2.6] per scambiare integrale in tempo e dualita.
L’ultimo integrale della (2.2.4) ¢ un integrale di Lebesgue, dunque ora possiamo ragionare in
maniera analoga a quanto fatto per le componenti spaziali: I’applicazione

Q x [0,] — R?
(wv 5) — <907 g)x(Xn(w’ 5)’ An(wv S))>

& F ® ([0, 1])-misurabile, dunque, per il teorema di Fubini-Tonelli, applicazione

Q—R

o g [T (ooa (o) AnloD)) s

¢ F-misurabile. Pertanto concludiamo che anche (@, A,41(¢)) & Z;-misurabile e dall’arbitra-
rieta di ¢ segue che lo stesso vale per A, 11(t). Abbiamo dunque mostrato che anche il processo
A, 41 ¢ adattato e questo completa la dimostrazione. O
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Osservazione 1. Osserviamo che per ognin =0,1,2,... e ogni t € [0,T] si ha A, (t) € (P(U))"N.
Infatti, per ipotesi, Ag(t) = Ag € (P(U))Y; inoltre, se A, (t) € (P(U))"N per ogni t € [0,T], c
¢ vero anche per A, ;1 (t), infatti, poiché gy assume valori in (P(U))", si ha

In(Xn(8), An(s)) € (P(U)N, Vs e[0,T],

1

o

dunque, per ogni ¢ € [0, T risulta

%/O 57 ga (X (5), An(s)) ds

]. t s—t
f/ e 7 ds
0 Jo
s—t

per via della convessita di (P(U))". Notando che % fot e7 ds=1—e 7, si ha che

e (PO)Y

é/o €T gA(Xn(5), An(s)) ds € (1 — e )(P(U)N

N

da cui, nuovamente per la convessita di (P(U))", risulta

s—t

7 gA(Xn(s), An(s)) ds € (P(U)Y

; I
An+1(t) =e oAy + */ e
0 0

e l'asserto segue per induzione su n.

Questo ci garantisce che, per ogni w € (2 fissato, 'applicazione ¢t — A,,(w, t) descrive delle
traiettorie continue che rimangono confinate nel convesso (P(U))¥, regione in cui valgono le
stime di lipschitzianita (2.1.7), (2.1.8), (2.1.17) e sublinearita (2.1.10)), (2.1.11)), (2.1.18) dei
campi by, by e g.

Introduciamo ora le stime che risulteranno fondamentali nella dimostrazione di esistenza,
della soluzione del problema discreto (|1.2.1)).

Proposizione 2.2.5. Valgono le sequenti disuguaglianze:
[ sup [1X: (1) = Xo | < 6326 (14 E[[ XollFuups]

uel0] (2.2.6a)
+E [HAO ||%F(U))N] ) + 160N?t

6 ~
]E{ sup [|Aq(u) — AO”%F(U))N} < Q*QMAW (1 +E[)| Xo || fgayv]
uel0.t] ) (2.2.6b)
+E[HA0||%F(U))N]) + gﬁtZ]E[||A0||%F(U))N]
per ogni t € [0,T] e
t
B[ sup X0 (0) ~ X0 ey ] < 2E2E| [ (10(6) = Xoma (o) By
uelo.t] 0 (2.2.6¢)
1A 6) = a9 ) ]
9 t
B[ s [An1(0) = Ao ] < ERE| [ (1%0(5) = Xuma (o) By
uelo.t] 0 (2.2.6d)
)~ A sy ]
per ognin=1,2,... et € [0,T], in cui M,, MA e L, f)\ indicano le costanti di sublinearitd e

lipschitzianita dei campi by, e gy rispettivamente.
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Dimostrazione. a) Sia t € [0,T)] fissato e u € [0,¢t]. Si ha che

u 2
||X1<u>—Xo||%Rd>N=H / b(Xo, o) ds + V2o B(w)| <
0 (Rd)N
“ 2
< /bgC(Xo,Ao)d +|varB)| <
0 (]Rd)N

Rd)N

IN

/ b (Xo, Ao) ds
0

{

2 2
<2 ( / Ib. Xo,Ao>||(Rd)Nds> +2. 2a<2||B ||Rd> <

=1

2
<2</ bz Xo,Ao)II(Rd)NdS> +2 2CTNZIIBZ )|

=1

o |vasal,, )

(R4)N

in cui abbiamo utilizzato la disuguaglianza e le proprieta dell’integrale di Lebesgue;
abbiamo inoltre esplicitato B(u) = (B'(u),..., BY (u)), dove B'(u),..., BY (u) sono i moti
browniani d-dimensionali che compaiono nella formulazione (1.2.1). Dalla disuguaglianza di
Hélder segue che, per ogni u € [0, t],

11 (w) = Xol[tayw <2u/ 12 (X0, 80) [ {ay v d8+4oNZIIBl s
i=1

Sfruttiamo ora la sublinearita di b, su (R?)N x (P(U))" (2.1.10) e nuovamente la disuguaglianza
(A.4.2)) ottenendo

[1b2( X0, Ao) [ Ggayny < [Ma(1 + | Xoll @y~ + Aol (rwyy»))* <
<3MZ(1 4 || XollTrayx + 1Mol Eroyyn ),

che combinata con la precedente disuguaglianza da

N
1X1. (1) = Xol|Tgayn < 26?([ba(Xo, Ao)l[Ggayn + 40N |1 B (u) 24
i=1

< 6u2M2(1 + ||X0||(]Rd)N + ||AOH(F U))N) + 4UNZ||Bl ”]Rd

=1

Prendiamo ora lestremo superiore di entrambi i membri sull’intervallo [0, ¢] (che in effetti ¢ un
massimo per via della continuita di tutte le funzioni coinvolte) e successivamente prendiamo i
valori attesi. Otteniamo

B sup 120 (u) = Xolffy ] < 00222 (1 + B[ X0l oy ] +E Aol ]
ue|0,

10N S E] swp 1B0IR]

=1 u€|0,t]

usando la disuguaglianza di Doob (A.4.4]) con p = 2 applicata ai moti browniani d-dimensionali
B’ i=1,...,N, otteniamo

B[ sup 1X:0) = Xolfeo | < 60282 (14 E[1 Kol ] +E (Aol rcoy])
ue|0,

N
+40N ST 4E[| B (1) 2];

i=1
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osserviamo ora che

N

)

E[|B'(t)||z] = Var(B'(t)) =t, i=1,...

da cui la disuguaglianza

B[ sup, 131(0) = Xollfgoy| < 632262 (14 B[ Xo o]
u€(0,t

E[| Ao |2 (oyy~] ) + 160N,

Dall’arbitrarieta di ¢t € [0, 7] segue la (2.2.6a)).
b) Sia t € [0, 7] fissato e u € [0,¢]. Si ha che

2

A1 (w) = Aol Epyy = <

(FUNHN

2
<F(U>)N>
2
(F(U))N) B

2
193 (X0, Ao)ll (pryy~ dS)

(e77 — A0-1—/ 7 g\ (Xo, Ag) ds

IN

< <|(€_g 1) Aoll(pory~ + H/ 7 gx(Xo,Ao) ds

IN
A

u 1
2<||(e P Dol + | [ e 0n (Koo o) s
0

S 2|€_% — 1|2HA0||%F(U))N + 2(/(;

dove abbiamo utilizzato la proprieta dell’integrale di Bochner (A.2.5) e la disuguaglianza (A.4.2)).

Osserviamo ora che

sS—u
—e 0
0

e —1|=1—e"7 < Yu € [0, 1]

SIS

per cui
u?
| _1| g? VUE[O,t];
osserviamo inoltre che per ogni u fissato e s € [0, ] si ha

e <

—e ]

0

‘ls—u

Q:s\'—‘

1.
6

Dunque abbiamo che

2
141 (u) = Aol[Freryy < 2 HAOH(F o)y T2 (/ 192 (X0s 80) [l 1y~ ds) =<

u
< 297\\A0||?F(U))N + 29*271/0 197 (X0, 80) [[E oy s,

in cui abbiamo utilizzato la disuguaglianza di Holder nell’ultimo passaggio. Utilizziamo ora

la sublinearita di gy su (RH)N x (P(U))N (2.1.18) e nuovamente la disuguaglianza (A.4.2)

ottenendo, analogamente al punto (a),

197 (Xo0s Ao)[Fryy~ < [MA(L+ [ Xoll@eyy + [[Aoll(py)»))* <
< 3MR(1+ (| X0 Tray~ + 1Mol Er oy~ )

da cui

141 (1) = AolIFr(ryy < 2 HAOH(F U)N + 655 M,\(l + [ Xollfray~ + Aol oy~ )

0?
per ogni u € [0, ¢].
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Analogamente a quanto fatto per la stima (2.2.6a)), prendiamo ’estremo superiore sull’inter-
vallo [0,?] di entrambi i membri e successivamente ne prendiamo i valori attesi, ottenendo

6 —
B[ sup [141(0) = Rolfrov] < g3 (14 BN Xol ]
ue|0,

2
+E [||A0||%F(U))ND + gitQE[|‘A0‘|%F(U))N]

e dall’arbitrarieta di t € [0, T] segue la disuguaglianza (2.2.6b]).
c) Siano ora t € [0,T] e n € NT fissati e sia u € [0,¢]. Si ha che
1 Xn1(2) = X () l|fayy =
Xo+ / by (X (), An(s))ds + V20 B(t)—
0

2

(RN

- (Xo + /Ou be(Xn_1(s), Ap_1(s)) ds + \/%B(t))

2

(RN

/u b (Xn(s), An(s))ds — /u by (Xn-1(s), An—1(s))ds
0 0

2
<
(RN

' by (X0 (8), An(8)) — b (Xp—1(8), Ap—1(s)) ) ds
A )

2
< ( [ 2 (X (5), An(9)) = b (X2 (5)s At () oy ds> .

In virta della lipschitzianita di b, su (RN x (P(U))Y (2.1.7) si ha che, per ogni s € [0, u],

[[02(Xn(8), An(s)) = ba(Xn—1(8), An—1(8)) || mayy <
< Ly (1Xn(s) = Xn—1(8) | @ay~y + [[An(8) — An—1(8) || (r(vy)~)-

Dalla disuguaglianza di Holder e dalla lipschitzianita di b, si trae
1Xn41(w) = X (u) | Gayy =
2
< ( (09 Aa(5) = b (K (9 A (5D sy ds> <
“ 2
< [ B (X059 An5) = Bal(X 1 (5): Aut(9) [y ds <
0
u 2
< [ (E(1X09) = Xuca @i + 100(5) = Aca 9oy ) ) s <
< 2uL3/0 (I1Xn(s) = Xn-1() I Gpayn + IAn(5) = An—1(8)[Ep oy ) ds.

Prendendo ora lestremo superiore di entrambi i membri su [0,¢] e successivamente i valori

attesi otteniamo

E[ sup [[X1(u) = Xa(u) [Fpayv] <
u€[0,t]

t
< QtLi]EUO (1% (8) = Xn-1(8)IGayn + [An(s) = A1 (8)|[Ep (v ) ds

dall’arbitrarieta di ¢t € [0,T] e n € NT segue (2.2.6¢).
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d) Siano, come prima, ¢t € [0,7] e n € NT fissati; sia inoltre u € [0,¢]. Abbiamo che
[Ant1 () = A (W) Iy~

¥ Ao+ 6/ (), A (s)) ds—

2

(FUH~

. ( oty [ 1<s>,An1<s>>ds>

0

s—u

s—u

/ou : 99 (X0 (5), An(s))ds — /Ou : 09 9r(Xn1(8), An-1(s)) ds

(FU))N
u S 2
e o
- | / 0 (g/\(X"(S)’A"(S)) - gA(Xn—l(S)aAn—l(s))> ds <
i (FU)HN
ul s ,
e @
< </o lga(Xn(5), An(5)) = g (Xn—1(8), A 1.(8))l] oy v ds)
Ricordiamo ora che [e"7 | = ¢™# < 1 per ogni u fissato e s € [0, u], da cui
Looge| 1 e 1
9 96 =9

La lipschitzianita di gy su (RY)N x (P(U))N (2.1.17), inoltre, ci fornisce la disuguaglianza
192 (Xn(5); An(8)) = gr(Xn—1(5), An1(8)) [l (p 0y~ <
< La([Xn(s) = Xn-1(s) ey + [|An(s)

per ogni s € [0, u].
Dunque otteniamo

— A1 ()l )y~ )-

[An41(w) = A (W) [Epyyn <

2
< 912< ; 195 (Xn(5); An(8)) = gr(Xn—1(8), An—1 ()l iy~ d5> <

u

u
<w 197 (X (5) An(5)) = 90 (Xno1(5)s A1 () Ty ds <

u
S297L2/ (X0 (8) = Xn-1(8)[Gaayn + [An(s) = A1 (8)l[Ep (e~ ) ds.

Prendiamo ora ’estremo superiore di entrambi i membri su [0, ¢] e successivamente prendiamo
i valori attesi, ottenendo

E[ sup [|Ans1(u) = An(w)[Fpapy] <
u€[0,t]

2 ~ t
< aﬁtLiE [/O (HXn(S) - anl(S)H%Rd)N + [[An(s) — Anfl(s)ll?F(U))N) ds
dall’arbitrarieta di ¢ € [0,7] e n € NT segue (2.2.6d)). O

Osservazione 2. Osserviamo che, in virtu del teorema di Tonelli, possiamo scambiare l'integrale

su [0,¢] con il valore atteso in (2.2.6d)) e (2.2.6d)) per via della positivita degli integrandi. Per
cul possiamo equivalentemente scrivere

B[ sup || X i1(w) = X ()] <
u€[0,t]

< thg/O (]E[HXn(s) — Xo1(8) 1y ] + E[[|An(s) An_l(s)II?F<U))N]) ds
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E] sup A (1) = A () ] <
u€|0,t]

< e—itii/o (BLIXn(5) = X1 () [Faaye] + E[IAn(5) = Ano1(5) [Py v] ) ds.

Osservazione 3. Osserviamo inoltre che, per via delle ipotesi fatte sul dato iniziale Xy €
L3*(Q, Z,P), la quantita E[||X0||?]Rd)N] a secondo membro della (2.2.6a) e della (2.2.6b) ¢ finita.
La finitezza della quantita E[HAOH?F(U))N} ¢ invece garantita dalla limitatezza dell’insieme P (U)

rispetto alla norma ||-||pr. Infatti, per via della proposizione sappiamo che P(U) ¢ un
sottoinsieme compatto dello spazio di Banach (F(U),|-||sr) ed é pertanto limitato. Da cid
segue la limitatezza di (P(U))YN C (F(U))" rispetto alla norma prodotto |||z~ -

Introduciamo ora la successione di processi stocastici continui {Y,,}22 ;. Ciascuno di questi
processi € definito da

Yo(t) == (X5 (1), An (1), ..., X' (8), A7 (1) € (R x P(U))N (2.2.7)
per ogni t € [0,7], in cui i processi {X:}V,, {AL}Y, sono7 per ognin = 0,1,2..., le

componenti dei processi X, e A definiti mediante le iterate . Nel seguito costruiremo
una soluzione del problema (2 come limite uniforme dei proces& {Y 152,

Proposizione 2.2.8. Sia {Y,,}2 , la successione di processi stocastici continui e a valori in
(R x P(U))N definita dalla . Allora vale

(RE)"

B[ sup [V ()~ Yoor (0) P rop] < (2:29)
u€|0,t] n!
per ognim = 1,2,... e per ogni t € [0,T]. La costante R a secondo membro & un numero

positivo dipendente da 0,0, N, T, dalle costanti di sublinearita Mx,/]\z\ e di lipschitzianita
L., Ly rispettivamente dei campi b, e gy e dai momenti secondi dei dati iniziali, ma non da n.

Dimostrazione. Procediamo per induzione su n. Mostriamo dapprima ’asserto per n = 1: dalle
disuguaglianze (2.2.6a) e (2.2.6b) si ha che

E[ sup [[3(4) ~ Yol2easc s | =
u€[0,t]

2
—E| sup (X1 () = Xolleayv + 181 () = Aollry)] <

w€|(0,t]
< 2| sup [1X1(u) = Xollfuyy | +2E| sup [|A1(u) = AollEp ] <
wel0,4] u€[0,1]
2,2 2 2
< 120262 (1+ B[ Xo ey ] + E [l Aol e(er )+320N th
+ 2 32 (14 E [ Xollfaays] + ||Ao||(F<U))N ) + Bl Rolr ] <

< (12027 + ZFBT ) (14 {1 Kol euye] + ElMollronye] )

4 2 2
+ G—QTE[HAOH(F(U))N]t + 320 N*t = Rt,
dove nell’ultima disuguaglianza abbiamo maggiorato alcune delle ¢ con T'. Dunque otteniamo,
come voluto,

E[ sup [V1(w) = Yo(u)[Feapyv | < R, VE€[0.T),
u€[0,t]

dove R & una costante positiva che dipende da 6,0, N, T, M, ]T/f)\ e dai momenti secondi dei
dati iniziali.
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Sia ora n € N, n > 1, arbitrario e fissato. Supponiamo ’asserto vero per n e mostriamo che
esso ¢ vero per n + 1. Vale

E[ sup Va1 (0) = Yo () o ey | <
we|[0,t]

< 2B sup || Xn11(u) = X ()l Fayy | + 2E[ sup [Ans1() = An(@)lFpoyy] <
u€(0,1] u€[0,t]

t
<4t [ (16) = Xoa (e + 180(5) = a0 o) s
4 t
+ 3B [ (10 = Xaca 0oy + 10 (6) = Ana () ) ds] <

< (wrzz+ priR)e| [ (130 (6) = X (5)Faayy + 18a(5) = Ara () rnyv) 1

dove abbiamo utilizzato le stime (2.2.6c]) e (2.2.6d) e abbiamo nuovamente maggiorato alcune
delle t con T. Osserviamo ora che Vs € [0, ] si ha che

1 (8) = X1 (8) 2y + 180 () = A1 (8) Py < 20¥a(8) = Yaoa () s oy v

in quanto, se y = (z1,A1,.. ., TN, AN), T = (T1,...,ZN), A = (A1,..., An), allora ||z gy <
Y[l (rax py~ € M (pay~ < Yl x peoy)~ - In conseguenza di cio, e ricordando che possiamo
scambiare valori attesi e integrali in tempo, come notato in precedenza, si ottiene

B[ sup (Yo () = Yal) o] <
ue

t
<4TL2 + HQTLZ) /0 E{[[Yn(8) = Yn1(8) | Fga s iy ] ds <

ipotesi induttiva

L2
<8T( L2+ )/Esu Y, (1) — Yoo 1 (w)||? ds <
(£2+3) [ sup 170 = Yors0l s

2 n
< 8T<L2 n L)/ (Rs)" 4.
62 n!

Ridefinendo eventualmente R come max{8T (Li +3 24 ) R} in tutte le argomentazioni precedenti
si ha

E{ sup || Y41 (u) — Yn(u)”%]RdxF(U))N} <
w€[0,1]

< ST(L2 L2> /t (Ro)" 4 < R/ot (715!)" ds = (RO™

02 nl (n+1)!

per ogni t € [0,T]. Osserviamo che il valore della costante R ¢& influenzato dei valori delle

costanti 0,0, N, T, M,, M. x, Ly L,\ e dai momenti secondi dei dati iniziali, ma non dipende in
alcun modo da n. Dunque per induzione segue la tesi. O

Osservazione 4. Riscalando gli indici e ponendo ¢t = T nella disuguaglianza (2.2.9) otteniamo

(RT)"+1

—— =0,1,2,...
(n+1)'7 n ) Ly

E[ sup [[Vasa(6) = Yol Zuu | <
te[0,T]

Nel seguito costruiremo una soluzione del problema ([2.0.4)) come limite uniforme dei processi
{Y,}5%,. A tale scopo considereremo lo spazio vettoriale di funzioni continue C([0, 77, (R¢ x
F(U))Y) dotato della norma uniforme

[flloc == tg&%llf(t)\l(www))w, vf e C([0, 7], (R? x F(U))Y).
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Questa norma lo rende uno spazio di Banach in quanto, come enunciato nella proposizione
1.3.190 (R* x F(U))™, ||| ®ax F@))~) € uno spazio di Banach. Di particolare importanza
risulta il fatto che il sottoinsieme C([0, 7], (R¢ x P(U))"), a cui appartengono le traiettorie
dei processi stocastici Y;,, ¢ chiuso in (C([0,7],(R? x F(U))N),||ls); la chiusura di tale
sottoinsieme ¢ conseguenza della chiusura di P(U) in (F(U), ||-||BL), la quale a sua volta segue
dalla compattezza di P(U) in tale spazio di Banach (proposizione .

Proposizione 2.2.10. Per quasi ogni w € Q la successione
{Ya()}nZo € O([0, 7], (R x P(U))Y)
¢ di Cauchy in (C([0,T7],(R? x F(U)N),||lloo)-

Dimostrazione. Utilizzando la disuguaglianza (2.2.9)), oggetto della precedente proposizione, e
la disuguaglianza di Markov (A.4.6) (applicata con § = 2%, e B = 2) otteniamo

1
(s 1Y) = ValOl ooy > 5 ) <
t€[0,T]
< 2B sup [iea) = Yo Ol o] < (2:2.11)
te[0,T]
(R
- (n+1)!

per ognin =0,1,2,...
Osserviamo ora che la successione all’ultimo membro della (2.2.11)) ¢ sommabile: ¢id si puo
mostrare, ad esempio, notando che

A(RT)™ 1 (ART)"
(n+1)! 4 (n+1)!

n ‘=

é il termine generico di una serie esponenziale, per cui otteniamo
4n(RT)HL
Z Z ]
Pertanto, applicando il lemma di Borel-Cantelli deduciamo che

. 1
P<hm5up{ sup [|[Yog1(t) = Yo (Ol (rexry~ > Qn}> =

n te[0,T]

1
= IF’( sup [|[Yay1(t) = Yo (t)|l(rexpwyy~y > - per infiniti indici n> =0,
t€[0,T] 2m

Abbiamo dunque individuato un insieme Z € % trascurabile tale che, per ogni w € Z¢ fissato,
risulta )

sup [[Yo41(w,t) = Yo (w,0)|[(axpy~ < 5, definitivamente.

te[0,T) 2

Mostriamo ora che per ogni w € Z¢ (che ¢ il complementare di un insieme P-trascurabile) la
successione di funzioni continue {Y;,(w)}2°, ¢ di Cauchy nello spazio di Banach (C([0, T, (R¢ x
FONN), IFloo):

Iniziamo con un artificio: scriviamo, per ogni n = 0,1,2,..., la funzione Y, (w) come una
somma telescopica

V(@) = Yo(@) + 3 (Vi1 (@) — Yiw)).
k=0
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Siano ora m,n € N con m > n, allora

m—1

Yin(w,t) — Yo (w,t) = Z (Vi1 (w, t) = Yi(w,t))
k=n

per ogni t € [0,T]. Pertanto vale

sup [[Yin(w,t) — Yo (w, )| (rex poyny <

t€[0,T]
m—1
< sup || Yia1(w,t) — Yi(w,t a N> <
,;L(tem]” 108) = Ve, Oll o roy 1)
m—ll o]
S 2 9k S Z
k=n k=n

per ogni n sufficientemente grande da garantire che sup, (o 71| Ynt1(w, t) =Y (w, t) | Rax rvyy~y <

2% per tuttii k > n.
Poiché nell’ultimo membro della (2.2.12)) compare il resto di una serie geometrica di ragione
< 1, dunque convergente, concludiamo che

Ve > 0, dv, e N sup ||Ym(w,t) — Yn(w7t)||(Rd><F(U))N <e
te[0,T]

per ogni m > n > v.. Dunque la successione {Y,,(w)}52, & di Cauchy rispetto alla norma ||| o,
come voluto.

Grazie alla precedente proposizione [2.2.10] possiamo definire il processo stocastico
Y:Q — C(0,T],(RY x P(U))N)

come

lim Y, (w,t), weZ°
Y(w,t):=q"7 (2.2.13)
Y, weEZ

per ogni ¢ € [0,T], dove il limite che compare nella prima condizione & da intendersi come
il limite uniforme della successione {Y,,(w)}22, in (C([0,T],(R% x F(U))N),||]|ls) € § ¢ un
elemento arbitrario di (R? x P(U))N.

Proposizione 2.2.14. [l processo stocastico Y definito dalla ¢ continuo e adattato
alla filtrazione (F)ieo,1)-

Dimostrazione. Dimostriamo dapprima la continuita di Y. Sia w € () fissato e consideriamo
I’applicazione
[0,T) — (R x F(U))Y
t— Y(w,t).

Possono verificarsi due casistiche: se w € Z si ha che t — Y (w, t) & 'applicazione costante
uguale a ¢, dunque continua; se invece w € Z¢ allora Y(w,t) = lim,_ o Yn(w,t). Dalla
proposizione sappiamo che i processi Y,, sono continui, dunque I'applicazione t — Y (w, t)
é limite unlforrne d1 funzioni continue, per cui é a sua volta continua. Risulta dunque provata
la continuita delle traiettorie di Y, come voluto.

Mostriamo ora che Y ¢ adattato alla filtrazione (.%;);c[0, 1], ovvero che per ogni ¢ € [0, 7]
la variabile aleatoria Y (¢) (a valori in (R x F(U))Y) risulta .Z;-misurabile. Sia dunque
t € [0,T] fissato. Osserviamo che se definiamo, per ogni n =0,1,2,..., la variabile aleatoria
Yo (t): @ — (R x F(U))N come

Y, (w,t) =

~ Yo(w,t), weZ°
9, weZ
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possiamo scrivere che Y'(¢) = lim, ?n(t) puntualmente. Dalla proposizione sappiamo
che i processi Y,, sono adattati, dunque, per ogni n = 0,1,2,..., le variabili aleatorie Y, (%)
sono .Z-misurabili. Notiamo ora che la filtrazione (%;).c[0,r) € per ipotesi standard, dunque

F; contiene tutti gli insiemi P-trascurabili di %, fra cui Z. Pertanto le variabili aleatorie ?n(t)
risultano .%;-misurabili in quanto esse sono ottenute modificando sull’insieme Z € .%; le variabili
aleatorie Z;-misurabili Y, (¢) tramite I’assegnazione di un valore costante. Dunque concludiamo
che Y'(t) ¢ limite puntuale di una successione di variabili aleatorie .#;-misurabili. Poiché le
variabili aleatorie Y, (t) assumono valori nello spazio di Banach separabile (R? x F(U))Y, per la
seconda parte del teorema concludiamo che anche Y'(¢) ¢ .%;-misurabile. Dall’arbitrarieta
di ¢t € [0,7] segue la tesi. O

Osservazione 5. Osserviamo che Y assume effettivamente valori nel convesso (R? x P(U))%;
infatti, per costruzione, per ogni t € [0,7] e n € N si ha che Y,,(t) € (R? x P(U))". La chiusura
di P(U) rispetto alla norma BL ci garantisce che, passando al limite, Y (¢) € (R? x P(U))V.

Nel seguito mostreremo che il processo continuo Y ¢ una soluzione forte del problema (1.2.1)).
Analogamente a quanto fatto in precedenza, scriviamo Y come

Y(t) = (X'(6), A1), ..., XV (@), AN (1), Vte[0,T]

N

e introduciamo i processi X e A, a valori in (RN e (P(U))" rispettivamente, dati da

X(t) = (X1(t),...,XN(@®), A@t)=(A'(t),...,AN(t)), Vte[0,T].

Per costruzione, si ha che Vw € Z¢ le successioni di funzioni continue {X,,(w)}52, e {An(w)}52,
convergono uniformemente a X (w) e A(w) rispettivamente.

Facciamo ora tendere n — oo e passiamo al limite nella definizione delle iterate .
Osserviamo innanzitutto che, per la lipschitzianita di b, (2.1.7) e gx (2.1.17) su (RH)N x (P(U))V,
si hanno le disuguaglianze

sup |[bg (X0 (t), An(t)) = be (X (£), A())l[rayy < Lo sup [[Yn(t) = Y (£))[| rex rury)~
te[0,T] te[0,T]

sup [lgx(Xn(£), An(t)) = ga (X (6), A |y < La sup [[Va(t) = Y ()l gaxc pary -
t€[0,T] t€[0,7]

Poiché per ogni w € Z¢ si ha che limy, 00 sUpsejo | Yn (t) = Y (1)) [l e x p(vyyy = 0 deduciamo
che le due successioni di funzioni continue
t€[0,T] — be(Xp(w, 1), Ap(w, 1)) € (RHN

LE [0,T] — ga(Xnlw,t), Anlwrt) € (PN " B

convergono uniformemente alle funzioni

t €[0,T] — by(X (w, 1), A(w, 1)) € (RH)N
t € [0,T] — ga(X(w, 1), Alw, 1)) € (PU)Y
rispettivamente, e queste ultime risultano a loro volta continue. La convergenza uniforme di
tali successioni di funzioni ci permette di concludere che su Z¢ si ha
t

lim bm(Xn(8)7An(s))dS:/0 b (X (s),A(s))ds

n—oo 0

n—oo
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Pertanto otteniamo che quasi certamente su 2 vale

X(t) = X0+ /t bo(X(s),A(s)) ds + V20 B(t)
0 . (2.2.15)
A(t) =e A+ 5/0 eST_tg,\(X(s),A(s)) ds

per ogni t € [0, 7.

Osserviamo che dall’'uguaglianza non ¢ immediato concludere che il processo Y
(qui espresso tramite i processi X e A) risolve il problema originario , cioé il problema
formulato mediante i campi b, e by. Per concludere la dimostrazione di esistenza & necessario
dimostrare la seguente

Proposizione 2.2.16. Il processo stocastico continuo Y soddisfa, quasi certamente,

X(t) = Xo+ /t ba (X (s),A(s)) ds + V20 B(t)
0 (2.2.17)

A(t) = A +/0 bxa(X(s),A(s))ds
per ogni t € [0,T].

Dimostrazione. Sia w € Z¢ fissato; definiamo, per ogni ¢ € [0, 7],

z(t) := X(w,t) = Xo(w) + /Ot be(X (w, ), A(w, 8)) ds + V20 B(w,t) € (RH)N

At) = A(w,t) = eféAo(w) + 1/0 esgtg,\(X(w, s),Aw,s))ds € (P(U)N

0

A(t) := Ag(w) —l—/o ba(X (w, 8), A(w,s))ds € (P(U)N

vogliamo mostrare che A(t) = A(t), Vt € [0,T], uguaglianza da cui segue la tesi. Osserviamo
che entrambe le funzioni A e X sono di classe C! rispetto alla norma ||-||(#())~ sull'intervallo
[0, 7], mentre z ¢ di classe C°.

Definiamo ora la funzione

h:[0,T] — (F(U))Y
t— h(t) :== A(t) — A(2)

e mostriamo che h(t) = 0, per ogni ¢ € [0,7]. Iniziamo calcolando la derivata prima di h; per
ogni t € [0,T] vale b/(t) = N (t) — N (¢) e si ha

1 [t 1
== <69)\(0) + 7 e @ ga(z(s), A(s)) ds) + ggk(x(t), A(t)).
Ricordando ora la definizione di A(¢) e la definizione (2.1.15]) del campo g si ottiene

N(1) = A0+ 5 (A1) + 0ha(a(0), A1) = ba(a(), A1)

per ogni t € [0,7].
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Derivando ora A si trae

N(t) = = ()\(0) —l—/o ba(z(s), A(s)) ds) = ba(z(t), \(t))

per ogni t € [0,7].
Concludiamo dunque che V¢ € [0,7] si ha h/(t) = 0, da cui h(t) = ¢, con ¢ € (F(U))N
costante opportuna. Osservando ora che per ¢t =0

h(0) = A(0) = A(0) =0 siha c¢=0,
dunque h(t) = 0Vt € [0, T], come voluto. O

Risulta dunque dimostrata l’esistenza di una soluzione forte del problema (2.0.4)).

2.3 Unicita della soluzione

Affrontiamo ora il problema dell’unicita della soluzione. Cid che intendiamo mostrare é 'unicita
per cammini delle soluzioni, nel senso espresso dalla seguente definizione.

Definizione 2.3.1 (Unicita delle soluzioni). Diciamo che vi é unicita della soluzione del

problema (o, equivalentemente, del problema ) se, date due soluzioni forti Y1,Ys
definite sul medesimo spazio di probabilita filtrato (2, F, (Ft)icio,1), P) e relative ai medesimi
moti browniani BY,..., BN, si ha che

]P’(Yl () = Ya(t), per ogni t € [o,T]) —1 (2.3.2)

Nelle argomentazioni che seguono faremo piu volte uso del lemma di Gronwall [A47]

2.3.1 Una stima a priori

Prima di procedere alla dimostrazione dell’unicita delle soluzioni dimostreremo la validita
di una stima a priori sui momenti di ordine p, con p > 2, delle soluzioni. Questa stima ci
permettera di portare a compimento la dimostrazione di unicita oltre ad essere di interesse di
per sé.

Proposizione 2.3.3. Sia Y una soluzione forte di

X(t) = X0+ /Ot bo (X (s), A(s))ds + V20 B(t)

+

A(t) = Ao+ /O/b,\(X(s),A(s))ds

per ogni t € [0, T] (con il consueto significato dei processi X e A) e sia Xy una variabile
aleatoria in LP(Q, % ,P) con p > 2. Allora vale la stima

p P
B sup IV Olfzscrys] < O(1+EDXolnn]) (2:3.4)

in cui C' é una costante positiva dipendente da o, N,T, M, p.

Dimostrazione. Osserviamo preliminarmente che ogni variabile aleatoria a valori in (P(U))V
appartiene a LP (2, .Z,P) per ogni p > 1; infatti, come affermato nella proposizione [[.3.17, P(U)
¢ un sottoinsieme compatto di (F(U), ||||sL) dunque, in particolare, ¢ un insieme limitato. Di
conseguenza (P(U))Y ¢ a sua volta un sottoinsieme limitato di ((F(U))™, ||||((try)~ ). Dunque
se A ¢ una variabile aleatoria a valori in (P(U))¥ si ha, per un’opportuna costante Cy > 0,

A < da cui AP < CP? Vp >
H ||(F(U))N C>\, a cul || ”(F(U))N C)ﬂ P 1,
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per cui concludiamo che
E[HAH?F(U))N] <O <oo, Vp>1.

Dunque possiamo affermare che A ha momenti p-esimi finiti per ogni p > 1 oppure, equivalen-
temente, che A € LP(Q, %, P) per ogni p > 1.
Di conseguenza, data una soluzione forte Y del problema (2.0.4)), si ha che

E| sup ]\|A<t>|\fF(U»N} <y

S
telo,

per ogni p > 1. Pertanto, nella dimostrazione della nostra stima a priori, non sard necessario
preoccuparsi della finitezza dei momenti p-esimi delle componenti relative alle strategie miste

A¥(t), i =1,...,N. Al contrario, la finitezza dei momenti p-esimi delle componenti spaziali
X*(t),i=1,...,N, non & garantita a priori in quanto tali variabili aleatorie assumono valori
in R?,

Questo motiva la strategia dimostrativa, la quale consiste nel dimostrare dapprima la stima a
priori per un opportuno processo arrestato costruito a partire da Y e successivamente estenderla
al processo Y tramite una procedura di approssimazione. Sia dunque Y una soluzione forte del
problema con dato iniziale delle componenti spaziali Xy € LP(Q, .#,P) per p € [2,4+00).
Si fissi ora R > 0 e si definisca, per ogni w € €2, 'insieme di tempi

Tn(w) = {t € [0,T]: | X(w,8)|guays > R} € [0,7],
a partire da cui definiamo il tempo aleatorio

(@) = inf Tp(w) se Tr(w) #0
TR se Tr(w) = 0.

Intuitivamente, la variabile aleatoria 7r esprime il tempo d’uscita del processo X dalla palla
aperta di raggio R nello spazio (R)N, ||-||ga)~).

La continuita del processo X ci garantisce che il tempo 7 é un tempo di arresto in virtu di
|6l Proposition 3.7]. In particolare, si tratta di un tempo d’arresto finito poiché 0 < 7 < T.
Tramite la variabile aleatoria T possiamo definire il processo stocastico arrestato Xg dato da

XR(t) = X(t AN TR) (235)

per ogni t € [0,T]. (La continuita di X ci garantisce che X sia effettivamente un processo
stocastico in virtu della dimostrazione di [6], Proposition 3.6]). Osserviamo che il processo Xg
coincide con X sull’intervallo [0, 75|, mentre successivamente all’istante d’arresto ¢t = 75 il
processo assume il valore costante X (7). Per ogni ¢t € [0, T] vale 'uguaglianza

Xr(t)=X({tANTR)=X0+ /OtMR b (X (5),A(s))ds + V20 B(t A TR) =

- X+ [ (X (5), A1y (5)ds + VT Bt A ) =
= Xo+ /Ot be(XRr(s),A(s)) 10,7, (s) ds + V20B(t ATR).
Sia ora t € [0,T] fissato e u € [0, ¢]; si ha
I Xa(0) oy <

U p
<3 (Il + | [ 00061 AT (5
0

" ||¢2ch<uATR>||fRd)N) <
(RN

u p
< gr-t <||X0||’(’Rd)N + (/O 162 (Xr(5), A($))Lj0,72) (5)]| ) ds) +(|v20B(u /\TR)HZ()Rd)N).
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Facendo uso della disuguaglianza di Holder e della sublinearita di b, su (RY)Y x (P(U))N
(2.1.10) otteniamo

X R (0) [y <
< (10l 40 [ 100 XN A 5+ (20)E I 72
0
<9 (W0l 07022 [ (14 1Ko + IO )
0
+ (20)%||B(u A TR)||’(’Rd)N>

<377 (X0l 07 ME [ 37 (0 LX)y + TN ) 0

+@0)F 1B A i) s )

Prendiamo ora lestremo superiore di entrambi e membri sull’intervallo [0, ¢] e facciamo uso
dell’osservazione che sup,,¢p [l B(u A TR)||’(’Rd)N < SUDPye(o 4 ||B(u)||’(’Rd)N; da cio traiamo la
disuguaglianza

5up (X () [y n <
u€l0,t]

t
< 3p_1 <||X0||1()Rd)N + tp_lMaI;)/ 3p_1(1 + ||XR(S)||Z()Rd)N+
0

P
2

A ) ds + (20)F sup ||B<u)|fRd)N);

u€[0,t]

prendendo infine i valori attesi di entrambi i membri deducendo che

B[ sup [ Xp()[fpan] <
u€[0,t]

< gp1 (E[lXoll’(”Rd)N] I Vi /Ot(l +E[[1XR(8) [ fpayn ]+ (2.3.6)
B A n]) s+ (20) [ sup 130 >||€Rd)N}).
Nelle argomentazioni successive faremo uso dei fatti seguenti:
e ’assunzione sul dato iniziale spaziale, Xy € LP(Q2,.%,P), ci garantisce che
E[|Xo

H(Rd ] < 00;

e la limitatezza del sottoinsieme (P(U))Y in ((F(U))N,[|||(r))~) discussa in precedenza
ci da la stima
E[[|A(u)|fpayv] < CF, Vu € [0,1];

e per ogni u € [0,t] vale la disuguaglianza

1B Rd)N—(ZnB s ) swp—l(gz%i(u)llﬁd),

da cui segue

N
]E[ sup ||B(u)||§’Rd)N] < N1"1<Z]E[ sup B"(u)llﬁdD;

u€|0,t] i—1 u€|[0,t]
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osserviamo inoltre che a ciascuno dei termini che compaiono a secondo membro della
precedente disuguaglianza possiamo applicare la disuguaglianza di Doob (A.4.4) relativa
al moti browniani d-dimensionali B*, i =1,..., N:

p
i P < p 7 p .
5 s 15 )12] < (25 BB O]

e esiste una costante Cps > 0 tale che
E[||B'(t)|[2.] < Cx, Vte[0,T)

e per ogni ¢ = 1,..., N. Infatti, per ogni t € [0, 7], si ha per definizione che le variabili
aleatorie d-dimensionali B‘(t) hanno distribuzione gaussiana N'(0,t1;) (I5 denota la
matrice identita d x d), per cui

p

Bi(t »
O <r8vL, = cx, vee 7]
Rd

1

t3

1B ()|l = t=

dove N & una variabile aleatoria d-dimensionale con distribuzione gaussiana standard, da
cui segue la stima voluta.

Combinando tutti questi elementi con la disuguaglianza (2.3.6)) si ottiene che, per ogni ¢ € [0, T,
vale

t

E s1{1p}||XR<u>||§’Rd)N} < (1 +E[| Xollfguyn] ) + C2 / E| sup ]||XR<u)||ngd)N} ds,
u€e(0,t 0 u€|0,s

dove C4, C5 sono opportune costanti positive che dipendono da o, N, T, M,,p, ma che non
dipendono in alcun modo dal parametro R.
Definiamo ora la quantita

0(t) = E| sup | Xp(w)|fpay ]|, V€ [0,T]
w€e[0,t] (R)

la quale ci permette di scrivere

t

v(t) < Cy (1 +E[||Xo\|’gw)zv]) + 02/0 v(s)ds, Vte[0,T].

Possiamo ora applicare il lemma di Grénwall [A74.7] a patto di dimostrare che, a priori, la
funzione ¢t — v(t) ¢ limitata sull’intervallo [0, T]. Fissato w € €2, possono infatti presentarsi
due casistiche: si puo avere che || Xgr(w,0)||(re)~ > R, da cui segue che Xg(t) = X per ogni
t € [0,7], in quanto il processo viene arrestato immediatamente al tempo ¢t = 0; oppure, in
alternativa, puo accadere che || Xg(w,0)| (re)y < R e in questo caso si ha che || Xg(w,t)|| ey <
R per ogni t € [0,T]. Concludiamo dunque che, quasi certamente,

HXR(t)”(Rd)N < ||X0||(Rd)N VR, Vte [O,T],

da cui
”XR(t)HZRd)N < ”XOH?]Rd)N \/va vt € [OvT}'

Prendendo l’estremo superiore sull’intervallo [0,¢] e successivamente i valori attesi di entrambi
i membri si ottiene

B[ sup 1Xe(0)lfgayy | <E[IXolfzon] VR V€ 0.T)

da cui segue che

’U(t) < E[||X0H](0Rd)N] vV RP < ]E[”XO”Z()Rd)N} + va vt € [O,T],
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da cui otteniamo la voluta limitatezza della funzione v su [0,7]. Ora possiamo finalmente
applicare il lemma di Gronwall concludendo che, per ogni t € [0,T7, si ha

v(t) < C1 (1+E[[| Xo|[Fpayn ] )elo @4,
Valutando quest’ultima disuguaglianza in t = T otteniamo la stima
o(T) < C (14 E[ | Xo [Py ])e®,

da cui
E[ sup [ Xr(t) ] < Co(1+E[IXolpun]) (2.3.7)
te[0,T]
in cui Cp := C1e“2T ¢ una costante positiva dipendente da o, N, T, M,,p, ma che non dipende
in alcun modo da R.

Abbiamo cosi ottenuto la stima voluta per il processo arrestato X g e risulta ora necessario
estenderla al processo originario X: la strategia che adottiamo consiste nel mandare R — 400
nella . Notiamo innanzitutto che il secondo membro di tale disuguaglianza non dipende
in alcun modo da R, per cui il passaggio al limite coinvolge essenzialmente il solo primo membro.
Osserviamo ora che per quasi ogni w € 2 vale 'uguaglianza

sup ||XR(w7t)H€]Rd)N = Sup HX(w’t)”Z(?Rd)N’
te[0,T) t€[0,7r(w)]

per ogni R € [0,400), e che la funzione

R sup || X(w,1)][{payn
te[0,7r(w)]

¢ monotona crescente. Inoltre si ha che

lim (sup Xgp(w,t)|? ):
m ((sup X )y

— 3 p —
= ro <t€[OS,EII:(w)] e t)H@R"')N) -

= sup HX(w,t)H](’Rd)N.
te[0,T]

Possiamo dunque applicare il teorema di Beppo Levi nella (2.3.7)) passando al limite sotto il
valore atteso ottenendo, come voluto,

E[ sup [1X(6)fgay] < Co(1+E[IXolZpun]).
t€[0,T]

Concludiamo la dimostrazione ricavando la (2.3.3)). Si ha

E[ sup ||[Y (&) ] <
5 YOy

p
<E[ sup (XA @y + MOy~ ) ] <
t€[0,7]

N

§2p_1<E sup || X(®)||Poan | +E| sup ||AR)]P N)_
Le[OPT]H Ol Le[o%]“ RLATH

< 1c, (1 + E[||X0||€RJ)N]) +2r7ler <
< C(1+E[1Xo ] )

dove C' & una costante positiva dipendente da o, N, T, M, p. Questo conclude la dimostrazione.
O



2.3. Unicita della soluzione 37

2.3.2 La dimostrazione di unicita

Veniamo ora alla dimostrazione dell’unicita delle soluzioni del problema discreto (2.0.4]). Ricor-
diamo che la nozione di unicita che adottiamo é quella per cammini espressa dalla definizione

231

Dimostrazione. Siano Y7 e Y5 due soluzioni forti del problema definite sul medesimo
spazio di probabilita filtrato (2,7, (Z):ejo,1),P) e relative al medesimo moto browniano
B = (B',...,B"). Allora Y7, Y sono due processi stocastici continui a valori in (R% x P(U))¥
che soddisfano, quasi certamente,

Xi(t) = Xo + /Ot ba(Xi(s), As(s)) ds + V20 B(%)

A(t) = Ao + /0 b(Xi(s), Ai(s)) ds

per ogni t € [0,T] e i =1,2. (Qui i processi X; e A;, i = 1,2, hanno il medesimo significato
delle pagine precedenti). Sia ora t € [0,T] fissato e u € [0, t]; valgono le disuguaglianze

11 (u) = Xa(u) [ Fayy =

_ ’ /O" (521 (). Aa () — by (Xa(s). Aa(s))) ds

< ( / Jlw (X2(5), A (5)) — b (X (5), Do) oy ds)2

2
<
(RN

141 (1) = Ao () [[Fpory) v =

/Ou (b)\(Xl(S>,A1(S)) - bA(XQ(s),AQ(S))) ds

2

= <

(FU)N

< (/O 16A(X1(5), Ar(s)) = oA (Xa(s), Az (8))ll oy~ d8> :

Consideriamo la prima delle due; applicando la disuguaglianza di Holder all’ultimo membro e
facendo uso della lipschitzianita di b, su (RN x (P(U))V (2.1.7) otteniamo

[1X1 () = Xa(u) || fgayy <

< u/ou(||bz(X1(S)>A1(S)) - bw(X2<s)7A2(8))H(Rd)N)2 ds <

u 2
<ut? [ (156) — Xa(o) oy +141(5) = Al o) ds
0

analogamente, considerando la seconda disuguaglianza, applicando la disuguaglianza di Holder
e la lipschitzianita di by su (RY)N x (P(U))V (2.1.8) si trae

1A () = Ao () [|Fp oy~ <

= u/0u<||b>\(X1(5)’Al(5)> - b)‘(XQ(S)’A2(8)>||(F(U))N)2d8 <

u 2
<t} [ (1% (6) = Xa(o) o +1819) = Aa(s) ) s

Prendendo ora l’estremo superiore su [0, ¢] e prendendo i valori attesi nelle due disuguaglianze
sopra ottenute si ha

E| sup X (u) ~ Xa(u) e | <
u€[0,t]

< ]E{tLi /Ot(HXl(S) = Xo(8)[|ray~ + [[A1(s) — A2(5)(F(U))N)2d3:|
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e analogamente

E{ sup [|Aq(u) _AQ(U)H?F(U))N} <
u€[0,1]

< E{tLi /Ot<||X1(5) — Xo(s)[|(may~ + [[As(s) — A2(5)||(F(U))N)2d5]-

Dall’arbitrarieta di ¢ segue che entrambe le disuguaglianze sono valide per ogni ¢t € [0,T]. Come
conseguenza otteniamo che, per ogni t € [0, 7], vale

B[ sup i) - Vo) waw} =

2
=E[ sup (16 (0) = Xa(u) o +[41(0) = Aa(wllro)’] <

2( sup [1X) — Xa(wlFaeyv] +E[ sup [44(0) = Aa) o] ) <
uE[Ot uE[O,t]

20(22+ 3B [ (13369 = Xals)l gy + 10105) ~ Ax(o o) ] <
< a7 [ E[(126) = Xl + 1436 = Aa i) | as

dove nell’ultimo passaggio abbiamo posto L := max{L,, Ly} e abbiamo utilizzato il teorema
di Fubini (data la positivita degli integrandi) per scambiare il valore atteso con l'integrale in
tempo. Dunque abbiamo che per ogni ¢ € [0, 7] si ha

E[ sup [11(4) = Ya(u) s ey | <
u€[0,t]

t
<atr? [CE[I¥i() = Yo por | ds <
t
<arr? [ B[ sup Vi) = Ya(u) o] 0
0

u€|0,s]

ponendo ora,

o(t) = E[ sup [Vi(u) = Yo(u)lfanpoy |, vEE [0,7]
we[0,t]

concludiamo che .
v(t) < 4TL2/ v(s)ds, vt € [0, 7).
0

Osserviamo che possiamo quasi applicare il lemma di Gronwall con ¢ = 0 e w = 1 alla funzione
v. L’unico ostacolo alla sua applicazione ¢é ora dato dalla necessita di dimostrare a priori che la
funzione v ¢ limitata su [0,7T]. Tuttavia proprio la stima a priori oggetto della proposizione
ci assicura che, per ogni ¢t € [0,77], si ha

IN

o(t) =E[ sup [i(w) = Ya() [ pony ]
u€(0,t]

2
<] sup (1100w + IVa(@lmcrans) | <
u€|0,t]

< 2 2 <
<2(E] sup A erony] + [ sup 100 sscrone] ) <

S 40(1 + E[”XOH?Rd)N:I)
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da cui segue la limitatezza di v su [0, 1.
Ora possiamo finalmente applicare il lemma di Gronwall [A74.7] ottenendo

v(t)=0  Vtel0,T].

Ponendo, in particolare, ¢t = T si deduce che

o(T) =E L:[%pﬂuyl(t) - Yg(t)||fRdxF(U))N} —0.

Pertanto possiamo concludere che

P( sup. [¥2(1) — Ya(t) P pony = 0) 1
t€[0,T]

dunque
]P’(Yl(t) — Ya(t), per ogni t € [O,T]) —1

da cui 'unicita della soluzione. O






Capitolo 3

Buona positura del modello di
campo medio

3.1 Una derivazione euristica del modello di campo medio

Come di consueto accade nell’ambito dei sistemi multi-agente, il numero N di individui che
costituiscono il sistema ¢ idealmente molto elevato. Cid puo rendere particolarmente difficoltoso
lo studio del sistema di SDE accoppiate per via delle complesse dipendenze che si
possono instaurare tra le variabili aleatorie Y(t) = (X*(t),A(t)), i =1,..., N. Per ovviare a
questa difficolta, un approccio efficace consiste nel far tendere N all’infinito approssimando il
sistema di SDE accoppiate con un’unica SDE che descrive la dinamica di una singola, generica
particella, nello spirito delle teorie cinetiche: si rinuncia a conoscere 1’evoluzione individuale
di ogni singolo agente a favore di una descrizione, in termini statistici, del comportamento di
un generico agente della popolazione. Questa procedura ¢ nota in letteratura come limite di
campo medio.

Per eseguire il limite di campo medio in maniera rigorosa & necessario dimostrare la
cosiddetta propagazione del caos, ovvero che, quando N — oo, gli stati microscopici degli agenti
{Y(t)}i=1, ..~ diventano indipendenti e identicamente distribuiti.

La trattazione rigorosa della propagazione del caos per il modello sard oggetto del
successivo Capitolo [l In questa fase iniziale dello studio, invece, scegliamo di postulare la
validita della propagazione del caos effettuando il limite di campo medio in maniera puramente
formale, in modo da poter congetturare una forma plausibile della descrizione di campo medio.

Le argomentazioni euristiche che seguono sono ispirate ai lavori [9], [20]. Il ragionamento
procede nella maniera seguente: sia =; € P((R? x P(U))"V) la legge congiunta dei vettori
aleatori {Y(t)}i=1,.. n, soluzioni di , e sia 3y € P(RY x P(U)) la legge di una delle
marginali Y?(¢) (ad esempio Y'(¢)). Supponiamo ora che, per N — oo, si abbia Z; = ®i11 i,
ossia che i vettori aleatori {Yi(t)}izlw,,N siano i.i.d. Da cio discende che, per la legge dei
grandi numeri, possiamo effettuare la seguente approssimazione

N

1 . )

L3 Al A X (1), A (1)) / P A2, ) dSh (2, V),

N &~ RIxP(U)
per ogni (z,)\) € R? x P(U).

In virtu di questa procedura puramente formale, e ricordando ’espressione del problema

discreto ([1.2.1), postuliamo che la formulazione di campo medio sia data dalla seguente
equazione:

X(t) = Xo-i-/o fo(X(s),A(s))ds + V20 B(t)
0 - (3.1.1)
A(t) = A +/0 (/Rde(U) X (s),A(s), 2", A")dE (2", A )> ds

41
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Come possiamo notare, ora ’evoluzione del sistema non é piu fornita dagli IV processi stocastici
Yi(t) = (X%(t),A%(t)),i=1,..., N, come nella formulazione discreta, bensi da un unico proces-
so stocastico Y () = (X (t), A(t)) che descrive I’evoluzione nel tempo dello stato microscopico di
una singola, generica particella. Osserviamo inoltre che ora il campo che governa l’evoluzione
delle strategie miste dipende dalla legge ¥; di Y ().

Nelle prossime sezioni affronteremo, questa volta in modo rigoroso, la questione della buona
positura del problema di campo medio che abbiamo dedotto in maniera euristica. Cosi come
per il problema discreto, siamo interessati a provare l’esistenza e I'unicita delle soluzioni forti
della formulazione di campo medio. Diamo quindi la seguente

Definizione 3.1.2 (Soluzioni forti del modello di campo medio). Siano assegnati un orizzonte
temporale T > 0 e un moto browniano standard d-dimensionale B: Q — C([0,T],R?) definito
su uno spazio di probabilita filtrato (Q, ZF, (ﬁt)te[o,T],]P’)- Siano inoltre assegnate una variabile
aleatoria Xo: Q — R Fy-misurabile e appartenente a L*(Q,.7,P) e una variabile aleatoria
No: @ — P(U) e Fo-misurabile. Chiamiamo soluzione forte del problema di campo medio un
processo stocastico continuo

Y = (X,A): Q — C([0,T],R x P(U))

tale che, posto ¥ := Law(Y) € P(C([0,T],R? x P(U))) e ¥y := (ev;);3, si abbia, quasi
certamente,

X(t) = Xo+ /O (X (s), K(s)) ds + Vo B (1)
° - (3.1.3)
A(t) = Ao +/O (/Rde(U) X (s),A(s), 2", A")dE (2", A )> ds

per ogni t € [0,T).

Osservazione 6. Osserviamo che il campo che governa ’evoluzione della strategia mista A
presenta una dipendenza dalla legge della soluzione, questa peculiarita richiedera un’estensione
delle tecniche descritte nel precedente Capitolo [2] al fine di ottenere la dimostrazione di buona
positura.

Osservazione 7. Osserviamo inoltre che se ¥ ¢ la legge del processo stocastico Y (pensato
come variabile aleatoria a valori in uno spazio di funzioni continue) allora ¥; := (ev¢)X &
effettivamente la legge della variabile aleatoria Y (¢). Infatti, per costruzione, si ha che Y (t) =
(evi)oY inoltre, per definizione di legge di una variabile aleatoria, si ha che ¥ = Law(Y) = Y 4P;

di conseguenza, per le proprieta del push-forward di misure, si ha
Law(¥(1)) = Law((evi) o ) = ((evi) o V)P = (ev)s (V4P) = (evi)s,

come voluto.

Allo scopo di rendere piu agevoli e leggibili le successive argomentazioni, introduciamo una
apposita notazione per il campo che governa ’evoluzione delle strategie miste. Assegnata una
misura ¥ € P(C([0,T],R% x P(U))), definiamo il campo b¥ come

bY: R x P(U) x [0,T] — F(U)
1.4
(z, A1) — b (2, \ 1) = / Iz, A2’ ) dS (2, N, (3.14)
RIXP(U)

dove abbiamo posto ¥; := (ev;);X. Osserviamo che il campo b3 appena introdotto presenta
un’esplicita dipendenza dal tempo. Osserviamo inoltre che, affinché la quantita b% (x, \,t)
sia ben definita, é necessario che l'integrale di Bochner che la definisce sia convergente. In
virtu della sublinearita del campo f, una condizione sufficiente affinché cio avvenga é che le
misure 3; abbiano momento primo finito per ogni ¢t € [0,7]. Una condizione che garantisce
questa proprieta ¢, ad esempio, che ¥ € P;(C([0,T],R¢ x P(U))), cio risulta vero in virtu
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della proposizione dimostrata piu avanti. Per uniformita di notazione, definiamo anche il
campo b, = f,, cosi da poter riscrivere il problema di campo medio nella forma equivalente

X(t) = Xo+ /t by (X (s), K(s)) ds + V2o B(1)
0 (3.1.5)
A(t) = Ay —I—/O by (X (s), A(s),s)ds

per ogni t € [0, T].

3.2 Proprieta strutturali del campo b§

In questa sezione dimostreremo le proprieta di lipschitzianita (uniforme in tempo) e di sublinea-
rita del campo b?, le quali risulteranno utili nella dimostrazione di buona positura. Cominciamo
enunciando due risultati preliminari

Proposizione 3.2.1. Sia & € P,(C([0,T],R% x P(U))), con p € [1,+00), e sia Ty := (evy)y 2.
Allora, per ogni t € [0,T], si ha che ¥; € Pp(R? x P(U)) e vale la disuguaglianza

My(S0) < My(2), (3.2.2)
dove M, denota il momento p-esimo della relativa misura.

Dimostrazione. Siat € [0, T] fissato. Utilizzando la definizione di momento p-esimo e la formula
di integrazione rispetto alla misura immagine ([1.3.3)) otteniamo

MP(Z,) = / d¥(y) =

RIxP(U

ol ) D) =
RéxP(U)

I0ocric

l[(eve) (@)1 d¥(p) =
/C([O,T],Rde(U)) ' RéxF(U)

-/ 1oL ) A5 () <
C([0,T],RExP(U))

= sup [l (8)]lg ) d¥(p) =
/CQOaTLRdXP(U)) (te[o,T] R X F(U)

lellE d¥i(p) = M7(%).

/C([O,T],Rde(U))

Osserviamo ora che dall'ipotesi ¥ € P,(C([0,T],R%x P(U))) e dalla disuguaglianza sui momenti
p-esimi appena ottenuta segue che

My(S) < My(S) < 00,  Vtel[0,T],
da cui segue, per definizione, che ¥; € P,(R? x P(U)) per ogni t € [0, T]. O
Proposizione 3.2.3. Sia ¥ € P,(C([0,T],R¢x P(U))), con p € [1,+00). Allora l'applicazione

0,7] — (Pp(Rd x PU)), Wp)

3.24
t— By = (evy )X, ( )

¢ continua. (W, denota la distanza di Wasserstein p-esima (1.3.§)).
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Dimostrazione. La proposizione ci garantisce che Y; € ’Pp(Rd x P(U)), per cui applica-
zione risulta ben definita. Veniamo ora alla continuita, mostreremo che, per ogni t € [0, T] si
ha

lim W, (Zt7zt+At) =0.

At—0

Per definizione della metrica di Wasserstein (definizione [1.3.7)) risulta
Wy (S Sua) = _ ot 91 = vl ) Ay, 32)
RExP(U))?

el (3¢, Se4+At)

dove I'(3¢, Xty a¢) denota l'insieme dei piani di trasporto tra X; e Ypqay:

D(Zr, Seear) = {m € PRI X PU))?) : (pr)ym = Sty (p2)im = Sevae |,

dove pi,ps denotano le proiezioni canoniche sul primo e secondo fattore rispettivamente.
Definiamo ora la misura di probabilita

= (evt, th+At)ﬁE.

Per costruzione si ha che 7 € P((R? x P(U))?), mostriamo ora che 7 € I'(X, Xty a¢): per le
proprieta del push-forward risulta

(p1)e7 = (p1)g((eve, evipar)yd) =
= (pl o (th,ethrAt))nZ =
= (th)ﬁE = Et,

e analogamente

(p2)s7 = (p2)s((eve, evipar)yE) =
= (p2 0 (evy, th+At))uE =
= (th+At)uE =Xt Ats

per cui 7 € un piano di trasporto tra 3; e X; s, come voluto. Da cid deduciamo che

WP(S¢, Bigat) < / llyr — yzHﬁdxF(U) d7(y1,y2) <
(REXP(U))?

<[ I = all%u ey A(evt, v )i Z) (g1, 92) <
RIxP(U))?

<

/ 1eve)(9) — (Vi a) (@) B ey A5 () =
C([0,T],RExP(U))

() — @(t + At)]I dX(yp),
/C([o,T],Rde(U)) RixFU)

dove abbiamo utilizzato la definizione[I.3.7]di distanza di Wasserstein e il teorema di integrazione
rispetto alla misura immagine . Mostriamo ora che 1'ultimo membro della disuguaglianza
appena ottenuta ¢ infinitesimo per At — 0. Scegliamo dunque ¢ € C([0,T],R? x P(U)), la
continuitd di ¢ ci garantisce che

AI%I_I:OH@( ) (t + At)HRpr v) 0,

inoltre, per ogni ¢ € C([0,T],R% x P(U)), vale la disuguaglianza
lp(t) = ot + AR oy <
<27 (IO opo) + 160+ A upwy) <
< op—1. 2( sup ||<P(t)||§dXF(U)) <

tef0.7]
< 2%[|epl|Z -
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Osserviamo che la funzione ¢ — 2P||p||Z, & integrabile rispetto alla misura X in virtu del
fatto che X € P,(C([0,T],R? x P(U))). Possiamo dunque applicare il teorema di convergenza
dominata e passare al limite sotto il segno di integrale deducendo che

lim p(t _@(t-i-At 2 dZ((p):(L
At=0 C([O,T],Rdxfp(U))H () )”RdXF(U)

da cui, per confronto,

Alif_r)lo Wf;(zt, Yiyar) =0,

come voluto. O

Riportiamo ora alcune stime relative a bY dovute a [2, Proposition 4.3] e di cui, per
completezza, ne riportiamo la dimostrazione.

Proposizione 3.2.5. Siano 3,31, %2 € P,(C([0,T],R? x P(U))), con p € [1,+00). Allora
valgono le sequenti disuguaglianze

165 (21, A, t) — b (22, A, £)||BL < Lzt — 22|pa (3.2.6a)
6% (2, A1, t) — b (2, Ao, t)||BL < Ll A — A2l|BL (3.2.6b)
103 (2, A t1) — b3 (2, A t2) |lBL < LaWi (S, 54,) (3.2.6¢)
16X (2, A1) = 05 (@, A, )| < LaWa (S, 53). (3.2.6d)

per ogni x,x1, 20 € R4, A\ A1,y € P(U) e t,ty,ty € [0,T]. Qui Ly indica la constante di
Lipschitz del campo fy.

Dimostrazione. Osserviamo che la condizione % € P,(C([0,T],R% x P(U))), con p € [1,+00)
ci garantisce che ¥; € P(R? x P(U)) in conseguenza della proposizione Questo, unito
alla sublinearita del campo f (conseguenza della lipschitzianita globale (2.1.3)), fa si che
I'integrale di Bochner che definisce la quantita b?(x,)\,t) sia convergente per ogni
(z,\,t) € R4 x P(U) x [0,T]. Ragionamenti analoghi valgono per ¥! e ¥2.

a) Utilizzando la lipschitzianita di fy su R? x P(U) x R? x P(U) e la proprieta
dell’integrale di Bochner risulta

||b§(.’171, )‘at) - b§($2, >\at)||BL =

= / (f)\(xh)\ax/aA/) _fk(x27)\7x/,)\l)) dzt(x/a)‘/) <
RixP(U) BL
< / ||fA($1, )‘a xla >‘/) - f)\(ﬂf27 >‘7 QC/, )‘/)”BL dZt(m’, A/) <
RIXP(U)
S/ Ly||lwy — @2||ge dXe(2’, ) = La||lz1 — 22|
RIxP(U)
per ogni x1,z2 € R, N e P(U) et €[0,T].
b) ragionando in maniera analoga otteniamo che
”b§(x7 Alvt) - b?(xv >\23t)”BL -
= / (fa(@, A, @', X)) = falz, Ao, 2, X)) A (2, V)| <
R x P (V)

BL

< / 1fr (@, Ar, @', N) = fa(@, Ao ', A lor, A (2!, N) <
RixP(U)

< / Lah = Aellpn S (e, V) = Lo Ay — Aollne
RIXP(U)

per ogni x € R4 A\, A\ € P(U) et €[0,T).
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Per la dimostrazione dei punti (c) e (d) ricorreremo a due risultati di carattere generale: il
primo é la formula di dualita di Kantorovich-Rubinstein [26, Pag. 60], la quale afferma che,
dato uno spazio metrico (X, dy) completo e separabile, per ogni u, v € P1(X), si ha

W) sup{ [ odu= [ pav s Linle) < 1}, (3.2.7)

il secondo ¢ la formula della norma per dualita, valida in ogni sazio vettoriale normato (F, ||-|| ),
data da

T = max xr)| = max x 3.2.8
lzlls = max jg(a)| = max &) (328)
l€ll e+ <1 [IEllex <1

per ogni x € F.
c) Siano ora z € R%, A € P(U), t1,ts € [0,T] fissati. Utilizzando la formula per il calcolo

della norma per dualita (3.2.8) applicata allo spazio normato (F(U), ||-||sL) e le proprieta degli
integrali di Bochner rispetto ai funzionali lineari (A.2.6)) otteniamo

16X (2, A, t1) = b5 (2, A, t2)||BL =

/ A2, N)dS, (27, N) —/ Az A2, N)dS,, (o', N)
R xP(U) Ré xP(U) BL

= sup {(/ Iz, N2, ) (S, — ) (@, X)) =
) RIxP(V)

¢cF(U
€Nl Fvy= <1
= sup / E(fa(m, A2, X)) d(S, — B, (', N) =
EEF(U)™ RaxP(U)
€l puyx <1
Az, N
=Ly sup / g(fA(I}J & )) d(Etl - Et2)($/7 >\I)
cer(U)* JrRixPU) A
1€l puy* <1

Osserviamo ora che, scelto arbitrariamente £ € F(U)* con ||§||p@y+ < 1, la funzione

Pe: R xP(U) — R

f(fA(x, Ao, X))

(@', N) o R

che appare nell'ultimo integrale, ¢ lipschitziana con constante di Lipschitz Lip(,) < 1. Infatti,
per ogni (2, \}), (x5, \y) € R4 x P(U), vale

1
‘955(1'/17)‘/1) - ‘Zf(m/27)‘/2)| = F}\‘g(fk(‘%)‘vx/h)‘ll)) - f(f)\(l',/\,.%'lz,)\;)ﬂ =
= L le(fale 2l X)) — falw 2 00))] <

Ly
f)\(x7)‘axllv)‘/1) - f)\(xa)\>$/27>‘/2)||BL <

1
< — x
< 6l

1
< KHSHF(U)*L/\(”x,l — ahllra 4+ A} = X5lBL) <

< l#) — ahllra + A = X5|lBL,

come voluto. Dunque, invocando la formula di dualitd di Kantorovich-Rubinstein (3.2.7)),
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otteniamo

16X (22, A, t1) = b5 (2, A, )| =

Ly- sup / Qg(z’, ) d(Etl - ZtQ)(x', N) <
ceF(U)* JRIxP(U)
1€l 7oy <1

< Ly- sup / oz’ N d(Et1 — Zt2)(m',)\’) =
¢ :Lip(¢)<1JRIXP(U)

= LaWi(2y,5,).

d) La dimostrazione ¢ del tutto analoga a quella della disuguaglianza (c). O

Corollario 3.2.9. Siano ¥, %1, %2 € P,(C([0,T],R% x P(U))), con p € [1,+0c0). Allora, per
ogni x1,22 € RY, A, Ay € P(U), t1,ta € [0,T], valgono le disuguaglianze

163 (21, A1, t1) — bY (22, Ao, t2)|[BL < La (|71 — z2llga + [|A1 — A2lBL + W1(Se,, S4,)) (3.2.10)
e
165 (21, A1y t) = b5 (29, Aoy t)|[BL < La(|J21 — 2llpe + [|A1 — Aollpr + Wi(),£2)). (3.2.11)

Dimostrazione. Sfruttando le stime oggetto della proposizione e applicando piu volte la
disuguaglianza triangolare alle norme ||-||g4, ||-||BL € alla metrica W si ha che

15 (21, Ars t1) = bY (22, A, ta) || BL =
= (163 (@1, Ay 1) = B3 (w2, Ary tr) + bY (2, A1y t1) = BX (22, Ag, B2 |[BL, <
<X (1, Aas tr) = 03 (w2, Avs t) [[BL + [[BX (w2, vy t1) = bY (22, Ao, t2) [Br. <
< Ly|lwy — 2allge + (|63 (22, M1, 1) — b3 (22, Mg, t1) + 0% (22, Ao, t1) — bX (w2, A, a)||BL, <
< Lalley = @alra + (|63 (w2, A1, 11) = b (w2, Ao, 1) |BL + 163 (w2, A, t1) — bY (2, Aa, t2) ||, <
< La||zy — 2lge + Lal|A1 = A2llBL + LaWi(E:,, X¢,)
per ogni x1, 22 € R4, A\, Ny € P(U), t1,ts € [0,7T], da cui la . Analogamente si ha che
105 (@1, Ay t) = B3 (2, Ao ) e =
— 163 (1, A1, t) — bY (w2, A1, ) + B (2, A, 8) — BY (w2, Ao, 8)||BL <
<Y (@, An ) = B3 (2, An )l + 1B (22, My t) = B (22, A2, 1)l <
< Lllay — zallpa + [6Y (2, A1, 8) — b (22, Mgy t) + % (22, Aoy £) — BY (22, Mg ) ||BL <
< Lalley = @allpa + 55 (22, A0, 8) = 03 (22, A2, O)me + 1B (22, Ao, 1) = 03 (w2, A2, 1)l |e, <
< Ly|lz1 — @2||ge + Lal|A = X2l + LaWi (21, 57)
per ogni 71,72 € RY A\, Ay € P(U), t € [0,T], da cui segue la . O

Le disuguaglianze (3.2.10)) e (3.2.11]) appena ottenute ci permettono di dedurre le importanti
proprieta di lipschitzianita e sublinearita del campo b?. Vale infatti la seguente proposizione.

Proposizione 3.2.12. Sia ¥ € P,(C([0,T],R? x P(U))), con p € [1,+00). Allora il campo b3
¢ continuo suR? x P(U) x [0,T], lipschitziano su R? x P(U) uniformemente in t ed ¢ sublineare
suR? x P(U). Valgono infatti le sequenti disuguaglianze:

163 (21, A1, t) — by (22, Ao, ) |[BL < La([|21 — @2llpa + [[A1 — Az2lBL) (3.2.13)
per ogni x1,12 € R4, A\, Ao € P(U) et €[0,T] e
163 (2, A, ) lpL < MY (1 + ||#]lga + || AllBL) (3.2.14)

per ogni x € R, X € P(U), t € [0,T], dove My ¢ una costante positiva dipendente da Ly e
dalla misura .
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Dimostrazione. La continuita su R? x P(U) x [0, T] segue della disuguaglianza (3.2.10) e della

proposizione La lipschitzianita di bY uniforme in tempo & conseguenza immediata della
disuguaglianza (3.2.10)): infatti, ponendo t; =t = ¢, si ha che

63 (21, A1, t) — bx (22, A2, t)|IBL < L (|21 — z2llga + A1 — A2llBL)

per ogni z1,75 € R%, A\, Ay € P(U) et € [0,T]. Per quanto riguarda la sublinearita, in-
vece, consideriamo zo € RY, \g € P(U), to € [0,T] arbitrari e applichiamo nuovamente la

disuguaglianza (3.2.10)) ottenendo

15 (2, A, 1) [[BL, = [[BX (2, A, ) — b (w0, Ao, to) + b (0, Ao, to) ||BL. <

< |63 (0, Ao, to)|[BL + [[BY (2, A, £) — b3 (w0, Ao, to) ||, <

< 163 (0, Ao, to) lBL + La (2 — zollra + A — AollBL + Wi (S, B4,)) <

< |63 (0, Ao, to)l|BL + La([|2][re + [[zollze + [[AllBL + [AollBL + Wi(Er, ).

Osserviamo ora che la funzione
0,T] — R
t—> W1 (Zt, Zto)

¢ continua sul compatto [0,T]. Essa ¢ infatti composizione dell’applicazione

[0, 7] — (PL(RY x P(U)), W1)
t— Et = (th)ﬁE,

che ¢ continua in virtu della proposizione [3.2.3] e dell’applicazione

(PL(RY x P(U)), W) — R
I — Wy (IL, %),

che ¢é continua per le proprieta generali delle metriche. Deduciamo dunque, tramite il teorema
di Weierstrass, che esiste una costante positiva C*, dipendente dalla misura 3, tale che

Wi(%e, 5y,) < CF, vt € [0,7).
Pertanto concludiamo che

165 (2, A, ) [[BL. <

< 165 (20, Ao, to) l[Br, + La([[2]lza + |zollra + [MlBr + [[AollBL + Wi (Es, T4,)) <
<163 (0, Ao, to) L + La([|2][re + [[zollze + [[AllBL + [AollBL + C*)) <

< M3 (14 ||zllpe + | AllL)

per ogni x € RY, X\ € P(U) e t € [0,7], dove My ¢ un’opportuna costante positiva dipendente
da Ly e da C*, dunque dalla misura X. O

Anche nella formulazione di campo medio vale una proprieta analoga a quella espressa dalla
proposizione [2.1.12] Vale infatti

Proposizione 3.2.15. Sia ¥ € P,(C([0,T],R% x P(U))), con p € [1,+00), e § un numero
reale tale che 0 < § < (LydiamU)~'. Allora, per ogni x € R4 e A € P(U), t € [0,T], si ha che

A+ 063 (2, M, 1) € P(U). (3.2.16)
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Dimostrazione. Dalla proposizione sappiamo che se 0 < § < (LydiamU)~! allora per
ogni z,7’ € R% e \,\' € P(U) si ha che A+ 0f\(z,\, ', ) € P(U). Sfruttando il fatto che,
per ogni t € [0,T], &; € P1(R? x P(U)) otteniamo che

A+ 063 (x, N, t) =

=A+0 Iz, 2, N)dE (2, N) =
RixP(U)

_ / (A + 0fs(@, A, 2, N)) A (2, ).
RexP(U) >0

Osserviamo ora che 'integrale di Bochner all’ultimo membro, per definizione, ¢ il limite di una
successione di combinazioni lineari convesse di elementi di P(U). In virtu della convessita e
della chiusura rispetto alla norma ||-||gL di P(U) (conseguenza della sua compattezza, enunciata
dalla proposizione concludiamo che A + 9b§(m, A t) € P(U). O

3.3 Costruzione della soluzione al problema di campo me-
dio: schema generale della dimostrazione
Veniamo ora alla questione della buona positura della formulazione di campo medio. Rica-

pitoliamo gli ingredienti essenziali del problema che ci proponiamo di risolvere. Fissato un
orizzonte temporale T > 0 e assegnati

e un moto browniano standard d-dimensionale B definito su uno spazio di probabilita
filtrato (2, 7, (F)ieo, 1), P);

e una variabile aleatoria X(: Q — R? .Zy-misurabile e appartenente a LP(§2,.%#,P), con
p € [2,+00);
e una variabile aleatoria Ag: Q — P(U) e Fp-misurabile;

ricerchiamo un processo stocastico continuo
Y =(X,A): Q — C([0,T],R? x P(U))
tale da soddisfare, quasi certamente, 1’equazione

X(t) = Xo + /t b (X(s), A(s)) ds + V2o B(#)
; (3.3.1)
) :K0+/O bE(X(s), A(s), ) ds,

per ogni t € [0,T]. Dove i campi b,: R? x P(U) — R? e b%: RY x P(U) x [0,T] — F(U)
sono dati da
bp(z,\) = foulz,N)

by (z, A\ t) = / a2, N)dS, (2, V)
RIxP(U)

per ogni x € R4, X\ € P(U), t € [0,T] e in cui si richiede che

S = Law(Y),

posto che X; = (ev;);%. La necessita che 3, la quale definisce il campo b3 (che a sua volta
governa l’evoluzione della soluzione), coincida con la legge della soluzione stessa, rappresenta la
principale novita rispetto al problema della buona positura nel caso discreto. Per affrontare
questa difficolta costruiremo la soluzione attraverso un argomento di punto fisso, seguendo una
strategia adottata di frequente in letteratura (per esempio [5],[9]).
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L’argomentazione si articolera in due fasi: fissato p € [2,+00) in modo tale che X, €
LP(Q, 7,P), e fissata ¥ € P,(C([0,T],R? x P(U))), dapprima costruiremo una soluzione

v' = (X ‘I’, X\Ij) del problema ausiliario

XV (t) = X0+ /t b (X" (s), K" (s)) ds + V20 B(t)
0

0 (3.3.2)
K0 =Kot [ BX (6,870 9)ds

. ¥ . o s .
successivamente mostreremo che Y € LP(, #,P) (dunque la soluzione eredita la medesima
integrabilita del dato iniziale delle componenti spaziali X ) e che sussiste 'unicita per cammini
delle soluzioni del problema ausiliario. Risultera pertanto ben definita un’applicazione

T: Pp(C([0,T],RY x P(U))) — P, (C([0,T],R* x P(U)))

U— T(¥) := LaW(Y‘I/) (33.3)

che associa a ciascuna misura ¥ € P,(C([0,T],R% x P(U))) la legge del processo stocastico

}7@, soluzione del problema ausiliario . 1l fatto che V' € LP (Q, #,P) ci garantira
che T ¢ effettivamente un’applicazione da P,(C([0,T],R? x P(U))) in sé, mentre 'unicita
per cammini ci garantira che, per ogni ¥, la misura 7 (¥) risulti univocamente determinata.
La seconda fase dell’argomentazione, invece, prevede di mostrare che ’applicazione 7 € una
contrazione rispetto ad un’opportuna metrica che rende P, (C’ ([0, T),R4 x P(U ))) uno spazio
metrico completo. Come vedremo, la metrica che utilizzeremo consistera in un’appropriata
distanza di Wasserstein. A questo punto sara possibile applicare il teorema delle contrazioni
di Banach-Caccioppoli e ottenere I'esistenza di un’unica misura ¥ € P, (C([0,T],R? x P(U)))
tale da soddisfare ’equazione di punto fisso

T(D) = Law(Y ") = %. (3.3.4)

> . . :
Ponendo dunque Y := Y otterremo la soluzione cercata del problema di campo medio |D
Nei prossimi paragrafi affronteremo nel dettaglio la costruzione di tale soluzione.

3.4 Costruzione della soluzione del problema ausiliario

Nelle pagine seguenti descriveremo la costruzione della soluzione al problema ausiliario (3.3.2)),
successivamente ricaveremo una stima a priori sui momenti delle soluzioni e infine ne proveremo
P'unicita per cammini. Iniziamo con la dimostrazione di esistenza delle soluzioni: assegnati
il moto browniano B e i dati iniziali X, A, fissiamo p € [2, +00) in modo tale che risulti
Xo € LP(Q,.Z,P) (cid é possibile per via delle ipotesi fatte sul dato iniziale delle componenti
spaziali) e fissiamo inoltre una misura di probabilita

T € P,(C([0,T],R x P(U))).

In virta della proposizione |3.2.12} il campo bf é lipschitziano uniformemente in tempo e
sublineare su R? x P(U), dunque esistono costanti positive Ly, M ;1’ , quest’ultima dipendente
anche da W, tali che

Hb§1($1, )‘1>t) - b;\P(-T%)\Qat)HBL S L)\(H$1 - .TQHRd + ||)\1 — )\2||BL) (341)
per ogni 1,72 € R A\, Ny € P(U), t € [0,T] e
1Y (=, A, 1) [[BL < MY (14 ||2||ra + | AllsL) (3.42)

per ogni # € R, A € P(U), t € [0, T]. Per completezza, ricordiamo che il campo b, (che non
¢ altro che il campo f,, ma che abbiamo deciso di rinominare per uniformita di notazione)
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gode delle proprieta di lipschitzianita e sublinearita su R? x P(U). Pertanto esistono costanti
positive L, M, tali che

[[b2(21, A1, t) = b2, Ao, t)|pe < Lo (21 — 22llpe + [[A1 — X2llBL) (3.4.3)
per ogni 1,72 € R A\, Ny € P(U), t € [0,T] e
162 (2, X, ) IBr. < Mo (1+ ||@]lza + [[Al|BL) (3.4.4)

per ogni x € R4, X\ € P(U), t € [0, 7).

Anche la dimostrazione di esistenza del problema ausiliario si fonda sul metodo delle
approssimaziont successive e sulle proprieta strutturali dei campi b, e b?\, pill precisamente
la loro lipschitzianita, sublinearita e la proprieta di chiusura contenuta nella proposizione
. Osserviamo che, a differenza del problema discreto, il problema ausiliario presenta
un’esplicita dipendenza dal tempo dei campi, tuttavia, come vedremo, le tecniche impiegate
nel caso discreto possono essere estese in modo da poter affrontare anche la buona positura del
problema ausiliario (3.3.2)).

Prima di procedere con la costruzione della soluzione di , riscriviamo il problema in
una forma equivalente. Fissato un numero reale 6 tale che 0 < 6 < (L; diam U) ™!, introduciamo
il campo

Y REXP(U) x [0,T] — P(U)
(z,\, 1) — g¥ (z,\,t) := X+ 0bY (z, \, 1);

il fatto che g;\l’ assuma valori in P(U) discende dalla proposizione [3.2.15, Il campo appena
introdotto ci permette di riscrivere bi’ come

g}\l’(x, At — A

v —
b)\ (x,)\,t) = 9 5

per ogni z € R%, X\ € P(U), t € [0,T], consentendoci di riformulare il problema ausiliario (3.3.2)
come

XV(t) = Xo+ /t be (X" (5), A" (s)) ds + V20 B(t)

P o (3-4.5)
K\P(t) :KO +/ gA( (5)’ 0(5)73> - (S) ds.

0

Questa riformulazione ci permette di evidenziare ’analogia formale tra ’equazione che go-
verna ’evoluzione delle strategie miste e ’equazione oggetto di [8, Corollaire 1.1], dalla cui
dimostrazione abbiamo tratto alcune idee rilevanti nella argomentazione che proponiamo.

Osserviamo infine che il campo g:\I’ eredita da b§’ le proprieta di lipschitzianita uniforme in
tempo e di sublinearita.

Proposizione 3.4.6. Il campo gY ¢ continuo su R x P(U) x [0, T), lipschitziano su R? x P(U)
uniformemente in t ed & sublineare su R? x P(U). Valgono infatti le sequenti disuguaglianze:

lg¥ (@1, A1,t) — g¥ (w2, A2, ) |BL < L (21 — @2llpa + |\ — AzlBL) (3.4.7)
per ogni x1,19 € RY, A\, A0 € P(U) et €[0,7T] e
lg¥ (@, A, ) lsL < My (1 + [[l|za + [ AllsL) (3.4.8)

per ogni x € R, X € P(U), t € [0,T); EA dove ]/\>[/§’ sono costanti positive e quest’ultima
dipende dalla misura V.

Dimostrazione. La continuita di g)‘f’ ¢ conseguenza immediata della continuita di di bY. Invece,
dalla definizione di gy e dalla lipschitzianita di b} espressa dalla disuguaglianza (3.2.13) segue
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che
g3 (@1, A1, 8) = g3 (2, A2, t)||Br. =
= ||A1 + 0bY (z1, A1, t) — Ao — OB (22, A, t)||BL <
< A1 = AellBL 4+ O0Lx ([lz1 — z2|ge + [|A1 — Az2llBL) <
< La(|lz1 — z2llza + A — AzllBL)
per un’opportuna costante positiva L A- Analogamente, dalla sublinearita di bg’ (disuguaglianza
(3.2.14))) otteniamo che
lgx (A ) [[Br. = [|A + 6 (2, A, 1) | B,
< [IMllsL + 0116Y (2, A )|l <
< | AllBL + 0MY (1 + |||z + [|A][BL)
< MY (1+ |2l + | Allse)

IA

IN

per un’opportuna costante positiva M )‘\I’ . Osserviamo che la dipendenza di M /‘\I’ , stabilita nella
proposizione [3.2.12] si ripercuote sulla costante di sublinearita My . O

Osservazione 8. Sottolineiamo che solamente la costante di sublinearita M )‘\I’ dipende dalla
misura ¥, mentre la costante di lipschitzianita Ly non presenta alcuna dipendenza da essa.
Infatti, Ly risulta essenzialmente determinata dalla costante di lipschitzianita del campo f, la
quale ¢ a sua volta dettata dalle quantita L; e diam U. L’ininfluenza di ¥ sulla costante L
sara di fondamentale importanza nella dimostrazione della contrattivita della mappa 7T, come
vedremo successivamente.

Notazione. Per alleggerire la notazione, nel seguito indicheremo la soluzione del problema
ausiliario costruita a partire dalla misura ¥ semplicemente come Y, invece di della pitt completa,
ma pill pesante, vV Questa scelta é giustificata dal fatto che, in tutto questo paragrafo,
considereremo la misura W fissata una volta per tutte.

Procediamo ora alla costruzione della soluzione del problema ausiliario (3.3.2]) tramite il
metodo delle approssimazioni successive. Definiamo induttivamente le iterate come segue:

X (t) X0+/b Ko(s))ds + V2o B(t)
(3.4.9)

Koi1(t) :=e 7Ky + 6/ “gY(Xn(s), Kn(s),s)ds

per ognit € [0,7] e n=0,1,2,... L’iterata iniziale ¢ definita, per ogni ¢ € [0, T], come

{XO(t) = %o (3.4.10)
Ko(t) =Ko ~ o

Anticipiamo che molti dei ragionamenti che seguono sono del tutto analoghi a quelli seguiti
per la costruzione della soluzione al problema discreto , con ’eccezione di alcune piccole
modifiche. Pertanto, per non appesantire la trattazione, dimostreremo per esteso solo alcune
proposizioni relative all’esistenza e all’unicita delle soluzioni problema ausiliario, mentre di
altre riporteremo solo un cenno della dimostrazione, segnalandone la stretta analogia con le
dimostrazioni elaborate nel caso discreto.

Proposizione 3.4.11. [ processi stocastici X, e N, definiti dalle (3.4.9) e (3.4.10) sono
continui e adattati alla filtrazione (F)icjo,1) per ognin =0,1,2,...

Dimostrazione. La dimostrazione é del tutto analoga a quella della proposizione [2.2.3 O
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Osservazione 9. Per ognin = 0,1,2,... e per ogni ¢ € [0, 7] si ha che A,,(t) € P(U). Infatti, per
ipotesi, Ag(t) = Ag € P(U); inoltre, se A, (t) € P(U) per ogni ¢ € [0,T], cio & vero anche per
A, 41(t), infatti, per via del fatto che gY assume valori in P(U), conseguenza della proposizione
BZT3 si ha

gx (Xn(s),An(s),8) € P(U), Vsel[0,T],

dunque, per ogni t € [0, T], risulta
1

- e%gw(yn(s),ﬂn(s),s) ds
d /0 ” € P(U)

1 t s—t
f/ e ? ds
0 Jo

per via della convessita di P(U). Notando che % fg e ds=1—e ¥ si ha che

1 / T g (X(s), Ku(s),5)ds € (1 — e~ 5 )P(U)
0

da cui, nuovamente per la convessita di P(U), risulta

t = 1 t s—t —_— —
An+1(t):e_§A0+*/ e gV (Xn(s),An(s),s)ds € P(U)
0

0

e l'asserto segue per induzione su n. Il fatto che A, (t) € P(U) ci assicura che, per ogni w € Q
fissato, 'applicazione t — A,,(w,t) descriva delle traiettorie continue che rimangono confinate
nel convesso P(U), regione in cui valgono le stime di lipschitzianita uniforme in tempo e
sublinearita dei campi b, e gy espresse dalle equazioni (3.4.3), (3.4.4), (3.4.7) e (3.4.8).

Introduciamo le quattro stime che rappresentano I’analogo, per il problema ausiliario (3.3.2)),
delle disuguaglianze (2.2.6a)), (2.2.6a), (2.2.6a) e (2.2.6a) utilizzate della dimostrazione della
buona positura del problema discreto.

Proposizione 3.4.12. Valgono le sequenti disuguaglianze:

E| sup | X1(u) — XolZa| < 60022 (1+ B[ Koll2] +E[IKolIBe]) + 160t (3.4.13a)

u€[0,t]
_ _ 6 — _ _
E[ sup K (u) = Rolfhe] < 55 01?1+ E[I1X0]3s] +E[IRoll3e])
u€l0.t] ) (3.4.13b)
+97t2E[||K0|\123L]

per ognit € [0,T] e

t
B[ sup ¥oss(0) = Xu(wlfe] < 20228 [ JRCACES ST
ue |0,

(3.4.13c)
I8 - B (9)]e) ds|
_ _ 92 to _
[ sup [Kn1(0) - Bu(le] < I3 [ (1%a(6) = Koca (o) e
uelo] 0 (3.4.13d)
IR - Bua (9]e) s
perognin =1,2,... e ognit € [0,T], dove M, M;\I’ e Ly, ZA indicano le costanti di sublinearita

e lipschitzianita dei campi b, e g§’ rispettivamente.
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Dimostrazione. a) Consideriamo ¢ € [0, 7] fissato e u € [0,t]. Vale

2

u
1 X1 (u) — Xollfa = H/ by (X0, Ao)ds + V20 B(u) <
0

Rd

<</ubz(X0aA0)dS +H¢%B(U)HW> <
0 R
g?(‘ /Oubz(Xo,Ao)dS ;+HmB(u)H;) <

2
§2</ Hbz(XO,AO)HRdds> +2-20||B(u)||zs <
0

2
S?( / ||bx<Xo,Ao>||Rdds> +2-20] B2,
0

in cui abbiamo utilizzato le proprieta dell’integrale di Lebesgue e la disuguaglianza (A.4.2)).
Come conseguenza della disuguaglianza di Holder si ha che, per ogni u € [0, ¢],

— — w —  — 2 —
1% (1) = Xollfa < QU/ [b2(Xo0, 80) || ds + 40| B(u) [ a-
0

Facendo uso della sublinearita di b, su R? x P(U) (3.4.4) e nuovamente della disuguaglianza
(A.4.2) si ottiene

162(X 0, Ao)[[fe < [Mo(1+ | Xol|lre + [[AolBL)]* <

< 3MZ(1+ [ Xollza + 1 AollEL),
che combinata con la disuguaglianza precedente fornisce

— — R 2 —
[ X1(u) = Xol[ga < 2u?||be(Xo, Ao)| re T 40| B(u)||Ra

< 6uMZ(1+ [ Xollga + | BollBr) + 40| B(u)[Ra-

Prendiamo ora 'estremo superiore di entrambi i membri sull’intervallo [0, ¢] e successivamente
prendiamo i valori attesi ottenendo

E[ sup [ X1(u) — Xoll2a] < 6u2M2(1+E[| Xol2]+E[I1 Ko 3]
we[0,t]
+40E| sup]||§(u>||ﬂgd},

u€(0,t

applicando la disuguaglianza di Doob (A.4.4) con p = 2 al moto browniano d-dimensionale B
deduciamo che

[ sup 1%1() — Kol < 6002 (1 + B[ Kolfs] +E[1 Kolf3e])
u€l0,t
+ 4o -AE[||B(t)||24]:
osserviamo ora che B B
E[IB(t)|lga] = Var(B(t)) =t,
da cui segue la disuguaglianza
]E[ sup [ X1 (u) — XOH]?W} < 6Mt? (1 +E[[[Xo/z]

w€[0,t]

+E[||KO||2BL]) + 160t.
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Dall’arbitrarieta di ¢ € [0, 7] segue la (3.4.13a)).
b) Consideriamo ¢ € [0, T fissato e u € [0,¢]. Vale

2

1Ky () — Kol = \

(et f1)xo+/ Lot g¥ (X, Ko, ) ds
0

2
BL)

2

BL

2
\IJ(XO7KO7 S)HBL d5> )

BL

IA

<|( ~9 —1)Ao|lBL + H/ Y (Xo,Ao,s)ds

IN

u - w 1 sS—u e _—
< 2(”(@_6 — 1) AolIBy, + H/ 7€’ 9x (X0, Ao, s)ds
0

u - w 1
s2|e91|2|Ao|%L+2</ s
0

in cui abbiamo utilizzato la proprieta dell’integrale di Bochner (A.2.5)) e la disuguaglianza
(A.4.2). Notiamo ora che

e # —1|=1—e¢% %, Vu € [0, 4]
da cui .2
le=% —1]2 < 7 Yu € [0,¢];
notiamo inoltre che per ogni u fissato e s € [0, u] si ha
1 s—u 1 s 1
‘96 Tl=T <5

Di conseguenza otteniamo che

2
_ _ u? 1 u —
HAl(U)—A0||123L§297||A0||123L+297 (/0 HgE\P(XOvAO?S)HBLdS) <

u?, — 9 1 e = 2
2§||A0”BL+2072,U ) ||9A (XOVAO’S)HBLdS’

dove abbiamo utilizzato la disuguagalianza di Holder nell’ultimo passaggio. Facciamo ora

uso della sublinearita di g} su R? x P(U) (3.4.8) e nuovamente della disuguaglianza (A.4.2))

ottenendo, analogamente al punto (a),

g (Xo, Ao, 8)1Br, < [MY (1 + || Xollra + [ Koflsr)]®
< B3(MY)* (1 + [ Xollga + [[AollEL),

da cui

181 () — Aolfzr, < 292 | Kollr, + 655 (M/\) (1 + [ X0l + [ Aollfr)

62
per ogni u € [0,].

In maniera simile alla dimostrazione della stima , prendiamo ’estremo superiore
sull’intervallo [0, ¢] di entrambi i membri e successivamente prendiamo i valori attesi, ottenendo
6
02

_ 2 _
E[IRol3e] ) + 51K l13e]

E| sup R (w) ~ Kollpy | <

S ()% (14 B[ Ko 2]
u€|0,t]

e dall’arbitrarieta di t € [0, T] segue la disuguaglianza (3.4.13b)).
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¢) Consideriamo ora t € [0,7] e n € N* fissati e sia u € [0,¢]. Abbiamo che

1 X 1. (1) = X ()[R =

A, (s))ds + V20 B(t)—

/
< / s), An_1(s))ds + @B(t))

2

Rd

— p— w — p— 2

S TR EER IR RN SER SREIEN I
0 0 Rd
= | (5o (Fa(s). Ba()) = (K (9), Kna(5))) | <

Rd

(/be 50 (5) = b K1 (5): s () )

Per la lipschitzianita di b, su R% x P(U) (3.4.3) si ha che, per ogni s € [0, u],

S

x

(Xn(s), An(s)) = ba (Xn-1(5), An-1(s))|re <
< Lo ([ Xn(s) = Xn-1(5)llre + [[An(s) = An1(s)[BL)-

Dalla disuguaglianza di Holder e dalla lipschitzianita di b, si deduce che

>< |

11 (1) = X () [ =

(/ [ba(X(s), A ))—bm(an(s),An1(5))]|Rdds> <

u / 1o (Fn(5), Bn(5)) — b (B 1(5), B () 2 s <
<uf (21K ()~ Kuca (8 + 1Bas) ~ Baoa(9)loe)) ds <
<202 [ (I%a(9) = Fuca (9l + 15,(5) = Epma(5) ) ds

Prendendo ora lestremo superiore di entrambi i membri su [0,¢] e successivamente i valori
attesi otteniamo

IE{ sup || X p1(u) — Xn(uw)|za| <
we[0,t]

< 2tL§IE[ / (10 (5) = Knoa ()20 + [ En(s) — Ko (8)]120) ds|

dall’arbitrarieta di ¢t € [0,7] e n € NT segue (3.4.13c).
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d) Consideriamo, come prima, ¢t € [0,7] e n € N* fissati; sia inoltre u € [0,¢]. Abbiamo che
[ A1 () — An HBL

Kot / X (), Kn(s), ) ds—

2

< A %/ e gx (Xn-1(s), An_l(s),s)d.s) BL:
B o 2
:‘/0 60" gx‘lj()?n(s),ﬂn(s),s)ds_/o 6’; ¥ (Xp1(5), An_1(s),5)ds BL:
YeTE 2
’ | G (Rl Bus):9) = 9 (s (9 Bca (). 9)) s <
BL

s—u

9% (K (), (), ) — 0¥ (K1 (5), Buoa(5), ), ds)

Ricordiamo ora che [e”7 | = e™# < 1 per ogni u fissato e s € [0, u], da cui

1 s—u 1
= —e 0 < —

0 -6

1 ege
96

La lipschitzianita uniforme in tempo di gg’ (3.4.7), inoltre, ci da la disuguaglianza

g (Xn(5), R (5), 8) = g2 (Xn-1(5), An-1(5), 8) [ BL <

(s
< La(IXn(s) = Xn-1(5)llma + |1 Rn () An-1(s)llBL)-

per ogni s € [0, u].
Dunque otteniamo

A1 (u) = A () [y, <

<12< u”g;\II(Xn(S),An(S),S)—g;\P(Xn1(8),An1(8),8)”BLdS> <

u = - 2
S 193 (X0 (), An(s), 8) — g3 (Xn—1(s). A (s), 8)[| g ds <
<222 [ (1Kn(s) = Kor ()2 + [ Ens) — Kna (9)[30)
=2 ) (IXn(5) = Xn—1()llza + [An(s) — An1(s)lIBL) ds

Prendiamo infine l’estremo superiore di entrambi i membri su [0, ¢] e successivamente prendiamo
i valori attesi, ottenendo

E[ sup [Kpi1(w) = Ka(w)l3a] <
u€|0,t]

< 2t BRE| [ (1509 - Xocs () + 1R (6) — Bua(9)ln) s

dall’arbitrarieta di ¢ € [0,7] e n € NT segue (3.4.13d)). O

Osservazione 10. Osserviamo che le quantita E[[| Xo||2.] e E[||Ao||%.] a secondo membro della
(3.4.13a)) e della risultano entrambe finite. La prima risulta finita per via dell’ipotesi
sul dato iniziale X € L?(Q,.%,P), mentre la seconda risulta finita per via della limitatezza
di P(U) in (F(U),|"|lsr), la quale é conseguenza della compattezza di P(U) in tale spazio di
Banach (proposizione [1.3.17).
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Possiamo ora definire la successione di processi stocastici continui {Y,,}22 tramite cui
costruiremo la soluzione al problema ausiliario (3.3.2)). Per ogni n =0,1,2,... poniamo

Vo) = (Xn(t),An(t)) € R x P(U) (3.4.14)

per ogni t € [0,T], dove i processi X,,, A, sono definiti mediante le iterate (3.4.9). Una
soluzione del problema (3.3.2)) sara ottenuta come limite uniforme dei processi {152,

Proposizione 3.4.15. Sia {Y,,}5°, la successione di processi stocastici continui e a valori in
R? x P(U) definita dalla (3.4.14). Allora vale

— — RE)™
B[ sup [17,(1) — Toca(0) o] < & (34.10)
we[0,t] n!
per ognin = 1,2,... e per ogni t € [0,T]. La costante R a secondo membro & un numero

positivo dipendente da 6,0,T, dalle costanti di sublinearita M, M;\I' e di lipschitzianita Lmz,\
rispettivamente dei campi b, e g}’ e dai momenti secondi dei dati iniziali, ma non da n.

Dimostrazione. Ci limitiamo a dare una traccia dell’argomentazione. La dimostrazione viene
condotta in maniera del tutto simile a quella della disuguaglianza (2.2.9)), con le stime (3.4.13))
a svolgere il ruolo delle stime (2.2.6]). O

Nel seguito costruiremo una soluzione del problema di campo medio come limite uniforme
dei processi {Y,,}22,. A tale scopo considereremo lo spazio vettoriale di funzioni continue
C([0,T],R? x F(U)) dotato della norma uniforme

Hf”oo = tg?&);]”f(t)“RdXF(U)a vf € O([O7T]7Rd X F(U))

Questa norma lo rende uno spazio di Banach in virtu della completezza di R? x F(U) rispetto
alla norma ||-||gax p(r)- Inoltre il sottoinsieme C([0,T],R% x P(U)), a cui appartengono le

traiettorie dei processi stocastici Y, risulta chiuso in (C([0,7],R% x F(U)),|||ls)- La chiusura
di tale sottoinsieme & conseguenza della chiusura di P(U) in (F(U), ||-||sL) (ricordiamo che P(U)
¢ un sottoinsieme compatto dello spazio di Banach (F(U), ||-||sL) per via della proposizione

ed & dunque chiuso).

Proposizione 3.4.17. Per quasi ogni w € Q la successione
{YVu(w)}nio € C([0, T],R? x P(U))

¢ di Cauchy in (C([0,T],R% x F(U)), ||]|00)-

Dimostrazione. Per via dell’analogia formale tra la disuguaglianza (2.2.9) e la disuguaglianza
(13.4.16]) la dimostrazione risulta del tutto analoga a quella della proposizione [2.2.10 U

La precedente proposizione individua un insieme Z € .#, P-trascurabile, tale per cui la
successione {Y,,(w)}22, ¢ di Cauchy in (C([0,T],R% x F(U)), ||-|l) per ogni w € Z¢. Possiamo
dunque definire il processo stocastico

Y:Q— C([0,T],R? x P(U))

V(w,t) = { noee (3.4.18)

_ lim Y,(w,t), weZ°
Y, weZ

per ogni t € [0,T]; dove il limite che compare nella prima condizione ¢ da intendersi come il
limite uniforme della successione {Y,,(w)}>%, in (C([0,T],R% x F(U)),|||lsc) € 7 & un elemento
arbitrario di R? x P(U).
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Proposizione 3.4.19. Il processo stocastico Y definito dalla é continuo e adattato
alla filtrazione (Ft)iepo0,1)-

Dimostrazione. La dimostrazione é analoga a quella della proposizione O

Osservazione 11. Osserviamo inoltre che Y assume effettivamente valori nel convesso R? x P(U);
infatti, per costruzione, per ogni t € [0,7] e n € N si ha che Y,,(t) € R? x P(U). La chiusura
di P(U) rispetto alla norma BL, conseguenza della sua compattezza (proposizione , ci
garantisce che, passando al limite, Y (t) € R? x P(U).

Il processo continuo Y si rivelera essere una soluzione del problema ausiliario (|3.3.2]).
Osserviamo che possiamo scrivere Y come

Y(t) = (X(t),A®)), Vte[0,T]

con X e A processi stocastici a valori in R? e P(U) rispettivamente. Per costruzione, si
ha che Vw € Z¢ le successioni di funzioni continue {X,(w)}>, e {A,(w)}>2, convergono
uniformemente a X (w) e A(w) rispettivamente.

Facciamo ora tendere n — oo e passiamo al limite nella definizione delle iterate (3.4.9)).
Osserviamo che, per via la lipschitzianita di b, (3.4.3) e g;I’ (3.4.7), si hanno le disuguaglianze

sup [z (X (), An(t)) = ba(X (1), At))[lra < Lo sup [[Yn(t) = Y(8))llrax ror)
te[0,T] te[0,T

sup g3 (X (1), Ka(t), 1) = g (X(0), (1), O)lsr. < Ln sup [V (t) = Y () lraxr)-
t€[0,T] te[0,T]

Poiché per ogni w € Z¢ si ha che lim,,—, o0 SUP;¢o, 7] 1Y 0 (t) = Y (t)|lrax p) = 0 deduciamo che
le due successioni di funzioni continue
t€[0,T] — bp( X (w, 1), Ay (w, 1)) € RY

v , n=0,12...
t€[0,T] — gy (Xn(w,t), Ap(w,t),t) € P(U)

convergono uniformemente alle funzioni

rispettivamente, e queste ultime risultano a loro volta continue. La convergenza uniforme di
tali successioni di funzioni ci permette di concludere che su Z¢ si ha

t

lim [ b (X (s), Kn(s)) ds = /0 b (X(s), K(s)) ds

n—oQ 0

Y _ 1 [t _
i 5 [ e g (Ro(o), Ka(o)s)ds = 5 [ 7 g (X(5). K, 5) .
0 0

n—oo

Pertanto otteniamo che quasi certamente su {2 vale

0 | (3.4.20)

per ogni ¢ € [0,T]. A partire dall’uguaglianza (3.4.20) & possibile dedurre che il processo
Y = (X, A) risolve il problema originario (3.3.2). Vale infatti la seguente proposizione.
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Proposizione 3.4.21. Il processo stocastico continuo Y definito dalla soddisfa, quasi
certamente,

X(t)=Xo+ /t by (X (s), A(s)) ds + V20 B(t)
0 (3.4.22)

R(t) =Ko + / bY (X (s), A(s), s) ds

per ogni t € [0,T].

Dimostrazione. La dimostrazione ¢ del tutto analoga a quella della proposizione [2.2.16] per il
problema discreto. O

Risulta dunque dimostrata l’esistenza di una soluzione del problema ausiliario (3.3.2)).

3.5 Unicita della soluzione del problema ausiliario

Mostriamo ora 'unicitad per cammini delle soluzioni del problema ausiliario . Ricordiamo
che, in questa sezione, tutte le soluzioni del problema sono determinate a partire da una
misura di probabilita ¥ € P,(C([0,T],R? x P(U))) fissata. Analogamente a quanto fatto per
il problema discreto, precisiamo la nozione di unicita che adottiamo tramite la seguente

Definizione 3.5.1 (Unicita delle soluzioni per il problema ausiliario ) Diciamo che vi e
unicita della soluzione del problema se, date due soluzioni Y1,Y o definite sul medesimo
spazio di probabilita filtrato (Q, .7, (Ft)iepo, 1), P), relative alla medesima misura di probabilita
¥ e P,(C([0,T),R? x P(U))) e al medesimo moto browniano B, si ha che

]P’(?l(t) =Y(t), per ognit € [O,T]) =1 (3.5.2)

3.5.1 Una stima a priori per le soluzioni del problema ausiliario

Prima di procedere alla dimostrazione dell’unicita per cammini delle soluzioni del problema
ausiliario (3.3.2]), enunciamo una stima a priori sui momenti p-esimi delle soluzioni del tutto
analoga alla (2.3.4).

Proposizione 3.5.3. Sia Y = (X, A) una soluzione di
p— —_ t — _ _
X(t) = Xo+ / b.(X(s),A(s))ds + V20 B(t)
0

¢
A(t) = Ay +/ by (X(s),A(s),s)ds
0
per ogni t € [0,T]. Siano inoltre ¥ € P,(C([0,T],R% x P(U))) e Xo una variabile aleatoria a
valori in R? appartenente a LP(Q,.Z,P), con p > 2. Allora vale la stima
E| sup V(1) pn] < C(1+E[IX0IE]), (3.5.4)
t€[0,T)

i cui C & una costante positiva dipendente da o, T, M, p.

Dimostrazione. Anche in questo caso diamo un cenno della dimostrazione. Sfruttando la
sublinearita di b, su R? x P(U) (3.4.4), la continuita del processo X e la limitatezza dell’insieme
PU) in (F(U),|||lsL) & possibile argomentare come nella dimostrazione della proposizione

O
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3.5.2 La dimostrazione di unicita per il problema ausiliario
Veniamo ora alla dimostrazione dell’unicita delle soluzioni del problema ausiliario (3.3.2]).

Dimostrazione. Cosl come accaduto per la proposizione [3.5.3] anche in questo caso la dimo-
strazione procede in maniera simile a quella dell’analogo risultato per il problema discreto.
Scegliamo tuttavia di riportarla per esteso.

Siano Y e Y5 due soluzioni del problema ausiliario definite sul medesimo spazio
di probabilita filtrato (2, 7, (%4 )e(0,1], P), relative alla medesima misura di probabilita ¥ €
P, (C([0,T],R% x P(U))) e al medesimo moto browniano B. Allora Y7, Y5 sono due processi
stocastici continui a valori in R? x P(U) che soddisfano, quasi certamente,

Xi(t) = Xo + /t bo (Xi(s), As(s)) ds + V20 B(t)

0
t
Ai(t) = Ao +/ bY (Xi(s), Ai(s),s)ds
0
per ogni t € [0,T] e i =1,2. Sia ora t € [0,T] fissato e u € [0, ¢]; valgono le disuguaglianze
1K1 (u) = Xa(u)llze =

/Ou (bx(Y1(3)7K1(s)) - bm()fz(s),@(s))) ds

2
<

Rd

< (/Oullbx(Xl(SLAl(S)) = ba(X2(s), Aa(s)) || d8>2

[A1(w) — Ao (u) |3y, =
/Ou (B (X1(). K1 (5). ) — b (Xas). Ka(s).5) ) ds| <

BL

< ( u||b§’(X1(5),A1(s),s)bf(Xg(s),Ag(s),s)HBLds) .
0

Consideriamo la prima delle due; applicando la disuguaglianza di Holder all’ultimo membro e
facendo uso della lipschitzianita di b, su R? x P(U) (3.4.3) otteniamo

1X 1 () = Xa(u)|[fa <
< u/o (182 (151, K1 (5)) = o (Ka(s). Ka(o)) e s <

<z [ (IX206) ~ alo)lo + 1T - Rafo)lon) s

analogamente, considerando la seconda disuguaglianza, applicando la disuguaglianza di Holder
e la lipschitzianita di by, uniforme in tempo, su R% x P(U) (3.2.13)) si trae

1AL () = Aa(w)lfEy, <
< u/o (Ilbi’(fl(s),&(s)) - bf(YQ(s),KQ(S))||BL>2dS <

<t} [ (1:6) = Kool + 1K) - Ralo)on) ds.

Prendendo ora l’estremo superiore su [0, ¢] e prendendo i valori attesi nelle due disuguaglianze
sopra ottenute si ha

E| sup | X1 (u) - Xa(w)|3] <
u€|(0,t]

<[22 [ (1266) ~ Kalolss + 1206) - Ba(o)oe) s
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e analogamente

E[ sup [IA(u) = Ko(u) .| <
u€[0,t]

< B[13 [ (1006) — Kalolas + 12(5) ~ Ba(o)oe) ]

Dall’arbitrarieta di ¢ segue che entrambe le disuguaglianze sono valide per ogni ¢t € [0,7]. Come
conseguenza otteniamo che, per ogni ¢ € [0, 7], vale

E[ sup |1 (u) - E(u)\\fwm} =
u€[0,t]

B[ sup (1%2(0) = Xa(@lee + 1a(w) = Baw)law)] <
u€l0,t

2( s 13000~ Kalw ] +E [ sup 1520 = Kala] ) <
2(L3

+ L] [ (1% = Rt + 1E:6) — Ralo)lo) 0] <
< a2 [ B[ (1%i0) - Ko + 1F6) ~ Kol ) | @

dove nell’ultimo passaggio abbiamo posto L := max{L,, Ly} e abbiamo utilizzato il teorema
di Fubini (data la positivita degli integrandi) per scambiare il valore atteso con l'integrale in
tempo. Dunque abbiamo che per ogni ¢ € [0, 7] si ha

]E{ sup ||}71(u) —YQ(U)”DZ@XF(U)} <
u€|0,t]

t
<4t [B[IV1(9) = Vo) apy| ds <

t
<4722 [ B[ sup V1) - Va()Earrn] ds
0 u€e(0,s]

ponendo ora,

o(t) == E| sup [V1(w) = Va()|Buxrpen], € 0,T]
we[0,t]

concludiamo che .
v(t)§4TL2/ v(s) ds, vt € [0, 7).
0

Osserviamo che possiamo quasi applicare il lemma di Gronwall conc=0ew=1 alla
funzione v. L’unico ostacolo alla sua applicazione é ora dato dalla necessita di dimostrare a
priori che la funzione v & limitata su [0, T]. Tuttavia proprio la stima a priori oggetto della
proposizione ci assicura che, per ogni t € [0, 7], si ha

o) =E[ sup [71(w) = Vo) axpo| <
u€[0,1]

_ _ 2
<[ s (I7:0lkosrr + sl | <
ue|0,t

< 2<E{ sup ||Y1(U)||]?§dxp([])} +E[ Sup IYQ(U’)H]%dXF(U)}) <
wel0,t] u€[0,t]

<40 (14 E[| X0/

da cui segue la limitatezza di v su [0, 1.
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Ora possiamo finalmente applicare il lemma di Gronwall ottenendo
v(t)=0  Vtel0,T].

Ponendo, in particolare, t = T si deduce che

o(T) = E[ sup ||V (t) — VQ(t)HD%dXF(U)} =0.
t€[0,T)

Pertanto possiamo concludere che

P( sup [F1(t) — Fo(O) 2 rery = 0) 1

te[0,7]
dunque
P(?1(t) =Y(t), per ognit € [O,T]) =1
da cui 'unicita della soluzione. O

3.6 Costruzione della soluzione tramite il teorema delle
contrazioni

I risultati della sezione precedente ci permettono di affermare che, data una misura ¥ €
Pp(C([0,T],R% x P(U))), un moto browniano standard d-dimensionale B e dati iniziali X, €

e . . . v . .
LP(Q, #,P) e Ag con p € [2,400), possiamo costruire una soluzione Y (in questa sezione
torniamo ad esplicitare, nella notazione, la dipendenza delle soluzioni dalla misura ¥) del
problema ausiliario (3.3.2)). Inoltre, la stima a priori (3.5.4]) asserisce che

— —
Bl s 170 r] < 01+ ENITolE]) <o

dove C' é una costante positiva dipendente da o, T, M, p. Di conseguenza, il processo stocastico

Y‘P, pensato come variabile aleatoria a valori in (C([0,T],R¢ x P(U)), ||'||oc), ha momento
p-esimo finito; pertanto la sua legge

Law(Y") € P,(C([0,T],R? x P(U))).

Infine, osserviamo che tale legge ¢ univocamente determinata dalla misura ¥: infatti, I'unicita

per cammini fa si che, comunque date due soluzioni 17‘111 e 1731 del problema ausiliario, risulti
U SV .
]P’(Yl (t) = Yy (), per ogni t € [O,T]) — 1

di conseguenza i due processi stocastici, sempre pensati come variabili aleatorie a valori in
C([0,T]),R¢x P(U)), coincidono P-quasi ovunque. Poiché due variabili aleatorie che sono uguali
quasi certamente hanno la stessa legge concludiamo che

Law(Y} ) = Law(¥).
Di conseguenza risulta ben definita un’applicazione T

T: P, (C([0,T],RY x P(U))) — P,(C([0,T],R? x P(U)))

o (3.6.1)

U+— T(¥):=Law(Y )
che associa a ogni misura ¥ la legge della soluzione Y del problema ausiliario 1} Per
ottenere una soluzione del problema di campo medio (3.3.1]) & necessario individuare una misura
¥ € P,(C([0,T],R? x P(U))) tale per cui si abbia

Law(V") = 3.
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Questa relazione si puo riscrivere come
TX) =%, (3.6.2)

ovvero come un problema di punto fisso per 'applicazione 7. Questo cambio di prospettiva
sul problema ci suggerisce di ricercare la misura X attraverso un teorema di punto fisso. In
particolare, faremo uso del teorema delle contrazioni di Banach-Caccioppoli.

Per poter applicare il teorema delle contrazioni all’applicazione 7, risulta necessario dotare
I'insieme P,(C([0,T],R? x P(U))) di una distanza che lo renda uno spazio metrico completo.
Iniziamo a perseguire tale scopo scegliendo un numero reale v > 0 a partire dal quale costruiamo
una norma sullo spazio vettoriale di funzioni continue C([0, T],R% x F(U)). Definiamo la norma

[ flloc,y = Sgg]e_”tllf(t)\lwxpw), vf e C([0, TR x F(U)).
te|o,

La norma ||-|| s,y appena introdotta & equivalente alla norma ||-||o, dunque lo spazio normato
(C([0,T),RE x F(U)), ||||lsc,) risulta anch’esso di Banach e separabile. Possiamo ora dotare
insieme C([0,T],R? x P(U)) € C([0,T],R? x F(U)) della metrica che la norma ||-|| s, induce
su di esso. Poiché C([0,7],R? x P(U)) & un sottoinsieme chiuso rispetto alla convergenza
uniforme, possiamo affermare che anche lo spazio metrico (C([0,T],R? x P(U)), ||||co,y) € a
sua volta completo, ed ¢ inoltre separabile (¢ un cosiddetto spazio polacco).

A partire dalla metrica ||||s,, di cui abbiamo dotato C([0,T],R? x P(U)) possiamo
costruire la relativa distanza di Wasserstein p-esima sull’insieme di misure di probabilita
Pp(C([0,T],R¢ x P(U))). Questa sara indicata con W, ., e, ricordando la definizione m e
data da

1

P
W (U, 02) = ( in o1 = ol dwl,m))

mEN(YT, W) /(C([O,T],Rdxmw))?

dove T'(¥! W?), come al solito, denota I'insieme dei piani di trasporto tra ¥! e W2, dato da
r(u!, 02) = {71' € P(C([0,T),R: x P(U))2) : (p1)er = T, (po)ym = \1/2},

in cui p1,p2: (C([0,T],R% x P(U)))? — C(]0,T],R% x P(U)) denotano le proiezioni canoniche
sul primo e secondo fattore rispettivamente.

Dal teorema sappiamo che, poiché (C([0,7],R? x P(U)), ||||sc,4) & uno spazio metrico
completo e separabile, anche (P,(C([0,T],R? x P(U))),W,.) ¢ a sua volta uno spazio metrico
completo e separabile.

Abbiamo dunque individuato una metrica che rende 7 un’applicazione da uno spazio metrico
completo in sé. Resta ora da provare che 7 ¢ una contrazione rispetto alla metrica W), ,.

Iniziamo con un risultato preliminare.

Proposizione 3.6.3. Siano W', ¥2 € P,(C([0,T],R? x P(U))) (con p > 1) e siano, come di
consueto, Wi = (evy)y Ul € P,(RY x P(U)), i = 1,2. Per ogni t € [0,T] vale la disuguaglianza

t p p—1
(/ Wl(\lfi,\lfi)ds) g%emtwgv(qﬂ,m?), (3.6.4)
0

dove Wy ¢ la distanza di Wasserstein su Py(RY x P(U)) associata alla metrica ||-||gax r1)-

Dimostrazione. Sia 7@ € T'(¥!, ¥2) un piano di trasporto ottimale per la distanza Wp.~, ovvero
un piano di trasporto tra ¥' e ¥? che realizza 'estremo inferiore nella definizione della
quantita W, (!, ¥?). Lesistenza di misura siffatta ¢ garantita dal fatto che (C([0, T], R? x
P(U)), ||lls,~) € uno spazio metrico completo e separabile e dalla teoria generale del trasporto
ottimale (|1],[3],123],|26]). Dunque, per costruzione, si ha che

W, v = [ o1~ gl , A7, 02).
(C([0,TRIxP(U)))?
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Osserviamo ora che, per ogni ¢ € [0, 7], la misura
7y i= (eve, eve )y € P((RY x P(U))?)
¢ un piano di trasporto tra W} e W, infatti si ha che
(pi)s7e = (pi)s((eve, eve)s) = (pi o (eve, evy) )yt =

= (th Opz‘)ﬁﬁ = (th>ﬂ((pi)n7ﬂ') =
= (eve)y (V) = ¥

per i = 1,2, dove, con un piccolo abuso di notazione, abbiamo denotato con p; sia la proiezione
sull’i-esimo fattore (C([0,7],R? x P(U)))? — C([0,T],R? x P(U)) che la proiezione (R? x
P(U))? — R? x P(U). Dunque 7; € I'(¥}, ¥?) e di conseguenza

Wy (9}, 07) < / ly1 — y2llra x peory A7 (Y1, y2)
(RIXP(U))?

per ogni t € [0, T].
In conseguenza di queste considerazioni, applicando due volte la disuguaglianza di Holder e
il teorema di integrazione rispetto alla misura immagine [1.3.3] otteniamo

t P t
(/ Wl(qu,xpg)ds> §tp’1/ (Wh (0}, 92))" ds
0 0

191 = 9y v v, ) ) dis

%\

IxP(U))?

=
=
=
=
&
X
x
S

t
= tpfl / / ||901(3) - WQ(S)H]}ngF(U) dﬁ-(@lv @2)) ds
0 (C([0,T),RExP(U)))?
t
_ / ( / "2V p1(s) = 3(5) |2 per) A (21, %02>) ds
0 \J(@(0.11.RIxP(U)))?

t
<ot [ ( / P dfr(sol,m)) s
0 (C([0, T, RIxXP(U)))?

Ricordando ora che 7 & un piano di trasporto tra W' e ¥? ottimale per la distanza Wp.~,s
concludiamo che

([ oo

<1 / ( / ||¢1w||§o,wdﬁ(sal,m>) ds =
0 (C’([O,T],]RGZXP(U)))2

o1 =1 p ol a2 tp_lpt p ol a2
—t WL (W1 02) < e g (0, 0°)

da cui la disuguaglianza (3 , come voluto. O
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Dimostriamo ora che il risultato principale di questa sezione
Proposizione 3.6.5. Scelto v > 0 sufficientemente grande, I’applicazione

T: (Pp(C([0,T],R? x P(U))), Wp,5) — (Pp(C([0, T}, R? x P(U))), Wy,5)

U Law(YV")

¢ una contrazione. Dungue esiste 0 < p, <1 tale che

Wy (T(0), T(W%)) < p, Wy (7, 92) (3.6.6)
per ogni Wt W2 € P,(C([0,T],RY x P(U))).
Dimostrazione. Consideriamo due misure ¥, ¥2? € P,(C([0,7],R? x P(U))) e indichiamo
rispettivamente con 7' e ¥ le soluzioni del problema ausiliario 1) costruite a partire da
esse. Per definizione si ha che T(¥!) = Law(?l) e T(¥?) = Law(Y"). Osserviamo che la legge

Tl &2

congiunta dei due processi Y e Y2, che indichiamo con P »Y")_ ¢ un piano di trasporto tra
T (W) e T(¥?), in quanto, per costruzione, le leggi marginali della variabile aleatoria (}71, }72)

corrispondono proprio a 7 (¥!) e T(¥?2). Di conseguenza abbiamo che

WL (T(W), T(¥?%)) =

inf — 2|8, ., dm(p1, <
WGF(T(‘I’I%T(‘W))/(C([O,T],Rde(U)))QHSOl P2l dnlen, ¢2)

<

71 72 S —
/(c([o ] Rde(U))P”(pl — ¢2/l8 dPY Y 1, 00) =E[IIY — Y 5 ]

La disuguaglianza

WE(T(0Y), T(92) <[V = V%] =E[ sup_e |7 (1) - 7 (¢)

boer]
DY te[0.7] HJRdxF(U)

ci permette di stimare la distanza tra 7(¥!) e 7(¥?) attraverso disuguaglianze che coinvolgono
direttamente le soluzioni V' e Y~ del problema ausiliario. In quanto soluzioni di 1'
V= (X' K eV = (X7 ) soddisfano
. t . .
X(t) = Xo+ / by (X' (5), K'(s)) ds + V2o B(t)
0

K0 =R+ [ B (0.8 .5 ds

perognit € [0,T] ei=1,2.
Dunque sia t € [0, T] fissato e sia u € [0,¢]. Abbiamo che

I1X " (1) — X7 ()| =

- / T, (X (), K () ds — / 0 (Fs), K5 ds|| =
0 0 Rd
- / (5" (), K (5)) = bu(X° (), K2(s)) ) ds| <
0 R4
v =1 -1 —2 —2
< [ e ® 68 ) = bR, B o), s

Ricorriamo ora alla lipschitzianita di b, sfruttando la disuguaglianza (3.4.3), da cui
-1 =2
X (w) = X~ () ||pe <

< / Lo (1K) — K28 e + K () — K2(5)]lpn) ds =

0
| —2
=L [ 17" 6) = V() oy ds.
0
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In maniera analoga otteniamo che

1K (w) — K (u)pr, =

< [ & o8 0 - 0 (T 0. 0.0
0
Applichiamo ora la disuguaglianza (3.2.11]), da cui traiamo
=1 =2
A" (u) = A”(u)]|BL <

< Ly / IR ) = K23 e+ 1K () — B2(5) o, + W (W2, 02)) ds <

v L
= [ (179) = PO ooy + Wa(}, 92)) s <
0

Ponendo ora L := max{L,, L} e combinando le due disuguaglianze appena ottenute deduciamo
che, per ogni u € [0, ], vale

—1 —2

1Y (w) = Y™ (u)|lgrex py <

< 2L/ ||171(s) —172(3)||RdxF(U) ds+L/ Wi (Ul w?)ds.
0 0

Dalla disuguaglianza (A.4.2) segue che

=1 2
17 ) = 720 B e <

<ot [(u L7 = POl ds) + (2 / ' W«wmz)ds)p] <
<é[(/ou||yl<s> P loerds) + ([ e enas)

per un’opportuna costante ¢ dipendente da L., Ly e p. Stimiamo ora i due termini che
compaiono tra parentesi quadre: applicando la disuguaglianza di Holder al primo dei due

otteniamo
P
(/ 17" () — 72(5) o e ds ) <

< uP~ 1/ ||Y ( )H]RdxF(U)d
= uP~ 1/0 e’’%e _p%”Y (s) — ( )H]R"XF(U 8=

gu:ﬂ—lep’yu/o ( sup e—p'\/r”?l( ) ( )H]RdxF )ds <

rel0,s]

< Tp—lemu/ ( Sl[tp]e_pwnyl(r) - YQ(T)H%WF(UJ ds;
0 re|0,s

per quanto riguarda il secondo, invece, ricorriamo alla proposizione [3.6.3] dimostrata in
precedenza, la quale ci consente di affermare che

u p up—l Tp—l
( / ww;,wz)ds) <y 0%y < e (0t 02).
0 y2el ’ by '
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Pertanto concludiamo che, per ogni u € [0, t], vale la disuguaglianza

vl —2

e Y (u) = Y (W)l[gay prory <

< et {/ ( Sl[lple—mru?l(r) — YQ(T)HﬁdxF(U)) ds + WP ( \112)}
0 rel0,s

Prendendo ora l'estremo superiore di entrambi i membri sull’intervallo [0, ] e successivamente i
valori attesi otteniamo

IO =2
E| sup IV ) - ¥ (| <
ue

t
M _ =1 =2 1
<errt {/ E[ sup e PYY (u) - Y (u)||§dxF(U)} ds + 7W]§’77(\pl’ \112)],
0 u€l0,s] Py
dove abbiamo potuto portare il valore atteso all’interno dell’integrale in tempo in virtua del
teorema di Fubini e della positivita dell’integranda.
Osserviamo ora che possiamo riscrivere quest’ultima disuguaglianza come

B[ sup |7 (0) - Pl <

¢
_ —1 —2 C.
< Cl/o E[ 21[101)]6 YUY (u) =Y (u)||§dxF(U)} ds + 72W1§’77(\1/171112)’

in cui C7 e Cy sono due opportune costanti positive, dipendenti esclusivamente da L., Ly, p e
T.
Definiamo ora, per ogni ¢ € [0,T], la quantita

L —2
o0 = B sup e 7 0) = 7018 )
ue

la quale ci permette di scrivere
! Cy 1 2
ol(t) < 01/ o(e)ds + WL (W), Ve 0.T)
0

Siamo ora nelle condizioni di applicare il lemma di Gronwall [A.4.7 a patto di riuscire a
dimostrare che la funzione ¢ — v(t) & limitata sull’intervallo [0,T]. A tale scopo, osserviamo

che, in virtu della disuguaglianza (A.4.2)) e della stima a priori (3.5.4)), si ha che

v(t) :E[ sup e_m“H?l( ) — ( )H]RdxF(U)}

u€|0,t] pe|
—1 2 D
< E[ sup ||Y (u) =Y (u)HRdxF(U)} <
u€|0,t]
<27 (B[ s 17 Oeriy) +E[ s 1701 r0] ) <
te[0,T] t€(0,T

<2 (C(L+ENXolR]) + 01+ E[ITolf])

per ogni t € [0,T]. La limitatezza della funzione v ci permette finalmente di applicare il lemma
di Gronwall ottenendo la disuguaglianza

1T
v(ze)_CQe7 W (U, ?)

per ogni t € [0,T]. Ponendo ora Cp := Cpe1T

t =T si ha

e valutando quest’ultima disuguaglianza in

_ =1 Co
oT) =E[ sup PV 0) = VO] < W (01, 22).
t€[0,T)
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Dunque concludiamo che

Co

1 2 1 g2

Wy (T(7), T(¥7)) < TWé’,y(\I’ , V%)

dove Cy & una costante positiva dipendente da L., Ly, p, T ma che non dipende in alcun modo

da U!, U2 o0 da v. Posto quindi
1
pyi={—
! 2!

é possibile scegliere v sufficientemente grande affinché risulti

0<py<1
e dunque
Wp,v(T(\Iﬂ)vT(\I}Q)) < pWWpﬁ(\I’la v?).
Dall’arbitrarieta delle misure W', ¥2 segue la tesi. O

Grazie al precedente risultato, possiamo applicare il teorema delle contrazioni di Banach-
Caccioppoli deducendo che esiste un’unica misura ¥ € P,(C([0,7],R¢ x P(U))) tale per cui si
abbia

T(2) = Law(Y") = 2.

. 2 . e . . .
Pertanto, il processo Y, soluzione del problema ausiliario ([3.3.2) costruita a partire dalla
misura X, risolve l'originario problema di campo medio (3.3.1)).






Capitolo 4

Propagazione del caos

Quest’ultimo capitolo é dedicato alla dimostrazione della propagazione del caos per il modello
discreto e della convergenza, in un senso opportuno, delle soluzioni del problema
discreto alle soluzioni del problema di campo medio quando il numero di agenti N tende
all’infinito.

Per l'intera durata della trattazione che segue supporremo che tutte le variabili aleatorie
coinvolte siano definite su un medesimo spazio di probabilita (Q, Z (F )0, IE”), che 1 dati
iniziali sulle componenti spaziali appartengano a L?(Q, .%,P) per un certo p € [2,400) e siano
Zo-misurabili, e che i dati iniziali sulle strategie miste siano .%p-misurabili. Ricordiamo che
sotto tali ipotesi valgono i risultati di buona positura per il problema discreto e per il problema
di campo medio discussi nei capitoli [2] e [3]

Iniziamo dimostrando un’interessante proprieta della mappa 7T, gia utilizzata nella costru-
zione della soluzione al problema di campo medio (3.1.3).

Proposizione 4.0.1. L’applicazione

T: Pp(C([0,T],RY x P(U))) — P, (C([0,T],R x P(U)))

’ (4.0.2)
U +— T(P) := Law(Y)

che, assegnati il dato iniziale Yo = (Xo,Mo) e il moto browniano B, associa a ogni misura
veP, (C([O, 7], Rde(U))) la legge del processo stocastico Y , soluzione del problema ausiliario

X(t) = Xo + /t by (X (s), A(s)) ds + V20 B(t)
(4.0.3)

0
A(t) = Ag —I—/O bY (X (s),A(s), s) ds;

dipende solo dalla legge congiunta della variabile aleatoria (Y, B).

Dimostrazione. Supponiamo che le variabili aleatorie (}7(1), El) e (}73, EQ) abbiano la stessa

legge congiunta, dove }7(1) = (Xé,ﬂé) e }73 = ()?3, Kﬁ) sono due dati iniziali e B e B~ sono
due moti browniani standard d-dimensionali. Indichiamo ora con la notazione piu esplicita
T(-;Y,, B") Papplicazione T costruita a partire da Y e B', con i = 1,2. Vogliamo dimostrare
che
=1 =1 =2 =2
T(¥:Yo,B)=T(¥:;Y,,B)

per ogni ¥ € P,(C([0,T],R? x P(U))).
Analizziamo quindi come si giunge alla costruzione della misura 7(¥; Y, B'), i = 1,2. Essa

é ottenuta come la legge del processo stocastico YZ, limite (P-quasi ovunque) della successione

71
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dei processi 37; = ()7(:;7 [K;), n=0,1,2,..., definiti dalle iterate

X (1) = X+ / ba(X(5), K () ds + V3o B (1)

T O L —i —i
AO+§/ e’ gg(Xn(S%An(S)aS)dS
0

)

Kn+1 (t):=e"

|+

e con literata iniziale definita, per ogni t € [0,T], come

i —i
{X o(t) = Xo
Ao(t) = Ay,
Per cui possiamo scrivere sinteticamente che

%

?n+1 = j(?:“ l75)7 EZ)

pern=0,1,2,..., dove .Z & la mappa che produce l'iterazione successiva a partire da quella
precedente.
Vogliamo mostrare che, per ogni n =0,1,2,..., si ha che

Law(Y,,) = Law(Y).

. . 1 5l 2 52 . . el e
Osserviamo ora che, per via del fatto che (Y, B) e (Y, B") sono identicamente distribuiti e

poiché Yi = ﬂ(?é;?é,gl), si ha che

Law(Y;) = Law(Y7).

Inoltre si ha che per ogni n = 2,3,... literata n-esima dipende solo dalla coppia (Yé, Ei);
infatti per n = 2 vale

Y, = (VY0 B) = #((Y; ¥4, B ): V0, B):
per n = 3, si ha
Vy=7(Vy; Vo, B) = 5(S(I(V; Vo, B); Vo, B); Vo, BY)

e procedendo induttivamente si ottiene che, per ogni n = 1,2, ..., I'iterata n-esima )7; dipende

esclusivamente dalla coppia (}78, El). Dunque possiamo scrivere
Y, =0u(Yy, B)

per opportune applicazioni ®,,, per n =0,1,2,.... Dunque concludiamo che

Law(Y,) = Law(Y,),
per ogni n =0,1,2,... come voluto.
. . . . Lol 52
Per completare la dimostrazione dobbiamo far vedere che la legge dei processi Y e Y,
soluzioni dei rispettivi problema ausiliari, ¢ la medesima. A tale scopo ricordiamo che, per
costruzione, si ha

. -1 1
g Y=Y
lim V. =V
n—oo

quasi certamente. Poiché la convergenza P-quasi ovunque di una successione di variabili
aleatorie implica la convergenza debole (cioé in dualita con le funzioni continue e limitate) delle
rispettive leggi si ha che

Law(Y

Law(Y

) — Law(¥"),
) — Law(Y7).

n

n
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Ma dalle precedenti argomentazioni sappiamo che {Law(?,lb)}n e {Law(?i)}n sono in realta
la medesima successione di misure di probabilita. Pertanto, per unicita del limite debole |7], si
ha che

Law(?l) = Law(?z)

e di conseguenza
T(0:Y,B') = T(¥:7;, BY).
Dall’arbitrarieta di ¥ segue la tesi. O

Proposizione 4.0.4. Sia {(V, B")l o, una successione di variabili aleatorie indipendenti
e identicamente distribuite dove {Yy}22, ¢ una successione di variabili aleatorie a valori in
R x P(U) e {B 122, & una successione di moti browniani standard d-dimensionali. Allora,
indicata con Y" la soluzione del pmblema di campo medio ottenuta a partire dal dato
iniziale Yo e dal moto browniano B" (per ognin € N1), si ha che 1 processi stocastict {}7”};?:1
risultano indipendenti e identicamente distribuiti.

Dimostrazione. Ricordiamo che, per ogni n € NT, la legge della soluzione al problema di campo
medio ¢ individuata dall’unico punto fisso X" dell’applicazione 7 (+; ?g, En). Tuttavia,
dalla precedente proposizione sappiamo che tale applicazione dipende solo dalla legge
della variabile aleatoria (Y, B"). Poiché, per ipotesi, le variabili aleatorie {(Yy, B")}22, sono
identicamente distribuite concludiamo che, per ogni n € NT, si ha

Law(Y") =¥ =%, (4.0.5)

dove ¥ denota il comune punto fisso delle applicazioni {7 (-; Yy, B )}n 1, le quali risultano
tutte coincidenti. Questo ci permette di affermare che i processi {V" }5°, sono identicamente
distribuiti.

Per quanto riguarda I'indipendenza, osserviamo che, per ognl n € N, il processo stocastico
V" & costruito a partire dalla misura 3, dal dato iniziale YO e dal moto browniano B".
L’lndlpendenza delle variabili aleatorle {(YO7 }n ; implica I'indipendenza dei dati iniziali
{V5}52, e dei moti browniani {B"}22,, che a sua volta si traduce nell'indipendenza dei

processi stocastici {¥ }°2 ;. O

Teorema 4.0.6. Sia {(Y',B")}22, una successione di variabili aleatorie indipendenti e
identicamente distribuite, in cui {YJ'}22, & una successione di variabili aleatorie a valori in
R x P(U), dove Y = (XP,AR), e {B"}2°, ¢ una successione di moti browniani standard
d-dimensionali. Indichiamo ora, per ogni N € NT fissato, con YN, .. YNN 4§ processi
stocastici che risolvono il problema discreto

XN (1) = Xp + / FL(X™(s), AN () ds + VAT B (1)

AN (1) = / fo (0N (5), AN (5), XV (), AN (5)) ds

-1 . . . . . . .
econY ,....Y i processi stocastici che risolvono il problema di campo medio

X" (1) = X + /fm ), K" (s)) ds + V20 B" (1)

N'(t) = Ap + /0</RdXP(U)fA()T"(sLAn(s),x/,)\’)dEs(x’,X)> ds

con ¥ = Law(?l) =...= LaW(YN) e X = (evy)y2.

Allora vale

. n,N vl —
Jim ((max B[ sup 170~ 7" Ollerion] ) =0 (10.7)
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Dimostrazione. Per ogni N € N* definiamo la misura empirica

N
E OyiN

costruita a partire dalle soluzioni del problema di discreto, e la misura empirica

Z\H

iNZ (5 i

VR

H
=

N ¢

costruita invece a partire dalle soluzioni del problema di campo medio. Osserviamo che sia v

che " sono variabili aleatorie a valori in P,(C([0,T],R? x P(U))). Osserviamo inoltre che,
per ogni ¢ € [0, T] abbiamo che

N
1
2= (ev): 2V = 5 D vy
=1

e, analogamente,
=N =N 1
Et = (th)ﬂE = N Zéyi(t).

Per costruzione, sia XV che iiv sono variabili aleatorie a valori in P,(R? x P(U)).
Sia ora ¢t € [0,7] fissato e u € [0,t]. Fissiamo inoltre N € N*. Per ognin = 1,..., N,
abbiamo che

IX™ Y () = X" (u)|za =

H/ Jo (XN (5), AN () = fa(X(5), A7(5))) ds

<
Rd

< / Lo (7N (), AN (5)) — fu(K7(5), A7 (5)) s s <
<L, / (I (5) = X7 (8)] e + AN () — K7(s) ) dis

in cui abbiamo fatto ricorso alla lipschitzianita di f, (2.1.2]). Analogamente, riscrivendo il
termine di interazione del problema discreto tramite la misura empirica %, e facendo uso

della disuguaglianza (3.2.11]), otteniamo

JA™ () — K (u) o, =
/ou D0 A (), AN (5), X9 (5), AN (5) s

/u (/ U X (s), A (S)m’,)\')dEs(z/,/\/)) ds
O o BL
‘ /u </ fA(Xn’N(S)’ n’N(s)vmlvA/)d év(x/, )\/)> ds—
0 RixXP(U) : by

_ /” (/ X" (5), K (), 2/, N') A5, (o X)) ds
0 \JRixP(V) BL

= /Ou||b§N(X”’N(S), AN (s),8) = 0X (X" (), A7 (5), 5) L ds <

< Ly /Ou(||X"’N(S) = X" (8)llra + AN (5) = K (s)l|pr + Wi (2T, ) ds.
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Ponendo ora L := max{L,, Ly} e combinando le due disuguaglianze appena ricavate si ha

Y™ () = " () ) =
— XN () — X7 (W)l + A" () — K ()], < (4.0.8)

< QL/ ||Yn,N(5) *?n(s)”Rdxp(U) d5+L/ Wl(Eiv,Es)ds
0 0

Concentriamoci ora sull’ultimo termine della (4.0.8]). Dalla disuguaglianza triangolare applicata
alla metrica Wy si ha che

/Wl(Eiv,Zs)dsg/ Wl(zf,if)dH/ Wi (EY,5,) ds. (4.0.9)
0 0 0

Osserviamo ora che la misura (aleatoria)

N

1

N 20 7y € PR PO))?)
=1

. . . . =N . .
¢ un piano di trasporto tra le misure (aleatorie) ¥V e ¥, . Di conseguenza otteniamo la
disuguaglianza

Wy, £)) <
< Y1 — y2/|re ( Oyri ) Y1, Y2) =
/(]R'ix’P(U))?H H]R X F(U) Z (YN (s),Y S)) (

N
1 i —i
=N E V"N (s) =Y (rix )
=1

dunque concludiamo che

N
v =N “r , —i

/ wWi(sl, 8 )ds < / <N E [Y*N(s) =Y (S)HRdxF(U)) ds.
0 0 i=1

Stimiamo ora l'ultimo termine della (4.0.9). Argomentando in maniera simile alla dimostrazione
=N

proposizione consideriamo una misura 7 ottimale per W1 (X ,X). Allora la misura

~ ~ =N .

s i= (evg, evy)ym € I'(X, , ;) e abbiamo

u
/ Wi, 5,)ds

(/ ||Z/1 Yallra x p(0) dﬁ-s(ylayQ)) ds
(REXP(U

( / leva)(on) — (ev)(0a) o) di(ens <p2>> s
C([0,T),RIx P(U)))2

- =N
s/ (/ ||solso2||mdw<sol,so2>> ds = by (5", %),
0 (C([0,T],RExP(U)))?

Pertanto deduciamo la disuguaglianza
u
/ Wi(EY, 2 ds < uWy (B, 5).
0

Dunque, a partire dalla (4.0.9)), otteniamo la stima

N
“r1 . —i =N
[y mgas< [N SN - F 6l ) ds + (S, 2)
0 i=1
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Ora, in virta della disuguaglianza (4.0.8)), possiamo scrivere
Y™ (u) = V" (u)[pan rw) <
<21 [ YN (s) = 7 (6) o dst
0

u
0

N
1 ; i N
+L/ (N > YN (s) Y (5)||RdxF(U)> ds + LuWy (2, 5).
=1

per ognin =1,..., N e per ogni u € [0,t].
Prendendo ora l’estremo superiore sull’intervallo [0, ¢] otteniamo

sup [[Y™N (u) = V" () |raxpr) <
u€[0,t]
t —n
<21 [ Y™ (9) = 7)o ds+
0
tr1 &L —i =N
+ L/O (N i:ZlHYz,N(S) -Y (S)HRdXF(U)) ds + LtW1(E ,E) <

t
< 2L/ sup [[Y"N (w) = V" (u)||gax rory ds+
0

u€l0,s]
t 1 N ) .
w1 (530 s VN0 - T @lorey ) ds+ LTT(E" D
0 N i—1 u€[0,s]
per ogni n = 1,..., N. Prendendo successivamente il valore atteso di entrambi i membri, e

notando che grazie al teorema di Tonelli e alla positivita dell’integranda possiamo scambiare il
valore atteso con l'integrale in tempo, deduciamo che

E[ sup [V (w) = V" ()llgora | <
we[0,t]

t
< 2L/ E[ sup [V () = 7 (W) o | ds+
0 w€[0,s]

tr1 & ] . _N
) / (N S E[ sup V0V () - Y%u)HRdxF(U)D ds + LTE[ W (2", 3)|
0 i—1 u€|[0,s]

per ogni t € [0, 7] e per ognin =1,..., N. Poiché tale stima vale per ogni 1 < n < N possiamo
infine scrivere

n,N v <
i E[ s 177 0) = ¥ @)oo <

t
<3L | max E[ sup [[Y™N (u) _?”(u)”RdxF(U)} ds + LTE [Wl(iN,Z)}.
0 1=nsN Lo, s
Definendo ora, per ogni t € [0, 7], la quantita

N n,N ik
oft) := 1;]%1@[“?&]”1/ (w) = V" ()| | (4.0.10)

possiamo riscrivere la precedente disuguaglianza come
t
v(t) < LTE [Wl(iN,Z)}—%L/ v(s)ds, Vtel0,T]. (4.0.11)
0

Siamo ora nelle condizioni di applicare il lemma di Grénwall a patto di dimostrare che la
funzione ¢ — v(t) & limitata sull’intervallo [0, T]. A tale scopo, ricordiamo che per il problema
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discreto vale la stima a priori (2.3.4)), dalla quale si trae
N
[ sup V"0 o] < O (14 E| x| ).
te[0,T) i=1
mentre la stima a priori per il problema di campo medio (3.5.4)) ci fornisce la disuguaglianza
N
B[ s 17" Olorr] < oL+ BIXGIE]) < O (143 IX31R )
te(o, i=1

per opportune costanti Cy, C e per ogni n = 1,..., N. Dunque deduciamo che

— . n,N ik <
o) = max B[ sup Y™ (0) = 7 (@llaocrn] <

- " } e 17" J <
< max B[ sup V"N @)llwocron] + max B[ sup IV @)lleoron] <

1 1
n,N 2 2 Vil 2 2
< lglanNE[ sup ||Y (u)lIRpr(U)} +12L3§XNE{ sup [|Y (u)||Rd><F(U):| <

w€[0,t] u€[0,1]
_1 N T N 2
<C? (1+E{Z||X3||@D +C§(1—HE[Z||X3D2@D < o0
=1 i=1

da cui segue la limitatezza di v sull’'intervallo [0, T].
Ora possiamo finalmente applicare il lemma di Grénwall [A-4.7] concludendo che

u(t) < SHLTE {WI(SN, 2)} < G {WI(SN, 2)}

per ogni t € [0,T], dove abbiamo posto Cy := 3T LT. Valutando la disuguaglianza appena
ottenuta in ¢ = T otteniamo

— . n,N (N _ < =N )
oT) = max B[ sup [Y"V(0) = V" (0)lwoxr)| < CoE[W(E", D)

in virti dell’arbitrarieta di N, tale stima vale per ogni N € NT. Sottolineiamo che la costante
Cy non dipende in alcun modo da N, essendo influenzata esclusivamente da L,, L), costanti
di Lipschitz dei campi f, e f\ rispettivamente, e dall’orizzonte temporale T'.

Grazie alla proposizione sappiamo che i processi {Y,,}°°; sono indipendenti e identi-
camente distribuiti, inoltre la loro legge comune ¥ € P, (C([0,T],R% x P(U))) con p € [2, +00).
Infine osserviamo che (C([0,T],R% x P(U)), ||-|lso) & uno spazio metrico completo e separabile,
per cui possiamo applicare il lemma di convergenza delle misure empiriche [A74:10] concludendo
che

lim E[Wl(fN,E)}: 0,
N—o0

da cui, per confronto,

1 - n,N _vn _
Z}EI;O(&;%XN]EL;%?T”IY (t) Y(t)”RdxF(U)D 0,

come voluto. O






Conclusioni

Il questa tesi abbiamo proposto una generalizzazione del modello multi-agente di Ambrosio et
al. [2] tramite l'introduzione di stocasticita sui dati iniziali e di effetti diffusivi sulle componenti
spaziali degli agenti.

Abbiamo studiato la buona positura del nuovo modello discreto con N agenti, dimostrando
Pesistenza e 1'unicita delle soluzioni sotto ipotesi relativamente poco restrittive sui campi
che governano la dinamica e sui dati iniziali; abbiamo inoltre ricavato una stima a priori sui
momenti delle soluzioni.

Successivamente, abbiamo individuato una formulazione di campo medio del modello,
dimostrandone i relativi risultati di buona positura e un’analoga stima a priori.

Infine, sotto opportune ipotesi di indipendenza sui dati iniziali, abbiamo mostrato la validita
della propagazione del caos, ovvero che quando il numero N di individui che costituiscono il
sistema tende all’infinito i processi stocastici che descrivono ’evoluzione degli agenti diventano
indipendenti e identicamente distribuiti. Contestualmente abbiamo dimostrato la convergenza,
in un senso opportuno, delle soluzioni del problema discreto alle soluzioni del problema di
campo medio.

Ulteriori prospettive di ricerca consistono nell’introduzione di effetti diffusivi pin generali, ad
esempio ammettendo la dipendenza spaziale del coefficiente di diffusione o oppure considerando
elementi di aleatorieta che agiscono non solo sulle componenti spaziali ma anche sulle strategie
miste. Un’ulteriore strada da esplorare ¢ la possibilita di esprimere la formulazione di campo
medio, da noi data per mezzo di una SDE, tramite un’equazione alle derivate parziali nello
spazio infinito dimensionale R? x P(U), in maniera analoga a quanto fatto in [2|. Congetturiamo
che la PDE di campo medio abbia la forma di un’equazione di Fokker-Planck, tuttavia, gli
strumenti tecnici con cui passare dalla SDE di campo medio a un’equazione alle derivate
parziali in grado di descrivere I’evoluzione della distribuzione ¥; sono, nel nostro caso, ancora
da individuare.

Infine, osserviamo che tutte le argomentazioni che abbiamo condotto in questa tesi non
si basano in alcun modo sulla particolare forma analitica dei campi f,, f) che governano la
dinamica del sistema, ma solo su alcune loro proprieta strutturali, ovvero la loro lipschitzianita
globale e una particolare proprieta di carattere geometrico del campo f). Questo apre la
possibilita di estendere, nello spirito di [15], 'analisi svolta a modelli multi-agente piu generali,
sia nella forma delle regole di interazione sia nella loro interpretazione modellistica.
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Appendice A

Alcuni risultati di analisi e
probabilita

In questa appendice raccogliamo, senza darne dimostrazione, alcuni risultati di natura analitica
e probabilistica impiegati nella tesi.

A.1 Misurabilita per funzioni a valori in spazi di Banach

Sia (A, &) uno spazio misurabile e sia (E, ||-||g) uno spazio di Banach reale. La topologia che la
norma ||-|| g induce su E ci permette di costruire la o-algebra di Borel Z(FE), ovvero la o-algebra
generata dagli aperti di tale topologia. Consideriamo ora una funzione f: A — FE, diciamo che
f & o/-misurabile se per ogni insieme B € %(FE) si ha che f~1(B) € #(F). Tuttavia possiamo
dare delle definizioni alternative di misurabilitd, in generale non equivalenti a quella classica.

Definizione A.1.1. Sia (A, &) uno spazio misurabile e sia (E,|||g) uno spazio di Banach.
Diciamo che f: A— E ¢

i) fortemente o/-misurabile se esiste una successione di funzioni semplici fr,: A — E tali
che lim,, o0 frn = f puntualmente;

i1) debolmente o7-misurabile se per ogni funzionale lineare e continuo p € E* la funzione a
valori reali {p, fy: A — R & o -misurabile.

Ricordiamo che, dato uno spazio misurabile (A, &) e uno spazio di Banach F, una funzione
[+ A — E é detta semplice se si puod esprimere come f = Zi:;l xpla, dovex, € Ee A, € o/
perognin=1,...,N.

La relazione tra le tre definizioni di misurabilita é chiarita dal seguente teorema.

Teorema A.1.2 (di misurabilita di Pettis). Sia (A, <) uno spazio misurabile e sia (E, |-||g)
uno spazio di Banach. Per una funzione f: A — E le sequenti proprieta sono equivalenti:

a) f & fortemente 7 -misurabile;

b) f ¢ debolmente of -misurabile ed esiste un sottospazio Eq C E chiuso e separabile tale che
f(A) C Ey;

¢) [ e o/ -misurabile ed esiste un sottospazio Ey C E chiuso e separabile tale che f(A) C Ejy.

Osserviamo che se (F, ||-||g) & uno spazio di Banach separabile le tre definizioni di misurabilita
diventano del tutto equivalenti.

Teorema A.1.3 (di misurabilita di Pettis per spazi di Banach separabili). Sia (A4, <) uno
spazio misurabile e sia (E, ||-||g) uno spazio di Banach separabile. Per una funzione f: A — FE
le sequenti proprieta sono equivalenti:
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a) f & fortemente <7 -misurabile;
b) fé debolmente o7 -misurabile;

¢) [ e o -misurabile.

Riportiamo infine un risultato che esprime la chiusura della classe delle funzioni misurabili
per limiti puntuali.

Teorema A.1.4. Sia (A, o) uno spazio misurabile e sia (E,||-|g) uno spazio di Banach.
1l limite puntuale f: A — E di una successione di funzioni f,: A — E fortemente < -
misurabili & una funzione fortemente of -misurabile. Se inoltre lo spazio di Banach (E, ||-||g) &
separabile la medesima proprietd vale anche per successioni di funzioni debolmente of -misurabili
e o -misurabili.

A.2 Integrale di Bochner

Questo paragrafo é dedicato all’integrale di Bochner, il quale costituisce una generalizzazione
dell’integrale di Lebesgue a funzioni che assumono valori in spazi di Banach. L’idea alla
base della costruzione dell’integrale di Bochner consiste nel definire dapprima l'integrale per
funzioni semplici e successivamente estenderlo a funzioni qualunque tramite una procedura di
approssimazione. Il principale riferimento di questa sezione ¢ [2].

Sia (A, &7, i) uno spazio di misura o-finito e sia (E, ||-||g) uno spazio di Banach. Diciamo
che una funzione f: A — E & u-semplice se si pud esprimere come f = EnN:1 xnla,, dove
xn €E, A, € e u(A,) < 4oo per ognin=1,...,N. Per le funzioni p-semplici I'integrale
di Bochner ¢ definito come

N
/Afdu = Z w(Ap)z, € E.
n=1

Diamo ora la seguente definizione.

Definizione A.2.1. Un funzione f: A — E ¢ detta fortemente p-misurabile se esiste una
successione di funzioni f,: A — E p-semplici tali che f =1lim,_, o fn p-quasi ovunque.

Possiamo ora definire la classe di funzioni integrabili secondo Bochner

Definizione A.2.2 (Funzioni integrabili secondo Bochner). Una funzione f: A — E ¢ detta
p-integrabile secondo Bochner se esiste una successione di funzioni f,,: A — E p-semplici
tali che

i) Um f, = f p-quasi ovunque (u-misurabilita forte);
n—oo

ii) lim / 1o = flodi=0
n—oo A

Se f é p-integrabile secondo Bochner, il suo integrale di Bochner é definito come

/fdu ~ lim /fndu;

si puo dimostrare che tale limite esiste in (F, ||-||g) ed indipendente dalla successione {fy, }n.
Riportiamo ora alcune proprieta dell’integrale di Bochner.

Proposizione A.2.3. (Criterio di integrabilita) Una funzione f: A — E fortemente u-
misurabile ¢ p-integrabile secondo Bochner se e solo se

/A 1]l du < +oo (A2.4)
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e in tal caso vale la disuguaglianza

| o

Proposizione A.2.6. (Integrale di Bochner e funzionali lineari) Se f: A — E ¢ una funzione
w-integrabile secondo Bochner allora

<<p,/Afdu>=/A<<p,f>du

Concludiamo con una proprieta valida se (E, ||-||g) € uno spazio di Banach separabile.

. A.2.
E</A||f||Edu (A25)

per ogni @ € E*.

Proposizione A.2.7. Se (E,|||g) & uno spazio di Banach separabile ogni funzione continua
f+ A— E ¢ fortemente p-misurabile.

Osservazione 12. In questa tesi, I'integrale di Bochner ¢ applicato esclusivamente a funzioni
continue f: [0,T] — FE, dove E & uno spazio di Banach separabile e 1 & la classica misura di
Lebesgue m sull’intervallo [0, 7]. Di conseguenza la precedente proposizione ci garantisce
la m-misurabilita forte di f, inoltre, la continuita di f e la compattezza di [0, T ci garantiscono
la limitatezza di f, da cui si ha che f0T||fHE ds < +o00. Pertanto, il criterio di integrabilita
é automaticamente soddisfatto, dunque tutte le funzioni considerate in questa tesi sono
m-Bochner integrabili e possiamo avvalerci di risultati come la disuguaglianza o la

proposizione [A-2.6]

A.3 Processi stocastici

In questo paragrafo riportiamo alcune generalita riguardanti i processi stocastici. Dopo alcune
definizioni di carattere generale, ci concentreremo sui processi stocastici a valori in spazi di
Banach separabili. I principali riferimenti per questa sezione sono [6] e [21]. Sia (€,.%#,P) uno
spazio di probabilita e sia I C RT un intervallo della retta reale.

Definizione A.3.1. (Filtrazione) Una famiglia (%;)ier di sotto-o-algebre di F ¢ detta filtra-
zione se per ogni s < t si ha Fs C Z;. In tal caso chiamiamo la quaterna (0, F, (Ft)ier, P)
spazio di probabilita filtrato.

Sia ora (X(t))icr una famiglia di variabili aleatorie definite sullo spazio di probabilita
(Q, .#,P) e a valori in uno spazio misurabile (E, &). Diamo le seguenti definizioni.

Definizione A.3.2. (Famiglia di variabili aleatorie adattate a una filtrazione) Diciamo che la
famiglia di variabili aleatorie (X (t))ies ¢ adattata alla filtrazione (Fy)ier se per ognit € I la
variabile aleatoria X (t) & Fy-misurabile.

Definizione A.3.3. (Processo stocastico) Si dice processo stocastico definito sullo spazio di
probabilita filtrato (2, F,(Fe)ter, P) € a valori in (E, &) una famiglia (X (t)):ier di variabili
aleatorie definite sullo spazio di probabilita (Q, F,P) e a valori in uno spazio misurabile (E, &)
adattata alla filtrazione (Fy)ier.

Definizione A.3.4. (Filtrazioni e processi standard) Una filtrazione (%y)ier si dice standard
se per ogni t € I si ha che F; = (\,5qFrte (continuita da destra) e .F; contiene gli insiemi
trascurabili di % . Un processo stocastico si dice standard se lo ¢ la filtrazione su cui & definito.

D’ora in poi supporremo che FE sia uno spazio di Banach separabile (relativamente alla
norma ||-||g) e che & sia la o-algebra di Borel Z(F), ossia la o-algebra generata dagli aperti
della topologia indotta dalla norma ||| g. Supponiamo inoltre che I = [0,7] C R* con T > 0.
Diamo le ulteriori definizioni:
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Definizione A.3.5. (Continuita) Un processo stocastico (X (t))icjo,r) € detto continuo se le
sue traiettorie sono continue, ovvero se per ogni w € ) fissato si ha che applicazione

[0,T] — E
t— X(w,t)
e continua.

Definizione A.3.6. (Progressiva misurabilita) Un processo stocastico (X (t))iepo,r) € detto
progressivamente misurabile se, per ogni t € [0,T], lapplicazione

Qx[0,{] — E
(w,8) — X(w,s)
e F ® AB([0,t])-misurabile.
Il seguente risultato lega continuita e progressiva misurabilita.

Proposizione A.3.7. Sia (X(t))icjo,r) un processo stocastico continuo (e adattato) a valori in
uno spazio di Banach separabile (E, ||-||g). Allora (X (t))epo,1) ¢ un processo progressivamente
misurabile.

Concludiamo con un risultato che, all’occorrenza, ci permette di cambiare punto di vista
sui processi stocastici, pensandoli come variabili aleatorie a valori in spazi di funzioni.

Proposizione A.3.8. Sia (X(t))tcjo,r] un processo stocastico continuo (e adattato) a valori
in uno spazio di Banach separabile (E,||-||g). Allora Uapplicazione

Q. — C([0,T], E)
wr— {t— X(w,t)}

¢ una variabile aleatoria a valori in C([0,T], E).

A.4 Ulteriori risultati utili

Concludiamo quest’appendice con alcuni risultati ulteriori di analisi matematica e calcolo delle
probabilita.

Proposizione A.4.1 (|6, Equation 9.11]). Siano p > 1 e m € N fissati. Comunque scelti m
numeri reali ay, ..., a, > 0 vale la disuguaglianza

(a1 + -+ ap)? <mP~Ha] + -+ aby). (A-4.2)

Proposizione A.4.3 (Disuguaglianza massimale di Doob [5, Theorem 2.2]). Sia (B(t)):c[o,1)
un moto browniano k-dimensionale e p > 1. Allora vale la disuguaglianza

P
p
E| Bl < (=2 ) ENBT)IE A4
max B0 < (S27) ENBODIE) (A1)
Proposizione A.4.5 (Disuguaglianza di Markov [6, Equation 1.6]). Sia X una variabile
aleatoria reale tale che X > 0. Siano inoltre §, 8 numeri reali positivi. Allora
E[X"]
P(X >4) < 5
Lemma A.4.7 (di Gronwall |6, Lemma 9.1]). Siano w,v funzioni reali non negative definite
sull’intervallo [a,b], con w integrabile e v misurabile e limitata. Sia inoltre ¢ > 0 e si assuma
che per ogni t € [a, b

(A.4.6)

t
v(t) <c +/ w(s)v(s)ds (A.4.8)
allora, per ogni t € [a,b], vale le disuguaglianza

v(t) < celaw(®)ds, (A4.9)
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Lemma A.4.10 (Convergenza delle misure empiriche in distanza di Wasserstein |18, Lemma
4.7.1]). Sia {X,}52, una successione di variabili aleatorie a valori in uno spazio metrico
completo e separabile (X,dy). Indichiamo con i la legge comune di tali variabili aleatorie e
per, ogni N € N, la misura empirica

N 1 Al
1% ::NZ(sxn.
n=1

Se p € Pp(X) (conp>1) allora

o E[,%.10] 0

N—o0

dove Wy, ¢ la distanza di Wasserstein di ordine p associata alla metrica dy.
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