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1 Introduzione 

 

 

1.1    Descrizione del moto di un fluido ed equazioni di bilancio 

Con il termine fluido si intende un sistema continuo, ossia composto da infiniti 

elementi, non dotato di propria forma e non in grado di resistere agli sforzi di taglio 

per un tempo apprezzabile. Esso si riferisce a liquidi, aeriformi e sotto opportune 

ipotesi anche ai solidi plastici. Tra le caratteristiche vi sono diffusione (ossia il 

trasporto di materia mediante lo spostamento causale e spontaneo di atomi e 

molecole), la compressibilità (resistenza alla compressione), omogeneità (proprietà 

fisiche costanti nel volume di controllo considerato) e viscosità (ossia resistenza del 

fluido allo scorrimento). Proprio quest’ultima è ciò che contraddistingue i fluidi 

rispetto ai solidi; infatti a differenza di quest’ultimi, ove gli sforzi dipendono dalla 

deformazione stessa, nei fluidi dipendono proporzionalmente, si parla di fluidi 

newtoniani, o no, si parla di fluidi viscosi non lineari, dalla velocità di deformazione. 

Il moto dei fluidi è un fenomeno la cui descrizione e risoluzione matematica 

presenta una notevole complessità. La disciplina che si occupa dello studio del moto 

dei fluidi è la fluidodinamica; la risoluzione di un problema fluidodinamico comporta 

la risoluzione analitica o numerica di complesse equazioni differenziali alle derivate 

parziali. Infatti i fluidi, imposta la condizione di continuo (numero di Knudsen Kn<1), 

omogeneità e assenza di cariche elettriche, rispondono a tre principi fisici: principio 

di conservazione della massa o equazione di continuità, della quantità di moto o 

secondo principio della dinamica e dell’energia o primo principio della 

termodinamica. Queste ultime vengono spesso denominate con il termine di 

equazioni di bilancio, in quanto rappresentano una relazione tra i flussi entranti e 

uscenti di una certa quantità presa in esame in un certo volume di controllo 

selezionato. Prima di procedere con la scrittura e l’analisi dei singoli termini presenti 

nelle equazioni, è necessario precisare che la scrittura delle stesse può essere 

realizzata guardando il problema da due diversi punti di vista: quello Lagrangiano, 

dove si osserva la singola particella fluida, e quello Euleriano, dove l’osservatore è 

solidale ad un sistema di riferimento fisso e fotografa il campo di velocità istante per 

istante. Esiste una relazione tra le due derivate: 
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𝐷𝑓

𝐷𝑡
 = 

𝛿𝑓

𝛿𝑡
 + V ּ∇𝑓                                                         (1.1.1) 

con: 

𝐷𝑓

𝐷𝑡
 , derivata lagrangiana o materiale; 

𝛿𝑓

𝛿𝑡
, derivata euleriana; 

V, velocità macroscopica; 

∇𝑓, gradiente della funzione; 

V ּ∇𝑓 , derivata convettiva, indica il trasporto di una quantità da parte di un fluido a 

causa del suo moto complessivo; 

Passiamo ora alla scrittura delle equazioni in forma differenziale. 

 

 Equazione di continuità  

Punto di vista Euleriano  

𝛿𝜌

𝛿𝑡
 + ∇ּ (𝜌𝐕) = 0                                                                   (1.1.2) 

Punto di vista Lagrangiano 

𝐷𝜌

𝐷𝑡
 = - 𝜌 ∇ ּ 𝐕                                                                                              (1.1.3) 

    con  𝜌 densità del fluido. 

 

 Bilancio della quantità di moto  

Punto di vista Euleriano  

𝛿

𝛿𝑡
 (𝜌𝐕) = - ∇ ּ (𝜌𝐕 𝐱 𝐕) - ∇ ּ (τ) + 𝜌𝐠  - ∇p                                           (1.1.4) 

Punto di vista Lagrangiano 

𝜌
𝐷𝐕

𝐷𝑡
= - ∇ ּ (τ) + 𝜌𝐠  - ∇p                                                                             (1.1.5) 
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con τ tensore degli sforzi viscosi, 𝜌𝐠  termine legato alle forze di volume e ∇p 

gradiente di pressione (legato alle forze di pressione). 

 

 

 Conservazione Energia 

Punto di vista Euleriano 

𝛿

𝛿𝑡
 (𝜌E) +∇ ּ (𝜌E 𝐕) =- ∇ ּ (τ ּ𝐕) - ∇ ּ (p 𝐕) + 𝜌 (𝐠 ּ𝐕) - ∇ ּq                    (1.1.6) 

Punto di vista Lagrangiano 

𝜌
𝐷E

𝐷𝑡
= - ∇ ּ (τ ּ𝐕) - ∇ ּ (p 𝐕) + 𝜌 (𝐠 ּ𝐕) - ∇ ּq                                                 (1.1.7)  

     con E= e + 
𝑞2

2
 energia totale, somma di energia interna e ed energia cinetica  

𝑞2

2
. 

 

Le equazioni appena descritte sono 5, essendo il bilancio della quantità di moto 

un’equazione vettoriale e dunque scomponibile nelle tre direzioni, ma le incognite 

presenti sono 14 (𝜌, e, 3 componenti di 𝐕, 6 componenti di τ e 3 componenti di q, 

noto come flusso termico). Necessitiamo di altre relazioni per poter risolvere il 

problema. 

 

 

1.2   Da Navier-Stokes alle RANS: introduzione alla turbolenza 

Come detto nel paragrafo precedente, il sistema di equazioni, due scalari ed una 

vettoriale, contiene 14 incognite dipendenti dallo stato termodinamico e dal campo 

di moto. Per poter chiudere il sistema occorre introdurre delle relazioni esplicite. 

Una prima relazione è quella che lega il tensore degli sforzi viscosi alle deformazioni; 

ipotizzando che la τ dipenda solo dalla distribuzione istantanea della velocità del 

fluido nell’intorno dell’elemento, che sia funzione lineare del gradiente delle 

velocità ∇V  e che il fluido sia isotropo, si arriva alla seguente relazione:                                     

 τ = 2µD + λ(∇ ּ𝐕))I                                                                           (1.2.1) 
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con µ = coefficiente di viscosità, legato alla λ dalla relazione di Stokes (λ=- 
2

3
 µ) , 

secondo cui la pressione del fluido in movimento coincide con la pressione 

termodinamica. D, invece, rappresenta il tensore delle velocità di deformazione. La 

relazione 1.2.1 aggiunge un ulteriore incognita al problema (p), ma permette di 

scrivere ben sei equazioni. Per i flussi di calore, invece, è possibile usare la relazione 

di Fourier, secondo cui: 

q = - κ ∇T                                                                                                           (1.2.2) 

con κ = conducibilità termica e ∇T = gradiente di temperatura. La relazione appena 

scritta introduce un ulteriore incognita (T) e consente di scrivere altre tre equazioni. 

A questo punto non rimane altro che usare la relazione di stato dei gas perfetti per il 

caso di fluido gassoso composto da un singolo fluido o da una miscela gassosa di 

fluidi inerti, in assenza di reazioni chimiche: 

 p = R 𝜌 T                                                                                                          (1.2.3)        

 con  R = costante universale dei gas pari a 287.3 J/(kgK). 

Introducendo la (1.2.1), (1.2.2) e la (1.2.3) alle equazioni di bilancio, si ottiene un 

sistema di sedici equazioni in sedici incognite noto con il termine di equazioni di 

Navier-Stokes. La risoluzione per via analitica di queste equazioni è fattibile 

solamente nei casi di flussi laminari e geometrie semplici (sfere, lastre piane), 

mentre le risoluzioni di casi reali, in cui compaiono di frequente flussi turbolenti, 

richiedono necessariamente un approccio numerico. Esistono quindi diversi metodi 

per risolvere le equazioni di Navier-Stokes, e poiché generalmente sono operazioni 

dall'elevato costo computazionale, si sono sviluppati approcci via via più raffinati 

basati su modelli: 

 Simulazione diretta numerica (Direct Numerical Simulation, DNS): metodo più 

semplice, in quanto si discretizzano spazio e tempo con griglie della 

dimensione voluta e si eseguono i calcoli su di esse, ma dal costo 

computazionale elevato. 

 Large Eddy Simulation (LES): consiste nel calcolare numericamente le scale di 

turbolenza più grandi e modellare opportunamente le più piccole. Fornisce 

risultati molto accurati ed ha un costo computazionale molto ridotto rispetto 

alla DNS. Metodo in notevole sviluppo. 

 Reynolds Averaged Navier Stokes Simulation (RANS): consiste nel vedere un 

moto turbolento statisticamente stazionario come composizione di un moto 

medio e delle sue fluttuazioni nel tempo. Tale scomposizione avviene 

mediante la decomposizione di Reynolds. 

https://it.wikipedia.org/wiki/Regime_laminare
https://it.wikipedia.org/wiki/Regime_turbolento
https://it.wikipedia.org/wiki/Equazioni_di_Navier-Stokes
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Proprio quest’ultimo metodo sarà quello utilizzato nella tesi; in particolare si 

risolveranno le equazioni di Navier-Stokes mediate alla Reynolds attraverso l’uso del 

software commerciale Star CCM+. Ma facciamo un passo indietro e vediamo in cosa 

consiste un flusso turbolento. Le equazioni precedentemente scritte si riferiscono a 

flussi laminari, ossia flussi in cui il moto avviene con scorrimento ordinato degli strati 

infinitesimi gli uni sugli altri. Ma nella realtà si può notare come, al crescere del 

numero di Reynolds, definito come il rapporto tra la velocità media del flusso 𝑈𝑚𝑒𝑎𝑛 

e la viscosità cinematica ν moltiplicato per la lunghezza caratteristica del corpo d, si 

abbia la transizione dal flusso ordinato e laminare a quello caotico e turbolento. Il 

valore critico in corrispondenza del quale si verifica tale transizione varia a seconda 

del corpo considerato. Principali caratteristiche del moto turbolento sono la 

presenza di fluttuazioni di vorticità, alti livelli di dissipazione e diffusività, l’estrema 

non linearità e la presenza di fluttuazioni, sia spaziali che temporali, che rendono 

tale moto non stazionario e tridimensionale. Per via delle caratteristiche sopra 

citate, lo studio della turbolenza rappresenta una delle branche più complesse della 

Fluidodinamica. Le uniche strade in grado di predire il comportamento di un flusso 

turbolento sono quella sperimentale e l’analisi numerica. Le tecniche sperimentali 

sono estremamente costose in termini di attrezzature e tempo richiesto, per cui 

vengono impiegate nei casi di effettiva necessità, legata, quest’ultima, sempre al 

costo dell’opera. L’analisi CFD, pur richiedendo notevoli risorse computazionali oltre 

che una formulazione matematica, risulta essere sicuramente più economica della 

sperimentazione e ad oggi rappresenta l’unico mezzo per trarre informazioni 

qualitative sul flusso. È lecito ora domandarsi come è possibile modellare la 

turbolenza dal punto di vista teorico. Se si risolvessero le equazioni di Navier-Stokes 

per assegnate condizioni iniziali, si otterrebbe un campo stazionario fortemente 

variabile nel caso in cui queste ultime venissero modificate; dunque risulta 

necessario ottenere un numero molto grande di campi stazionari (per diverse 

condizioni iniziali) o realizzazioni e poi fare la media, ottenendo così un campo di 

valori statistici molto predicibili. Definita u (x,t) una variabile stocastica, si definisce 

insieme una collezione di N realizzazioni indipendenti della variabile stessa. La 

statistica più semplice di una variabile stocastica è la media d’insieme, intesa come 

media aritmetica dell’insieme di N realizzazioni, che permette di rimuovere le 

fluttuazioni aleatorie: 

 𝑢̅ (x,t) = 
1

𝑁
 ∑ 𝑢 (𝑥, 𝑡; 𝑛)𝑁

𝑛=1   ,                                                             (1.2.4) 

Nel caso in cui la statistica è indipendente dal tempo, ovvero 𝑢̅ (x) , si dice che la            

variabile stocastica è statisticamente  stazionaria; ciò vuol dire che la media 
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d’insieme può essere ottenuta effettuando misure di u per tempi diversi. Dalla 

definizione di media d’insieme, si ha 

 𝑢̅ (x) = 
1

𝑁
 ∑ ∫ 𝑢 (𝑥, 𝑡)

𝑡0+𝑛∆𝑡

𝑡𝑜+(𝑛−1)∆𝑡
𝑁
𝑛=1  

d𝑡

Δ𝑡
  ,                                           (1.2.5) 

dove l’integrale rappresenta una singola realizzazione. Per T=N∆𝑇 , si ottiene la 

media temporale 

 𝑢̅ (x) = 
1

𝑇
 ∫ 𝑢 (𝑥, 𝑡) 𝑑𝑡

𝑡0+𝑇

𝑡𝑜
  ,                                                               (1.2.6) 

con T intervallo di campionamento, sufficientemente più grande del tempo 

caratteristico delle oscillazioni (T>>t). Di seguito si riportano le principali proprietà 

dell’operatore media: 

      𝑢 + 𝑣̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ = 𝑢̅ + 𝑣̅ ,                               

      𝑘𝑢̅̅̅̅   = k + 𝑢̅    (k=costante) , 

      𝑢̿ = 𝑢̅ , 

      𝑢 − 𝑢̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅  = 0 , 

      𝑢𝑣̅̅̅̅  ≠𝑢̅𝑣̅ , 

     
𝜕 𝑢̅̅̅̅̅

𝜕 𝑥 
 =  

 𝜕 𝑢̅

𝜕 𝑥 
 , 

    ∫ 𝑢  𝑑𝑥̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ = ∫ 𝑢̅  𝑑𝑥 . 

Se volessimo studiare il flusso con un approccio statistico, ci conviene scomporre il 

campo fluidodinamico in una parte media e una fluttuante, intesa come deviazione 

del segnale istantaneo dal valor medio, come suggerito dalla decomposizione di 

Reynolds per il campo di velocità: 

𝑢𝑖(𝑥, 𝑡) = 𝑈𝑖(𝑥) + 𝑢𝑖
′(𝑥, 𝑡)                                                                             (1.2.7) 

dove                

 𝑈𝑖(𝑥) ≡ 𝑢𝑖̅(𝑥) =  
1

𝑇
 ∫ 𝑢𝑖 (𝑥, 𝑡) 𝑑𝑡

𝑡0+𝑇

𝑡𝑜
 ,   

è il campo medio stazionario, mentre 𝑢𝑖
′(𝑥, 𝑡) sono le fluttuazioni. Sfruttando le 

proprietà sopra riportate e la (1.2.7) si ha che: 

 𝑈𝑖
̅̅̅̅ (𝑥) = 𝑈𝑖(𝑥) , 

𝑢𝑖
′̅̅̅̅   = 

1

𝑇
 ∫ [𝑢𝑖  (𝑥, 𝑡) − 𝑈𝑖(𝑥)] 𝑑𝑡

𝑡0+𝑇

𝑡𝑜
  = 𝑈𝑖(𝑥) -  𝑈𝑖

̅̅̅̅ (𝑥) = 0 . 
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Mediando nel tempo le equazioni (1.1.2) e (1.1.4), riscritte in coordinate cartesiane, 

si ottengono le equazioni di Navier-Stokes mediate alla Reynolds: 

 𝜕 𝑈𝑖

𝜕 𝑥𝑖 
  = 0   ,                                                                                                      (1.2.8) 

ρ 𝑈𝑗
 𝜕 𝑈𝑖

𝜕 𝑥𝑗 
 = - 

 𝜕 𝑃

𝜕 𝑥𝑖 
 + 

 𝜕 

𝜕 𝑥𝑗 
(𝜏𝑖𝑗  – ρ 𝑢𝑖

′𝑢𝑗
′ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ )  ,                                       (1.2.9) 

dove P rappresenta la pressione media, 𝜏𝑖𝑗 lo sforzo viscoso associato al moto 

medio e – ρ 𝑢𝑖
′𝑢𝑗

′ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅  = 𝑅𝑖𝑗 è il tensore degli sforzi di Reynolds. Quest’ultimo termine 

tiene conto degli effetti delle fluttuazioni sul moto medio e rappresenta dunque gli 

sforzi turbolenti medi. Si tratta di un tensore simmetrico, con i termini diagonali che 

rappresentano gli sforzi normali (che contribuiscono ad aumentare la pressione 

media), mentre i termini fuori diagonale rappresentano gli sforzi di taglio. Analoga 

considerazione si può fare per l’equazione di conservazione dell’energia: 

ρ c 𝑈𝑖
 𝜕 𝑇

𝜕 𝑥𝑖 
 = 

 𝜕 

𝜕 𝑥𝑖 
 (κ 

 𝜕𝑇 

𝜕 𝑥𝑖 
 - ρc 𝑢𝑖

′𝑇′ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅) ,                                                (1.2.10) 

dove il vettore - ρc 𝑢𝑖
′𝑇′ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ rappresenta il contributo delle fluttuazioni turbolente al 

flusso di calore. Come per il flusso laminare, anche nel caso turbolento, il numero di 

equazioni, quattro , risulta essere minore rispetto alle incognite da calcolare, dieci 

(le tre componenti di U, la P e i sei termini del tensore 𝑅𝑖𝑗). Occorre aggiungere delle 

relazioni aggiuntive per la chiusura del problema. Negli anni, moltissimi modelli di 

turbolenza sono stati sviluppati, ma quelli di nostro interesse sono solo quelli 

implementati nel software Star CCM+ usato per risolvere le RANS. Obiettivo del 

paragrafo successivo sarà proprio quello di mostrare i principali modelli di chiusura 

peri flussi turbolenti. 

 

  

 

 

 

 

 

 



11 
 

1.3 Modelli di chiusura per flussi turbolenti 

Come più volte detto nei paragrafi precedenti, la necessità di trovare un modello per 

il tensore di Reynolds dà origine al problema della chiusura. Il primo che provò a 

risolvere tale problema fu Boussinesq (1877), il quale, in analogia con la legge di 

sforzo-deformazione di Newton, introdusse la viscosità turbolenta µ𝑇per esprimere 

gli sforzi totali in funzione del gradiente di velocità. Ciò permise di scrivere lo sforzo 

totale come: 

 𝜏𝑇𝑂𝑇  =   𝜏𝑖𝑗  – ρ 𝑢𝑖
′𝑢𝑗

′ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅  = (µ + µ𝑇 ) 
𝑑𝑈

𝑑𝑦
 . 

 

A differenza del caso viscoso, dove la viscosità dinamica µ è una proprietà del fluido, 

la viscosità turbolenta dipende dalla velocità U (questo perché gli sforzi turbolenti 

dipendono dal quadrato della velocità). Nota la densità ρ del fluido è possibile 

ricavare la viscosità cinematica turbolenta (eddy viscosity ) 𝜈𝑇 = µ𝑇/ ρ . L’ipotesi di 

Boussinesq non risolve, tuttavia, il problema della chiusura. Occorre correlare la 𝜈𝑇  

alla velocità media. Tale problema venne risolto da Prandtl nel 1925 attraverso 

l’introduzione della lunghezza di mescolamento l . Simile al libero cammino medio 

della teoria cinetica dei gas, essa rappresenta la massima distanza di influenza del 

vortice stesso. Il tensore degli stress di Reynolds può essere scritto come: 

– ρ 𝑢𝑖
′𝑢𝑗

′ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅  = ρ 𝑙2(
𝑑𝑈

𝑑𝑦
)2 , 

 da cui si ottiene :  

𝜈𝑇  = 𝑙2 |
𝑑𝑈

𝑑𝑦
| , 

confermando che essa dipende dal campo di velocità media. Negli anni successivi 

all’ipotesi di Prandtl, moltissimi studiosi cercarono di estendere il concetto di 

lunghezza di mescolamento a flussi generici; ciò porto allo sviluppo di moltissimi 

modelli presenti oggi in letteratura, modelli a zero, una e due equazioni. Nella 

seguente tesi tratteremo solo modelli a due equazioni, molto usati nei software 

commerciali (come star CCM+) e capaci di tenere conto degli effetti convettivi e 

diffusivi sulla turbolenza. Ma vediamo brevemente perché quelli a due equazioni 

vengono preferiti a quelli a zero e una equazione. 
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Modelli a zero equazioni 

I modelli algebrici, o a zero equazioni, non richiedono la soluzione di equazioni 

aggiuntive e sono calcolati direttamente dalle variabili di flusso. Si tratta di modelli 

che correlano gli sforzi turbolenti con le caratteristiche locali del moto medio; non 

tenendo conto della convezione e diffusione turbolenta, possono essere usati solo in 

problemi semplici, o al massimo nelle fasi iniziali di problemi più complicati. Altra 

cosa da dire è che non essendo in grado di specificare la lunghezza di miscelazione, 

rimangono modelli incompleti. Tra questi figurano principalmente il modello di 

Cebeci-Smith e quello di Baldwin-Lomax. 

 

Modelli a una equazione 

Questi modelli, a differenza di quelli algebrici, risolvono una sola equazione di 

trasporto turbolento, solitamente quella l’energia cinetica k. Nel 1945, Prandtl 

propose di legare la viscosità turbolenta all’energia cinetica: 

µ𝑇= c 𝑙 √𝑘    (c=cost). 

Per valutare l’energia cinetica di turbolenza, propose un’equazione di bilancio (non 

riportata perché non di nostro interesse) contenente termini di produzione 

dell'energia cinetica dal flusso medio, gli effetti di dissipazione di energia cinetica di 

turbolenza dovuti alla viscosità, i termini di trasporto dell’energia cinetica di 

turbolenza per diffusione, trasporto turbolento e il termine di pressione. Tuttavia, 

per chiudere il sistema fu necessario un modello capace di valutare e correggere la 

lunghezza di mescolamento al fine di tenere conto del sotto-strato viscoso (dove gli 

sforzi viscosi sono dominanti). Tale modello fu introdotto da Van Driest : 

𝑙 = χ y [1 – exp (- 
𝑦+

𝐴
) ] , 

con χ = 0.41 costante Von Karman (valore trovato sperimentale per una vasta 

categoria di correnti di strato limite), 𝑦+ variabile di parete e A costante di Van 

Driest. Nel 1994, Spalart e Allmaras propose un’equazione di bilancio per la viscosità 

turbolenta: 

ρ 
 𝜕µ𝑇 

𝜕 𝑡 
 + ρU ּ∇µ𝑇   = ∇ (µ𝑇∇µ𝑇) + S 

con S termine sorgente dipendente dalla viscosità molecolare e da quella 

turbolenta, dalla vorticità media e dalla distanza dalla parete. 
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Modelli a due equazioni 

Molto usati nei problemi ingegneristici di elevata complessità, i modelli a due 

equazioni, anche se ancora in via di sviluppo, includono due equazioni extra di 

trasporto per rappresentare le proprietà dei flussi turbolenti. La prima equazione 

riguarda sempre l’energia cinetica turbolenta, mentre la seconda dipende dal 

modello utilizzato. Tra i principali modelli ricordiamo: il k-ε , che basa la sua seconda 

equazione sul rateo di dissipazione turbolenta ε, e il k-ω , che basa la sua seconda 

equazione sul tasso di dissipazione turbolenta specifica ω. Senza entrare troppo nel 

dettaglio delle equazioni, vediamo quali sono le principali differenze non solo tra i 

due modelli sopra citati, ma anche tra le varianti che ciascun modello presenta. Il 

modello k-ε, come sopra detto, presenta due variabili trasportate: la prima è 

l’energia cinetica turbolenta, mentre la seconda è la dissipazione turbolenta. Questo 

modello presenta molti limiti nel caso di elevati gradienti di pressioni avversi. 

Esistono diverse varianti di tale modello, ma le principali sono quello standard, 

realizable ed EB (Elliptic Blending). Quest’ultimo è molto usato nei casi di flussi a 

Reynolds bassi con separazione e di scambio termico a parete in quanto tiene conto, 

tramite l’aggiunta di nuove variabili di trasporto, dell’aumento di  ε vicino alla parete 

e della ridistribuzione delle fluttuazioni di velocità normali alla parete. Lo SKE 

(Standard k-ε), invece, tiene conto di particolari parametri come la viscosità 

cinematica turbolenta, il termine di generazione di k dovuto ai gradienti di velocità, 

la diffusività effettiva sia di k che di ε, il numero di Prandtl turbolento (≈ 1.3) e il 

tensore della velocità di deformazione per il calcolo di k ed ε. Il modello RKE 

(Realizable k-ε), in aggiunta ai parametri usati dal SKE, tiene conto anche del tensore 

della velocità media di rotazione e della velocità angolare. Questi, rendono il 

modello RSE molto accurato nel predire la distribuzione di ε di getti piani e tondi. Vi 

sono anche le varianti a due strati per il modello RKE e SKE che sfruttando maglie più 

fini riescono a risolvere meglio il problema del sottostrato viscoso. Analogamente al 

k-ε, il modello k-ω si basa su due equazioni di trasporto extra per descrivere le 

proprietà di un flusso turbolento, ma a differenza del precedente ha come seconda 

variabile trasportata il tasso di dissipazione specifica ω. Due sono le varianti di 

questo metodo: il Wilcox e il modello SST (Shear Stress Transport). Quest’ultimo è in 

grado di combinare al meglio due mondi. Nella regione interna dello strato limite, 

attraverso il sottostrato viscoso (𝑈+=𝑦+ ) e fino alla parete, può essere usato come 

modello di turbolento a bassi Reynolds senza funzioni di smorzamento aggiuntive, 

mentre a distanza dalla parete (flusso libero) può assumere un comportamento k-ε 

superando il limite del modello Wilcox, ovvero quello della sensibilità alle condizioni 

al contorno del flusso libero. 
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Un altro tipo di modello di turbolenza è rappresentato dal modello RST (Reynolds 

Stress Turbulence Model). A differenza dei due sopra citati, i quali si basano 

sull’ipotesi poco realista di Boussinesq, il modello di Reynolds rappresenta un 

modello di chiusura del secondo ordine che meglio permette di simulare il 

comportamento di un flusso turbolento nei casi di rapida distorsione, dove il flusso 

sembra comportarsi in maniera elastica più che viscosa. Esso si basa sull’equazione 

del trasporto delle sollecitazioni di Reynolds: 

𝐷𝑅𝑖𝑗

𝐷𝑡
 = 𝐷𝑖𝑗  + 𝑃𝑖𝑗  + 𝛱𝑖𝑗  +𝛺𝑖𝑗  - 𝜀𝑖𝑗   , 

con 

 𝑫𝒊𝒋  rappresenta il termine di diffusione (la cui modellazione si basa sul 

presupposto che la velocità di trasporto delle sollecitazioni di Reynolds per 

diffusione sia proporzionale ai gradienti delle sollecitazioni di Reynolds); 

 𝑷𝒊𝒋  rappresenta il termine di produzione , ovvero l’azione dei gradienti di 

velocità media che lavorano contro le sollecitazione (essendo chiuso non 

necessita di modellazione); 

 𝜫𝒊𝒋  rappresenta il termine di correlazione pressione-deformazione, il quale 

ridistribuisce l’energia tra le componenti delle sollecitazioni di Reynolds; 

 𝜴𝒊𝒋  rappresenta il termine di rotazione; 

 𝜺𝒊𝒋   rappresenta il termine di dissipazione (la sua modellazione si basa 

sull’ipotesi che i piccoli vortici dissipativi siano isotropi). 

A seconda di come viene modellato il termine di correlazione pressione-

deformazione, vi sono diverse varianti del modello di Reynolds. Il modello proposto 

da Gibson e Launder si basa su una modellazione lineare ed è per questo noto con il 

nome LPS, ovvero “Linear Pressure Strain”. Il termine 𝜫𝒊𝒋 è ottenuto come somma di 

un termine di deformazione da pressione lenta (noto anche come ritorno 

all’isotropia), da pressione rapida e da un termine di riflessione della parete, il quale 

tende a smorzare le sollecitazioni normali e ad esaltare quelle parallele alla parete. 

Per flussi ingegneristici con curvatura aerodinamica si preferisce il modello proposto 

da Speziale, Sarkar e Gatski, ovvero il Quadratic Pressure Strain, o QPS, il quale tiene 

conto nella modellazione del tensore dell’anisotropia dello stress di Reynolds, della 

velocità di deformazione media e del tensore medio della velocità di rotazione. 

Questo modello si differenzia dall’ LPS per il fatto che non necessita di una 

correzione per tenere conto dell’effetto della riflessione a parete al fine di ottenere 

e una soluzione ben stimata nella regione logaritmica (dove gli effetti viscosi sono 

ininfluenti) di uno strato limite turbolento. Diversamente dai primi due, il modello 

https://en-m-wikipedia-org.translate.goog/wiki/Reynolds_stresses?_x_tr_sl=en&_x_tr_tl=it&_x_tr_hl=it&_x_tr_pto=sc
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Elliptic Blending usando la funzione di miscelazione, o Blending function, permette 

di mitigare gli effetti sulla soluzione della formulazione disomogenea del tensore 

pressione-deformazione (vicino alla parete) a vantaggio della forma più 

convenzionale (lontano dalla parete), con la quale si risolve l’equazione ellittica. 

Questo approccio conserva le principali caratteristiche del modello di Reynolds, ma 

invece di coinvolgere sei equazioni ellittiche per ogni componente di stress, ne 

considera solo una, con il vantaggio di semplificare notevolmente la risoluzione. 

 

 

 

1.4 Descrizione del problema e obiettivo della tesi 

Quello che traspare da quanto detto sopra è che, il moto dei fluidi è un fenomeno la 

cui descrizione e l’inquadramento matematico sono particolarmente complessi. 

Trovare una soluzione analitica alle equazioni di Navier-Stokes per flussi laminari, a 

meno di particolari casi, risulta praticamente impossibile, figurarsi risolvere il campo 

di moto nel caso di alti numeri di Reynolds, dove entra in gioco pure la turbolenza. 

La prima alternativa alla risoluzione analitica fu l’analisi sperimentale, la quale 

richiedeva costi elevati sia in termini di attrezzature che di tempo. Proprio per 

questo motivo ultimamente sta prendendo sempre più piede l’analisi CFD 

(Computational Fluid Dynamics). Si tratta di un metodo che utilizza analisi numerica 

e algoritmi per risolvere i problemi di fluidodinamica mediante l’uso di un computer. 

L’obiettivo della tesi è quello di studiare in dettaglio, tramite l’uso del software 

commerciale STAR CCM+, la validità dei diversi modelli di turbolenza RANS al fine di 

modellare una versione ridotta di un reattore a gas ad alta temperatura. La 

progettazione di una centrale a fissione e fusione richiede dettagliati processi di 

validazione e verifica dei modelli computazionali. Tali processi non possono fare a 

meno di un confronto con i dati sperimentali che dovranno essere eseguiti prima 

della fase di validazione. Importanti, in questo senso sono i processi di benchmark, 

metodologia che permette di identificare le migliori pratiche di gestione di un 

progetto. Il benchmark trattato nella tesi è quello proposto dal comitato ASME V&V 

in collaborazione con la Texas A&M University (figura 1.4.1), che consiste appunto 

nel modellare la parte superiore di un reattore a gas ad alta temperatura. Tramite 

misurazioni ottiche (Particle Image Velocimetry) e spettroscopiche (Laser Image 

Fluorescence) si è potuti risalire, per cinque valori di Reynolds, ad un eccellente set 

di dati sperimentali, quali il campo di velocità medio, le fluttuazioni turbolente e la 

temperatura, per la validazione dei modelli CFD turbolenti.  
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Figura 1.4.1: schema esperimento 

Tali dati si limitano alla zona circoscritta dal quadrante rosso della figura sopra 

raffigurata. L’analisi verrà effettuata solo per due dei cinque casi analizzati 

nell’esperimento. Per quanto riguarda il primo, Re=3413, si procederà con un’analisi 

2D stazionaria essendo sicuri di non ricadere nel caso di flusso non stazionario. 

Diverso sarà il caso per Re=7912, dove sarà necessaria un’analisi 3D a causa della 

transizione al regime non stazionario. Prima di procedere con la simulazione 

nell’upper plenum, si effettuerà un’analisi preliminare in un condotto di lunghezza 

arbitraria al fine di ottenere le corrette condizioni al contorno da inserire nella 

simulazione principale. La lunghezza arbitraria è legata e giustificata dalla periodicità 

delle condizioni al contorno tra ingresso e uscita del condotto stesso. A posteriori, si 

estrapoleranno i dati e si effettuerà il confronto tra le componenti di velocità lungo x 

e y e l’energia cinetica turbolenta, ottenute dalla risoluzione dei modelli RANS, e i 

dati sperimentali appunto. Le curve, riportate tutte in un grafico per ciascuno dei 

modelli di turbolenza, prima verranno valutate nei 101 punti in cui è valutata la 

curva sperimentale e solo dopo si procederà al calcolo dell’errore medio al fine di 

valutare ed individuare la curva, o meglio il modello, che approssima in maniera più 

accurata la sperimentale. 
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2 Risoluzione del problema attraverso l’uso del 

software commerciale Star CCM+ per numero 

di Reynolds pari a 3413 

 

2.1    Analisi preliminare al fine di determinare le condizioni al contorno 

In questo capitolo ci occuperemo del caso Re pari a 3413. Come detto 

precedentemente, questo caso può essere studiato mediante un’analisi 

bidimensionale, data la stazionarietà del flusso. Prima di procedere alla simulazione 

nell’upper-plenum, è necessario, così come lo sarà anche per l’altro valore di Re, 

determinare le condizioni al contorno. Per fare ciò, si eseguirà un’analisi preliminare 

in un condotto cilindrico di lunghezza arbitraria (data la periodicità delle condizioni 

al contorno) e di diametro pari a metà di quello del canale lungo cui scorre il fluido 

refrigerante (data la simmetria della soluzione). L’obiettivo di tale analisi è quello di 

ottenere, in funzione della coordinata radiale, il profilo di velocità, l’energia cinetica 

turbolenta e il rateo di dissipazione turbolenta, nel caso di modello k-ε e modello 

RST, o il rateo di dissipazione turbolenta specifica, nel caso di modello k-ω. Una volta 

determinata la geometria è necessario inserire le condizioni al contorno e 

discretizzare il dominio. Quest’ultimo processo, comunemente noto con il termine di 

“meshing”, consiste nel creare un insieme di elementi (mesh) su cui poter valutare la 

soluzione, la quale sarà poi interpolata sull’intero dominio al fine di ottenere quella 

finale. Il problema non risiede tanto nel crearne una, ma nel crearne una di qualità, 

una in grado di ottimizzare la soluzione in termini di accuratezza e di tempo. Nel 

software Star CCM+, scelta una mesh poligonale, è necessario specificare tre diversi 

parametri: lo spessore totale dello strato dei prismi, o PLTT (Prism Layer Total 

Thickness), lo spessore dello strato più vicino a parete, o PLNWT (Prism Layer Near 

Wall Thickness), e la dimensione base, o Base Size. I primi due parametri verranno 

settati plottando, in funzione della coordinata parallela all’asse del condotto, la 

funzione di parete y+. Avendo scelto un approccio low y+, ci aspettiamo di ottenere 

a parete una y+ più piccola di 1 (≈ 0.7÷0.8). Fissando il valore di PLTT, si fa variare il 

PLNWT cercando di far cadere la funzione di parete in quell’intervallo. Come è 

possibile notare dai grafici sotto riportati, i valori di PLTT e di PLNWT che ci 

permettono di ottenere quanto appena detto sono rispettivamente 9.525E-4 m e 

1.19062E-4 m (pari ad 1/8 del PLTT). Ciò significherà avere otto prismi tutti della 

stessa dimensione. 
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Figura 2.0.1: funzione di parete per PLTT pari a 9.525E-4 m 

 

 

Figura 2.0.2: funzione di parete per PLTT pari a 8.5725E-4 m  



19 
 

Figura 2.0.3: funzione di parete per PLTT pari a 4.7625E-4 m  

 

Per settare il terzo parametro si monitoreranno velocità media e massima e si 

valuterà, decrementando di volta in volta, quale è il valore di base size al di sotto del 

quale le grandezze monitorate assumono un valore costante.  

Figura 2.0.4: velocità massima 
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Figura 2.0.5: velocità media 

 

Ciò che traspare dai grafici sopra riportati è che tale valore di BS è 9,525 E -5 m. Di 

seguito si riporta la mesh creata con i valori appena determinati:  

Figura 2.0.6: Discretizzazione dominio 
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A questo punto non resta altro che determinare le condizioni al contorno. Noto il 

numero di Reynolds, la dimensione caratteristica del canale e le proprietà del fluido 

refrigerante (acqua) alla temperatura di 19.74 °C, è possibile ricavare la portata in 

ingresso per unità d’angolo: 

Re = 3413; 

ν = 1e-6 [m^2/s] ; (viscosità cinematica)  

ρ = 998.2071 [kg/m^3] ;  

d = 19.05e-3 [m] ; (diametro condotto) 

A = π/4 * d^2 [m^2] ;  (sezione di passaggio) 

U= (Re * ν) / d [m/s] ;  

𝑚 ̇ = ρ * A * U [kg/s] ; 

𝑚̂ = 𝑚 ̇ / (2 * π ) = 0.00811 kg/s . 

 

 

Completata la mesh e inserite le condizioni al contorno, è possibile far girare la 

simulazione al fine di ottenere le condizioni al contorno da settare nella simulazione 

principale. Come detto nel capitolo precedente, ciascuno dei tre modelli di 

turbolenza oggetto della tesi presenta diverse varianti. Prima di procedere alla 

valutazione di tutte, verrà effettuato un confronto tra due sole varianti al fine di 

determinare se i risultati sono sovrapponibili o meno; in caso positivo, sarà possibile 

procedere allo studio di una sola delle varianti per ciascun modello, al contrario, si 

procederà all’analisi e al confronto tra tutte quelle disponibili. Come visibile dalle 

figure sotto riportate, confrontando la variante Realizable e Standard per il k-ε, la 

SST e la Wilcox per il k-ω e la LPS e QPS per il RST, i profili di velocità e l’energia 

cinetica turbolenta presentano andamenti differenti. 
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Figura 2.0.7: confronto del profilo di velocità per modello RST 

 

 

 

Figura 2.0.8: confronto dell’energia cinetica turbolenta per modello RST 
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Figura 2.0.9: confronto del profilo di velocità per modello k-ω 

 

 

 

Figura 2.0.10: confronto dell’energia cinetica turbolenta per modello k-ω 
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Figura 2.0.11: confronto del profilo di velocità per modello k-ε 

 

 

 

Figura 2.0.12: confronto dell’energia cinetica turbolenta per modello k-ε 
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Ciò significa che per tutte le varianti dovranno essere ricavate le condizioni al 

contorno e tutte dovranno essere confrontate con la curva sperimentale. Questo è 

ciò che verrà fatto nelle sezioni successive. 

 

 

 

 

2.2 Soluzione ottenuta usando il modello k-ε 

In questa sezione le RANS verranno risolte con il modello a due equazioni k-ε. Come 

detto nella sezione 1.3, essi includono due equazioni extra di trasporto per 

rappresentare le proprietà dei flussi turbolenti: la prima è l’energia cinetica 

turbolenta k mentre la seconda è il tasso di dissipazione turbolenta ε. Questo 

modello è composto da diverse varianti. Quelle che verranno analizzate sono la 

Realizable, la Realizable two layers, la Standard, la Standard two layers, l’Elliptic 

Blending e la Lag Elliptic Blending. La curva ottenuta per ognuna delle sei varianti 

sopra citate verrà confrontata con la curva sperimentale al fine di individuare quella 

che meglio la approssima. I dati necessari alla costruzione delle curve verranno 

estrapolati dall’analisi numerica condotta attraverso il software commerciale Star 

CCM+. Prima di procedere alla risoluzione, sarà necessario inserire le condizioni al 

contorno in ingresso ricavate dall’analisi preliminare; il profilo di velocità, l’energia 

cinetica turbolenta e il tasso di dissipazione turbolenta, o “Turbulent Dissipation 

Rate”, verranno inseriti non come valori singoli, ma come “radial internal table”, 

ossia funzioni della coordinata radiale. Fatto ciò, non resta altro che lanciare la 

simulazione ed aspettare che i residui si siano stabilizzati (si riporta sotto un 

esempio per la variante realizable). Andamenti simili vengono ottenuti anche per 

tutte le altre varianti. 
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Figura 2.2.1: Andamento residui per il modello Realizable al variare del numero di iterazioni 

 

 

Lo step successivo prevede l’estrazione dei dati, i quali verranno estratti in funzione 

delle coordinate cartesiane x,y,z. La coordinata y varierà da una dimensione pari al 

diametro del canale di refrigerazione (19,05 mm) fino a n pari 10 volte tale valore, 

con n numero intero. La coordinata x sarà compresa nell’intervallo [-39.49 ÷ 40.11] 

mm, ma data la simmetria si considererà solo metà di tale intervallo, mentre la 

coordinata z sarà pari a zero (data la bidimensionalità del problema). Tali coordinate 

identificano il quadrante rosso rappresentato nella figura 1.4.1, ossia la zona in cui 

sono stati valutati i dati sperimentali a noi pervenuti. A questo punto non resta altro 

che procedere al confronto tra le curve, dopo aver valutato quelle ottenute dai vari 

modelli nei punti in cui è valutata la sperimentale. Per evitare di appesantire il 

documento si è deciso di riportare i grafici di confronto solo per tre dei dieci valori 

considerati: y/D = 1, y/D = 5 e y/D = 10. 
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Figura 2.2.2: Coordinata y pari a 19,05 mm (y/D=1) 

 

 

 

Figura 2.2.3: Coordinata y pari a 95.25 mm (y/D=5) 
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Figura 2.2.4: Coordinata y pari a 190.5 mm (y/D=10) 

 

Particolare attenzione deve essere fatta per quanto riguarda il sistema di 

riferimento. Quello usato nella simulazione numerica risulta essere ruotato di 90° in 

senso antiorario rispetto a quello dell’esperimento, che sarà quello a cui si farà fede 

nell’intera trattazione. La coordinata y sarà quella parallela all’asse del getto, mentre 

la x sarà quella trasversale. Fatta questa premessa, si riportano di seguito i grafici. 

 

Figura 2.2.5: andamento della componente i per y/D=1  
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Figura 2.2.6: andamento della componente j per y/D=1 

 

 

Figura 2.2.7: andamento della tke per y/D=1 
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Figura 2.2.8: andamento della componente i per y/D=5 

 

 

Figura 2.2.9: andamento della componente j per y/D=5 
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Figura 2.2.10: andamento della tke per y/D=5 

 

 

 

Figura 2.2.11: andamento della componente i per y/D=10 
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Figura 2.2.12: andamento della componente j per y/D=10 

 

 

 

Figura 2.2.13: andamento della tke per y/D=10 
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Dai grafici sopra riportati, due sono le cose evidenti: la prima, che visivamente non è 

possibile determinare la curva “vincitrice”; la seconda, che man mano che ci si 

all’allontana dal punto di immissione del getto la soluzione diventa più difficile da 

valutare e soggetta, dunque, ad un errore maggiore. Bisogna cercare allora un 

metodo alternativo che ci consenta di scegliere una tra le sei curve rappresentate. 

Un primo approccio è stato quello di valutare l’errore relativo rispetto alla 

sperimentale e di valutarne la media. Di seguito si riportano le tabelle 

rappresentanti lo studio: 

 

 

 

 

 

 

 

 

Tabella 2.2.1: errore medio relativo per la componente di velocità i 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Tabella 2.2.2: errore medio relativo per la componente di velocità j 
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Tabella 2.2.3: errore medio relativo per l’energia cinetica turbolenta 

 

 

Tale approccio, però, non consente di arrivare ad una conclusione dal momento che 

la componente i risulta essere meglio approssimata dalla variante Standard two 

Layers, la componente j dalla variante Realizable e l’energia cinetica turbolenta dalle 

varianti Realizable two Layers, EB e Lag EB. Si procede allora con il calcolo, per ogni 

y/D, della media delle tre componenti i, j e tke:  

 

 

 

 

 

 

 

Tabella 2.2.4: errore medio relativo sulle tre variabili 

 

Dalla tabella è possibile notare che, escluse la Realizable e la Lag EB, tutte possono 

essere scelte come variante “migliore”. Allora risulta necessario un ulteriore 

valutazione, ovvero stimare l’errore medio relativo delle tre componenti sull’intero 

profilo. Il risultato che si ottiene è il seguente: 
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Tabella 2.2.5: errore medio relativo complessivo sulle tre variabili 

 

Finalmente, attraverso quest’ultima valutazione, è possibile giungere ad una 

conclusione. La variante Elliptic Blending risulta essere quella che meglio 

approssima, per Re=3413, la curva sperimentale tra tutte quelle del modello a due 

equazioni k-ε. Lo stesso ragionamento dovrà essere eseguito anche per il modello   

k-ω e per il modello RST. Una volta fatto ciò sarà possibile eseguire il confronto 

finale, che sancirà non solo quale modello, ma anche quale variante è la migliore per 

il caso in esame. 

 

 

 

2.3 Soluzione ottenuta usando il modello k-ω 

Quanto fatto nelle sezione precedente per il modello k-ε, verrà fatto anche per il 

modello k-ω. Si tratta, anche in questo caso, di un modello a due equazioni, dove la 

prima rappresenta ancora il trasporto dell’energia cinetica turbolenta k, mentre la 

seconda il tasso di dissipazione specifica ω. Lecito pensare che, diversamente dal 

modello k-ε, la terza condizione al contorno sia rappresentata, oltre che dal profilo 

di velocità e dall’energia cinetica turbolenta, dal tasso di dissipazione specifica ω, o 

“Specific Dissipation Rate”. A differenza del k-ε, questo presenta solo due varianti: la 

SST (Shear Stress Transport) e la Wilcox. Si procede prima ad una valutazione 

grafica, la quale difficilmente fornirà informazioni accurate, poi si procederà al 

calcolo della media dell’errore relativo rispetto alla sperimentale (dopo aver 

valutato le due curve nei punti in cui è valutata la sperimentale), e se questo non 

fosse sufficiente all’errore relativo sulle variabili e poi su tutto il profilo.  
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Figura 2.3.1: andamento della componente i per y/D=1 

 

 

 

Figura 2.3.2: andamento della componente j per y/D=1 
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Figura 2.3.3: andamento della tke per y/D=1 

 

 

Figura 2.3.4: andamento della componente i per y/D=5 
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Figura 2.3.5: andamento della componente j per y/D=5 

 

Figura 2.3.6: andamento della tke per y/D=5 
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Figura 2.3.7: andamento della componente i per y/D=10 

 

 

 

Figura 2.3.8: andamento della componente j per y/D=10 
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Figura 2.3.9: andamento della tke per y/D=10 

 

 

Come previsto, risulta impensabile determinare graficamente la curva migliore. Si 

procede, come fatto nel capitolo precedente, al calcolo della media dell’errore 

relativo e si riportano di seguito i risultati: 

 

 

 

 

 

 

 

Tabella 2.3.1: media dell’errore relativo sulle componenti i e j e sull’energia cinetica turbolenta 
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Il modello Wilcox presenta un errore relativo minore per le componenti di velocità, 

ma non per la cinetica turbolenta. Si effettua la media, per ogni y/D, sulle tre 

variabili: 

Tabella 2.3.2: media errore relativo sulle variabili 

 

La tabella sopra riportata ci consente di affermare che, per nove delle dieci 

valutazioni y/D, la variante Wilcox approssima con un’accuratezza maggiore rispetto 

alla SST la curva sperimentale. Tale variante verrà confrontata nella sezione 

conclusiva del seguente capitolo con l’Elliptic Blending del modello k-ε. Procediamo 

ora all’individuazione della variante “vincitrice” anche per l’ultimo dei modelli di 

turbolenza. 

 

 

2.4 Soluzione ottenuta usando il modello degli stress di Reynolds 

A differenza dei due sopra citati, i quali si basano sull’ipotesi poco realista di 

Boussinesq, il modello di Reynolds rappresenta un modello di chiusura del secondo 

ordine che meglio permette di simulare il comportamento di un flusso turbolento 

nei casi di rapida distorsione, dove il flusso sembra comportarsi in maniera elastica 

più che viscosa; esso si basa sulla risoluzione dell’equazione del trasporto delle 

sollecitazioni di Reynolds, scomponibile in sei equazioni ellittiche per ogni 

componente di stress. Proprio come il modello k-ε, il modello di Reynolds richiede 

come condizioni al contorno il profilo di velocità, l’energia cinetica turbolenta e il 

tasso di dissipazione turbolenza. Inserite le condizioni al contorno, si segue la stessa 

linea guida degli altri due modelli. Vediamo nel dettaglio i risultati e individuiamo la 

variante che dovrà essere confrontata con le due già selezionate. 
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Figura 2.4.1: andamento della componente i per y/D=1 

 

 

 

Figura 2.4.2: andamento della componente j per y/D=1 
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Figura 2.4.3: andamento della tke per y/D=1 

 

 

 

Figura 2.4.4: andamento della componente i per y/D=5 
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Figura 2.4.5: andamento della componente j per y/D=5 

 

 

 

Figura 2.4.6: andamento della tke per y/D=5 
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Figura 2.4.7: andamento della componente i  per y/D=10 

 

 

 

Figura 2.4.8: andamento della componente j per y/D=10 
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Figura 2.4.9: andamento della tke per y/D=10 

 

 

 

Tabella 2.4.1: media errore relativo sulla componente i, j e tke 

 

La tabella 2.4.1 mette già in evidenza il fatto che la variante QPS presenta, per tutte 

e tre le componenti, un errore relativo medio inferiore rispetto alle altre tre lungo il 

profilo. Per una maggiore sicurezza si procede al calcolo della media dell’errore 

relativo sulle tre variabili: 
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Tabella 2.4.2: media errore relativo sulle variabili 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Questo ulteriore calcolo permette di confermare quanto detto sopra, ovvero che la 

variante Quadratic Pressure Strain presenta un’accuratezza maggiore rispetto alle 

altre. Adesso che abbiamo individuato la variante migliore per ogni singolo modello 

di turbolenza, si può procedere al confronto finale con l’obiettivo di individuare il 

metodo e, più nel dettaglio, la variante che meglio approssima la sperimentale per il 

caso Re=3413. 

 

 

 

2.5 Confronto delle varianti con i dati sperimentali e scelta del modello 

Il confronto finale avverrà tra la migliore del modello k-ε, la Elliptic Blending, quella 

del modello k-ω, la Wilcox, e quella del modello RST, ovvero la Quadratic Pressure 

Strain. Il procedimento sarà lo stesso adottato nelle sezioni precedenti: si 

valuteranno visivamente i grafici riportanti le curve e si procederà al confronto delle 

medie dell’errore relativo per ciascuna variabile e per ogni valore y/D. Se ciò non 

permetterà di individuare il modello migliore si effettuerà il confronto tra le medie 

dell’errore relativo complessivo sulle variabili per ogni y/D. 
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Figura 2.5.1: andamento della componente i per y/D=1 

 

Figura 2.5.2: andamento della componente j per y/D=1 
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Figura 2.5.3: andamento della tke per y/D=1 

 

 

 

Figura 2.5.4: andamento della componente i per y/D=5 
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Figura 2.5.5: andamento della componente j per y/D=5 

 

 

 

Figura 2.5.6: andamento della tke per y/D=5 
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Figura 2.5.7: andamento della componente i per y/D=10 

 

 

Figura 2.5.8: andamento della componente j per y/D=10 
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Figura 2.5.9: andamento della tke per y/D=10 

 

 

Tabella 2.5.1: media errore relativo sulle singole componenti 

Dalla tabella 2.5.1 traspare che la variante QPS approssima meglio le componenti di 

velocità, mentre la cinetica turbolenta viene meglio approssimata dalla variante EB. 

Si procede allora al calcolo della media dell’errore complessivo sulle variabili per 

ogni y/D. 
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Tabella 2.5.2: media errore relativo complessivo sulle variabili 

 

 

 

 

Risulta evidente che, per ben sette punti sulle 

dieci complessive, la variante QPS presenta un 

errore medio complessivo inferiore rispetto alle 

varianti EB e Wilcox. Questa miglioria è legata al fatto che tale variante, e più in 

generale il modello degli stress del tensore di Reynolds non si basa sull’ipotesi, poco 

valida e performante per i casi reali e complessi, di Boussinesq, il quale introdusse la 

viscosità dinamica turbolenta al fine di esprimere gli sforzi di Reynolds in funzione 

del gradiente della velocità media. Questo conclude lo studio per il primo caso, 

ovvero Re=3413, caratterizzato da un flusso stazionario e bidimensionale. Nel 

capitolo successivo ci si occuperà si risolvere le RANS per Re=7912. Non essendo 

certi di essere in presenza di un flusso stazionario, si procederà con un’analisi 3D 

non stazionaria, mentre per il processo di meshing bisognerà tenere conto della 

condizione CFL (Courant-Friedrichs-Lewy), necessaria per la convergenza numerica 

della soluzione delle equazioni alle derivate parziali di tipo iperbolico. Da essa infatti 

dipenderà la scelta del passo temporale, necessario per ottenere una soluzione 

convergente, stabile e ottimizzata dal punto di vista temporale e, dunque 

economico.  
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3 Risoluzione del problema attraverso l’uso del 

software commerciale Star CCM+ per numero 

di Reynolds pari a 7912 

 

3.1    Analisi preliminare al fine di determinare le condizioni al contorno 

In questo capitolo ci occuperemo di risolvere le RANS nel caso di Re pari a 7912. 

L’iter da seguire sarà identico al caso precedentemente analizzato con la sola 

differenza che, data la non stazionarietà del flusso, la geometria passerà da una 

configurazione 2D ad una 3D. Per quel che riguarda l’analisi preliminare si era 

pensato di utilizzare la geometria 2D usata per Re = 3413, estraendo le variabili in 

funzione della coordinata radiale ed inserendole nella configurazione 3D dell’upper 

plenum. Osservando la velocity-scene ci si è accorti che tali variabili non venivano 

lette correttamente portando, dunque, alla realizzazione di un condotto 

tridimensionale ottenuto attraverso una rivoluzione a 360°, attorno all’asse del 

condotto, di raggio pari al  𝑑𝑅𝑒=3413. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Figura 3.1.1: Condotto analisi preliminare 
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Tale modifica influisce sul calcolo della portata. Infatti, oltre alla variazione del 

numero di Reynolds, deve essere modificato anche il diametro del condotto. A valle 

di tali modifiche risulta una portata pari a 0.118 kg/s. Per quanto riguarda il 

processo di meshing, si è deciso di mantenere i parametri ottimizzati (Prism Layer 

Total Thickness e il Prism Layer Near Wall Thickness) del caso Re = 3413; la scelta di 

mantenere anche la stessa Base size viene giustificata dai seguenti grafici: 

 

 

Figura 3.1.2: velocità media al variare del parametro adimensionale Base size sulla Base size nel caso 2D 
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Figura 3.1.3: velocità massima al variare del parametro adimensionale Base size sulla Base size nel caso 2 

 

Ciò che se ne deduce è che, quando la Base size eguaglia il valore utilizzato nel caso 

2D, la velocità massima e la velocità media cessano di variare. 

Figura 3.1.4: Discretizzazione dominio 
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Creata la geometria, inserita la portata corretta e discretizzato il dominio si può 

procedere alla risoluzioni delle equazioni con l’obiettivo di ottenere il profilo di 

velocità, l’energia cinetica turbolenta e il rateo di dissipazione turbolenta, nel caso di 

modello k-ε e modello RST, o il rateo di dissipazione turbolenta specifica, nel caso di 

modello k-ω, questa volta in funzione della componente ortogonale all’asse del 

condotto. Di seguito si riportano le soluzioni:  

 

 

 

 

Figura 3.1.5: Residui analisi preliminare caso Re=7912  
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Figura 3.1.5: confronto del profilo di velocità per modello k-ε 

 

Figura 3.1.6: confronto dell’energia cinetica turbolenta per modello k-ε 
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Figura 3.1.7: confronto del profilo di velocità per modello k-ω 

Figura 3.1.8: confronto dell’energia cinetica turbolenta per modello k-ω 
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Figura 3.1.9: confronto del profilo di velocità per modello RST 

 

 

 

Figura 3.1.10: confronto dell’energia cinetica turbolenta per modello RST 
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Ancora una volta si dimostra che, data la differenza tra le componenti, l’analisi dovrà 

essere effettuata per tutte le varianti di ciascuno dei tre modelli. Vista la complessità 

legata al passaggio dal bidimensionale al tridimensionale, con conseguente notevole 

incremento dei tempi di risoluzione, nel capitolo successivo si effettuerà l’analisi per 

la sola variante Standard del modello k-ε. Tuttavia, una volta risolto il problema dal 

punto di vista geometrico-fisico, occorre solo lanciare le altre simulazioni ed 

attendere il completamento delle stesse per l’estrazione dei dati (ciò non sarà 

oggetto della tesi). 

 

 

 

 

 

 

 

3.2 Soluzione ottenuta usando la variante Standard del modello di 

turbolenza k-ε 

In questa sezione verranno ricavate le componenti di velocità lungo x e y e l’energia 

cinetica turbolenta da confrontare con i dati sperimentali usando la variante 

standard del modello k-ε. Il procedimento da seguire sarà sempre lo stesso con la 

sola differenza della geometria, la quale dovrà passare da una configurazione 

bidimensionale ad una tridimensionale. Non essendo certi della natura fisica del 

problema per il caso Re=7912, si procederà con un’analisi in regime stazionario con 

un approccio di tipo high y+ wall treatment, e solo controllando l’andamento dei 

residui si potrà stabilire la correttezza di quanto fatto. 
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3.2.1 Processo di meshing e analisi in regime stazionario 

Il primo passo per risolvere il problema è quello di creare la geometria 

tridimensionale. La metodologia usata è analoga a quella del condotto che ha 

permesso di ricavare le condizioni al contorno; essa consiste nell’eseguire una 

rivoluzione a 360° attorno all’asse del condotto della sezione raffigurata in Figura 

2.2.2. Il risultato di tale operazione viene mostrato nella figura sottostante: 

Figura 3.2.1: geometria tridimensionale 

 

 

Dalla figura risulta ben chiaro che il problema si complica, con conseguente 

aumento dei costi computazionali rispetto al caso Re=3413. Questo perché la nuova 

geometria porta con sé una maggiore difficoltà nella creazione della mesh visto il 

maggior numero di celle di cui si necessita. L’iter, tuttavia, è sempre lo stesso: 

fissare una base size e un prism layer total thickness e, in base al tipo di approccio, 

scegliere il prism layer near wall thickness in modo da ottenere la funzione a parete 

y+ ottimale (compresa tra 13 e 15). Si decide di imporre un valore di BS pari a 5 E-3 

m e un PLTT pari a 1 E-3 m: 
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Figura 3.2.2: distribuzione y+ lungo la parete al variare del prism layer near wall thickness 

 

 

Dal grafico risulta chiaro che scegliendo un PLNWT pari a 0.001 m si ottiene un 

valore per la funzione a parete compreso tra 12 e 14, che concilia con quanto 

ricercato. La conseguenza sarà quella di avere un numero di strati tutti della stessa 

dimensione (come per il caso bidimensionale). Scelto il PLNWT bisogna adesso 

valutare la corretta Base size. Al fine di evitare una mesh accurata anche in regioni 

lontani dal getto, si decide di mantenere il valore scelto in precedenza ed infittire la 

regione attorno al getto, delineandola con un cilindro di diametro leggermente 

superiore (100 mm) alla regione del getto. 
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Figura 3.2.3: Visualizzazione cilindro che contorna il getto 

 

 

Figura 3.2.4: Discretizzazione dominio 
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Completato il processo di meshing, non resta altro che imporre le condizioni al 

contorno ricavate nel paragrafo 3.1. La variante standard, come ben visibile dalla 

figura sottostante, necessita del profilo di velocità, dell’energia cinetica turbolenta e 

del rateo di dissipazione turbolenta. 

 

 

Figura 3.2.5: Schermata STAR CCM+ per condizioni al contorno 

 

 

Inserite le variabili nella corretta posizione si procede alla risoluzione iterativa delle 

equazioni allo scopo di ricavare le componenti da confrontare con i dati 

sperimentali. L’operazione di estrazione dati è subordinata al grado di accuratezza. 

Tanto più questo è alto tanto più accurati saranno i risultati. Dalla lettura dei residui, 

però, si può ricavare un’altra importante informazione, ovvero la natura del 

problema fisico. La presenza di oscillazioni nei residui, riportati nella figura 3.2.6, 

sono sintomo di un regime non stazionario nel caso in esame e che quanto fatto non 

è corretto per risolvere le RANS. L’analisi del transitorio sarà affrontata in dettaglio 

nella sezione successiva e comprenderà lo studio di un altro parametro, il CCN 

(Convective Courant Number), necessario per la convergenza numerica della 

soluzione. 
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Figura 3.2.6: Residui simulazione in regime stazionario  

 

 

 

 

 

3.2.2 Analisi in regime transitorio: condizione CFL e determinazione del passo 

temporale 
L’analisi in regime stazionario ha evidenziato, per Re pari a 7912, la presenza di 
oscillazioni nei residui, a testimonianza del fatto che la condizione del flusso 
refrigerante sta transitando verso un regime non stazionario. Si parla di transizione e 
non di regime non stazionario vero e proprio per via del fatto che, in punti diversi 
della corrente, le grandezze in gioco (velocità e pressione) variano leggermente nel 
tempo. Ciò sarà dimostrato andando a valutare le variazioni delle componenti di 
velocità lungo l’asse del getto e quello ortogonale ad esso in un punto non tanto 
lontano dall’asse stesso e, si vedrà come tali variazioni non risultano essere 
abbastanza accentuate da determinare una condizione di assoluta non stazionarietà. 
Fondamentale, come già detto, sarà l’analisi del numero di Courant, il quale 
permette di stabilire la convergenza numerica della soluzione. Tale numero, nel caso 
di flusso unidimensionale, è espresso dalla seguente relazione: 
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C = 
𝑢∗ ∆ 𝑡

∆ 𝑥
     (1.1) 

Dove u = velocità del flusso;  ∆𝑡 il passo temporale e ∆𝑥 l’ intervallo spaziale.  

Per stabilire se una soluzione tende a convergenza o meno, è necessario imporre la 
condizione CFL (Courant – Friedrichs – Lewy), che può essere scritta come: 

C < 𝐶𝑚𝑎𝑥    (1.2) 

Con la costante 𝐶𝑚𝑎𝑥  che dipende dalla tipologia di equazioni da risolvere 
(ellittiche, iperboliche…) e dal tipo di schema numerico utilizzato. Avendo usato nel 
nostro caso uno schema di tipo implicito, ovvero uno schema che necessita della 
risoluzione di un’equazione algebrica al fine di ottenere la soluzione (la variabile 
approssimata compare in entrambi i membri dell’equazione), il 𝐶𝑚𝑎𝑥   può assumere 
valori più elevati dell’unità. Avendo già determinato l’intervallo spaziale col processo 
di discretizzazione del dominio, non resta altro che determinare il corretto passo 
temporale. 

 

Figura 3.2.7: Numero di celle con CCN < 5 in funzione del passo temporale 
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Figura 3.2.8: Variazione percentuale numero di celle con CCN < 5 in funzione del passo temporale 

 

 

I grafici sopra riportati sono stati ottenuti stimando il numero di celle aventi un CCN 

< 5 al variare del passo temporale. Da questa analisi risulta che, per un passo 

temporale di 4 ms, solo il 2,75 % delle celle nella regione delimitata dal getto non 

rispettano la condizione di stabilità, una percentuale che non rischia di 

compromettere la correttezza della soluzione. Determinato il passo temporale è 

possibile risolvere iterativamente le equazioni al fine di estrarre le componenti di 

velocità u e v e l’energia cinetica turbolenta. A differenza del caso 2D, dove le 

simulazioni venivano monitorate controllando solamente i residui, adesso si dovrà 

monitorare la variazione temporale delle componenti di velocità u e v in un punto 

della corrente e la simulazione si potrà ritenere completa quando ampiezza e 

periodo delle oscillazioni cesseranno di variare. L’obiettivo è quello di stimare il 

periodo dell’oscillazione in modo da determinare il profilo medio delle variabili di 

nostro interesse (𝑢𝑚𝑒𝑎𝑛, 𝑣𝑚𝑒𝑎𝑛 e 𝑡𝑘𝑒𝑚𝑒𝑎𝑛 ). 
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Figura 3.2.9: Punto della corrente in cui sono valutate le componenti di velocità 

 

 

 

Figura 3.2.10: Componente di velocità u in funzione del tempo simulato 
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Figura 3.2.11: Componente di velocità v in funzione del tempo simulato 

 

 

 

Figura 3.2.12: Valutazione dei massimi della curva u in funzione del tempo simulato 
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Figura 3.2.13: Valutazione dei massimi della curva v in funzione del tempo simulato  

 

 

 

Dalle figure 3.2.10 e 3.2.11 si vede come il periodo sia la prima delle due grandezze a 

stabilizzarsi, risultando essere pari a 51 s circa. Le figure 3.2.12 e 3.2.13, invece, 

mostrano l’andamento dei picchi massimi al variare del tempo simulato e solo, 

intorno al novecentesimo secondo la variazione si può ritenere trascurabile. 

Determinato il periodo su cui mediare le variabili e fatta stabilizzare l’ampiezza di 

oscillazione non resta altro che estrarre le componenti al fine di determinare i profili 

medi da confrontare con i dati sperimentali. Ciò sarà oggetto dell’ultimo paragrafo. 
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Figura 3.2.14: Profilo medio della componente di velocità u per y/D = 1 

 

 

 

Figura 3.2.15: Profilo medio della componente di velocità v per y/D = 1 
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Figura 3.2.16: Profilo medio dell’energia cinetica turbolenta per y/D = 1 

 

 

 

 

 

 

3.3   Confronto con i dati sperimentali e conclusioni 

Nel paragrafo 3.2 ci si è occupati di ricavare i profili medi delle componenti di 

velocità u e v e dell’energia cinetica turbolenta. Come visto, si è partiti dalla 

definizione della geometria tridimensionale per poi passare alla discretizzazione del 

dominio e, più nello specifico, della zona che contorna il getto attraverso la 

definizione di un cilindro di estensione superiore a quella della corrente. Non 

essendo nota la natura del problema, si è decisi di partire con un’analisi stazionaria, 

salvo poi passare ad analisi in regime transitorio a causa delle oscillazioni presenti 

nei residui. Passare in regime transitorio significa gestire le oscillazioni delle variabili 

nel tempo, significa avere un metodo numerico che vada a convergenza, un metodo 

che soddisfi la condizione di stabilità. A tal proposito, si è deciso di adottare uno 

schema numerico di tipo implicito, meno sensibile alle instabilità numeriche, che ci 

ha permesso di avere una maggiore libertà nella scelta del passo temporale vista la 



74 
 

maggiore tolleranza ai valori più elevati di 𝐶𝑚𝑎𝑥 . Fatto ciò, è stato possibile risolvere 

le equazioni monitorando le componenti di velocità in un punto non lontano 

dall’asse del getto, con l’obiettivo di ricavare il periodo su cui mediare le 

componenti di velocità u e v e l’energia cinetica turbolenta. Il confronto con i dati 

sperimentali rappresenta la verifica ultima al metodo adottato, la cosiddetta prova 

del nove. I grafici riportano il confronto tra le variabili mediate e i dati sperimentali 

per sei valori del parametro y/D sulle dieci disponibili. Oltre al confronto grafico, si 

procederà anche al calcolo dell’errore medio relativo per ciascuna delle tre 

componenti, all’errore sulle variabili (ottenuto sommando per ogni y/D l’errore 

commesso sulle tre componenti:  
𝑒𝑟𝑟 (𝑖)+𝑒𝑟𝑟 (𝑗)+𝑒𝑟𝑟 (𝑡𝑘𝑒)

3
), all’errore complessivo su 

tutte e dieci le valutazioni (ottenuto sommando l’errore sulle variabili per tutti i 

valori di y/D e dividendo per 10 : 

∑  𝑒𝑟𝑟𝑜𝑟𝑒 𝑠𝑢𝑙𝑙𝑒 𝑣𝑎𝑟𝑖𝑎𝑏𝑖𝑙𝑖10
𝑦
𝐷

= 1

10
 ) ed infine si 

confronterà l’errore complessivo della variante standard con quello commesso nel 

caso 2D. 

 

 CASO y/D = 1 

 

Figura 3.3.1: Confronto tra il profilo medio della componente di velocità u e la u sperimentale per y/D = 1 
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Figura 3.3.2: Confronto tra il profilo medio della componente di velocità v e la v sperimentale per y/D = 1 

 

 

 

Figura 3.3.3: Confronto tra il profilo medio dell’energia cinetica turbolenta e la tke sperimentale per y/D = 1 
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 CASO y/D = 2 
 

Figura 3.3.4: Confronto tra il profilo medio della componente di velocità u e la u sperimentale per y/D = 2 

 

 

 

Figura 3.3.5: Confronto tra il profilo medio della componente di velocità v e la v sperimentale per y/D = 2 
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Figura 3.3.6: Confronto tra il profilo medio dell’energia cinetica turbolenta e la tke sperimentale per y/D = 2 

 

 CASO y/D = 5 

 

Figura 3.3.7: Confronto tra il profilo medio della componente di velocità u e la u sperimentale per y/D = 5 
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Figura 3.3.8: Confronto tra il profilo medio della componente di velocità v e la v sperimentale per y/D = 5 

 

 

 

Figura 3.3.9: Confronto tra il profilo medio dell’energia cinetica turbolenta e la tke sperimentale per y/D = 5 
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 CASO y/D = 6 

Figura 3.3.10: Confronto tra il profilo medio della componente di velocità u e la u sperimentale per y/D = 6 

 

Figura 3.3.11: Confronto tra il profilo medio della componente di velocità v e la v sperimentale per y/D = 6 



80 
 

Figura 3.3.12: Confronto tra il profilo medio dell’energia cinetica turbolenta e la tke sperimentale per y/D = 6 

 

 

 CASO y/D = 9 

Figura 3.3.13: Confronto tra il profilo medio della componente di velocità u e la u sperimentale per y/D = 9 
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Figura 3.3.14: Confronto tra il profilo medio della componente di velocità v e la v sperimentale per y/D = 9 

 

 

 

Figura 3.3.15: Confronto tra il profilo medio dell’energia cinetica turbolenta e la tke sperimentale per y/D =9 
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 CASO y/D = 10 

Figura 3.3.16: Confronto tra il profilo medio della componente di velocità u e la u sperimentale per y/D = 10 

 

Figura 3.3.17: Confronto tra il profilo medio della componente di velocità v e la v sperimentale per y/D = 10 
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Figura 3.3.18: Confronto tra il profilo medio dell’energia cinetica turbolenta e la tke sperimentale per y/D =10 

 

 

Dai grafici sopra riportati si può osservare che, per y/D pari a nove e per y/D pari a 

dieci, le curve ottenute risolvendo le RANS tendono ad avere un errore maggiore 

rispetto alla sperimentale. Per stimare di quanto le due curve si distacchino, nella 

tabella successiva, è stato valutato l’errore relativo rispetto alla sperimentale per le 

tre componenti: 

 

 

Figura 3.3.19: Errore relativo sulle 

componenti i,j e tke. 

 

 

 

 

 



84 
 

Tuttavia, né il metodo grafico, né la valutazione dell’errore relativo permettono di 

determinare con certezza quanto “buona” sia l’approssimazione della variante 

standard del modello k-ε; ciò è legato al fatto che, la risoluzione numerica delle 

equazioni del moto dei fluidi rappresenta un problema abbastanza complesso e 

molte variabili entrano in gioco; si basti pensare che ciascuna delle tre componenti, 

per ognuno dei dieci valori del parametro adimensionale y/D, è valutata su 

centouno punti differenti. Trovare un metodo che univocamente ci dica quale 

modello è il migliore risulta estremamente difficile; ci saranno modelli che 

approssimeranno meglio una componente piuttosto che un’altra. Tuttavia, 

interessante è vedere come varia l’errore di un modello cambiando la velocità della 

corrente: 

 

 Figura 3.3.20: Confronto errori tra il caso 

2D e il caso 3D 

 

 

 

 

 

Confrontando gli errori commessi dalla variante standard sia per il caso di flusso 

bidimensionale e stazionario e sia per il caso di flusso tridimensionale in regime 

transitorio, si può notare che, la maggiore complessità dettata dalla variazione 

temporale delle variabili porta ad una riduzione nell’accuratezza dei risultati con un 

conseguente incremento dell’errore. Interessante sarebbe a questo punto eseguire 

l’analisi non solo per le altre varianti del modello k-ε, ma anche per quelle dei 

modelli RST e k-ω e procedere alla valutazione degli errori rispetto al caso 

bidimensionale. Il problema è stato risolto per la variante standard dal punto di vista 

geometrico-fisico, la mesh è stata ottimizzata, le condizioni al contorno ricavate e il 

periodo di oscillazione stimato, non resta altro che attendere che l’ampiezza si 

stabilizzi ed estrarre i dati che ci consentiranno di definire i profili medi delle 

componenti fin qui analizzate. Ciò, per questioni di tempo, non sarà oggetto della 

tesi in questione. 
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