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Sommario

L’analisi elastica e geometrica non lineare delle travi e delle piastre ¢ un punto fon-
damentale nello studio delle strutture non solo in campo aerospaziale, ma anche
meccanico, robotico, biomedico e cosi via. Per questo, ¢ fondamentale avere dei
modelli accurati in grado di descrivere il comportamento delle strutture sottopo-
ste a grandi deformazioni. In particolare, in questo elaborato verranno considerate
strutture costituite sia da materiali linearmente elastici sia da materiali iperelasti-
ci.

Le strutture fatte di materiali iperelastici anche detti soft materials sono in grado
di raggiungere grandi deformazioni prima di giungere a rottura. La loro applicazio-
ne e spesso utilizzata in differenti settori e per la produzione di diversi dispositivi
quali sensori di pressione, compositi ottici e cosi via. I modelli utilizzati per descri-
vere il loro comportamento sono anche fondamentali in ambito biomedico, perché
descrivono il comportamento di molti materiali biologici.

L’analisi non lineare dei materiali iperelastici quasi incomprimibili , pero, porta
con se una serie di sfide a causa dell’ordine di grandezza del modulo di compressi-
bilita elevato rispetto al modulo di taglio. Questo infatti causa instabilita e matrici
di rigidezza mal condizionate. In questo elaborato, per far fronte a questo tipo di
analisi, si ricorrera al metodo F, basato sulla divisione del gradiente di deforma-
zione in due parti: una parte legata alla deformazione e una parte isocora. Inoltre
verra introdotta la defizione di energia di deformazione e verranno utilizzati model-
li dipendenti solo dal primo invariante del tensore di deformazione Cauchy-Green.
Per studiare e analizzare il comportamento delle strutture e quindi affrontare I’ana-
lisi non lineare verra implementato il metodo agli elementi finiti tramite 1'utilizzo
della Carrera Unified Formulation (CUF).

La CUF permette di poter scrivere le equazioni di qualsiasi teoria 1D, 2D o 3D
in termini di pochi nuclei fondamentali (FNs), la cui forma non dipende dalle
assunzioni usate sul tipo e ordine della funzione per descrivere il campo degli spo-
stamenti. In base alle dimensioni della struttura in esame, infatti, se una o piu
dimensioni sono trascurabili rispetto alle altre, ¢ possibile scrivere il campo degli
spostamenti in modo diverso. In questa formulazione unificata, vengono utilizzate



delle funzioni di espansione basate su polinomi di Taylor o di Lagrange al variare
della tipologia del problema. L’utilizzo di questa formulazione porta a scrivere le
equazioni di governo non lineari tramite il principio degli spostamenti virtuali, con
matrici di rigidezza secante e tangente in termini di nuclei fondamentali.

La soluzione numerica viene ottenuta tramite I'utilizzo dello schema numerico di
Newton-Raphson basato sul metodo path following e sul metodo arch-lenght. Se-
condo questo metodo e possibile scrivere in forma linearizzata il vettore delle forze
nodali residue. Tramite I'utilizzo di un opportuno schema incrementale si risolvo-
no le equazioni.

La seguente tesi presenta una prima parte di descrizione teorica, dove vengono
argomentate ’analisi di deformazione, I’analisi di tensione e definite le varie gran-
dezze in gioco e una seconda parte, in cui vengono illustrati i risultati numerici ot-
tenuti tramite il metodo FEM basati sulla CUF sia per strutture con non-linearita
geometriche, sia per strutture con non-linearita sia geometriche che fisiche (iperela-
stiche). Vengono principalmente approfondite strutture di tipo piastra sottoposte
a pressione uniforme. Tutte le simulazioni sono state effettuate tramite 1'utilizzo
del codice MU L?, realizzato dal gruppo di ricerca MU L? del Politecnico di Torino.
Da questo lavoro in futuro si potrebbero affrontare altre analisi su altri modelli
strutturali considerando, ad esempio, strutture disomogenee, anisotrope oppure
analizzare problemi di interazione fluido-struttura e cosi via.
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Capitolo 1

Introduzione

1.1 Strutture in materiale iperelastico

L’obiettivo principale di questo elaborato sara 'analisi statica di modelli 2D di
strutture in materiale iperelastico. Questa tipologia di materiali, infatti, trova
largo impiego in diversi ambiti ingegneristici, da quello aerospaziale a quello bio-
medico utilizzati per protesi, robot, imballaggi, sensori di pressione e cosi via. E
importante, quindi, I’applicazione di una funzione di energia di deformazione ap-
propriata per modellare le strutture. Nel lavoro di Khaniki et al. [65] vengono
investigate strutture relative a materiali biologici di alcune parti del corpo co-
me cervello, arterie, muscoli scheletrici, pelle, tessuto adiposo e problemi relativi
a strutture polimeriche in diverse condizioni meccaniche. Infatti, nella realta le
strutture possono subire grandi deformazioni dove le equazioni costitutive elastiche
non hanno piu validita. Inoltre, alcune strutture presentano una regione lineare del
modello costitutivo molto piccola, mostrando cosi un comportamento non lineare.
I ricercatori hanno cosi sviluppato diversi modelli di funzione di energia di de-
formazione per descrivere I'elasticita non lineare e le grandi deformazioni. Tra le
piu diffuse troviamo i modelli di Neo-Hookean, Mooney-Rivlin, Ogden, Gent e il
modello esponenziale-logaritmico descritte da Khaniki et al. [37].

Sviluppare un modello appropriato puo aiutare per esempio nell’ambito della neu-
rochirurgia [27], nella diagnosi del cancro al seno differenziando i tessuti sani da
quelli malati [I2], nella descrizione del comportamento delle arterie [49] [64] per
quanto riguarda l’ambito biomedico. Considerando , invece, i possibili sviluppi
ottenuti in campo meccanico e aerospaziale, i materiali iperelastici possono esse-
re sfruttati per produrre dispositivi caratterizzati da proprieta elastiche uniche,
come ad esempio sensori di pressione [I1], compositi ottici usati per la trasmittan-
za ottica [68], dispositivi che sfruttano i SEAM (soft electroactive materials) per
la conversione dell’energia meccanica in energia elettrica come i dispositivi WEC
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Figura 1.1: Diversi esempi di strutture in materiale iperelastico utilizzate in diffe-
renti ambiti ingegneristici.

(wave energy converter) in grado di convertire I’energia del moto ondoso in energia
elettrica tramite una membrana di materiale dielettrico [26] [41]. In Figura
vengono mostrati alcuni esempi di strutture in materiale iperelastico.

L’analisi non lineare di questi materiali iperelastici quasi incomprimibili, porta
con sé alcune difficolta: il modulo di compressibilita presenta degli ordini di gran-
dezza molto piu grandi rispetto al modulo di taglio. Questo genera instabilita e
fenomeni di locking. Molti ricercatori hanno quindi cercato di far fronte a queste
difficolta. Tra i vari lavori troviamo quello di Sussman e Bathe [31] dove viene
presentata una formulazione agli elementi finiti per I'analisi con non linearita sia
geometriche che fisiche di solidi comprimibili e incomprimibili. Altri lavori ,inve-
ce, considerano formulazione miste come quello di Caylak e Mahnken [28]. Tutti
questi lavori si basano principalmente sul metodo F, in cui il gradiente di defor-
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mazione viene diviso in due parti: una isocora e l'altra legata alla deformazione.
Risulta quindi fondamentale sviluppare modelli semplici e accurati per ’analisi non
lineare di strutture 1D e 2D in materiale iperelastico. Tra questi troviamo quello
proposto da Chen e Wang [33] dove vengono mostrate le equazioni di governo di
Yeoh di una trave iperelastica usando il principio del potenziale minimo di energia.
Sia Chen [32] che Breslavsky [36] [35] hanno analizzato il comportamento statico
di piastre sottili di materiale Neo-Hookean e Mooney-Rivlin. Inoltre, Amabili [59]
ha studiato il comportamento di una piastra in silicone e, adottando il metodo agli
elementi finiti, ha confrontato la soluzione con i dati sperimentali.

Lo studio proposto quindi avra come principale obiettivo quello di dimostrare la
validita del metodo agli elementi finiti basato sulla CUF sia unidimensionale che
bidimensionale per l’analisi non lineare delle strutture in materiale iperelastico
ponendo principalmente attenzione sulle piastre, dove le matrici saranno scritte
in termini di nuclei fondamentali e quindi le equazioni potranno essere scritte in
forma compatta.

1.2 Modelli strutturali unidimensionali

L’analisi strutturale geometrica non lineare delle travi e delle piastre e uno dei
punti chiave della meccanica delle strutture. L’accuratezza dei modelli utilizzati
per descrivere il loro comportamento ¢ fondamentale in quanto queste strutture
vengono utilizzate in molti ambiti ingegneristici: strutture alari, antenne spaziali,
braccia robotiche e cosi via.

Nel caso delle teorie beam, un modello eccellente per I'analisi geometrica non li-
neare ¢ rappresentato dall’ elastica di Eulero-Bernoulli [60]. Definita con la sigla
EBBM, questa teoria presenta la formulazione piu semplice possibile attribuibile
ad una trave e considera una condizione di flessione pura senza tener conto delle
deformazioni a taglio trasversale, considerando la curvatura locale proporzionale
al momento flettente.

Un’altra teoria molto conosciuta del modello beam ¢ la teoria di Timoshenko [30]
indicata dalla sigla TBM. Questo modello, a differenza della EBBM, considera una
distribuzione uniforme del taglio sulla sezione della trave ottenendo cosi una teoria
pilu accurata.

Queste teorie classiche pero risultano accurate solo per ’analisi a flessione di strut-
ture allungate e a sezione compatta e omogenea. In presenza di travi tozze, a parete
sottile o a sezione aperta bisogna utilizzare metodi piu sofisticati. Questo infatti
richiede I'utilizzo di modelli tridimensionali. L’analisi delle grandi deformazioni di
modelli 3D , pero, & complicata. Per far fronte a queste difficolta, molti ricercatori
hanno introdotto metodi in grado di ovviare ad alcuni problemi incontrati. Per
esempio, Argyris et al. [46]-[44], hanno introdotto le "rotazioni semi-tangenziali”
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e la matrice di rigidezza geometrica di un elemento beam 3D usando una tecnica
basata sui modi naturali. Bathe e Bolourchi [66] , invece, hanno presentato un’
analisi delle grandi deformazioni di un elemento beam 3D basato su una formula-
zione Lagrangiana aggiornata piu efficiente. Un maggiore approfondimento dello
stato dell’arte delle analisi non lineare di modelli beam 3D e possibile trovarlo nei
lavori di Yang et al. [§].

Considerando , invece, lavori basati sulla TBM, Reissner ha considerato il pro-
blema dell’accoppiamento della deformazione flesso-torsionale delle travi [73]. In
molti lavori, i problemi 3D di elasticita non lineare sono stati sistematicamente
divisi in un’analisi lineare 2D lungo la sezione trasversale e un’analisi non lineare
1D lungo l'asse della trave (come mostrato nei lavori di Yu et al. [53]).

Per superare i limiti delle teorie classiche sono state sviluppate teorie high-order,
cioe modelli di ordine superiore che migliorano I'accuratezza del campo degli spo-
stamenti. Tra questi troviamo i modelli proposti da Vlasvov [75], Bleich [2] e
Murray [70]. Diversi lavori , inoltre, sono basati sulla valutazione del coefficiente
correttivo del taglio, come ad esempio quelli presentati da Gruttmann e Wagner
[54] in cui vengono discussi molti problemi strutturali tra cui tensioni di taglio ten-
sionale e flessionale in travi prismatiche con sezioni trasversali arbitrarie a parete
sottile.

Tra i lavori in cui viene discussa 1’analisi della matrice di rigidezza di un elemento
finito trave high-order troviamo quelli di Petrolito [71] e Eseinberger [58], in cui
viene messa in evidenza l'importanza dei termini di ordine elevato per lo studio
delle travi tozze. La teoria generalizzata delle travi (GBT-generalized beam theory)
viene usata per implementare teorie della trave che tengano conto delle deforma-
zioni planari della sezione trasversale, cosi da ottenere soluzioni simili al caso 2D
(shell) utilizzando appropriate funzioni di forma sulla sezione. Questa teoria ¢
stata estesa all’analisi post-buckling di telai in acciaio a parete sottile da Basaglia
et al. [16].

1.3 Modelli strutturali bidimensionali

Nel caso invece delle teorie delle piastre e delle shell, esse vengono ampiamente
impiegate in vari campi, ad esempio per lo studio di membrane spaziali, vele so-
lari, strutture alari. Particolare importanza ricoprono anche in ambito biomedico,
in quanto permettono lo studio di organi e tessuti biologici considerandole come
strutture altamente flessibili e deformabili come descritto da Amabili [I]. Questa
strutture sono suscettibili alle grandi deformazioni e quindi possono presentare in-
stabilita (buckling e post-buckling). Nel caso di componenti strutturali in campo
aerospaziale, essi devono essere progettati in modo tale da poter sostenere aumenti
di carico senza giungere a rottura oltre il regime di buckling [14].
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Le equazioni di governo differenziali che descrivono il comportamento elastico delle
grandi deformazioni delle piastre rettangolari sono state presentate da von Karman
[67], la cui soluzione analitica non & molto semplice da trovare. Per questo, in lette-
ratura, sono diversi i lavori riguardanti la risoluzione analitica e i metodi numerici
usati per determinare le grandi deformazioni delle piastre. Questi metodi si basano
sulla teoria delle piastre di Kirchhoff e tra i piu diffusi troviamo il metodo della
serie di Fourier [47], il metodo alle differenze finite [43] e il metodo agli elementi
finiti [22]. Nell’elaborato di Chia [4] vengono investigate le grandi deformazioni di
strutture 2D piastra nell’ambito della teoria classica della piastra (CLPT -classical
plate theory). Questa teoria e troppo limitata poiché vengono trascurati gli effetti
delle deformazioni di taglio trasversale e , quindi, non e in grado di descrivere
I’analisi di grandi deformazioni perché le deformazioni a taglio diventano piuttosto
significative in presenza di non linearita geometriche. Per ovviare a questo pro-
blema, molte sono state le teorie raffinate ricercate. Tra queste troviamo le FSDT
(first-order shear deformation theories) sviluppate inizialmente da Reissner [72] e
Mindlin [69] in grado di estendere I’analisi a problemi con non linearita geometri-
che e in presenza di flessione di piastre isotrope moderatamente spesse o laminati
basati sulle relazioni tensione-deformazione di Von Kdarmén [17]. Secondo la teoria
FSDT, il taglio e assunto come distribuzione costante lungo la direzione dello spes-
sore e viene quindi introdotto un fattore di correzione di taglio per aggiustare la
rigidezza a taglio trasversale. Sono state successivamente proposte teorie di ordine
elevato (HSDT) citate da Pagani et al. in [9].

La maggior parte delle teorie e dei lavori citati si basano sulla teoria non lineare
delle piastre di Von Karmén, in cui si ipotizza che i termini non lineari nelle relazio-
ni deformazioni-spostamenti che non possono essere trascurati sono quelli associati
alle derivate parziali nel piano dello spostamento trasversale. Questa assunzione e
accettabile per piastre (o shell) sottili, per piastre spesse questa approssimazione
non ¢ valida. Infatti, 'approssimazione delle deformazioni di Von Kéarméan senza
modificare gli effetti del taglio sovrastima gli spostamenti trasversali, soprattutto
nel regime non lineare [48]. Nelle teorie di ordine elevato, quindi, vengono con-
siderati tutti i termini non lineari nel tensore di deformazione Green-Lagrange.
Amabili e Alijiani [34] , per esempio, analizzano gli effetti della rotazione e dello
spessore nell’analisi statica non lineare di una piastra isotropa rettangolare.

In questo elaborato, quindi, ci serviremo della Carrera Unified Formulation(CUF)
per poter descrivere il comportamento in regime non lineare sia di problemi 1D
(travi) sia per problemi 2D (piastre) con differenti condizioni al contorno e sotto-
posti a differenti carichi.
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1.4 Modelli strutturali tridimensionali

Quando le strutture hanno una geometria complessa o nessuna dimensione prevale
rispetto alle altre, parliamo di modelli 3D. Negli anni molti ricercatori hanno
sviluppato nuovi modelli agli elementi finiti efficienti per I’analisi non lineare delle
strutture sottili [55], [23], [56]. Questi tipi di elementi hanno dei vantaggi rispetto
al classici elementi shell: permettono 1'utilizzo di misure della deformazione del
continuo 3D impiegando solo gradi di liberta traslazionali. QQuesti elementi sono
spesso basati sull’interpolazione dello spostamento lineare per raggiungere una
determinata accuratezza computazionale. Come per le shell, anche in questo caso
sono presenti fenomeni di locking, i quali possono superati tramite I’ ANS (Assumed
Natural Strain, I’ EAS (Enhanced Assumed Strain) [23] e le formulazioni miste [74].
In alcuni dei lavori citati, questo tipo di elementi sono stati usati per descrivere
travi composite o laminate e strutture shell sia in regime lineare che in regime non
lineare. Per quanto concerne le interpolazioni di Lagrange di ordine elevato, esse
sono state poco usate a causa dell’elevato numero di gradi di liberta e grande costo
computazionale. Una valida alternativa ¢ rappresentata dall’analisi isogeometrica
(IGA) [52], perché permette di elevare I'ordine delle funzioni di forma mantenendo
pero lo stesso numero di gradi di liberta delle interpolazioni Lagrangiane lineari.
Usare, pero, funzioni di forma di ordine molto elevato elimina il fenomeno di locking
ma aumenta il costo computazionale per I'integrazione a causa della matrice di
rigidezza meno sparsa. Per questo e preferibile utilizzare interpolazioni NURBS
(Non-Uniform Rational B-Splines), pur essendo soggette a fenomeni di locking.
Un maggiore approfondimento sui modelli utilizzati nel campo non lineare e sulle
formulazioni isogeometriche 3D e il metodo FEM applicato al caso tridimensionale
sono fornite da Leonetti et al. [24], Crisfield [6] [7], Gruttmann et al. [63] e Coda

5.

1.5 Scopo e contenuto dell’elaborato

Il seguente elaborato si pone come principale obiettivo 'analisi non lineare di
strutture bidimensionali, in particolare piastre sottoposte a pressione uniforme, in
materiale iperelastico tramite 1'utilizzo della Carrera Unified Formulation.

Dopo questo primo capitolo introduttivo, il Capitolo [2] descrive 1’analisi della de-
formazione e della tensione, introducendo quindi tutte le grandezze in gioco. Suc-
cessivamente, nei Capitoli [3] e [} vengono mostrate le leggi costitutive nel caso di
elasticita lineare e non lineare rispettivamente. In particolare, vengono approfon-
dite e mostrate le formulazioni della funzione energia di deformazione per differenti
modelli di materiale iperelastico. Come di seguito specificato, verranno descritte
funzioni energia di deformazione dipendenti solo dal primo invariante del tensore
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destro di deformazione di Cauchy-Green ai fini di questo elaborato.

Nel Capitolo |5 si pone attenzione sulla formulazione unificata di Carrera e sul me-
todo agli elementi finiti, descrivendo entrambi i modelli 1D e 2D e approfondendo
le espansioni di Taylor e di Lagrange. Nei Capitoli [6] e [7], invece, si descrive I'a-
nalisi non lineare e si forniscono le matrici di rigidezza scritte in termini di nuclei
fondamentali. Viene quindi implementato il metodo di Newton-Raphson per la
risoluzione delle equazioni non lineari e viene fornita una descrizione approssima-
tiva del codice MUL2 utilizzato per risolvere i problemi affrontati nel Capitolo [§]
Questo capitolo, infatti, mostra dapprima i risultati ottenuti per problemi 1D e
2D con non linearita geometriche e successivamente vengono mostrati i risultati
ottenuti dall’analisi non lineare di alcune strutture in materiale iperelastico. Par-
ticolare attenzione viene posta su piastre sottoposte a pressione uniforme.



Capitolo 2

Elementi di meccanica dei
continui

2.1 Analisi della deformazione

2.1.1 Spostamenti e deformazioni

Si considera un corpo continuo e si identificano con P i suoi punti materiali coin-
cidenti con i punti della regione C' dello spazio euclideo tridimensionale detta
configurazione di riferimento.

Figura 2.1: Configurazione di riferimento e configurazione deformata di un corpo
continuo.

Definiamo ora la deformazione del corpo come la trasformazione che ad ogni
punto P della configurazione di riferimento associa un punto Q dello spazio eu-
clideo, il quale corrisponde alla posizione attuale del punto P, quindi possiamo
affermare che:

Q= f(P) (2.1)

16
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Introducendo il sistema di coordinate cartesiane ortonormali (e, es, e3), la
posizione di un punto materiale puo essere espressa in funzione delle componenti:

P—-0-= To€1 + Yo€2 + zp€s (22)

Il vettore posizione attuale invece sara pari a:

Q—0=f(P)—0 = fi(x0, %0, 20)e1 + [2(x0, Y0, 20)€2 + f3(x0, Y0, 20)es (2.3)

La definizione di deformazione attraverso la ¢ troppo generale e porterebbe
a stati deformazioni irregolari e privi di significato. Bisogna, quindi, restringere
il campo di scelta della funzione f. Essa infatti deve essere biunivoca, continua e
con inversa anche continua. Queste condizioni permettono che venga mantenuta
la condizione di impenetrabilita , cioe che non creino creazioni o compenetrazioni
di materia. La condizione di continuita, inoltre, garantisce che la deformazione
non presenti salti bruschi.
Costruiamo ora la matrice delle derivate parziali delle funzioni fi, fs, f3 rispetto

alle variabili x, y, z:
[ on Ofr Of T

oz oy 0z
9 9 o)
F=vVf=|% % % (2.4)

Ofs  Ofs Ofs
oz dy 0z |

F e chiamato tensore di deformazione e poiche abbiamo dapprima stabilito la
continuita della funsione f, allora:

detF # 0 (2.5)

Inoltre, il detF' non puo assumere valori negativi.
Definiamo ora il campo degli spostamenti come:

u(P)=Q — P = f(p) — P = ue; + vey + wes (2.6)

Possiamo ora quindi definire il gradiente di spostamento H':

ou ou Ou
or Oy 0Oz
I N VR TR

ow  dw Odw
or Oy 0Oz
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che definisce un campo di tensori del secondo ordine su C.
Facendo il gradiente di entrambi i membri della (2.6)) e quindi otteniamo:

Vu=Vf-1I (2.8)

che possiamo riscrivere come:

F=H+1I (2.9)

L’eq. e un’equazione fondamentale nell’analisi della deformazione. In genera-
le, se F' = cost la deformazione si dice omogenea. Inoltre se F' = I la deformazione
corrisponde alla traslazione.

Il campo degli spostamenti u rappresentera 1'incognita del problema elastico.

2.1.2 Deformazione di un elemento di area (formula di
Nanson)

Considero ora un elemento di area materiale nell’intorno di un punto X, la cui
area infinitesima e dS. Durante la deformazione, I’elementino nella configurazio-
ne attuale sara ds e subira quindi un cambio in volume. Il volume infinitesimo
possiamo scriverlo come:

dv = det(F)dV = JdV (2.10)

dove J = det(F') ¢ chiamato rapporto di volume o anche jacobiano della deforma-
zione.

Consideriamo ora N la normale dell’area infinitesima dS nella configurazione di
riferimento e n la normale dell’area infinitesima nella configurazione attuale ds.
Ogni elemento di aerea e individuato da due elementi di linea dX; e dX, nella
configurazione di riferimento e dx; e dx, nella configurazione attuale. Possiamo
quindi scrivere il volume infinitesimo come:

dv = drydxedrs = ds - de = nds - dx (2.11)

dV =dX1dXydX3 =dS -dX = NdS - dX (2.12)
utilizzando la (2.10)) ¢ possibile scrivere:

ds-dx = JdS - dX (2.13)

Considerando il gradiente di deformazione, posso riscrivere I’equazione come:

ds-F-dX = JdS -dX (2.14)
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Figura 2.2: Vettori infinitesimi nella configurazione iniziale e a deformazione av-
venuta.

(FT . ds)dX = JdS -dX (2.15)

(FT.ds — JdS)dX =0 (2.16)

otteniamo cosi la formula di Nanson:

FT.ds— JdS (2.17)

2.1.3 Deformazioni finite e infinitesime

Quello descritto fino ad ora ha validita generale, cioe si sono considerate defor-
mazioni finite del continuo. Bisogna ora determinare una grandezza in grado di
esprimere la misura della deformazione. Definamo ora il tensore di deformazione
finita:

1
D= 5(FTF =) (2.18)
che scritto in funzione del gradiente di spostamento H':
1
D = 5(H +H" + H"H) (2.19)

Per definire i parametri di misura della deformazione consideriamo dP e dQ i
vettori infinitesimi con origine in P e @ rispettivamente e poniamo:

dP =dpn, dQ = dpm (2.20)

Allora il coefficiente di deformazione lineare in P viene definito come:
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_dq—dp dq ]
-~ dp dp

Una formula generale per il calcolo di ¢, si ottiene tramite la definizione di
trasposto di un tensore:

(2.21)

€n

dQ -dQ = (FdP) - (FdP) = (F'FdP) - dP (2.22)
e utilizzando la (2.20)):
dg* = dp*(F"Fn) - n (2.23)
Dividendo tutto per dp® e considerando l'eq ([2.21]):

(n+1)*=(FT'Fn)-n (2.24)
quindi otteniamo 1’espressione per il calcolo del coefficiente lineare:

6= [(FTFn)-n]'? -1 (2.25)

La misura della differenza tra 1’angolo di due fibre ortogonali nella configu-
razione di riferimento rispetto alla configurazione deformata ¢ chiamato scorri-
mento mutuo di cui daremo solo la definizione in questo elaborato, per maggiori
chiarimenti si puo consultare il libro di Sollazzo [51]:

(FTFv)-n
[(FTFn)-n]'/?[(FTFv) - v]'/?
dove n e v solo le direzioni ortogonali dei due vettori iniziali.

Consideriamo ora la teoria infinitesima, le cui condizioni fisiche associate sono
che |u| (modulo del vettore spostamento) sia piccolo e |H |(modulo del gradiente

di spostamento) sia anche piccolo.
Riscriviamo la (2.9)) nella forma:

Senyp, = (2.26)

F=I+)\H (2.27)

dove \ e un parametro reale, che assumeremo poi essere pari ad 1. Possiamo quindi
riscrivere il tensore D come:

D= %(I FAHTY(I +\H) — T (2.28)

Trascurando quindi A? otteniamo:

D= A%(H + HT) (2.29)



2.1. ANALISI DELLA DEFORMAZIONE 21

quindi D si riduce al tensore E chiamato tensore di deformazione infinitesima di
Green-Lagrange:

E = %(H +AHT) (2.30)

Possiamo inoltre definire un altro tensore chiamato tensore destro di Cauchy-Green
pari a:

C=F'"F=H+I)"H+I)=H"H+H"I+I"H+I'T=H"H+H"+H"+1

(2.31)
Possiamo ora quindi definire sia il coefficiente di dilatazione lineare:
e&n=(En) -n (2.32)
sia lo scorrimento:
Yoo = 2(EV) - m (2.33)
Quindi il tensore di deformazione infinitesima sara pari a:
€xx Yoy Vaz
E=| vy €y Y (2.34)

Yoz Vyz €zz

Le cui componenti sono di seguito definite:

ou 1 ou 2 ov\ ow\
em—a—x-i‘i (@) +(_x) +<—x> (2.35)

ov 1| [ou\’ v\’ ow\?
w53 () (&) < (5) 230
ow 1| [/0u\” ov\” ow\?
=55 |(%) (%) (%) (230
_Lfou oOvy 110udu dvov  owdw (2.38)
Yoy = 2\ 0y Ox 2|0x0y Oxdy Ox Oy ‘
_ L (0w, 0wy LHOudu  Ovdv Owow (2.39)
T =5\ 02 T Bx 210x0z Ox0z Ox 0z .
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(2.40)

1(87} 8w) 1{0u8u ovov Owow
Yyz =

~2\a:"ay) T2 oya: Taya: Ty 0
2.2 Analisi della tensione

Nella configurazione relativa alla deformazione ogni parte del corpo interagisce
meccanicamente sia con la parte complementare sia con ’ambiente esterno. Que-
ste interazioni non sono altro che forze la cui tipologia verra descritta di seguito.
Le forze possiamo principalmente distinguerle in:

e forze di volume, esercitate dall’ambiente sui punti interni del corpo;
e forze di contatto interne, agenti tra le varie parti del corpo;

e forze di contatto esterne, esercitate sulle porzioni della superficie del corpo
dagli altri corpi che costituiscono I’ambiente.

Nella meccanica dei corpi deformabili, le prime hanno un ruolo marginale, dove
invece prevalgono le forze di contatto. Queste forze vengono introdotte tramite il
concetto di tensione, la cui formulazione la si deve a Eulero e Cauchy.

c+

Figura 2.3: Vettore di tensione dell’elemento infinitesimo.

Come mostrato in Figura considero un corpo continuo diviso in due parti
da un piano A. Il principio delle sezioni di Eulero afferma che 1’azione che attra-
verso un intorno dA di P su A la parte CT esercita su C'~ equivale ad un campo
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di forze definito su dA. La risultante di questo campo di forze AR , secondo il
postulato di Cauchy, deve ammettere limite finito al tendere dell’intorno a P:

AR

A T 24

dove t,, corrisponde alla tensione per unita di area nel punto P relativa al
piano con normale n. Quindi e ’azione locale che al termine della deformazione
la parte C" esercita su C~.
Il principio di Cauchy richiede anche che:

t, = to(P,n) (2.42)

cioe che fissato P, la tensioni vari solo con n.

2.2.1 Equazioni globali di equilibrio

Definiamo ora la forza Rq e il momento risultante Mgq. Considero una generica
parte Q0 di C' di frontiera Sq, allora la forza risultante sara:

Ro — / Y (P)dV + / t,.(P)dS (2.43)

e 1l momento risultante:

Mg = / (P—O)AY(P)dV + | (P —0)Atn(P)dS (2.44)

Eulero stabilisce che il corpo € in equilibrio solo se la forza e il momento risultante
sono nulli per ogni parte €2, ovvero:

Rq =0, Mg =0 (2.45)

Questi assiomi ammettono una forma locale equivalente stabilita dal Teorema
di Cauchy-Poisson. Esso di divide in tre parti:

a. l'esistenza del tensore di tensione o,

b. le equazioni indefinite di equilibrio alla traslazione che equivalgono alla rela-
zione:

V-o+Y =0 (2.46)
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c. le equazioni indefinite di equilibrio alla rotazione, che portano alla simmetria

del tensore di tensione o:
Oik = Ok; (247)

Considerato il sistema di riferimento cartesiano ortonormale ey, eq, €3, possiamo
definire il tensore delle tensioni come:

Ozz Toy Taz
O=| Toy Oy Tys (2.48)
Tez Tyz Ozz
Le cui componenti sono cosi definite:

Oze = t1- €1 Ta:y:tl'BZ Tez = t1 - €3
Tye = tz €1 Oyy = tz €2 Ty = tz - €3 (249)
Tz =13 €1 sz:t3'e2 0., =13 €3

2.2.2 Primo e secondo tensore di Piola-Kirchhoff

Il valore in un punto del tensore degli sforzi o rappresenta una trasformazione
lineare che ad un elemento di area orientata dA nell’intorno del punto x associa la
forza elementare dp che si trasmette attraverso I’area:

dp,
p
B

Bo

Figura 2.4: Configurazione di riferimento e configurazione deformata. Tensori
elementari di area orientata e forza.

dp = odA (2.50)



2.3. PRINCIPIO DEI LAVORI VIRTUALI 25

Definiamo il vettore di area orientata nella configurazione attuale come:
dA = JF TdA, (2.51)
Allora utilizzando la si ottiene:
dp=JoF TdA, (2.52)
Abbiamo quindi definito il primo tensore di Piola-Kircchoff P degli sforzi:
P=JoF 7T (2.53)

Esso , infatti, associa ad ogni elemento di area elementare dAg, la forza elementare
dp agente sulla superficie spaziale dA corrispondente a dAg nella deformazione.
Considerando invece il vettore spaziale della forza elementare dpyg:

dpo = F'p (2.54)
sostituendo 'eq. (2.52) si ottiene:
dpo = JF 'aF TdA, (2.55)

dove definiamo il secondo tensore di Piola-Kirchhoff degli sforzi S
S=JF'oF " (2.56)
Quindi i due tensori sono in relazione tra loro tramite:
S=F'P (2.57)

Queste tensori saranno fondamentali per la misura delle deformazioni e delle
tensioni calcolate nei risultati descritti nei capitoli successivi.

2.3 Principio dei lavori virtuali

Il principio dei lavori virtuali collega le variabili dinamiche (di cui fanno parte le
forze) con quelle cinematiche ( di cui fanno parte gli spostamenti). La sua validita
dipende principalmente dalla presenza nell’equazione di bilancio dal termine legato
al flusso attraverso la superficie e 'altro legato ad una sorgente di volume.

Per la derivazione di tale principio, consideriamo f, p, o un sistema di forze di
volume, di forze superficiali e di tensioni interne equilibrate rispettivamente, rela-
tive alla configurazione B di un corpo continuo. Affinché il sistema sia equilibrato
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devono essere soddisfatte I’equazione indefinita di equilibrio nel volume e la condi-
zione di equilibrio al contorno sulla superficie del solido. Definita 0B la superficie

Figura 2.5: Forze di volume e forze di superficie agenti sul solido.

del solido e n la normale al contorno:

V-o+f=0 B
(2.58)
on=p sudB

Definiamo ora w4 come un campo di spostamenti virtuali dei punti di B, indipen-
dente dal sistema delle forze precedentemente assegnato e sia € il campo delle
deformazioni linearizzato associato ad w:

e %[Vu + (V)] (2.59)

Il principio dei lavori virtuali afferma che il lavoro wirtuale fatto dalle forze
esterne per uno spostamento virtuale e uguale al lavoro virtuale fatto dalle tensioni
interne per effetto della deformazione corrispondente che in termini di equazione
si formula nel seguente modo:

/p-udS—l—/f-udV:/U-edV (2.60)
OB B B

dove il primo membro dell’'uguaglianza costituisce il lavoro virtuale delle forze
esterne:

Lm:/ p-udS+/f-udV (2.61)
OB B
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invece il secondo membro corrisponde al lavoro virtuale interno:
Lint = / o-edV (2.62)
B

Possiamo quindi scrivere il principio dei lavori virtuali come:
Lewt = Ling (263)

Nell’espressione del lavoro interno, il termine o - € rappresenta il prodotto
scalare di due tensori, ciascuno dei quali presenta nove componenti e quindi risulta:

O €=0,€6 + 0y€+ 06 + ToyVoy T Tz Yoz T TyaVyz (2-64)

La dimostrazione del principio ¢ lasciata al lettore e la si puo trovare in [51]
[76].
Da notare che, nel caso di piccoli spostamenti, tale principio € comunque dimo-
strato e la configurazione B va a coincidere con la configurazione Bj che diventa
quindi la configurazione con la quale si eseguono gli integrali che definiscono i
lavori virtuali.



Capitolo 3

Materiali elastici

L’analisi della deformazione e della tensione illustrata nel precedente capitolo e
generale e traduce le proprieta comuni a tutti i corpi deformabili soggetti a for-
ze. Come sappiamo, pero, corpi aventi stessa geometria ma differente tipologia di
materiale costitutivo possono presentare deformazioni differenti se sottoposti allo
stesso sistema di forze. E necessario , quindi, introdurre leggi che siano in grado di
descrivere il comportamento dei corpi di diversa natura e quindi fissarne le moda-
lita di risposta alla deformazione. Tali relazioni vengono chiamate leggi costitutive
e descrivono la diversa risposta di un corpo: da un comportamento di tipo elasti-
co, le cui deformazioni si annullano al cessare delle tensioni, ad un comportamento
plastico in cui , invece, anche al cessare delle tensioni le deformazioni permanenti
restano. Inoltre, rimanendo in campo elastico, il legame tra tensioni e deformazioni
puo essere di tipo proporzionale lineare (parleremo di elasticita lineare) oppure puo
avere natura piut complessa (iperelasticita). Inoltre, il comportamento del continuo
puo essere diverso nelle varie direzioni.

Le leggi costitutive possono essere suddivise in due grandi classi:

e relazioni che legano deformazione e tensione, come ad esempio le equazioni
che descrivono il comportamento elastico, elasto-plastico e cosi via.

e relazioni che restringono la classe delle deformazioni possibili, per esempio
corpi rigidi (capace di deformarsi solo rigidamente), corpi incomprimibili
(capaci solo di deformazioni isocore), ecc.

28
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3.1 Elasticita lineare: leggi costitutive

In generale, ad una data storia di deformazione €(t) precedente un dato istante
toy corrispondera a quell’istante una data tensione. Se la tensione o ad un dato
istante e funzione solo della deformazione allo stesso istante e non dalla precedente
storia di deformazione, allora il legame viene detto elastico:

o =o€ (3.1)

Il caso piu semplice di legame elastico e quindi di legge costitutiva ¢ quello dei
materiali linearmente elastici, anche chiamata Legge di Hooke:

o = Cle (3.2)

dove C e il tensore di elasticita lineare del quarto ordine che sotto forma di
componenti si puo scrivere come:

0iJ = Z Cijnrenk (3.3)
hik

Le componenti C,j,;, soddisfano le simmetrie minori:
Cijuk = Cjink,  Cijnr = Cijpn, (3.4)

La prima di (3.4)) dipende dal fatto che C[e] deve essere un tensore doppio simme-
trico. La seconda, invece, dipende dal fatto che C trasforma un tensore generico
doppio A allo stesso modo in cui trasforma il suo trasposto:

C[A] = C[AT] (3.5)

Le simmetrie minori permettono di passare da 81 a 36 componenti indipendenti
Cijnr del tensore di elasticita lineare. Una proprieta pitu forte per C ¢ quella di
simmetria maggiore, la quale consiste nella richiesta:

Cijnk = Chpij (3.6)

Questa simmetria permette di far abbassare le componenti da 36 a 21 e caratterizza
una speciale classe di materiali elastici.
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3.2 Isotropia elastica

Un corpo isotropo € un corpo continuo per il quale in ogni suo punto il legame
costitutivo non dipende da nessuna rotazione rigida, cioe le proprieta costitutive
sono le stesse per tutte le direzioni.

Il legame elastico lineare sotto l'ipotesi di isotropia (quindi la legge di Hooke) & il

seguente:
o = \tre)I +2pue (3.7)

Da cui ne deriva che le componenti del tensore di elasticita sono date da:
Cijnk = 1(8550nk + didjn) + A0ijOnk (3.8)

Le componenti del tensore di elasticita per materiali isotropi si riducono cosi a 9:

[ C11 Cia Ci3 0 0 0
Cia Cypp Cy3 0 0 0

Cl3 023 033 0 O O

0 0 0 0 Cs O

0 0 0 0 0 Cg|

I coefficienti della matrice dipendono solo dal modulo di Young E e dal coefficiente
di Poisson v :

Cii = On = s = iy

1+v)(1—v)
012 = 013 == 023 == % (310)
— — _ E
C144 - C55 - CY66 - m

In questo elaborato verranno principalmente trattati casi di corpi isotropi.



Capitolo 4

Materiali iperelastici

4.1 Energia di deformazione

Un materiale iperelastico, chiamato spesso anche Green — elastic material in
letteratura, presuppone l’esistenza di una funzione energia libera di Helmholtz.
Quando questa U = W(F') ¢ solo funzione del tensore gradiente di deformazione
F', allora essa viene definita come funzione di energia di deformazione. In questo
elaborato si analizzeranno solo casi di materiali omogenei (quindi ¥ solo dipendente
da F') perche nel caso di materiali eterogenei ¥ dipende anche dalla posizione del
punto.

Se considero un materiale iperelastico isotropo, la funzione energia di deformazione
U puo essere espressa in termini di allungamenti principali (A;, A9, A3) i quali sono
gli autovalori del tensore gradiente di deformazione F' o in modo equivalente in
funzione degli invarianti (I;, I5, I3) del tensore di deformazione Cauchy-Green:

C=F"F. (4.1)
Allora e possibile scrivere:
U =U(l, I, I3) (4.2)
Dove
[1 = tr(C)
1
[3 = det(C)

dove tr(e) e det(e) rappresentano rispettivamente la traccia e il determinante di
un tensore.
Per materiali quasi incomprimibili, il determinante Jacobiano J = det(F') rap-
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presenta il rapporto di volume, quindi una misura di come cambia il volume, di
conseguenza il valore di I3 ¢ approssimativamente pari all’'unita.

Considerando un approccio termodinamico, come descritto da Flory [61], il tensore
F' puo essere scritto suddividendolo in due parti: Foo = J ile F = J 5F che
rappresentano rispettivamente la parte volumetrica (legata alla deformazione) e la
parte isocora. Allora tramite e possibile scrivere Cyo = J i1eC=1J %C,
otteniamo cosi C = C,,C. La funzione energia di deformazione pud quindi ora

essere scomposta nella sua parte volumetrica (U) e isocora (V):
U=U(J)+ (], ) (4.4)

dove I; e I, rappresentano i primi due invarianti deviatori di deformazione., ovvero
gli invarianti della parte isocora del tensore di Cauchy-Green C.

La funzione U(J) agisce come una penalizzazione dell’incompressibilita, inoltre es-
sa deve essere strettamente convessa e due volte differenziabile e continua [25].
In letteratura sono presenti diverse formule, ma in questo elaborato facciamo
riferimento a quella utilizzata da Sussman e Bathe [31], dove:

1

(J—1) (4.5)
dove D; = 2/k ¢ il parametro di incompressibilita del materiale e k & il modulo
di compressibilita.Poiche k£ ha ordine di grandezza elevato e J ~ 1, questo pone
molte sfide dal punto di vista numerico.

Per quanto concerne la definizione della parte isocora della funzione energia di
deformazione W, in letteratura sono presenti molte definizioni di funzione di energia
di deformazione. Quelle pit comunemente usate, spesso per materiali biologici,
sono classificate in base alla forma dell’equazione, al numero di invarianti utilizzati
e all’abilita di avvicinarsi ai dati sperimentali [50]. Le forme polinomiali delle
funzioni di energia di deformazione sono le piu diffuse grazie alla loro semplicita
e alla loro efficienza. Di seguito verranno descritti i modelli legati al solo primo
invariante tale per cui W = W([;).

4.1.1 Modello Neo-Hookean

Il modello Neo-Hookean e basato sul polinomio piu semplice della funzione di
energia di deformazione:

WD) =5 (L-3) (4.6)

dove p corrisponde al modulo di taglio per deformazioni infinitesime. Questo mo-
dello deriva dalla teoria molecolare secondo cui il materiale misurato ¢ modellato
come una rete di una lunga catena di molecole che sono legate in pochi punti.
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L’energia elastica della rete sara quindi somma delle energie delle singole cate-
ne. Questo modello pero non offre spesso una corrispondenza esatta con i dati
sperimentali.

4.1.2 Modello Gent

Il modello Gent, invece, ha una forma logaritmica ed e funzione di due parametri:

U(T) = —% n (1 - le;?’) (4.7)

dove J,, rappresenta il valore limite di /; — 3. Per .J,, — oo il modello Gent
coincide con il modello Neo-Hookeano.

4.1.3 Modello di Fung-Demiray

Questo modello in particolare ¢ il piu utilizzato per materiali biologici. Esso ¢ una
combinazione tra una forma polinomiale e una esponenziale:

V() = - [exp(a(T ) 1] (45)

dove B = u € il modulo di taglio infinitesimo e « ¢ il parametro di irrigidimento.

4.1.4 Modello esponenziale-logaritmico di Khajehsaeid

Questo modello € una combinazione tra parte esponenziale positiva e parte negativa
logaritmica. Queste due parti possono rappresentare due diversi e opposti fenomeni
fisici:

W) = A| exp (a(Ti ~3)) + (T —2) (1~ ~2)) — =~ (49)

dove A = p/2. 1 parametri a e b sono invece legati alla condizioni di grandi
deformazioni (parte esponenziale) e deformazioni moderate (parte logaritmica)
rispettivamente [29].
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4.2 Tensore Jacobiano

La relazione costitutiva nella sua forma generale ¢ rappresentata dal secondo
tensore degli stress Piola-Kirchhoff (PK-2) definito come:

o
§=25% (4.10)

Sostituendo (4.4)) in (4.10)), il tensore degli stress PK-2 puo essere scritto come
somma di una parte volumetrica e una isocora:

S — Svol + Siso

vol __ —1
§ =JpC (4.11)
g —o952 ¥ (1 - 1I_lc'—l)
ol 3

Dove 1 rappresenta la matrice unitaria, C~! & I'inverso del tensore Cauchy-Green

e p = — e la pressione idrostatica. Il contributo isocoro S;s, si riferisce a modelli

iperelastici legati al primo invariante.

Consideriamo il secondo tensore degli stress nonlineare di Piola-Kirchhoff S di
un punto ad un certo tempo t. Secondo Holzapfel [62], S puod essere valutato in
funzione di una variabile. Assumiamo che questa variabile sia il tensore di Cauchy-

Green C.

Possiamo quindi scrivere una relazione lineare tra gli incrementi di S e C:
1
AS=C- §AC (4.12)

dove introduciamo la definizione di C, la quale caratterizza il gradiente della funzio-
ne S. Questa quantita e il tensore di elasticita del quarto ordine (tensore Jacobiano)
e misura il cambiamento delle tensioni partendo dal cambiamento della deforma-
zione ed ¢ definito come:

S _ 08, o
~OE ToC < oCcoC

C (4.13)

dove E = 3(C — 1) ¢ il tensore di deformazione di Green-Lagrange. C ¢ un ten-
sore di quarto ordine con quattro indici ed € sempre simmetrico rispetto al primo
e secondo slot. Parliamo quindi di simmetrie minori. La simmetria e indipenden-
te dall’esistenza dell’energia di deformazione e si mantiene per tutti i materiali
elastici. Assumendo l'esistenza di una funzione scalare di energia W si arriva alla
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conclusione che C possiede simmetrie maggiori e quindi C = CT. Esso possiede
quindi solo 21 componenti indipendenti in ogni stato di deformazione. Questa e
una condizione necessaria e sufficiente affinché il materiale sia definito iperelasti-
co.

Ora, considero U = U(J) e ¥ = U(I;) e sostituendo l'eq.(@.11]) nell’eq.(4.13)

otteniamo l’espressione del tensore jacobiano materiale:

C _ Cvol +Ciso
oU 0*U
Cl'=J = (Cr'oC -2 JP—C 'l C!
57 ( ® c-1)+ 577 ®
) 4,00 1 i—
C*° = ——J—ﬁa—_ 1C1'+C'@1-6L|(Ze+=C'@C1 )| +J3Cy
3 ol 3
-
Cy= 48—_\12 [1 ®1-— 111 leC'+C'wl)+ 1IfC—l ® C—I]
oI, 3 9

(4.14)
dove ® & I'operatore del prodotto esterno e Zg-1 = —0C~!/0C ¢l tensore identita
del quarto ordine nella configurazione di riferimento [62].



Capitolo 5

Formulazione unificata

In questo capitolo, verra descritta la formulazione unificata di Carrera e il Metodo
agli Elementi Finiti (FEM) utilizzati per la risoluzione di problemi strutturali con
non linearita geometriche.
5.1 Equazioni di governo e relazioni geometriche
Il generico vettore spostamento puo essere scritto come:
T
u(z,y,2) = [ Uy Uy Uy } (5.1)

dove ug, u,, u, sono le componenti del vettore spostamento lungo le tre direzioni.
Il vettore degli sforzi o e delle deformazioni € presentano la seguente forma:

T
a':[am Oy Oz Oz Oy amy} (5.2)

T
€= [ €rz €y €2z €xz €yr Exy } (5.3)

Tramite la legge di Hooke, ¢ possibile scrivere la relazione costitutiva:
o=Ce (5.4)

dove C' rappresenta la matrice di rigidezza del materiale , che nel caso isotropo
descritto nel capitolo 2, ¢ formata da nove componenti dipendenti dal modulo di
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Young E e dal coefficiente di Poisson v :

Cii = Cyy = Cyy = s

Cl2 = Cl3 = C’23 = 2 (55)

(14+v)(1—v)

044 = C’55 = C’66 =

_E
2(1+v)

Considero ora il vettore delle deformazioni € di Green-Lagrange formato anche
dalle componenti non lineari:

€=€+ €y = (b +bu)u (5.6)

dove b; e b,; sono rispettivamente gli operatori differenziali lineare e non lineare:

9, 0 0
0 9, 0
0 0 0.

by = (5.7)
9, 0 0,
0 9. 0,
9, 9, 0

0,0,  0,0. 0,0.

0,0, 0.0, 0,0,
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5.2 Formulazione unificata di Carrera (CUF) e
FEM

La Formulazione Unificata di Carrera (CUF), proposta e descritta da Carrera et al
in [38] [21], permette di poter scrivere le equazioni di qualsiasi teoria raffinata 1D,
2D o0 3D in termini di pochi nuclei fondamentali FNs, la cui forma non dipende
dalle assunzioni usate, quali tipo e ordine della funzione , per descrivere il campo
degli spostamenti.

La CUF é quindi in grado di descrivere diversi campi di spostamento e dimensioni.
Infatti, di seguito, verranno descritti i diversi casi: 1D, 2D e 3D.

Partendo dalla definizione del generico campo di spostamento tridimensionale :

u=u(z,y,z) (5.9)

dove u(x,y, z) & la funzione soluzione del problema.

In base alle dimensioni del problema, cioe se una o piu dimensioni sono trascurabili
rispetto alle altre, e possibile scrivere il campo degli spostamenti in modo diverso.
In seguito, infatti, verranno descritte le formulazioni agli elementi finiti tramite la
CUF sia per il modello trave(1D)che per la piastra (2D) . Verranno poi considerati
due principali casi di funzione di espansione utilizzate per la CUF: espansione
basata sui polinomi di Taylor, indicata con TE, ed una basata sui polinomi di
Lagrange, indicata con LE.

5.2.1 1D CUF-FEM: Modello trave

Quando la struttura considerata presenta due dimensioni , x e z, trascurabili
rispetto alla dimensione lungo y, allora parleremo di modello trave e I’equazione

(5.9) si riduce a:
u=u,(y)F*(x,2), 7=1,..M (5.10)

dove F?P ¢ la funzione di espansione attraverso la sezione trasversale della trave e
M e il numero di termini dell’espansione. Le funzioni F, possono essere polinomi di
Lagrange o di Taylor di diversi ordini, come descriveremo nei paragrafi successivi.
Fondamentale e capire che la scelta della funzione F. e fatta a priori. In particolare,
essa dipende dalla modello strutturale usato nell’analisi. Nel caso 1D, quindi della
trave, il metodo agli elementi finiti e utilizzato per discretizzare la struttura lungo
I’asse y. E’ possibile quindi approssimare lo spostamento generalizzato nel seguente
modo:

ur(y) =N;Y)g; j=1,2,...,p+1 (5.11)

dove i termini /V; rappresentano le funzioni di forma 1D, j indica la sommatoria
e p l'ordine delle funzioni di forma. Le funzioni di forma vengono meglio descritte
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V4

|

‘ E (x,2)

Figura 5.1: Configurazione per il modello trave.

nell’Appendice A. Il termine ¢, ;, invece, rappresenta il vettore dei parametri nodali
cosi composto:

T
qu = [ me- qu—j quj } (512)
Allora combinando la ((5.10]) e la (5.11)) otteniamo:

u(z,y,z) = Fr(z,2)N;(y)g-;, 7=1,..M (5.13)

La scelta delle funzioni attraverso la sezione trasversale e totalmente indipen-
dente dalla scelta dell’elemento finito usato lungo la trave.
Come mostrato in Figura le funzioni di forma N; caratterizzano la discretiz-
zazione lungo 'asse y, invece attraverso la sezione trasversale troviamo le funzioni
di espansione F,.. Queste possono essere polinomi di Lagrange o di Taylor di di-
versi ordini, come descriveremo nei paragrafi successivi. Ad, esempio, le funzioni
di Lagrange (LE) permettono di avere solo gli spostamenti come incognite del pro-
blema.
Ora, considerando elasticita con non linearita geometriche, possiamo scrivere le
relazioni geometriche nel seguente modo:

€= (b,+by)u= (b +b,)F(z,2)N;(y)g,; = (B + Banj)qu (5.14)

dove B, e B,;”’ sono gli operatori di derivata applicati alle funzioni di forma e
le funzioni di espansione lungo lo spessore e sono definite nel caso 1D come:
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F, N;, 0 0
0 FN;,, 0
| 0 0 F.N,
B = (5.15)
F..N; 0 F.N;,
0 F..N;, F.N;,
| E.N;, F.N;, 0
u$7x FT,:c N] uy,xFT,x N] uZ,JcFT,x NJ |
ux,yF‘rNj,y uynyTNj,y 'LLznyTNj’y
ux,zFT,zNj /u'y,zFT,zNj uz,zFT,zNj

B/ =

N | —

uz,wFT,zNj + nyzFT‘xNj uy,xFT,zNj + uy,zFT,xNj

Uy Fr Nj+uy FoN; o uy Fr Nj+uy, FoN; o s Fr Nj+u, FoN;,

L uz,:cFTNjyy + U’xnyT,xNj uy,xFTNjyy + uy,yFTyrch

(5.16)

5.2.2 2D CUF-FEM: Modello piastra

Quando la struttura considerata presenta una dimensione z trascurabile rispetto
alle altre due dimensioni, allora parleremo di modello piastra o guscio (shell).
L’equazione assume quindi la seguente forma:

w=u(z,9)FP(), 7=1..M (5.17)
dove F'P & la generica funzione di espansione che approssima il campo degli sposta-
menti lungo lo spessore e M ¢ il numero di termini dell’espansione. Fondamentale ¢
capire che la scelta della funzione F e fatta a priori ed € completamente arbitraria
ma la sua scelta caratterizza il modello adottato. Servendoci, quindi, dell’appros-
simazione classica del metodo agli elementi finiti e della formulazione unificata di
Carrera nel caso 2D, e possibile scrivere il campo degli spostamenti nel seguente
modo:

uz,zFT,zNj + uz,zFT,,;Nj

uzﬂ? FTNj,y + uznyT,xNj i
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N (xy) "
Figura 5.2: Configurazione per il modello piastra.

u(z,y,2) = Fr(2)Nj(2,9)qry,  7=1,... M (5.18)

dove , in questo caso, F.(z) e la funzione si espansione lungo lo spessore, con M
pari al numero di termini dell’espansione, g,; sono gli spostamenti nodali discreti
e N,(z,y) sono le funzioni di forma 2D utilizzare per il metodo agli elementi finiti
nel piano xy della superficie media.

Come per il modello trave, possiamo riscrivere le deformazioni come:

€= (b, +by)u= (b, +b,)F(2)N;(z,y)q,; = (B + Banj)qu (5.19)

e quindi le matrici degli operatori di derivata applicati alle funzioni di forma nel
caso lineare B;” e non lineare B/ sono rispettivamente:

[ F,N;, 0 0
0 FEN;, 0
| 0 0  F._N;
B/ = (5.20)

F..N; 0 F.N;,

0 F.N; E.Nj,
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um@Fﬂ,—Nj,z uy,zFTNj,z UZ’ZFTN]'@
u@yFTNj,y uy7yFTNj,y uz,yFTNj,y
UI,ZFT,ZNJ' Uy,zF‘r,zNj uz,zFT,zNj

uCE,IFT,ZNj —l—uxszTval uy,zFT,zNj—i_uy,zFTNj,z uZ71FT72Nj+'u’272FTNj7z

nyyFTﬂzNj—f—ux?zFTNj’y uy,yFryzNj—'—uy,zFTNjyy uz,yFT,zNj—f—uz,zFTNjyy

L uI,zFTNj,y =+ U@yFTNj_’I uy’yFTNjyy + uy‘yFTNj’z uzyzFTNj,y + uznyTNj,z 1
(5.21)

5.3 Espansione di Taylor TE

Abbiamo precedentemente discusso la definizione della formulazione unificata di
Carrera e quindi definito delle funzioni di espansione F} sia nel caso 1D che nel caso
2D. La scelta di queste funzioni determina la classe del modello CUF adottato.
Un tipo di espansione utilizzata e quella basata sui polinomi di Taylor, indicata
con TE.

Nel caso di modelli mono-dimensionali, essi sono basati su espansioni polinomiali,
del tipo 22’ con 4 e j numeri interi positivi, del campo degli spostamenti sulla
sezione trasversale.

Il generico campo degli spostamenti di ordine N ¢ possibile scriverlo come:

N Al N-M M
Uy = Z ]\;0‘7; < u-TN(N+1)+1\/I+1

N,;=0 = S R

N

N N;

_ Z N—M M

Uy = < T Z uyN(N+1)+M+1) (5'22)
N;=0 \M=0 -3

N & Nmom
Uy = Z E €z z UZN(N+1)+M+1
N;=0 \M=0 2

dove N ¢ l'ordine dell’espansione ed ¢ un parametro arbitrario imposto come input
dell’analisi. La scelta di questo parametro dipende dall’analisi di convergenza. Per
meglio descrivere questo tipo di espansione, considero per esempio un modello TE
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di ordine N = 2. Questo modello presentera il seguente campo degli spostamenti:
Uy = Uy, + TlUgy + 2Ugy + T2 Uy, + T2Uy + 2°Ugyg
_ 2 2
Uy = Uy, + TUy, + 2Uy, + T Uy, + T2Uy, + 27Uy (5.23)
Uy = Uy, + TUyy + 2Uy, + x2uz4 + x2u, + zzu%.

Nell’eq. sono presenti 18 variabili di spostamento generalizzate. Inoltre tro-
viamo 3 termini costanti, 6 lineari e 9 termini parabolici. Queste variabili in-
trodotte rappresentano le derivate spaziali rispetto agli assi della trave (nel caso
monodimensionale). I termini di ordine superiore , invece, possono descrivere solo
le proprieta della sezione. Quando si e in presenza di grandi rotazioni la scelta di
espansioni TE puo introdurre difficolta. Per ovviare al problema vengono utilizzate
espansioni basate su polinomi di Lagrange, descritti nella sezione successiva.

5.4 Espansione di Lagrange LE

Un’ altro tipo di funzione di espansione utilizzata nella formulazione unificata e
quella basata sui polinomi di Lagrange, definita come LE. Nel codice utilizzato per
risolvere i problemi successivamente illustrati, sono stati utilizzati modelli LE nel
caso 1D/2D | quindi sulla sezione traversale e lo spessore rispettivamente, come
elementi a 4 nodi (Q4), a 9 nodi (Q9) e a 16 nodi (Q16).

L’espansione viene definita in un sistema di riferimento naturale e non in quello
fisico ed ¢ in grado di descrivere qualsiasi geometria della sezione/spessore. |
polinomi vengono definiti in un intervallo [-1;1].

In questo elaborato useremo, a seconda delle necessita, elementi Q4, Q9 e Q16
lagrangiani.

Consideriamo un elemento a 4 nodi (Figura5.3), i polinomi di Lagrange assumono
la seguente forma:

1
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4=(-1,1) 3=01.1

>
§

1=(-1,-1) 2=01,-1)

Figura 5.3: Elemento Q4 nel piano fisico e nel piano di riferimento naturale.

dove £ e 1 sono le coordinate nel sistema di riferimento naturale e variano tra -1
e +1. Scritti quindi in modo esplicito:

Ni(&,m) =11 =€) —n)
Na(&m) = (1 + &) (1 —n)
N3(&,n) = 1(1+ (1 +n)

Ny(&m) = 1(1 =€) (1+n)

Quindi, il campo degli spostamenti per un elemento Q4 nel piano di riferimento
fisico sara pari a:

N

(5.25)

N

Uy = N1y, + Noty, + Naty, + Nyuy,
uy = Nyuy, + Nouy, + Nauy, + Nyuy, (5.26)
u, = Nyu,, + Nouy, + Nau,, + Nyuy,
Per un elemento a 9 nodi (Q9), i polinomi di Lagrange saranno (Figura [5.4):
Ni = 3(€ +&&) (P +mmi),  i=1,3,5,7
Ni = gni(n* +mmi)(1 =€) + 368 + &&6) (1 —n?), i=2,4,6,8  (527)
Ni=Q1-¢)(1-n), i=9

come gia menzionato precedentemente, i polinomi di Lagrange sono stati introdotti
per porre rimedio alle limitazioni presenti nei polinomi di Taylor. I polinomi di
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Y 4

<V

Figura 5.4: Elemento Q9 nel piano fisico e nel piano di riferimento naturale.

Lagrange, infatti, portano ad avere solo variabili di spostamento traslazionale.
L’estensione di questo modello a problemi con non-linearita geometriche ¢ in grado
di fornire soluzioni migliori dei modelli TE di ordine elevato.

Per ottenere modelli piu raffinati si possono utilizzare, ad esempio nel caso 1D della
trave, piu elementi sulla sezione trasversale oltre al numero di elementi lungo ’asse
y della trave. Importante sottolineare come la scelta della discretizzazione della
sezione trasversale ¢ indipendente dalla scelta di discretizzazione lungo 1’asse della
trave nel caso 1D. Invece nel caso delle piastre (2D), la scelta di discretizzazione
nel piano xy ¢ indipendente dalla scelta della discretizzazione lungo lo spessore.



Capitolo 6

Analisi dei grandi spostamenti e
delle grandi deformazioni

Un problema viene definito lineare quando la matrice di rigidezza che lega il vetto-
re dei carichi a quello degli spostamenti ¢ indipendente da quest’ultimi. Parliamo
infatti di analisi non lineare quando la matrice di rigidezza K dipende dall’inco-
gnita, cioe dal campo degli spostamenti.

Ci sono principalmente tre tipi di non-linearita:

a. Geometriche, legate alla presenza di grandi rotazioni e spostamenti;

b. Fisiche, legate alle proprieta del materiale e quindi cambia la legge costitu-
tiva. In questo elaborato infatti avremo a che fare con materiali iperelastici.

c. Di contatto, dovute alla non conoscenza delle condizioni al contorno tra due
corpi che durante la deformazione finiscono in contatto tra loro.

Nel seguente capitolo, quindi, verranno definite le varie grandezze che compaiono
nell’analisi sia di materiali linearmente elastici sia nel caso di materiali iperelastici.

6.1 Non-linearita puramente geometriche

Per un sistema in equilibrio sottoposto a carichi applicati e vincoli geometrici, il
principio dei lavori virtuali afferma che la variazione virtuale del lavoro interno
compiuto dalle deformazioni sulle tensioni e uguale alla variazione virtuale del
lavoro fatto dalle forse esterne. Si presenta quindi nella seguente forma:

(5Lint - 5Leact = 07 (61)

46
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dove L;,; rappresenta l’energia di deformazione, L.,; il lavoro fatto dalle forze
esterne e ¢ denota la variazione virtuale.

Considerando € e o nella loro forma vettoriale, la variazione virtuale dell’ener-
gia interna di deformazione puo essere espressa come:

§Ling = / SeladV (6.2)
Q

6.1.1 Matrice di rigidezza secante

Nei problemi non lineari complessi, la soluzione analitica ¢ limitata ad un piccolo
gruppo di applicazioni. Per ampliare il range di applicazioni viene utilizzato il
metodo FEM. In questo caso, infatti, la condizione di equilibrio della struttura puo
essere espressa come un sistema di equazioni algebriche non lineari. E’ possibile
inoltre scrivere la condizione di equilibrio e la relativa matrice legata all’elemento
finito in modo unificato utilizzando la CUF e la formulazione agli elementi finiti
, ottenendo cosi la seguente equazione:

K37qe —pej =0 (6.3)

dove pg; e KESij rappresentano i nuclei fondamentali (FN) del vettore dei carichi
nodali e della matrice di rigidezza secante. L’eq. rappresenta un set di tre
equazioni algebriche ed essa puo essere generalizzata anche al caso 2D e 3D.

Assemblando gli elementi finiti, si ottiene ’equazione globale associata alla strut-

tura finale:
Ksq—p=0 (6.4)

Deriviamo ora I’espressione della matrice di rigidezza secante considerando 1’e-
spansione generale per elementi 1D e 2D. Derivando la variazione virtuale del
vettore deformazione dall’eq. (5.6) otteniamo:

se = 6((BY + B)a,) = (B +2B.)iq,, (6.5)
il suo trasposto sara quindi:

5" = oqL (B +2B)" (6.6)
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Sostituendo ’eq. nella (6.2) si ottiene:
0L = [;,0q%(B;" +2B)TedV = g  F =
= Jo0a5(B) +2B;))"C(B* + Bjj)g-dV
—oa%; | f, By CBrdV| qri + 4%, | [, BY CBjiaV | arit

+oq%; [ [, 2B} CBy'av | ari + 0% | [, 2B} CBjjav | gz

Otteniamo quindi quattro matrici 3x3 componenti della matrice secante cosi
definiti:

KlTISij = fQ By jT(CBl”dV contributo lineare

K% = [,B} jTCBZjdV contributo non lineare del I ordine

6.8
K=, 2B CBJidV contributo non lineare del I ordine o
K& = |, QBZ{TCBﬁdV contrinuto non lineare del II ordine
Quindi 'eq. puo essere riscritta come:
0Lue = 6qL K5 qri (6.9)

dove KQSij e la matrice di rigidezza secante data dalla somma dei quattro contri-
K=K+ K7 +K;’ + K" (6.10)

ninl

I quattro contributi , lineari e non lineari, della matrice di rigidezza secante
sono dati in termini di nuclei fondamentali (FN). Infatti, definite le funzioni di
espansione , sulla sezione trasversale o lungo lo spessore a seconda del modello
1D o 2D, e le funzioni di forma e espandendo la sommatoria sugli indici 7,s, e
1,7 si ottiene la matrice di rigidezza elementare. I nuclei fondamentali possono
essere derivati per qualsiasi modello cinematico e qualsiasi funzione polinomiale,
per maggiori dettagli consultare I’Appendice B.

6.1.2 Matrice di rigidezza tangente

Ci occupiamo ora di derivare ’espressione della matrice di rigidezza tangente.
Allo stesso modo della matrice di rigidezza secante, considero la variazione virtuale
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del vettore di deformazione scritto tramite le incognite degli spostamenti nodali
generalizzati:

de = 6((ByY + BY))gqs;) = (B}’ +2B7))iqs, (6.11)

nl

I nuclei fondamentali della matrice di rigidezza tangente K?TS derivano dalla
linearizzazione delle equazioni di equilibrio. Assumiamo che il carico sia conser-
vativo cosi che 62 Loy = 0. Allora lespressione della matrice tangente pud esserre
ottenuta linearizzando la variazione virtuale dell’energia di deformazione:

Ly = [,0(0€"o)dV
= [ 0€"00dV + [,6(0€")odV

y ) ) (6.12)
= 0q}(Ky"™ + K7™ + KJ7)oq;
— gL K]0,
Consideriamo i termini non lineari separatamente.
Il primo termine [, 0(de”o)dV tramite la legge costitutiva (5.4)
do = Cde = C(B;’ +2 B?))iqs, (6.13)
Quindi, considerando le eq. e (6.13) otteniamo:
Jo0eTsodV = oq7 [o(BY +2B)TC(B]' +2B.i)dVig-;

= 0qL K{™ 0q.i +0q% (2K[T°) 6qri +0qL K} 0q-: + 6q (2K 6qy

= 0q% (K{™ + K7™) dqy;
(6.14)
dove i termini che compongono 'equazione sono rispettivamente:

KT = [((BY)TCByavV = K™ KU = [,(BY)TCBijdV = 2K}I7

Otan Inltan

TS SINT Ti - 1JTS TS _ SINT Ti - 1JTS
Knllmn - 2fQ(Bnl) C Bl dv - Knll Knlnlmn - 2fQ(Bnl) C Bnldv - Knlnl
(6.15)
dove Kii”° = 2K;)° + K5/° + 2 K77 ¢ la somma dei termini non lineari di
primo e secondo ordine. Le matrici K7™, K;7[°, K7/°, ¢ K7 sono anch’esse
date in termini di nuclei fondamentali 3 x 3. Queste matrici, date le funzioni sulla
Y
sezione trasversale F; = Fj e le funzioni di forma V; = IV}, possono essere espanse
per ottenere la matrice di rigidezza secante di qualsiasi modello trave.

Analizziamo ora il secondo termine [, d(de")odV dell’eq. (6.12) richiede la
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linearizzazione delle relazioni geometriche non lineari:

T
5qXTi6quj
Ty *«\T
0(0€") = ¢ dav,dqv,, ¢ (By) (6.16)
5qZ7—i6quj
dove
Fr s NilNj Fr  F.  NiN; F. F, NiN;
FFoN; y Njy F FiN;, Nj, F.F,N; Nj,
FT'ZFg-Zj\YiANj F""ZF"'.ZN’V‘]V] F-r.ch,zNz,;VJ
il = (6.17)

FT.XFSAZM]\J}. + FT,ZFS,X‘NZIVJ FT,X Fs,z]\’ri]vj + FT.ZFS.X‘ViNj FT,X FS’,ZA‘T’LNJ + FTAZFSAX ‘ViN]

F.,F,N,N;, + F.F, ,N;,N; F,,F.N;N;, + F,F, ,Ni,N; F.,F,N;N;, +F,F, N, N;

Ly . 7, Lzt iy Vg

| oy FsNiNjy + FoFs (N; Ny Fr (FNiN;, + FoFs (Ni Ny Fr (FNiN;, + F.Fs (Ni, Nj |

Manipolando quindi I'eq. (6.16)) si ottiene la seguente relazione:
5QXT¢6QXSJ- !
Jo0(0eM)odV = [, < gy, 0qy,, (B;,) odV
5qzri5quj
(6.18)
= 4q% [, diag (B})"o) dVig.;

= 5(15] Kcirosfqui

dove il termine diag ((B};)"o’) ¢ una matrice diagonale 3 x 3, i cui termini
diagonali sono le componendi del vettore (B7;)TS. 1l termine presente nell’eq.
(6.18) rappresenta la matrice di rigidezza geometrica , il cui nucleo fondamentale
o K.

6.2 Non-linarita fisiche e geometriche

Nei problemi di strutture in materiale iperelastico non e necessario definire la ma-
trice di rigidezza secante. Infatti, si richiede la sola matrice tangente che definiamo
nel seguente paragrafo.

6.2.1 Matrice di rigidezza tangente

Partendo sempre dalla formulazione CUF-FEM, in particolare, considerando una
generica espansione per un elemento 1D o 2D, possiamo definire la matrice di
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rigidezza tangente per materiali iperelastici.

Come gia precedentemente descritto, il vettore di deformazione puo essere scritto
in termini delle incognite degli spostamenti nodali generalizzati. In questo caso
assumo F come vettore di deformazione che deriva dal tensore di deformazione di
Green-Lagrange e Us; gli spostamenti virtuali nodali. Possiamo quindi scrivere:

E = (b; + by)u = (by + by Fr(w, 2)Ni(y)Uyrs = (B + Bl U4 (6.19)
Allora la variazione virtuale sara:

OF = §((B]' + BI)U,;)Usy;) = (B} + 2B)6U.; (6.20)

Per ottenere 'espressione dei nuclei fondamentali della matrice di rigidezza tan-
gente bisogna linearizzare I’equazione di equilibrio. Considerando i carichi conser-
vativi, quindi la variazione virtuale del lavoro esterno nullo, puo essere linearizzata
solo la variazione virtuale del lavoro interno. Possiamo quindi scrivere quest’ultima
distribuendo 1'operatore di variazione virtuale sul prodotto:

§(8Lint) = / S(SETS)dV = / SET5SAV + / S(SET)SdV (6.21)
Q Q Q

Analizziamo i due termini di destra: il primo corrisponde alla linearizzazione
dell’equazione costitutiva dei materiali iperelastici. Per Hozapfel [62], la formula-
zione adottata considerando il primo invariante e:

1 , .
08 = 0550 =COE =C(B}’ +2B.})0Us,; (6.22)
dove C rappresenta il tensore di elasticita tangente del quarto ordine gia descritto

nei precedenti capitoli. Possiamo quindi scrivere la linearizzazione della legge
costitutiva in forma debole:

o 0ET68AV = [, 0UT (B}’ + 2B C((Bf + BL)oU,dV
— UL | o By CBiav | 6U,; + 6UL | [, By C2BI7aV | Ui+

si T T s i i
+ UL [ I, 2B15" CB; dv] U, + 0UZ, [ 2B c2B; dv} U,
(6.23)
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Possiamo quindi definire quattro contributi di matrici 3x3 :

K59 — [ BY' CByidv = K™

ll,tan

K59 — [ BY C2BuITdV = 2K 5

Inl,tan
(6.24)
T81j o siT i o T81j
Knll,tan - fQ 2Bnl CBl dV = Knll
.. T . ..
TS8t) _ S T _ TSt)
Knlnl,tan - fQ 2Bl CQBl dV = 2I{'n,lnl
TstJ . T81j Tsij TS8tJ - . .
dove KTl’t(m = 2Klnl’t(m + Knll’tan + 2Knlnl’tan ¢ il contributo non lineare

della matrice di rigidezza tangente. Invece, K;;** ¢ lo stesso contributo lineare del-
la matrice di rigidezza secante. Possiamo quindi riscrivere I'equazione costitutiva
linearizzata come:

8j J

/ SET§SdV = SULK [ 6U.; + SUL K7V 6U.; (6.25)
Q

4. . . . . T81j TS8tj T81j
E importante sottolineare come i nuclei fondamentali Ky 5o K tan: Knir tan

e K:;lsfg,mn sono gli stessi definiti nel caso di materiale linearmente elastico ma il
tensore di elasticita in questo caso e il tensore di elasticita che deriva dalla formu-
lazione iperelastica del primo invariante.

Il secondo termine di destra dell’equazione (|6.21]) corrisponde alla linearizzazio-
ne delle equazioni geometriche. Una volta definita la matrice degli operatori
differenziali By, e la variazione virtuale delle deformazioni:

U, 6U,,.

S(6E) = By 8U,..6U,, (6.26)

oU,_,oU

ZTi Zsj
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Allora il secondo termine diventa:

§U, ,6U.

Tsj

fQ5(5ET)SdV - fQ 0U,,,0Uy,; 0 B * SdV

2
5U...0U.,, (6.27)

Zri

= [o0ULdiag(Bp " S)oU:dV
— SUTLK0U,;

dove il contributo KZ*7 & la matrice di rigidezza geometrica e deriva dalla li-
nearizzazione della relazione non lineare tra spostamento-deformazione.
Sostituendo allora le diverse grandezza nell’eq. otteniamo i nuclei fonda-
mentali della matrice di rigidezza tangente come somma del contributo lineare,
non lineare e geometrico:

8(6Lins) = SULK ™ 6U; + SULK L 6U.; + SULK*76U,; = SULKZ U,
(6.28)
6.3 Vettore dei carichi e delle forze interne

Partendo dall’eq (6.20)) e dal principio dei lavori virtuali tale per cui la somma dei
lavori virtuali fatto dalle forze interne e dalle forze esterne nel sistema € zero:

5Lint - 5Lest = 0 (629)

Considerando i tensori di deformazione di Green-Lagrange e di tensione PK2 FE e
S rispettivamente, la variazione virtuale del lavoro delle forze interne puo essere
espresso come:

SLing = / SETSdV (6.30)
Q

Ora, come gia mostrato precedentemente, adottiamo la stessa definizione delle
deformazioni generalizzate e la sua variazione virtuale:

0F = 6((B]' + BI)U,)U,;) = (B} + 2B¥)6U,; (6.31)

Sostituendola nella (6.30]) ottengo:

83— int

0 Ling = / SETSdV = / SUL(B} +2B})SdV = sULF;! (6.32)
Q Q
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Otteniamo cosi 1 nuclei fondamentali del vettore delle forze interne:

FJ = / (B}’ +2B)SdV (6.33)
Q
Il nucleo fondamentale € indipendente dall’ordine della teoria di approssimazio-
ne e la scelta della discretizzazione lungo 1'asse (nel caso trave), lungo lo spessore
(nel caso piastra).
Per determinare il vettore dei carichi nodali esterni si parte dalla definizione della
CUF e FEM, tale per cui il campo degli spostamenti puo essere scritto nel caso
1D come:
u(z,y,2z) = Fr(z, 2)ur(y) = F-(z,2)Ni(y)q.i (6.34)

Considero la variazione virtuale degli spostamenti introducendo gli spostamenti
nodali virtuali (indici s, j):

ou(z,y,z) = Fo(z, 2)0us(y) = Fo(z, 2)N;(y)qs (6.35)

Considero p il vettore dei carichi conservativi, allora posso scrivere la variazione
virtuale del lavoro delle forze esterne come:

0 Lest, = / suTpdV = / qo; Fs(x, 2)N;(y)pdV = ql;ps; (6.36)
Q Q

6.4 Assemblaggio della matrice di rigidezza glo-
bale

Partendo dalla definizione dei nuclei fondamentali per il singolo elemento, la ma-
trice di rigidezza globale viene assemblata considerando la connessione tra i nodi
FEM e i nodi con espansione CUF. Nell’assemblaggio di tale matrice ¢ importante
ricordare che gli indici 7 e s rappresentano 1’ordine di espansione del modello CUF
(1,5 =1,2,..., M) e quindi definiscono I’accuratezza del modello. Invece, gli indici
i e j sono definiti dal numero di nodi del singolo elemento finito (i, j = 1,2, ..., Nye).
E importante notare che la forma generale di ogni nucleo fondamentale e indipen-
dente dal modello di espansione adottato. Essa infatti non cambia considerando
un numero di nodi diverso per elemento o diverse funzioni di forma.

Partendo da questo, possiamo affermare che il nucleo fondamentale di una matrice
di rigidezza e una matrice 3x3, la quale si ottiene dal prodotto riga per colonna
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Global Stiffness Matrix
=

i-Block

DOFs
Nucleo fondamentale

O

Ts ij
Nodo Elemento Struttura

Figura 6.1: Assemblaggio della matrice di rigidezza partendo dai nuclei fondamen-
tali fino alla struttura globale tramite FEM-CUF.

tra la matrice dell’operatore differenziale e il tensore di elasticita:
kL kY KL ]

i i i
kify kyy kyz

K™ — / B%'cB™ = (6.37)
Q

i i ij
kzz k:yz kzz

dove B=" & una matrice 3x6, C ¢ una matrice 6x6 e B™* ¢ una matrice 6x3, dal
prodotto riga per colonna si ottiene quindi una matrice 3x3.

La somma degli indici 7 e s e richiesta sull’espansione CUF per ogni singolo nodo,
invece sfruttando la somma degli indici 7 e 7 si ottiene la matrice del singolo
elemento. Da quest’ultima, considerando i nodi in comune, si ottiene la matrice
di rigidezza globale tramite le procedure di assemblaggio FEM. Questa procedura
di assemblaggio e possibile visualizzarla in Figura [6.1



Capitolo 7

Metodi di risoluzione per
equazioni non lineari

7.1 Equazioni di governo non lineare in forma
matriciale

Come gia descritto nei precedenti capitoli, per un sistema in equilibrio sottoposto
a carichi applicati e vincoli geometrici, per il principio dei lavori virtuali:

6Lint — 5[/63;75 — 07 (71)

dove L;,; rappresenta l’energia di deformazione, L., il lavoro fatto dalle forze
esterne e ¢ denota la variazione virtuale.
Riprendendo quindi ’equazione e assemblando gli elementi finiti giungo
all’equazione:
Ksq—p=0 (7.2)

Poiche Kg ¢ funzione degli spostamenti nodali gq,;, la matrice di rigidezza glo-
bale dipende dal vettore delle soluzioni incognite, quindi non puo essere calcolato
direttamente. Bisogna quindi utilizzare uno schema iterativo di risoluzione per
risolvere questo tipo di equazioni.

7.2 Linearizzazione di Newton-Raphson
Per risolvere 'eq. (7.2]) viene spesso utilizzato uno schema incrementale linearizza-

to, tipicamente il metodo di Newton-Raphson (anche detto metodo delle tangenti).
Secondo questo metodo ¢ possibile scrivere il vettore ¢,..s delle forze nodali residue

56
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come:
Pres = qu —PpP= 0 (73)
L’eq. (7.3) puo essere linearizzata utilizzando I'espansione di Taylor:

O0Pres OPres
Qores(q + éqap + 6p) = Qares(q7 p) =+ (gq 5q + S;p 5)‘pref =0 (74)

dove il termine ag—;“ = K ¢ la matrice di rigidezza tangente e —a‘g—;“ e
uguale alla matrice identita I. Nell’eq. (7.4) ¢ stato assunto che il vettore dei
carichi varia in maniera diretta con il carico di riferimento con un coefficiente
angolare pari a A tale che p = Appes. Leq. puo essere scritta in forma pit
compatta come:

KT(Sq = 5>\pref — Pres- (75)

Poiché e stata aggiunta la variabile A\, deve essere aggiunta un’altra equazione di
governo, in particolare viene aggiunta un’equazione di vincolo ottenendo cosi il
seguente sistema di equazioni:

KT 5‘1 = 5)\p'r'ef — Pres
(7.6)
c(dg,0N) =0

In base all’equazione di vincolo, possono essere implementati diversi schemi in-
crementali. Per esempio, se I'equazione di vincolo & 6\ = 0, il sistema
corrisponde al metodo di controllo di carico. Se invece I’equazione di vincolo e del
tipo g = 0 si ha il metodo di controllo dello spostamento. Se invece ’equazione di
vincolo e sia funzione della variazione dello spostamento che del carico allora il me-
todo e di tipo path-following. Questo metodo sara quello utilizzato principalmente
in questo elaborato. La differenza tra i metodi sopra elencati sono rappresentati
nella Figura [7.1]

7.2.1 Linearizzazione per materiali iperelastici

Nel caso di materiali iperelastici, il vettore delle forze nodali residue puo essere
scritto come:

Pres = Lint — Femt =0 (77)

L’eq. ([7.7) puo quindi essere linearizzata espandendo ¢, in serie di Taylor rispetto
ad una soluzione nota (U, Fez), fermandoci ai termini del primo ordine otteniamo:

8 res a res
Pres sty 4 TP

= o M Fox =0 (78)

Sores(U + 5U; Fext + 5Fext) = Sores(Uy Fext) +
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PA P Pa

v

q q

= o=

(a) Load-control method (b) Displacement-control methoc (¢) Path-following method

Figura 7.1: Rappresentazione e significato delle equazioni di vincolo [18].

dove ag{j"“‘ = K ¢ la matrice di rigidezza tangente e g‘;—’“e: = —1. Assumendo che
ex

il carico varia direttamente con i carichi di riferimento tale per cui Foy = A Foy,
I'eq. (7.8) puo essere riscritta come :

K7 6U = 6\ Foy — 0yes (7.9)

come gia menzionato precedentemente, A\ ¢ una nuova variabile, dobbiamo quindi
introdurre un’altra equazione di governo, cioe viene introdotta una relazione di
vincolo ¢(dU, §\) ottenendo cosi:

KT U = oA Fext — Pres
(7.10)
(U, 6)) = 0

Anche in questo caso a seconda dell’equazione di vincolo, possono essere imple-
mentati diversi schemi incrementali. Nei prossimi paragrafi, infatti, descrivere-
mo principalmente due schemi: il metodo load-control e il metodo path-following
(arch-lenght).

7.2.2 Metodo load control

Il metodo di Newton di tipo load control € un metodo iterativo in cui la varia-
zione di carico ¢ fissa ad ogni iterazione: ad ogni incremento, la variazione di A ¢
considerata fissa fino ad un certo incremento A\ e dalle forze residue, si calcola
la configurazione attuale che soddisfa I’equilibrio in questa nuova condizione di
carico. Quindi, questa procedura ¢ iterativa solo rispetto alle variazioni di sposta-
mento.
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Considerando (q(o), o) l'ultima soluzione convergente, allora incrementando avro:

la nuova configurazione di carico pero, va contro le condizioni di equilibrio ed &
quindi necessario che anche il vettore dei carichi nodali sia incrementato di un
fattore Agq:

g =q% +Aq (7.12)

cosi che la condizione g’ soddisfi le condizioni di equilibrio. Considerando I’e-
spansione in serie di Taylor eq.(7.4) e imponendo la condizione di vincolo sulla
variazione del parametro di carico, otteniamo:

(PTes‘q(O) KT‘q(O) 5(] - 5)\ p'ref = O (713)

Poiché (q(o),)\o) e una condizione di equilibrio, allora il vettore delle forze
residue calcolate e nullo e quindi il vettore di incremento dello spostamento puo
essere calcolato come:

oq = [Kqu(O)]_l(é)\pref) (7.14)

Questa definizione di Aq soddisfa comunque l’eq.. Poiché 1’espansio-
ne di Taylor e troncata al primo ordine, la nuova condizione di equilibrio alla
configurazione (g(® + Aq, \pA\) non viene raggiunta immediatamente, allora dal
vettore delle forze residue viene calcolato un’altra correzione dello spostamento dq,
sovrapponendo solo le variabil relative allo spostamento nell’espansione di Taylor:

‘PreS(q(O) + Aq+dq) = QOTeS(q(O) +Aq) + KT\q(OHAq 0g =0 (7.15)

da cui si ottiene:

0q = —[KT

|q(0)+Aq]71<p7'eS(q(0) + AQ) (7.16)

La nuova configurazione sara quindi (g(® +Aq+3dq, \gA)) che porta ad avere forze
residue sempre piu piccole. Procedendo iterativamente si ottiene la condizione di
equilibrio al valore incrementato delle forze esterne e nuovamente, deve essere
soddisfatto il criterio di convergenza delle forse residue.

Da questa configurazione convergente finale viene considerato un nuovo incremento
di carico, dando inizio di nuovo alla stessa procedura cosi da ottenere la nuova
condizione corrispondente alla nuova condizione di carico.

In Figura viene fornita una rappresentazione geometrica del metodo di
Newton con controllo di carico. La soluzione i-esima ad ogni iterazione e definita
da ¢ e tende iterativamente a . Ad ogni iterazione, il vettore nodale degli
spostamenti ¢ usato per calcolare la matrice di rigidezza per ottenere il vettore
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P (0)
‘ Ks(q ) KT(CI“})
F ______ A
v vV -
qm q(z} a q

Figura 7.2: Rappresentazione geometrica del metodo di Newton-Raphson con con-
trollo di carico.

degli spostamenti nodali successivo associato al vettore delle forze esterne F.

In alcune situazioni, pero, le strutture mostrano una risposta meno rigida con il
carico applicato. In questi casi, € molto utile forzare la procedura di risoluzione
da controllo di carico (load control) ad una procedura di tipo arc-lenght a casua
del raggiungimento del punto limite.

7.2.3 Metodo arc-lenght

Come menzionato precedentemente, il metodo arc-lenght permette di ottenere una
soluzione per problemi lineari quando si ¢ in presenza di punti critici. Questo
metodo ¢ accuratamente descritto da Crisfield [39]. In particolare, si parte come
prima da un problema di ottimizzazione delle forza residue:

Yres = Ks(@q)q—p=0 — Ks(q)g=p (7.17)

A differenza del controllo di carico, in questo caso vengono considerate simulta-
neamente le variazioni di spostamento e del parametro di carico. Considero sempre
() \g) la condizione di equilibrio iniziale ¢ Aq e A\ sono gli incrementi. Posso

s N0

quindi riscrivere la come:

@res(@D + Ag, Ao + AN) = Kr(¢9) (@ + Ag) — (N + AN)p (7.18)
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Figura 7.3: Notazione e rappresentazione geometrica del metodo sferico arc-lenght

Se nella configurazione attuale il vettore delle forze residue gores(q(o) + Aq, Ao +
A)) = 0, significa che questa configurazione ¢ una configurazione di equilibrio
e la soluzione puo essere aggiornata. Questo pero non e del tutto vero perche
I’espansione in serie di Taylor e stata troncata al primo ordine. Come descritto
precedentemente, allora, bisogna introdurre un’altra correzione per incrementare
lo spostamento e il parametro di carico (dg,d\). Possiamo quindi riscrivere 1'eq.
(7.17)) come:

Pres(@ O +AGHg, \oFAN0N) = K (O +Aq) (¢ +Agq+5q) — (Mo +ANHIN)p
(7.19)
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Il nuovo sistema di equazioni da risolvere avra la seguente forma:

K

T\q(0)+Aq

]5q - 5)\29 = Sores(q(o) + AQ)
(7.20)
(Aq+6q)" (Aq + 6q) + (Mo + 0N (pT - p) = Al?

dove la seconda equazione rappresenta l’equazione di vincolo aggiuntiva con ¢ e
Al parametri definiti, in particolare Al ¢ una misura di quanto lontano dal punto
di equilibrio successivo si ¢. Combinando le due equazioni del sistema e
scrivendo in forma compatta possiamo scrivere:

[KT\q(O)JrAq] -p oq _‘Pr‘eS(q(O) + AQ)

2AqT  202A(PT - p) | | 0N —(Aq" - Aq) + 9?5\ (pT - p) — AP®)

(7.21)

Partendo dalla prima equazione del sistema (|7.20)) ¢ possibile dividere lo spo-

stamento iterativo dq in due parti. Allora la variazione di Newton al nuovo livello
di carico sara:

bq=—[Kr o 1 'oresd” +2q) + Kz, ]7'p=0G+00q  (7.22)
dove 6q; = [KT‘ @ n ]7'p ¢ il vettore degli spostamenti corrispondente al vettore
q q

dei carichi fisso p. Invece, @ e la variazione iterativa da cui deriverebbe il metodo
di Newton-Raphson con controllo di carico standard (a livello di carico fissato \y).
Se invece adottiamo il metodo di Newton-Raphson modificato, dq; deve essere
calcolato per lo step iniziale ma, poiché Kr e fissata, esso non cambia durante le
iterazioni.
Ottenuto dq (eq. (7.22))) (con 6\ ancora sconosciuto), il nuovo vettore incrementale
degli spostamenti sara:

Agn, = Aqo + @+ 6)\q; (7.23)

sostituendo quest’ultima equazione nell’equazione di vincolo, otteniamo un’equa-
zione scalare quadratica del tipo:

041(5)\2 + (1/25/\ —f- g3 = 0 (724)

dove
o = 0q"q + *(p'p)

az = (Aq +6q)T(Aq + 6q) + V*AN(ptp) — Al?
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L’eq. puo essere risolta per 0, in modo tale che Agq,, sia definito a partire
dalla (7.23). Questa tecnica richiede solo l'inversione (cio¢ la fattorizzazione) della
matrice di rigidezza tangente simmetrica Kr. In realta, questo metodo e affetto da
alcuni limitazioni: la matrice K ¢ singolare al punto limite e quindi le equazioni
non possono essere risolte. Questo problema perd non ¢ significante in quanto non
si arriva quasi mai al punto critico.

Nell’equazione di vincolo e presente il parametro di scala 1. Quando quest’ultimo
e pari a 1 = 1 allora la procedura arc-length di Crisfield appena descritta e chia-
mata sferica perché I'equazione di vincolo (seconda equazione del sistema )
assume la forma di un’ipersfera.

Bisogna sottolineare che 1'eq. fornisce due soluzioni diverse per ogni va-
riazione di carico d\. Per evitare questo, e scegliere quindi una sola delle due
soluzioni, i vari autori hanno proposto diverse soluzioni. Crisfield [39] ha propo-
sto la scelta di una radice appropriata valutando i due angoli tra il vettore £7;!,
tangente nella condizione prima dell’iterazione corrente, e il vettore £, , tangente
nella condizione di iterazione corrente . Questi angoli sono calcolati usando le
due radici dell’equazione . La soluzione appropriata sara quella che avra un
angolo positivo, essa infatti sara la radice piu vicina alla soluzione lineare. Una de-
scrizione piu dettagliata e fornita in [I8] e [39]. In Figura la rappresentazione
geometrica del metodo appena descritto.

7.3 Descrizione del codice MUL2

Le teorie relative a strutture unidimensionali e bidimensionali sono strumenti ma-
tematici in grado di poter descrivere e ridurre i problemi strutturali tridimensionali
usando modelli computazionali pit semplici ed efficienti. Come gia ampiamente de-
scritto, questi modelli sono costruiti utilizzando espansioni sulle variabili incognite
sulla sezione trasversale o lungo lo spessore della struttura, a seconda del modello
1D e 2D. La Carrera Unified Formulation ¢ , quindi, in grado di descrivere le equa-
zioni di governo in una forma compatta. La CUF e in grado di descrivere tutti i
principali modelli strutturali , sia a singolo strato che multistrato e ha introdot-
to il metodo della cinematica del nodo indipendente ( node-dependent-kinematics
NDK). Il codice MUL2, sviluppato dai professori e ricercatori del Politecnico di
Torino, ¢ interamente basato sulla CUF. In questi anni sono stati implementati
diversi modelli del codice in grado di descrivere elementi finiti di tipo trave, pia-
stra e guscio. In questo elaborato sono stati utilizzati principalmente codici per il
modello trave e per il modello piastra. Inoltre ¢ stato implementato il codice sia
per materiali linearmente-elastici sia per materiali isotropi iperelastici.

Una delle capacita del codice MUL2 che lo contraddistingue ¢ proprio la NDK
che consente la scelta della teoria strutturale a livello nodale, ovvero la possibilita



7.3. DESCRIZIONE DEL CODICE MUL2 64

di utilizzare simultaneamente diverse teorie strutturali nello stesso modello FE.
Questo puo migliorare i risultati ottenuti nelle differenti analisi strutturali.

Il codice MUL2 e scritto interamente in linguaggio Fortran ed & principalmente
formato da una serie di librerie e moduli contenenti tutte le procedure e routine
specifiche. 1l codice richiede una serie di dati in input relativi alla geometria, alle
condizioni al contorno e le proprieta del materiale. Forniti gli input, le procedure
FE implementate vengono eseguite, quindi vengono calcolati e assemblati i rispet-
tivi nuclei fondamentali delle matrici di rigidezza. Gli integrali vengono calcolati
tramite 1'utilizzo della quadratura di Gauss-Legendre e le derivate degli sposta-
menti e le funzioni di forma sono calcolati in punti di Gauss specificati e usati per
il calcolo dei FN.

E possibile scegliere lo schema numerico utilizzato per la risoluzione delle equazio-
ni non lineari (metodo load control, arc-length e cosi via). Calcolata la soluzione,
avviene la fase di post-processing, in cui i risultati degli spostamenti, delle defor-
mazioni e delle tensioni vengono stampati nei punti richiesti come file Paraview
ed e quindi possibile visualizzare le configurazioni deformate nei differenti step di
carico.

Per I'analisi di strutture in materiali iperelastici, il codice implementato ¢ in grado
di descrivere strutture con modelli di materiali descritti del capitolo 3. Per questi
materiali, oltre alle routine utilizzate anche nel caso di materiali linearmente ela-
stici, sono state utilizzate routine per il calcolo delle componenti PK1 e PK2 e del
tensore di elasticita tangente nel caso iperelastico.



Capitolo 8

Risultati numerici

8.1 Modelli 1D con non linearita geometriche

In questa sezione, vengono mostrati diversi risultati numerici ottenuti dall’analisi
non lineare di strutture unidimensionali utilizzando formulazione unificata 1D e
considerando solo non linearita geometriche. Verranno analizzati principalmente
due problemi: una trave incastrata soggetta ad un carico verticale all’estremo
libero e nel secondo caso, la trave incastrata soggetta a compressione. In entrambi
i casi verranno confrontati i risultati ottenuti dall’analisi lineare, non lineare e la
soluzione elastica. In particolare, verra analizzata una trave snella con rapporto

L/h = 100.

8.1.1 Trave incastrata soggetta a carico trasversale

In questo primo caso, viene considerata una trave snella incastrata a sezione qua-
drata (lato h = 5 em) lunga L = 0.5 m soggetta ad un carico verticale P applicato

q

- --= | h

Figura 8.1: Trave snella a sezione quadrata soggetta a taglio, con P=10 N.

65
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all’estremo libero della trave come mostrato in Figura [8.1]

La trave e costituita da alluminio, il quale possiede un modulo di Young FE pari a
75 G Pa e un coefficiente di Poisson v = 0.33. Per 'analisi, viene considerata una
discretizzazione lungo 1’asse y pari a 10 elementi formati da 4 nodi ciascuno. Sulla
sezione trasversale, invece, viene considerato un modello LE (polinomi di Lagran-
ge) di tipo L9, quindi un polinomio quadratico per approssimare il campo degli
spostamenti. La soluzione non lineare viene quindi confrontata con la soluzione
lineare analitica basata sul modello della trave di Eulero-Bernoulli e la soluzione
non lineare di riferimento mostrata in [I5]. Lo stesso problema ¢ stato investigato
da Pagani et al. [18].

In Figura [8.2] vengono rappresentate le curve di equilibrio della trave a sezio-
ne quadrata, dove sull’asse delle ascisse e rappresentato lo spostamento verticale
dell’estremo libero della trave adimensionalizzato u,/L, e sull’asse delle ordinate

< . . . . . . 2 . .
e rappresentato il carico applicato P adimensionalizzato % in un intervallo com-

4 . .. .
preso tra 0 e 8, dove [ = % rappresenta il momento di inerzia.
Come si puo notare dal grafico, nel caso di trave snella, discretizzando lungo 'asse

: lineare —— Y
7 Lnon lineare, 1L9, 10B4 = %
non lineare * :
. n
: %
T 5 f
S 4 !\
T 3| i ,
" | I I
0 0.2 0.4 06 - |
u,/L

Figura 8.2: Confronto curve di equilibrio per una trave snella (L/h=100) incastrata
a sezione trasversale quadrata soggetta ad un carico trasversale. Confronto con la
soluzione lineare Fulero-Bernoulli e la soluzione non lineare di Bisshopp [15].

y con 10 B4 elementi finiti con polinomi quadratici di Lagrange (L9) e utilizzando
un metodo arc-lenght per la soluzione delle iterate, la soluzione non lineare effettua-
ta coincide con la soluzione di riferimento di Bisshopp [15]. Il modello della trave
proposta puo quindi descrivere le grandi deformazioni di travi snelle. Inoltre, per
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questa tipologia di travi nel caso di piccole deformazioni I’analisi lineare approssi-
ma ragionevolmente la soluzione analitica. In figura [8.3] invece, viene mostrata

1.5

2=0
»=1.04
=171 —
2=2.35 —
1 2=295 —
=366 —
2=4.51 —
»=557
0.5 Lineare
g O
-0.5
At
-1.5 ‘ ' ; : :
-0.4 -0.2 0 0.2 0.4

z/h

. o . . . 21
Figura 8.3: Distribuzione dello stress assiale adimensionale 2545~ lungo lo spessore.

Trave snella z/h=100.

la distribuzione lungo lo spessore della componente dello stress assiale adimensio-
nalizzato Ugy;h[ nella sezione incastrata della trave. Sono visibili sia le soluzioni
non lineari per differenti valori di carico caratterizzati da A, il quale rappresenta
il coefliciente che lega il carico al carico di riferimento (P = AP,.s), sia la solu-
zione lineare. Possiamo concludere che il modello trave con polinomi di Lagrange
e in grado di descrivere in modo accurato lo stato di tensione-deformazione delle
travi snelle. Inoltre, € possibile notare che le teorie classiche lineari sono in grado
di approssimare in maniera piuttosto accurata la distribuzione delle sollecitazioni

assiali delle travi snelle.

8.1.2 Trave incastrata soggetta a carico di compressione
assiale
In questo secondo caso, viene considerata una trave snella incastrata delle stesse

dimensioni e sezione trasversale del caso precedente. Il carico applicato e di com-
pressione assiale come mostrato in Figura (8.4}
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Figura 8.4: Trave snella a sezione quadrata soggetta a carico di compessione.

Carico critico

Secondo la soluzione analitica linearizzata per una trave caricata di punta parten-
do dall’equazione di equilibrio in cui il momento esterno deve uguagliare quello
interno:

M.+ M; =0
Sostituendo ottengo:
—EJ+ —Py=0

Dove R & il raggio di curvatura. Sostituendo 1/R nelle ipotesi di piccole deforma-
zioni e imponendo le condizioni al contorno tali per cui:

b o &1)

Per un numero di semionde n=1 ottengo il seguente carico critico:

P, = Bl _ 33 55N

412

Post-buckling

In questo paragrafo, viene analizzato il comportamento post buckling della trave.
La discretizzazione utilizzata ¢ sempre quella descritta in precedenza: 10 elementi
B4 lungo l'asse y, sulla sezione traversale un modello basato sui polinomi di La-
grange di tipo L9.

In Figura [8.5, vengono rappresentate le curve di equilibrio in post-buckling
della trave snella a sezione quadrata, la quale presenta un difetto d tale che

2
“rd = 0.002.
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Confronto curve equiibrio post-buckliing
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Figura 8.5: Confronto curve di equilibrio per una trave incastrata a sezione tra-
sversale quadrata soggetta ad un carico di compressione assiale. Confronto con
soluzione analitica EBBM di riferimento [18] [30].

La soluzione post-buckling non lineare ottenuta viene confrontata con quella
analitica EBBM di riferimento mostrata in [18] [30] e con la soluzione linearizzata.
Sull’asse delle ascisse & rappresentato lo spostamento adimensionalizzato u,/L e
sull’asse delle ordinate e rappresentato il carico adimensionalizzato f: 245
Dal grafico ¢ possibile notare come per piccole deformazioni la soluzione del buc-
kling linearizzato puo fornire una buona approssimazione. Per grandi deformazioni
invece, la soluzione dell’analisi non lineare ¢ I'unica in grado di fornirci I'analisi

post-buckling corretta.

8.2 Modelli 2D con non linearta geometriche

In questa sezione viene condotta un’analisi non lineare nel caso di un modello
strutturale 2D con non linearita solo geometriche. In particolare, un modello
piastra.

8.2.1 Piastra soggetta a pressione trasversale uniforme

Nel caso considerato e stato valutato lo spostamento in direzione z di una pia-
stra quadrata di dimensioni a = b = 1.2 m soggetta ad una pressione uniforme
trasversale p, come mostrato in Figura Il modulo di Young e il coefficien-
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Figura 8.6: Piastra isotropa soggetta a carico di pressione trasversale uniforme e
sistema di coordinate cartesiane

te di Poisson valgono rispettivamente £ = 75 GPa e v = 0.3. Considerate come

condizioni di vincolo tutti i quattro lati incastrati (CCCC), e stato valutato lo spo-

pza4
Ent-

stamento adimensionalizzato u,/h in funzione del carico adimensionalizzato
Il caso sotto esame ¢ stato analizzato da Pagani et al in [10].
In Figura [8.8| vengono confrontate le curve di equilibrio di una piastra conside-

-.C

y

Figura 8.7: Differenti condizioni al contorno della piastra: CCCC, CSCS, SSSS.

rata sottile cioe tale per cui h/a = 0.02 e una piastra moderatamente sottile cioe
avente h/a = 0.1. Sono state considerate mesh regolari nel piano xy di tipo 6x6,
8x8 e 12x12, con elementini di tipo Q9. Lungo la direzione dello spessore, invece,
sono state considerate come funzioni di espansione polinomi di Lagrange a tre nodi
(quadratiche, LD2). Le analisi non lineari vengono poi confrontate con la curva
di riferimento [42]. Come ¢ possibile notare dalla figura, aumentando il numero di
elementi nella mesh aumenta la velocita di convergenza della soluzione.

Utilizzando un’analisi geometrica non lineare, valuto sempre le curve di equilibrio
al variare delle condizioni al contorno. In particolare, in Figura SOno rappre-
sentate le curve di equilibrio nel caso di piastra moderatamente sottile (h/a = 0.1)
per tre differenti casi di condizioni al contorno: CCCC, CSCS, SSSS. Come si
nota dalla figura, la teoria di von Karman fornisce una buona approssimazione
solo per piccole deformazioni e diverge in maniera significativa all’aumentare del
carico. Per piastre sottili, invece, le curve basate sul modello CUF coincidono ab-
bastanza con la teoria di Von Karman modificata citata in [42]. Questo vuol dire
che quest’ultima teoria descrive le strutture piu rigide, cioe per ottenere lo stesso
spostamento trasversale occorre un carico di pressione maggiore rispetto al mo-
dello piastra non lineare. In figura Figura [8.10] viene mostrata la distribuzione
lungo lo spessore della componente adimensionale di stress normale o,,a*/(Eh?)
nel punto avente r = y = a/2 (cioe il punto di mezzeria) sia per il caso di pia-
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Figura 8.8: Curve di equilibrio della piastra soggetta a pressione trasversale uni-
forme con condizioni al contorno CCCC. Confronto con curva di equilibrio di
riferimento [42].(a) piastra sottile h/a = 0.02 (b)piastra moderatamente sottile
h/a = 0.1.
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Figura 8.9: Curve di equilibrio per piastra moderatamente sottile h/a = 0.1 sog-
getta a pressione trasversale e differenti casi di condizioni al contorno: CCCC,
CSCS, SSSS. Confronto con le curve di riferimento [42]
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Figura 8.10: Distribuzione lungo lo spessore dello stress normale adimensionale
020 /(ER?) nel punto di mezzeria con condizioni al contorno CCCC e sotto dif-
ferenti carichi di pressione pugim = ’]’_;ZZ . (a) piastra sottile h/a = 0.02 (b)piastra
moderatamente sottile h/a = 0.1.

stra sottile che per piastra moderatamente sottile. La soluzione corrisponde a vari
livelli di carico basati sempre su analisi non lineare, utilizzando polinomi di La-
grange di tipo LD2 e mesh regolare 12x12. E’ possibile notare che per differenti
rapporti h/a la distribuzione della tensione normale & qualitativamente la stessa e
gli effetti geometrici non lineari non possono essere trascurati nel caso di analisi di
piastre soggette a carichi di pressione trasversale in stati di equilibrio con grandi
deformazioni.
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8.3 Modelli iperelastici 1D

In questa sezione, vengono mostrati i risultati ottenuti utilizzando la CUF per il
metodo agli elementi finiti su diversi casi di strutture in materiale iperelastico 1D.

8.3.1 Tensione uniassiale

Figura 8.11: Geometria e condizione al contorno del cubo soggetto a tensione
uniassiale

Modelli Parametri UM
Neo-Hookean w=0.27 MPa
Gent w=10.27 MPa
JIm =85.91 -
Exp-Ln A=0.195 MPa
a=0.018 -
b=0.22 -

D; =33 x 107YM Pa~! per tutti i modelli

Tabella 8.1: Parametri del materiale per il test di tensione uniassiale.

Il primo caso considerato riguarda la tensione uniassiale su un campione cubico
di materiale [I§]. Come gia descritto precedentemente, utilizziamo una funzione di
energia di deformazione ¥ dipendente solo dal primo invariante e con quest’ultimo
pari a:
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— 2 —
L=L=XN+=— U=U()\) (8.2)

dove \; rappresenta il rapporto di deformazione lungo la direzione di trazione, ov-
vero 'autovalore del tensore di deformazione F'. Come gia spiegato in precedenza,
il rapporto di volume J e approssimato all’unita.

Definiamo ora lo stress Lagrangiano (cioe la prima componente dello stress Piola-
Kirchhoff PK-1) P; da cui successivamente ricavo la seconda componente PK-2,
S11 ed infine la componente di Cauchy o717 come descritto da Holzapfel [62]:

ov  ov oL ov 1
Ph=c— ="l o927 ()~ = :
HToN anoNn Ton (Al A%) 8.3)
1 0¥ 1
Sll - )\_18_)\1 — )\_1P11 (84)
ov
011 = J_l)\la_)\l = )\1P11 (85)

Il cubo considerato ha dimensioni 15 mm larghezzax 15 mm altezzax 15 mm spes-
sore e presenta le condizioni al contorno mostrate in Figura [8.11] Il campione
utilizzato e stato modellato come una trave e discretizzato con un singolo elemento
di tipo lineare lagrangiano (B2, a due nodi) lungo ’asse y. Invece, per I'approssi-
mazione della sezione trasversale nel piano xz, F, € stata utilizzata un’approssi-
magzione polinomiale bilineare L4.

Sono state valutate differenti soluzioni in base al modello di materiale iperelastico
scelto e quindi le diverse funzioni di energia di deformazione ¥ descritte preceden-
temente tramite le equazioni . In particolare, i parametri utilizzati
sono mostrati nella tabella 8.1  Le soluzioni in Figura [8.12] combaciano esat-
tamente con la soluzione analitica mostrata in [19] sia per grandi che per piccole
deformazioni.

Per il modello di materiale Gent, sono state anche comparate le soluzioni ottenute
aumentando il numero di elementi finiti lungo 'asse y come mostrato in Figura
[8.13] In Figura sono mostrati diversi stati di deformazione del cubo nel
caso di materiale di tipo Gent e utilizzando un solo elemento B2 lungo 'asse y e
una approssimazione L4 come F.

8.3.2 Trave soggetta a flessione

Il secondo modello strutturale analizzato € una trave incastrata ad un estremo e
soggetta ad una forza trasversale all’altro estremo come mostrato in Figura [8.15|
La trave ¢ a sezione rettangolare (100 mm spessore x 150 mm altezza) e lunga 10
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Figura 8.12: Tensione uniassiale per differenti modelli di materiale utilizzando
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Figura 8.14: Deformate del test di tensione uniassiale di un cubo di materiale di
tipo Gent utilizzando una discretizzazione 1B2-114.
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Figura 8.15: Trave incastrata ad un estremo soggetta ad un carico trasversale
Fy = 269.5N all’altro estremo.

m. Il carico trasversale applicato all’estremo libero e Fy = 269.5 N.

L’analisi strutturale e stata effettuata considerando la struttura di materiale ipe-
relastico di tipo neo-Hookeano e quindi la definizione di ¥ associata . I para-
metri del materiali considerati sono: un modulo di taglio 4 = 50M Pa e un modulo
di compressibilita k = 24/3.

Sono state eseguite due tipi di analisi: la prima aumentando il numero di elementi
lungo I’asse y considerando una funzione cubica a quattro nodi B4 e la seconda
valutando gli effetti che hanno le diverse espansioni F. sulla sezione trasversale
(TE e LE). Dalla Figura [8.16(a)| ¢ possibile notare che utilizzare dai 5 elementi
B4 in poi ¢ una buona approssimazione poiche combacia con la soluzione analitica
[19].

Per quanto riguarda le differenti teorie utilizzate per F,, dalla Figura
emerge che qualsiasi ordine e qualsiasi tipo di teoria di espansione per la sezione
trasversale approssimano in maniera accurata la soluzione analitica mostrata in
[13]. Questo perche ¢ stata considerata una trave snella. In Figura , invece,
sono messe a confronto le componenti dello stress PK2 sia assiale che trasversale
lungo lo spessore al variare dell’ordine di espansione e del tipo di teoria considerata
(TE e LE). Nel caso della componente assiale S, essa ¢ indipendente dall’ordine
e dalla teoria utilizzata. Invece, per la componente di taglio trasversale .S, ., per

avere un risultato accurato bisogna utilizzare teorie di ordine superiore, cioe del
terzo ordine (TE-3 e LE-16).
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Figura 8.16: Curve di equilibrio della trave di materiale NeoHookeano:
al variare del numero di elementi B4, [8.16(b)| al variare della teoria e ordine di
espansione di F;.
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Figura 8.17: Deformate della trave soggetta a flessione a differenti rapporti
F/Fy=0.08, 0.15, 0.19, 0.31, 0.9 .
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Figura 8.18: Componenti dello stress PK2 assiale(a) e trasversale (b) lungo lo
spessore per la trave soggetta ad un rapporto di carico pari a F/Fy = 1.08
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8.3.3 Cilindro iperelastico

Figura 8.19: Condizioni al contorno e geometria del cilindro iperelastico.

In questo paragrafo si vuole dimostrare come il modello trave precedentemente
mostrato puo descrivere 'andamento di grandi deformazioni nel caso di strutture
a parete sottile. In particolare, poiche simmetrico, e stato considerato un quarto
di cilindro la cui lunghezza e pari a 15 cm, raggio interno 8 cm e spessore 2 cm. Le
condizioni al contorno sono illustrate in Figura |8.19| Per la definizione del mate-
riale & stato implementato un modello di materiale iperelastico neo-Hookean con i
seguenti parametri: modulo di taglio 4 = 6000 kN/cm?, modulo di compressibilita
k = 280000 kN/cm? e coefficiente di Poisson v = 0.4. Sono stati implementati
3 diversi modelli di discretizzazione: lungo la sezione trasversale sono stati consi-
derati 4 elementi LE-16, 8 elementi LE-16 e 16 elementi LE-16. Lungo ’asse del
cilindro, ovvero lungo 'asse y, e stata utilizzata una discretizzazione di un singolo
elemento a 4 nodi (B4). In letteratura, sono gia presenti diverse soluzioni, come
mostrato da Biichter [20], Reese [45] e Elguedj [57]. In Figura e possibile
confrontare le soluzioni dello spostamento lungo z (uz) del punto A in corrispon-
denza del carico p = 999.47 kN/cm?. Possiamo notare che la soluzione a 8 e 16
LE-16 coincidono e sono piu vicine alla soluzione di Elguedj, il quale utilizza il
metodo F' e soluzioni basate su NURBS. Invece, il modello a 4 LE-16 & pill vicino
alla soluzione di Biichter, il quale utilizza una formulazione basata su shell con
7 parametri. Infine, Reese si trova esattamente nel mezzo tra le altre soluzioni
utilizzando una tecnica locking-free brick. Quindi utilizzare un solo elemento B4
in direzione assiale e sufficiente per ottenere 'accuratezza dei risultati. Possiamo
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Figura 8.20: Spostamento uz del punto A. Confronto tra soluzioni: con modello
a 4, 8, 16 LE-16 e le soluzioni di riferimento [20], [45], [57] per un carico p =
999.47 kN /cm.
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Figura 8.21: Andamento delle curve dello stress PK-1, PK-2 e Cauchy nel caso a
8 elementi e 16 elementi LE-16.
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Figura 8.22: Stati di deformazione del cilindro con differenti condizioni di carico.

quindi notare come 1'utizzo della CUF 1D sia accurato per problemi come quello
appena descritto.

In Figura [8.21] vengono raffigurati gli andamenti delle curve della componente
dello stress PK-1, PK-2 e Cauchy per il modello a 8 elementi e 16 elementi LE-
16. E possibile notare che all’aumentare della deformazione la differenza tra i due
modelli € sempre piu evidente.

Infine, in Figura sono raffigurati gli stati di deformazione del cilindro con
condizioni di carico p = 178.8,452.4,674.37,992.22 kN/cm.

8.3.4 Conclusioni

Come conclusione degli esempi precedentemente descritti possiamo affermare che
I’analisi agli elementi finiti unidimensionale tramite 1'utilizzo della CUF e in grado
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di descrivere in maniera piuttosto accurata la soluzione del problema di grandi
deformazioni in campo iperelastico. Infatti, ’analisi numerica ha fornito soluzioni
accurate in presenza di non linearita geometriche e fisiche. Nel capitolo successivo
si estendera il seguente studio a casi bidimensionali ovvero le piastre.

8.4 Modelli iperelastici 2D

Per lo studio dei modelli successivamente descritti faremo riferimento al modello
di materiale iperelastico Neo-Hookean. In particolare, ’energia di deformazione
per materiali comprimibili neo-Hookean citata in [36] assume la seguente forma:

E

([_1—3)+m

_ E 9
Y= 10 (J—1) (8.6)
dove I, = I;J~%/3 con I, e J che corrispondono rispettivamente al primo invariante
e alla radice quadrata del terzo invariante del tensore di deformazione Cauchy-
Green C. E e v sono rispettivamente il modulo di Young e il coefficiente di Poisson
del materiale. Nel caso di materiali incomprimibili, J — 1 e v — 0.5, allora il
secondo termine della tende a zero. Nel caso di materiali quasi incomprimibili,
il parametro di penalizzazione dell’incomprimibilita vale D1 = w. Infatti
Dy = 2/k, con k modulo di compressibilita. Come descritto in [3], quest’ultimo &

pari:
(8.7)

con \ = v ) modulo di Lame e p = 500) modulo di taglio. Infatti,

E
(1+v)(1—2v 1+v
quando il materiale & comprimibile, v — 0 e A — 0, allora k = 2/3p.

Nei paragrafi che seguono verra effettuata un’analisi agli elementi finiti utilizzando

la formulazione unificata di Carrera nel caso 2D.

8.4.1 Trave soggetta a flessione con modello CUF-2D

Come primo esempio, per valutare la validita e fare un’analisi di convergenza,
riprendiamo il caso della trave soggetta a flessione analizzato nella sezione prece-
dente tramite il modello 1D. La trave era a sezione rettangolare (100 mm spessore
x 150 mm altezza) e lunga 10 m. Viene ora studiato utilizzando un modello CUF-
2D, quindi come una piastra con dimensioni a = 0,1 m, b=10m e h = 0.15 m.
La trave e incastrata ad un estremo ed e sottoposta ad un carico trasversale nel-
I’estremo libero.

Per ’analisi agli elementi finiti, la trave viene discretizzata nel piano xy utilizzando
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Figura 8.23: Curve di equilibrio dell’estremo libero della trave. Confronto tra
modello CUF-1D e CUF-2D.

10 elementi a nove nodi (Q9). Come funzione di espansione lungo lo spessore z ¢
sufficiente una discretizzazione a 3 nodi B3, quindi una funzione quadratica, per
descrivere in modo accurato la soluzione.

In Figura la soluzione con CUF 2D ¢ confrontata con quella ottenuta
tramite modello trave 1D utilizzando una discretizzazione lungo 1’asse y con 5
elementi a 4 nodi B4 e una funzione di espansione attraverso la sezione trasversale
a nove nodi (Q9). Le due soluzioni sono praticamente coincidenti per piccole
deformazioni e molto simili all’aumentare della deformazione. La formulazione
unificata di Carrera nel caso 2D puo essere utilizzata , quindi, anche per ottenere
soluzioni abbastanza accurate di strutture di tipo trave.

8.4.2 Piastra quadrata con pressione uniforme

Il secondo esempio considerato ¢ quello analizzato da Ansari [40] considerando il
caso quasi incomprimibile e Breslavsky [35] il quale analizza il caso incomprimibi-
le. La piastra e soggetta a pressione uniforme p ed e considerata semplicemente
appoggiata su tutti e quattro i lati, presentando quindi le seguenti condizioni al
contorno:

wlss = Mlss = ulss = v]|ss =0 (8.8)

con 05 bordo della piastra. La piastra ha dimensionia = b= 0.1m, h = 5x10™* m
come mostrato in Figura [8.24] Considerando le seguenti proprieta del materiale,
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Figura 8.24: Geometria della piastra iperelastica.

w/h
plkPa] | 8x8Q4 10x10Q4 10x10Q9 Ref. 27 DOF
0.029 6.848 9.03 9.043 10.109
0.285 17.741 19.318 19.226 20.132
1.917 | 37.642 38.912 39.192 39.980
4.292 | 54.337 55.052 56.075 57.020
8.019 | 76.571 76.935 78.601 80.032
10.476 | 91.047 91.854 93.243 94.984

Tabella 8.2: Valori di deformazione del punto centrale della piastra w/h per
differenti modelli di discretizzazione all’aumentare del carico. Confronto con la
soluzione di riferimento [35].

quindi considerando il caso quasi incomprimibile:
E =1247060.2 Pa, v = 0.4999 (8.9)

allora otteniamo:

61 =2v) _ g 6296 x 10710 Pq-!
(8.10)
L’analisi numerica effettuata si basa sulla CUF 2D. In particolare, nel piano
xy sono state considerate discretizzazioni pari a 8x8, 10x10 a quattro nodi (Q4)
e 10x10, 16x16 a nove nodi (Q9). Lungo lo spessore, invece, ¢ stato sufficiente
utilizzare una funzione di espansione lagrangiana quadratica a tre nodi (B3) per
ottenere ’accuratezza della soluzione.
Come si puo notare in Figura [8.25] per un numero di elementi troppo basso
(in questo caso 8x8 Q4) la soluzione non ¢ molto accurata. All’aumentare del

= 3T 5714.45 Pa, Dy =2/
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Figura 8.25: Curve di equilibrio del punto centrale x = 0, y = a/2 con differenti
modelli di discretizzazione e confronto con le soluzioni di riferimento nel caso
incomprimibile [35].

numero di elementi, invece, la soluzione tende a coincidere con la soluzione di 27
DOF di Breslavsky [35]. Aumentando invece il numero di nodi, quindi conside-
rando elementi a 9 nodi (Q9) la curva di equilibrio ¢ praticamente prossima alla
soluzione con 27 DOF di Breslavsky. Nella Tabella vengono riportati i valori di
deformazione del punto centrale per i diversi modelli di discretizzazione utilizzati e
per differenti step di carico. Come visibile dal grafico, si raggiunge convergenza per
una mesh 10x10 Q9. Avendo utilizzato v = 0.4999 , quindi il caso quasi incompri-
mibile, e possibile notare che esso sia quasi coincidente con il caso incomprimibile,
anzi sono praticamente coincidenti per piccole deformazioni.

8.4.3 Piastra iperelastica di materiale biologico

Questo secondo caso ¢ discusso sempre da Breslavsky in [35]. La piastra ha sem-
pre le stesse dimensioni e condizioni al contorno dell’esempio precedente. Per le
proprieta del materiale si fa riferimento a quelle considerate in [64] rese disponibili
dallo studio della tensione uniassiale per il materiale biologico della tunica adven-
titia dell” aorta umana. Utilizziamo quindi un modello di materiale Neo-Hookean
con modulo di Young E = 59383.2 Pa e consideriamo la condizione di materiale
quasi incomprimibile con v = 0.4999.  Per 'analisi di convergenza sono stati
utilizzati elementi a 4 nodi Q9 sul piano xy e un elemento a 3 nodi (B3) lungo lo
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Figura 8.26: Curve di equilibrio del punto centrale x = 0, y = a/2 della piastra
di materiale biologico con differenti modelli di discretizzazione e confronto con la
soluzione di Breslavsky nel caso incomprimibile [35].

spessore. Sono stati considerati un numero di elementi pari a 8x8 e 10x10. Dalla
Figura ¢ possibile notare come un numero di elementi ridotto sia gia suffi-
ciente per ottenere una soluzione accurata. Inoltre, pur utilizzando la condizione
di quasi incomprimibilita, la soluzione ottenuta ¢ prossima alla soluzione di ma-
teriale incomprimibile (per piccole deformazioni e praticamente coincidente) come
possiamo visualizzare dalla Tabella [8.3]

8.4.4 Piastra rettangolare: confronto tra non linearita geo-
metriche e non linearita geometriche e fisiche

Il quarto esempio analizzato ¢ quello di una piastra rettangolare semplicemente
appoggiata, con riferimento sempre alla Figura [8.24] In questo caso perd la pia-
stra presenta le seguenti dimensioni: @ = 0.1 m, b=0.12me h =5 x 107* mm.
Le proprieta del materiale considerate sono E = 10" Pa e v = 0.4999. Stiamo
quindi analizzando il caso di materiale quasi incomprimibile. Il caso analizzato
viene confrontato con quello mostrato da Breslavsky [36], dove pero viene analiz-
zato il modello incomprimibile (v = 0.5).

Per I'analisi di convergenza viene confrontata dapprima la soluzione di un modello
discretizzato nel piano zy con 12x10 elementi sia Q4 che Q9.
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w/h
p[Pa] | 8x8Q4 10x10Q4 Ref. 12 DOF
3.83 11.21 12.09 13.67
84.64 36.41 36.93 37.21
208.51 | 54.83 54.83 54.83
426.39 | 81.66 82.03 81.20
042.14 | 96.46 97.11 94.27
568.45 | 99.69 100.5 98.33

Tabella 8.3: Valori di deformazione del punto centrale della piastra di materiale
biologico w/h per differenti modelli di discretizzazione all’aumentare del carico.
Confronto con la soluzione di riferimento [35].

Dalla Figura [8.27] il modello discretizzato con elementi a nove nodi presenta una
soluzione piu accurata.

Per meglio valutare I'analisi di convergenza, in Figura [8.28] vengono confron-
tate le soluzioni con modello 6x5 Q9 e 12x10 Q9 considerando v = 0.4999. Come
e possibile vedere dalla figura, una mesh di tipo 6x5 Q9 e gia abbastanza accurata
per descrivere il comportamento della piastra fatto da materiale con modello Neo-
Hookean quasi incomprimibile.

Infine, utilizzando il modello 12x10 Q9 metto a confronto la soluzione ottenuta
considerando solo non linearita geometriche e quella ottenuta considerando sia
quelle geometriche che fisiche. In Figura le soluzioni sono pressoche simili a
quelle di Breslavsky .

In Figura viene raffigurata la configurazione non ancora deformata e la
configurazione deformata a p = 30.407 kPa.

Inoltre, possiamo notare che un modello di discretizzazione a 3 nodi (quadra-
tico) lungo lo spessore ¢ sufficiente per ottenere 'accuratezza dei risultati.
Possiamo quindi affermare che le soluzioni del quasi incompribile sono pressoche
simili al caso incomprimibile e per piccole deformazioni coincidono.
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Figura 8.27: Curve di equilibrio per v = 0.4999. Confronto tra modello 12x10 Q4
e 12x10 Q9. Confronto con la soluzione di Breslavsky con non linearita sia fisiche
che geometriche con 12 DOF[36].
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Figura 8.28: Curve di equilibrio per v = 0.4999. Confronto tra modello 6x5 Q9 e
12x10 Q9. Confronto con la soluzione di Breslavsky con non linearita sia fisiche
che geometriche con 12 DOF[36].
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Figura 8.29: Curve di equilibrio per v = 0.4999 con 12x10 Q9. Confronto tra

modello con non linearita geometriche e modello con non linearita geometriche e
fisiche. Confronto con le soluzioni di Breslavsky con 12 DOF[30].
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Figura 8.30: Configurazione della piastra non deformata e configurazione della
piastra deformata sottoposta a p = 30.407 kPa. Modello 12x10 Q9.
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8.4.5 Piastra iperelastica: confronto con dati sperimentali

Il quinto caso & quello analizzato da Amabili et al [59], dove viene considerata una
piastra rettangolare in gomma di dimensioni @ = 0.1 = b = 0.12 m e spessore
h = 1.5 x 1072 m incastrata su tutti e 4 i lati, quindi con le seguenti condizioni al

contorno (Figura (8.31)):

ow
wlso = a—|m = ulso = v|so =0
n

dove 0f2 ¢ il contorno della superficie media e n ¢ la normale a 9€) che giace sulla
superficie. La piastra ¢ soggetta a pressione uniforme. Per poter confrontare i dati

(8.11)

£ Yy
a;
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A= |
]
=
-
“";.
s
.
:‘.

Figura 8.32: Piastra in silicone sotto una pressione di 1 Psi. La misura del-
la deflessione ¢ misurata tramite un sensore laser a triangolazione Micro-Epsilon

[59]. Permesso concesso da Elsevier.
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Figura 8.33: Deflessione del punto centrale della piastra in funzione della pressione.
Confronto tra vari modelli di discrettizzazione e soluzione sperimentale e FEM di
Amabili et al [59] .

sperimentali con la soluzione data tramite il metodo agli elementi finiti, i parametri
del materiale sono stati ottenuti tramite una procedura di fitting sui risultati del
test di trazione uniassiale. In particolare, in [59] per descrivere il materiale viene
considerato un modello di materiale Mooney-Rivlin con i due parametri Cy =
253216 Pa e Cy; = 470900 Pa . In questo elaborato, invece, utilizziamo un modello
di materiale Neo-Hookean dipendente solo dal primo invariante, il quale ¢ un caso
particolare di materiale Mooney-Rivlin [31]. Consideriamo allora quest’ultimo caso
e 1 seguenti parametri del materiale :

v = 0.4999
1t =2(Cyo+ Coy) = 1.448 x 105 Pa (8.12)

Dy =2/k =220 = 2762 x 1071 P!

dove 1 modulo di taglio, D, ¢ il parametro di penalizzazione dell’incomprimibilita
e v e il coefficiente di Poisson. Stiamo quindi considerando un modello quasi
incomprimibile e lo confronteremo con le soluzioni ottenute da Amabili nel caso
incomprimibile (v = 0.5).

Per I'analisi di convergenza sono stati utilizzati nel piano zy elementi a 4 nodi
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w/h
p[Psi] | 8x8Q4 10x10Q4 14x14Q4 Ref. FEM Ref. exp.
0.2035 17.06 19.41 20.74 21.43 15.74
0.604 33.30 35.22 35.89 35.22 30.77
0.8004 | 38.66 40.63 40.97 39.43 35.77
1.204 | 47.176 49.06 49.71 47.176 44.44
1.994 | 60.604 62.38 63.4 61.168 60.038

Tabella 8.4: Valori di deformazione del punto centrale della piastra w/h per
differenti modelli di discretizzazione all’aumentare del carico. Confronto con
la soluzione di riferimento in[59] sia dell’analisi FEM sia dei dati sperimentali
misurati.

(Q4) e differente numero di elementi: 8x8, 10x10, 14x14, 18x18. Lungo lo spessore,
invece, tre nodi (B3) sono sufficienti per I'accuratezza della soluzione.

Come visibile dalla Figura e dalla Tabella [8.4] la configurazione con meno
gradi di liberta si interpone tra la soluzione FEM di Amabili, in cui veniva utilizzata
una mesh 20x20, e la soluzione sperimentale. Per il modello Neo-Hookean quasi
incomprimibile considerato in questo elaborato la convergenza viene raggiunta gia
con un modello 14x14 Q4 e una funzione di espansione quadratica (B3) lungo
lo spessore. Si puo notare che la soluzione e praticamente coincidente nel caso di
piccole deformazioni, mentre per spostamenti w > 35 mm la soluzione si allontana,
anche se di poco, dall’analisi FEM effettuata in [59]. In Figura vengono
mostrate tre diverse configurazioni deformate nei tre rispettivi livelli di carico.
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Figura 8.34: Configurazione della piastra deformata in differenti condizioni di
carico.



Capitolo 9

Conclusioni

In questo elaborato sono state condotte analisi non lineari sia per materiali linear-
mente elastici che per materiali isotropi iperelastici. Sono stati analizzati differenti
modelli strutturali sia 1D che 2D.

La Carrera Unified Formulation (CUF) ha permesso di poter scrivere le equazioni
di governo in termini di pochi nuclei fondamentali, la cui forma non dipende dal
tipo e ordine di funzione utilizzata per descrivere il campo degli spostamenti. Nel
caso 1D, la funzione di espansione e stata considerata sulla sezione trasversale, per
il caso 2D, invece, lungo lo spessore. La scelta di tali funzioni e indipendente dalla
scelta dell’elemento finito usato lungo 'asse della trave o lungo lo spessore della
piastra, rispettivamente. Le funzioni di espansione considerate in questo elaborato
sono basate sui polinomi di Taylor e Lagrange. Quest’ultimi, infatti, hanno posto
rimedio alle limitazioni presenti nei polinomi di Taylor, in quanto i polinomi LE
portano ad avere solo variabili di spostamento traslazionale e quindi forniscono
soluzioni piu accurate.

Successivamente, le equazioni di governo non lineari e le relative approssimazioni
agli elementi finiti sono state formulate usando il principio dei lavori virtuali. Sono
state , quindi, derivate le matrici di rigidezza sia tangente che secante in termini
di nuclei fondamentali prestando attenzione sia al caso di materiali linearmente
elastici, sia al caso iperelastico.

Le equazioni di governo non lineari hanno richiesto I'introduzione di uno schema
risolutivo incrementale, in questo caso il metodo di Newton-Raphson, dove tramite
la linearizzazione del vettore delle forze nodali residue e l'introduzione di oppor-
tune equazioni di vincolo e possibile risolvere le equazioni.

Tramite 'utilizzo del codice MULZ2, sono state condotte analisi non lineari di strut-
ture sia unidimensionali che bidimensionali. Nella prima parte, considerando solo
non linearita geometriche, i risultati ottenuti sia nel caso di modelli trave che nel
caso di modelli piastra (sopratutto per piastre sottili e con differenti condizioni al
contorno) hanno ampiamente dimostrato la versatilita e validita della metodologia
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CUF descritta, la quale e in grado di fornire soluzioni accurate anche in caso di
grandi deformazioni.

Successivamente, sono stati considerati alcuni problemi relativi a strutture in ma-
teriale iperelastico. Utilizzando opportuni modelli di materiale, in particolare con-
siderando la funzione energia di deformazione dipendente solo dal primo invariante
del tensore di deformazione di Green-Lagrange, ’analisi condotta ha dimostrato
che la soluzione ottenuta tramite la metodologia descritta ¢ accurata anche per
grandi deformazioni. Inoltre, la considerazione di materiale quasi incomprimibile,
ha portato ad ottenere risultati molto simili al caso incomprimibile. In particolare,
I'obiettivo di questo elaborato e stato dimostrare la validita di tale metodologia
per modelli 2D in materiale iperelastico. Tale studio ha portato ad affermare
I’accuratezza delle soluzioni anche in presenza di non linearita fisiche.

9.1 Sviluppi futuri

I risultati ottenuti e descritti in questo elaborato aprono la strada a differenti la-
vori che possono essere meglio investigati in futuro. In particolare, si potrebbe
estendere tale lavoro a strutture a guscio (shell) sotto diverse condizioni al con-
torno. Allo stesso tempo, si potrebbe estendere ’analisi non lineare considerando
strutture in materiale iperelastico tali da avere una funzione di energia di deforma-
zione non solo dipendente dal primo invariante, ma anche dipendente dal secondo
invariante del tensore destro di deformazione di Cauchy-Green. Questo porterebbe
quindi ad affrontare e superare le limitazioni presentate in questo elaborato. Inol-
tre, si potrebbe estendere la metodologia descritta a piastre e gusci in materiale
disomogeneo ed anisotropo. Un altro importante lavoro potrebbe riguardare l'e-
stensione di tale metodologia nei problemi di interazione fluido-struttura, la quale
potrebbe portare ad una serie di importanti sviluppi non solo in campo aerospa-
ziale ma anche in ambito biomedico, in quanto molti materiali biologici hanno un
comportamento elastico non lineare.



Appendice A

Funzioni di forma

Considero r variabile tra -1 e +1 e pari a:

2y —y) — L
T Dk (A1)

e N; = 1ser =r; cioe mi trovo nel nodo i-esimo, N; = 0 altrove. Consideramo
quindi il modello trave, quindi consideriamo le funzioni di forma lungo I’asse della
trave. Stessa cosa succede nel modello piastra considerando pero le funzioni di
forma lungo lo spessore.

A

Elemento B2

—_— —8

Figura A.1: Elemento a 2 nodi B2.

N1 = 021(7“ — 1) = —%(T‘ — 1)
(A.2)
Ny =cp(r+1)=3(r+1)

Elemento B3

— — —

Figura A.2: Elemento a 3 nodi B3.

97



C. ELEMENTO B4

Ny=cqp(r—1)=L(r—1)

Ny =cp(r+1)=1(r+1)

Ny = ep(r +1)(r —1) = —(r + 1)(r — 1)
C Elemento B4

Ni=en(r+ ) =0 =1 = ~H0+ D0 - Hir -1

Ny = en(r+ D+ 5)(r = 5) =+ + D+ 5)(r =)

Ny = calr + D)= D+ 5 = + 56+ )0 - e+ D)
Ny=culr+1)(r+3)(r—3)=—2(r+1)(r+3)(r—1)

Figura A.3: Elemento a 4 nodi B4.
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Appendice B

Nuclei fondamentali della matrice
di rigidezza secante e tangente

I nuclei fondamentali della matrice di rigidezza possono essere definiti usando solo
due componenti indipendenti. Secondo Carrera et al. [18],utilizzando la somma
sugli indici 7, 8,7 e j, € possibile derivare le nove componenti di ogni nucleo. La
notazione utilizzata sara cosi definita: < (-) >= [,(-)dV rappresenta l'integrale di
volume sull'intero dominio, u . [r] rappresenta la componente r-esima del vettore

g—g ciot u,[2] = Uy,

A Nuclei fondamentali degli elementi 1D CUF

Le nove componenti del nucleo fondamentale 3 x 3 della matrice di rigidezza lineare
sono dati in termini di K7 °[r, ]|, dove r & il numero della riga (r = 1,2,3) e c &
il numero della colonna (¢ = 1,2, 3).

K(i)st[]_’ ]—] == < Cll FT@ FS,x NZ N] > + < 044 FT,z Fsﬁz N7' N] >
+ < CGGFTFsNi,yNj,y >

Ki"[,2] = <CeF;Fy, Ni, N; >+ < CioFy, F,Ni Ny, >

KJ7[,3] = <CuF, F, N;N; >+ < CyuF,_ F, N;N;>

KJ™22,1] = <CipF. F,,N;,N; >+ < Ces F,, F;N; N;, >

Ki™[2,2] = <CesFr, F, NiN; >+ < Cs5 F,. F,_ N; N; >
+ < CnF FyN;, Nj, >

K{™12,3] = <CyuF, F,.N; N; >+ <Cs5F, F,N;N;, >
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K{"[3,1] = <CuF., F._N;N;>+<CyF,_ F, N;N;>
Koijm[& 2] = <O B F Ni, N>+ <CyuF, F;N;N;, >

K{™3,3] = <CuF, F,,N;N;>+<CyunF,_F, N;N; >
+ < Css FLFyN; Nj, >
Allo stesso modo, le componenti del nucleo fondamentale della matrice di
rigidezza non lineare del primo ordine K7/ sono:

For ¢ =1:

KUl d = <u,[r|OnF,, Fo, NyN; > + < u,[r]Cu F,. F,_ NiN; >
+ < ’U/:D[’f’] 066 FT FS Ni,y Nj,y >4+ < ’Ul7y[7’] 066 FT,Z FS Nz Nj,y >
+ < ’U,$[T] 012 FT st Ni,y Nj >4 < ’U,,Z[T’] 044 Fq—’x FS,z Nz Nj >
+ [T] Cl3FTyz Fs,x ]\/vZ Nj >

For ¢ = 2:

K e = <u,r|CuF., F,N;N;, >+ < u,[r]Ces Fy Fy, N;, N; >
+ y[’l"] 066 F,,-,z Fs,z ]\/'Z N] >+ < u,y[r] 055 FT,z Fs,z NZ N] >
+ < uy[r] 022 FT FS le Nj,y >+ < U7Z[7“] 023 FT,Z FS Nz Nj,y >
+ Z[T] 055 F.,- Fs,z Niyy N]’ >

For ¢ = 3:

K;JZ'Z—S[T,C] = <UI{T}013FTTFSZNN >+<UI[T}C44F7—72 Fs’zNiNj>
+ y[T]C55F F, NN >+<’U, [T]OQ:J,FTFSJ Ni7yNj>
+ Z[T]C44F71F5@NN >—|—<’U,7 [T]C33FT,ZFs,zNiNj>
+ [T] CSSFTFsNi,y Nj,y >

Le componenti di K77 non sono date , ma possono essere facilmente ottenute da
y 1.
K7™ Infatti, come gia spiegato nell’elaborato (K, ;ﬂjs)T = §K;]”Ts

Inﬁne7 le generiche componenti [r,c| della matrice non lineare del secondo
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ordine K ﬁfl:j sono cosi definite:

2x Kr,c] = <ug[rlugld CiiFo, Fo, NiN; > + < u,[rlu,lcdCyu F, . F, . N;
+ < uw[r] ’U,J[C] Ces F; F zyNj,y >+ < ’U,7y[7"] [ ] Ces FT’x FsmNz
+ <uylrluylc|Css Fr  F,_N;N; > + < u, [r}u [c] Cy2 F; Fs N; Nj’y
+ <wu.frlu;lc] CuF;, Fs, N;N; >+ < u_[r|u;[c] ngFTZFSZ]\fZ
+ <w[rlu;[c]Css Fr Fy N; , N >+<uz[r]u [c] Cig Fr, Fs Ny Nj, >
+ <u,m[r]uy[c]066FF NZyN >+ <u, [T’]U [C]CmF F, N N >
+ <U7y[T]Ux[C]066F7—xF NN >+<'U, [T]’U,Z[C]OBFTQ:FSZN
+ <U7$[’I"]UZ[C]C44FTZFSINN >—|—<’U, [’I"]’U,x[C]ClgFT’ZFS Nz
+ <u.lrluglc]Cy F., F, N;N; >—|—<uy[r]uz[c]023F F, . N;
+ <wuylrlu.lcCs Fr, Fy Ny Nj, >+ < ulrluylc] Css Fr Fy, N;
+ <’U/’Z[T’]'U/y[C] CQgFTZF N; N]'y >
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Conoscendo le relazioni che legano le componenti della matrice di rigidezza se-
cante con quelle della matrice di rigidezza tangente (6.15]) e possibile ricavare le

componenti della matrice tangente.

B Nuclei fondamentali degli elementi 2D CUF

Considero ora il caso degli elementi 2D CUF i cui nuclei fondamentali per un mate-
riale isotropo vengono definiti in [I0]. Le nove componenti del nucleo fondamentale
3 x 3 della matrice di rigidezza lineare sono dati in termini di K7 °[r, c], dove r ¢

il numero della riga (r = 1,2,3) e ¢ ¢ il numero della colonna (c = 1,2, 3).

KJ"”[1,1] = <CnF,F,N;,N;, >+ <CuF, F, N;N; >
+ <G Fr FsN;,N; >+ < CyFr FyN;  N;, >
+ < CiFr FyN;, N;, >

KJ™1,2] = <CsF, F,N;i,N;, >+ < Ciy F, F,N;, N;, >
+ <Oy F‘ryz Fsyz N; Nj >+ < O FL F le Nj,z >
+ < CyF.FyN;, Nj, >

KJ™[1,3] = <Ci3F F,_ N, ,N;>+<CuF, F,N;N;, >
+ <Oy Fr F;NiNj, >+ < Cs FL F,  N; , N; >

KJ™12,1] = <Ci2F, F,N; N, >+ < Cs F, F;N;, N;, >
+ <Oy F~,-7Z Fs,z N; Nj >+ < Cig F F le Nj,z >
+ < 026 F.F Ni,y Nj,y >

ol TS,
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K{"([2,2] = <CeF F,N;,N;, >+ <Cs5 F; F, N; N; >

+ < Cy F; F; Ni,y Nj,y > + < Oy F, F, NZI Nj,y >
+ < CypF.FyN;, Nj, >
K{™12,3] = <CyuF, F, N, N;>+<CssF, F,N;N;, >
+ <CypFr F;NiNj, >+ < Cs Fr F,, N;, Nj >
KJ™3,1 = <CuF,F,_N;,N; >+ <C3F, F,N;N;, >
+ < OpF; Fsyz Ni,y Nj > 4+ < Csg F.,-’Z F, N; Nj,y >
K{™3,2] = <CsF, F,.N; N; >+ <CopF, F,N;N;, >
+ < OpF; Fsyz le Nj >+ < Cs Ffﬁz F, N; Nj,z >
KéjTSI:ga 3] = < C144 F’T FS Ni,z Nj,z > + < 033 FT,z Fs,z NZ NJ >
+ < Cs5 F, F Ni,y Nj,y >+ < Oy F, F, Ni,y Nj,z >
+ <Oy F. FyN;, Nj, >

Allo stesso modo, le componenti del nucleo fondamentale della matrice di
rigidezza non lineare del primo ordine K’/ sono:

For ¢ =1:
K:zjllm [r, 1] <u,[r|Ciy FrFyN;, Nj, >+ <uglr]Cyu F. F, N;N;
< uq[r] Cee 7 Fs Ni, Nj, > + < uu[r] Cre Fr s Ni, Nj,
<u,lr]Cie F, FyN;, Nj, >+ < u,[r] Cos Fy Fs N, Nj,
<u,[r|Cia Fy FyN;  N;, >+ < u,[r]Cis F. Fy_ N; N,
< uylr] [

< u [ i

<, [r]Cys L Fy N,

Ly

[r]
r|Cie Fr Fs N;, Nj, > + < uylr| Coy F; F; N;  N;,
r 044 F, FS’Z Ni,z Nj >+ <wu, [T] 013 FT’Z F, N; Nj,z
Nj >+ < wu_[r]Cs Fr. F N; Nj,

++ 4+
VVVVVYY

For ¢ = 2:

KZZ—S[T, C] < ’LL’Z[T C12 FT Fs Ni@ Nj,y >+ < ’l,lzw[T] 066 FT Fs Ni,y Nj

<
<

] L >
’U,@[T] 045 FT’z Fs7z N; Nj >+ < 'U,J[T] 016 F_F Ni,x Nj@ >
’U,J[’I“] 026 FT FS Ni,y Nj,y >+ < ’U,7y[’f’] 066 FT FS NZI le >
<uylr]Css Fr, Fs Ny Nj > 4 < uy[r]|Cyp Fr Fy N;  N;, >
< u,y[r} 026 FT FS N,Ly Nj,z >+ < uyy[r] 026 F.,- FS Niyz Nj,y >
< ’U/’Z[T] 023 FT’Z F, N; Nj7y >+ < ’U/,Z[’I”] 055 F, Fs’z Ni,y Nj >
< ur] >

2T Cys F; Fs,z Ni,x Nj >+ < U’Z[T} Cs6 FT,Z F, N; Nj,x

+
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For ¢ = 3:
KUl d = <uu[r)CiyF Fy, N;, Nj >+ < u,[r]CuF.. F,N; N, >
+ <’U/I[T]C45F FNN >+<'U/x[7”]036 F N N >
+ [T]C55F7ZFNN’ZJ>+<’U,[T]023 F N N>
+ [T‘]C45F FNN >+<’U, [7‘]036 FS N N>
+ <’U,Z[7“]C44FFN N >—|—<U[T]033 Tst NN>
+ <uz[r]C55FFN N , >+ <u.[r|Cy F FyN;, Nj, >
-+ {T]C45FTFSNWN,Z>
Le componenti di K;?7° non sono date , ma possono essere facilmente ottenute da
g N 1.
K", Infatti, come gia spiegato nell’elaborato (K. ;ZZTS)T = éKfL]”TS

Infine, le nove componenti [r, ¢ della matrice non lineare del secondo ordine K7
sono cosl definite:

2 X Kffl:j[r C] = < ’U,x[?”] ’U,@[C] Cu F; FSN N >+ < U@[T] ’U,’I[C] Cus FT’Z Fs’z N; Nj >
+ < ’U,J[T] ’U,J[C] Ces F; F NzyN >+ <wu, [ ] ,x[C] Cie F; F le Nj,y >
+ < uylr|uylcd Ci Fr F NZyN]z >+ < uylr]uylc] Ce Fr Fs N;, Nj, >
+ <wuylrluyld Cs Fr, F . N; N; >—|—<u,y[] wylc] Oy Fr Fy N;  N; >
+ < ’U/’y[T’] ’U,’y[C] 026 FTFSNZZN >+ < uy[ ] [ ]026F7—F3 Ni,y Nj@ >
+ <’LL’Z[T]’U,’Z[C]C44F7—FSNZ:CN >+<u [7’] []033F77ZFS,ZNN >
+ <U7Z[T]U7Z[C]C55F7—F5NiyNjy >+<’U, [T’]’U,Z[C]045F FN Njy >
+ <wu[rlu;lc]Cu F Fo N, Nj, >+ < uglrjuylc Cio Fr F,N; . Nj, >
+ < wuylr|uylc] Co Fr Fy NYyN >+<ux[r]u [c] C45FTZFSZNZN] >
+ <wuglrjuylc] Cig Fr Fs Ni, Nj, >+ < ug[r|uylc] Coy Fr Fy N;  N; >
+ <'u,,y[r]'u,m[c] 012F F, N; N >—|—<uy[r]u [6]066F7—F N Njy >
+ <'u,7y[r]'u,m[c] C45F7—ZFSZNN >+ <u, [T]UI[C]016F FN NJ >
+ <’U,7y[7"]’U,x[C] Cy Fr Fy N; N >—|—<’U, [’I“]’U,Z[C]C(;GF F, N N >
+ <uglrju.lc] CuF;_F; NN >+<ux[r]uz[c]045F F NN >
+ <uylrju.lc Cs Fr FSZN N >+ < [rluglc] Cis Fr | FNNJ >
+ <’U,’Z[T]’LI/:E[C] C44F F, N N >+ <u, [r]ux[c]C’%F FszN N >
+ <’U,7Z[T’]’U,$[C] 036F F NN >+<'U, [T]’U,Z[C] CQ3F7—FSJ NZUN] >
+ <u7y[r]uz[c] C55F F, NN >—|—<’Ll, I:T]UZI:C:ICLLSFTYZ F, N; Je =
+ <uylrju.lc Cs Fr FSZN N >+<uz[7“]u [c] Css Fr F . N; , N; >
+ <wu frluyc] Cos Fr FoN; N >+ <u[rluylc]Cys Fr Fy  N;, N;j >
+ <’U/’Z[T’]'U/y[C] C36F F, N; N >

Conoscendo le relazioni che legano le componenti della matrice di rigidezza se-
cante con quelle della matrice di rigidezza tangente (6.15]) e possibile ricavare le
componenti della matrice tangente.
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