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Sommario

La seguente tesi si pone lo scopo di sviluppare in ambiente MATLAB un programma in
grado di tracciare le curve di risonanza di un disco palettato attraverso
I’implementazione del metodo della fase di risonanza. Per il raggiungimento di tale
scopo sono stati studiati in primo luogo sistemi semplici a 2 gradi di liberta
implementanti due diversi modelli di contatto (smorzamento per attrito e contatto
intermittente), al fine di evidenziare i limiti e le proprieta di tale metodo. Si & quindi
passati allo studio di un disco palettato con tettuccio ed elemento di contatto Jenckins
2D con un carico normale variabile. La scrittura del programma ¢ stata effettuata
considerando due diversi approcci, quello di sistema statico/dinamico accoppiato e
quello disaccoppiato, verificandone il funzionamento in presenza di carichi concentrati
e distribuiti.



Indice

Elenco delle figure \%
Elenco delle tabelle Vil
1 Introduzione 1
2 Metodologia 2
2.1 Metodo del bilancio armOniCO. ........ccueruerierieieierieee ettt st 2
2.1.1 Equazioni di governo per un Sistema ZENEIICO ........evueerreerreerreererrerseesseesseesessesnesseesseesseenseenes 2
2.1.2 Equazioni di governo per un diSCo Palettato ...........cocereeieienierininenieeteee et 4
2.1.3 SIMMELTIA CICIICA ..euvetiiieiieiietete sttt ettt sttt et ettt st b e st ebe et et eae e ebes 7

2.2 MOdEIIO di CONLALLO ....veeutieiieiieeie ettt ettt ettt ettt e sttt et et e bt e sateseteeneeenseens 9
2.3 Metodo della fase di TiSONANZA.........cevueeriiriieiieerieeeie ettt sttt et e e 12
2.4 SVIIUPPO dE] SOTEWATE.......ccvieerieiieiieciie ettt ste e sta e e sbeesbeesraesseessneenns 15

3 Applicazione a sistemi 1D 18
3.1 Sistema 1D con SMOrzamento Per attrito .........cecveerueeriierierierieeesieesieeseeseeeee e eeeeseeeneees 18
3.2 Sistema 1D con contatto INtETMILLENLE .........eecueeveeriieriieriieiie et 26
3.3 Influenza della gdl di THEIIMENLO.......ccevieeiieiieiieree et 30
3.4 Influenza della vicinanza delle pulsazioni naturali ..........c.cccceevvereeriencieeieereeseesie e 34

4 Risultati per un disco palettato 39
T B O 1T I 0110 T 1o T PSSR 39
4.2 Approccio HBM aCCOPPIALO. ....cevuiieiieiieieetiesiee ettt ettt ettt eteete e teesseesneesnae s 41
4.3 Approccio HBM diSaCCOPPIALO......ccveeveeriieriieriiecreereereeteesieeseeseaessressreeseesseesssesesessnenens 45
4.4 Errore di approssimazione del SISTEMA.......ccuevverieecrieirieriiesiereesreereereesreesseesssessnessneenns 48
4.5 CariCo diSTIDUITO . ... .eetietieiieiie ettt ettt et sate st eeateete e teesseesnnesnneeans 50
4.6 Limite di apPliCAZIONE ......ecvuiiieiiiiieieeie ettt ettt ettt st st eeeeete e teesseeeneesnneeane 53

5 Conclusioni 56
Bibliografia 58




Elenco delle figure

Fig. 2. 1 (a) Disco palettato con contatto sullo shroud (b) Settore fondamentale del disco

(c) Schematizzazione della notazione di simmetria ciclica 5
Fig. 2. 2 Rappresentazione schematica del settore fondamentale del disco 6
Fig. 2. 3 Elemento di contatto Jeckins 2D con carico normale variabile 9
Fig. 2. 4 Schematizzazione del modello di contatto intermittente 11
Fig. 2. 5 Schematizzazione del modello di contatto con smorzamento per attrito 11
Fig. 2. 6 Schematizzazione del metodo AFT 12
Fig. 2. 7 (a) Andamento dell'ampiezza in prossimita della risonanza (b) Andamento del

ritardo di fase in prossimita della risonanza 14
Fig. 2. 8 Diagramma di flusso del software 16
Fig. 2. 9 Diagramma di flusso del solutore non lineare 17
Fig. 3. 1 Schematizzazione del Sistema 1 18
Fig. 3. 2 Curva di risposta in frequenza del Sistema 1 nel caso lineare 19

Fig. 3. 3 Ampiezza e frequenza di risonanza in funzione del precarico per il Sistema 120

Fig. 3. 4 Curve di risposta in frequenza in funzione del precarico per le masse M1 e M2

del Sistema 1 21
Fig. 3. 5 Errore relativo in ampiezza e in frequenza in funzione del precarico per il
Sistema 1 22
Fig. 3. 6 Ampiezza e frequenza di risonanza in funzione della forzante per il Sistema 1
23
Fig. 3. 7 Curve di risposta in frequenza in funzione della forzante per le masse M1 e M2
del Sistema 1 24
Fig. 3. 8 Errore relativo in ampiezza e in frequenza in funzione della forzante per il
Sistema 1 25
Fig. 3. 9 Schematizzazione del Sistema 2 26
Fig. 3. 10 Curva di risposta in frequenza del Sistema 2 nel caso lineare 27

Fig. 3. 11 Ampiezza e frequenza di risonanza in funzione del divario iniziale per il
Sistema 2 28

Fig. 3. 12 Curve di risposta in frequenza in funzione del divario iniziale per le masse
M1 e M2 del Sistema 2 29

Fig. 3. 13 Errore relativo in ampiezza e in frequenza in funzione del divario iniziale per
il Sistema 2 30

Fig. 3. 14 Errore relativo in ampiezza e in frequenza al variare della fase per il Sistema
1 (precarico) 32




Fig. 3. 15 Errore relativo in ampiezza e in frequenza al variare della fase per il Sistema

1 (forzante) 33
Fig. 3. 16 Errore relativo in ampiezza e in frequenza al variare della fase per il Sistema

2 34
Fig. 3. 17 Curva di risposta in frequenza del Sistema 1 nel caso lineare (a =1.2) 35
Fig. 3. 18 Errore relativo in ampiezza e in frequenza in funzione di o 36
Fig. 3. 19 Fasi di risonanza del caso lineare e del caso di studio in funzionedia 37
Fig. 3. 20 Fase di risonanza lineare in funzione di o 38

Fig. 4. 1 Modello agli elementi finiti di un settore del disco, con condizioni al contorno

40
Fig. 4. 2 (a) Disposizione degli elementi di contatto (b) Rappresentazione del modello di
contatto tra due nodi 40
Fig. 4. 3 Risposta in frequenza del caso lineare 41
Fig. 4. 4 Curva di risonanza per approccio accoppiato 42

Fig. 4. 5 Curve di risposta in frequenza per approccio accoppiato con utilizzo della
matrice Jacobiana analitica 42

Fig. 4. 6 Errore relativo in ampiezza e frequenza per approccio accoppiato 43

Fig. 4. 7 Curve di risposta in frequenza per approccio accoppiato senza utilizzo della
matrice Jacobiana analitica 44

Fig. 4. 8 Curva di risonanza per approccio disaccoppiato 45

Fig. 4. 9 Curve di risposta in frequenza per approccio disaccoppiato con utilizzo della
matrice Jacobiana analitica 46

Fig. 4. 10 Errore relativo in ampiezza e frequenza per approccio disaccoppiato 47

Fig. 4. 11 Errore relativo in ampiezza e frequenza per 1 nodi fisici del sistema risolto con
approccio accoppiato 48

Fig. 4. 12 Errore relativo in ampiezza e frequenza per i nodi fisici del sistema risolto con
approccio disaccoppiato 49

Fig. 4. 13 Curve di risposta in frequenza per sistema con carico distribuito risolto con
approccio accoppiato 50

Fig. 4. 14 Errore relativo in ampiezza e frequenza per sistema con carico distribuito
risolto con approccio accoppiato 51

Fig. 4. 15 Curve di risposta in frequenza per sistema con carico distribuito risolto con
approccio disaccoppiato 52

Fig. 4. 16 Errore relativo in ampiezza e frequenza per sistema con carico distribuito

risolto con approccio accoppiato 53
Fig. 4. 17 Casi di convergenza errata 54
Fig. 4. 18 Fase dei risultati errati 55

VI



Elenco delle tabelle

Tab. 3. 1 Dati del Sistema 1 19
Tab. 3. 2 Dati del Sistema 2 26
Tab. 3. 3 Fasi di risonanza lineare del Sistema 1 31
Tab. 3. 4 Fasi di risonanza lineare del Sistema 2 31

Tab. 3. 5 Dati del problema considerato per lo studio dell’influenza della vicinanza delle
pulsazioni naturali 35

Tab. 4. 1 Dati del disco palettato utilizzato come test case 39

Vil



Capitolo 1

Introduzione

Nel processo di progettazione di un disco palettato di turbina & spesso importante
prevedere il comportamento delle vibrazioni all’interno di determinati range dei
parametri di funzionamento. Tra tutti 1 fenomeni riguardanti le vibrazioni, risulta di
particolare importanza il fenomeno della risonanza, che puo verificarsi nel momento in
cui il sistema meccanico ¢ sottoposto ad una forzante esterna sostenuta. In questo caso
le vibrazioni possono raggiungere livelli elevati e causare di conseguenza danni
strutturali e rumore. Risulta pertanto importante prevedere le frequenze di risonanza e le
ampiezze di vibrazione ad esse associate per un dato sistema e studiare 1’influenza che i
diversi parametri del sistema hanno sul fenomeno della risonanza, al fine di operare le
opportune modifiche del sistema stesso o limitare il range di frequenze di utilizzo cosi
da evitare risonanze e garantire che il livello delle vibrazioni rimanga all’interno di un
intervallo tollerabile.

Essendo il comportamento dinamico del disco palettato governato da equazioni
differenziali non lineari a causa della presenza di contatto ¢ attrito tra le diverse pale, la
risoluzione del sistema e la determinazione delle condizioni di massima risposta forzata
potrebbe risultare particolarmente onerosa e complessa dal punto di vista
computazionale. Se poi si considera che tale analisi debba essere ripetuta per diversi
valori dei parametri di progetto all’interno di un determinato range per determinarne
I’influenza, allora il costo computazionale diventa davvero proibitivo.

\

Pertanto, lo scopo di questa tesi ¢ quello di implementare in ambiente MATLAB un
metodo di risoluzione approssimato delle equazioni di equilibrio del sistema in grado di
determinare direttamente le condizioni di risonanza di un dato sistema senza calcolare le
curve di risposta in frequenza, cosi da ridurre notevolmente 1 tempi di calcolo. Tra 1 due
principali metodi presenti in letteratura, quello della tangente orizzontale proposto da
Petrov [1] e quello della fase di risonanza proposto da Forster e Krack [2], si € scelto di
utilizzare il secondo in quanto, non richiedendo il calcolo di derivate, permette di
ottenere ulteriori risparmi computazionali, anche se a discapito di una minore
accuratezza dei risultati. Si mostra nel capitolo successivo la metodologia di
implementazione di questo metodo.



Capitolo 2
Metodologia

Lo scopo di questo capitolo ¢ quello di descrivere in dettaglio la metodologia HBM
(metodo del bilanciamento armonico) in relazione alla dinamica di un disco palettato
con contatto sul tettuccio, in simmetria ciclica e caratterizzato da un elemento Jenkins
2D con un modello di contatto del carico normale variabile. Si mostra successivamente
il metodo della fase di risonanza come metodo di calcolo delle curve di risonanza al
variare di differenti parametri di progetto del sistema.

2.1 Metodo del bilanciamento armonico

Il metodo del bilanciamento armonico ¢ una tecnica utilizzata per risolvere un insieme
di equazioni differenziali ordinarie non lineari nel dominio del tempo, convertendo
queste ultime in equazioni algebriche mediante I’espressione degli spostamenti e delle
forze come serie di Fourier troncate. Quando si considera solo I'armonica fondamentale,
si parla di HBM classico, ma in presenza di forti non linearita, come quelle considerate
in questo lavoro, ¢ necessario considerare piu armoniche, pertanto si parla di multi-
HBM. Le sezioni seguenti mostrano questa metodologia applicandola inizialmente ad
un sistema generico, per poi estenderla ai dischi palettati includendo la condizione al
contorno di simmetria ciclica e studiando solamente il settore fondamentale.

2.1.1 Equazioni di governo per un sistema generico

Un sistema generico a N gradi di liberta (gdl) ¢ governato dal seguente sistema di
equazioni differenziali ordinarie:

M@(t) + CQ) + KQ() = F(t) + F.(Q(), 0(t),¢) (2.1)

dove M ¢ la matrice di massa, C ¢ la matrice di smorzamento, K ¢ la matrice di
rigidezza e dove M,C,K € RN*N; Q(t) € RN*! ¢ il vettore degli spostamenti nodali;
Q(t) e Q(t) sono le derivate nel tempo di Q(t); F(t) € RN*! ¢ il vettore delle forze
eccitanti e FC(Q(t), (D), t) € RN*! ¢ il vettore delle forze di contatto non lineari. Le
componenti del vettore spostamento Q sono date da:

Q=1lqf qf q3]" (2.2)

dove q., g, € g, sono rispettivamente gli spostamenti dei nodi dell’interfaccia di
contatto del tettuccio della pala, detto anche shroud, dei nodi di riferimento, su cui sono
definiti gli input e gli output del problema, e degli altri nodi del sistema. Poiché 1 gradi
di liberta di contatto e di riferimento sono molto meno numerosi rispetto agli altri, allora
prima di calcolare la soluzione non lineare viene in genere eseguita una riduzione della
dimensione del modello non lineare. Tra 1 diversi metodi di riduzione del sistema

2



Capitolo 2 — Metodologia

dinamico disponibili in letteratura, in questo lavoro si ¢ scelto di applicare il classico
metodo di Craig Bampton [3], mantenendo i gradi di liberta dell'interfaccia di contatto e
di riferimento come coordinate fisiche, e aggiungendo un certo numero di forme modali
n. Il vettore degli spostamenti ridotto puo essere quindi scritto come:

q=1Iq g7 n"]" (2.3)

dove g € R™! ¢ n < N. L’equazione 2.1 pud essere riscritta in seguito alla riduzione
del sistema come:

m(t) + cq(t) +kq(t) = f(¢) + f.(q(8), 4(¢), ©) (2.4)

dove m ¢ la matrice di massa, ¢ ¢ la matrice di smorzamento, k ¢ la matrice di rigidezza
e dove m, c, k € R™™; g(t) € R™! ¢ il vettore degli spostamenti nodali; f(t) € R"™1 ¢
il vettore delle forze eccitanti e f.(q(t),q(t),t) € R™! ¢ il vettore delle forze di
contatto non lineari, tutti ottenuti dopo 1’applicazione del metodo di riduzione di Craig
Bampton. Per risolvere I’equazione 2.4 mediante il metodo HBM [4] bisogna esprimere
gli spostamenti e le forze come serie di Fourier troncate all’ordine armonico H:

H
g = Z g gihot

h=0
H
f = Z Fw ginot (2.5)
h;O
= Z f(h)eihwt
- Cc

>
I
o

Il numero di armoniche H ¢ scelto in modo da approssimare con sufficiente precisione
la dinamica dello stato stazionario della struttura. Derivando il vettore degli spostamenti
rispetto al tempo si ricavano 1 vettori delle velocita e delle accelerazioni:

H

g = Z ihwg™e'ret
h=1
(2.6)

H
o _Z hw?g®eihot
h=1

Attraverso 1’applicazione del metodo di Galerkin [5] 1’equazione differenziale non
lineare si trasforma in un’equazione algebrica non lineare a coefficienti di Fourier.
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Poiché negli sviluppi di Fourier sono stati operati dei troncamenti, allora si genera un
residuo RES e I’equazione di equilibrio diventa:

RES = —mz hw?ghethot + 1cz hogMeih@t + kE geihot

7(h) ,ihwt (h) gihwt
f e

11 residuo risulta tanto minore quanto maggiore ¢ I’ordine armonico H. L’equazione 2.7
puo essere riscritta in forma compatta come:

2.7)

RESM = ggh _ Fh) _ fc(h) conh=0,..,H (2.8)

dove d™ = —(hw)?m + ihwc + k & la matrice di rigidezza dinamica relativa all’h-
esima armonica. L’equazione 2.8 descrive sia il caso statico (h = 0), sia i diversi casi
dinamici (h = 1, ..., H). Risolvendo tale equazione per ogni armonica, si ricavano i
coefficienti di Fourier degli spostamenti e di conseguenza I’ampiezza degli spostamenti
per 1 diversi gradi di libertd. Nel caso di sistemi non lineari, come quello di nostro
interesse, la risoluzione avviene tramite un processo iterativo, nel quale partendo da una
configurazione degli spostamenti iniziale si calcola il vettore delle forze di contatto e si
risolve il sistema di equazioni ottenendo un nuovo vettore degli spostamenti. Questo si
ripete fino a quando il vettore dei residui non assume valori al di sotto di una tolleranza
opportunamente fissata.

All’interno del metodo HBM si possono distinguere due differenti approcci di
risoluzione: accoppiamento e disaccoppiamento statico/dinamico. La differenza consiste
nel fatto che nel primo modo le equazioni di equilibrio statico vengono risolte insieme a
quelle dinamiche, mentre nel secondo sono studiate in maniera indipendente.

2.1.2 Equazioni di governo per un disco palettato

Le equazioni di governo scritte per un sistema generico possono essere riscritte per un
disco palettato con contatto sulle interfacce dello shroud. Un disco palettato ¢ un
sistema composto da Ng settori fondamentali identici tra di loro e disposti in modo
ciclico. In Fig. 2.1 sono mostrati un disco palettato con pale identiche, un settore
fondamentale del disco e una schematizzazione della notazione di simmetria ciclica.

L’equazione di equilibrio dinamico di un generico settore del disco palettato ¢ ottenuta
modificando ’equazione 2.1 nel seguente modo:

M@ () + CQeny () + KQy (1) 2.9)
= F(n) (t) + Fc,l(n) (ch,l’ AQC,I' t) + Fc,r(n) (ch,r' AéIc,rv t) .

dove n=1,..,N; ¢ il numero del settore considerato; M, C ¢ K € RN*N sono
rispettivamente le matrici di massa, smorzamento e rigidezza dell’n-esimo settore
isolato; Q) (t) € RN*1 ¢ il vettore degli spostamenti; Fey(t) € RN*1 & il vettore delle
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forzanti agenti sul settore; F; ) (ch,l,ch,l, t) e F,, ) (ch,r,ch'r, t) € RV*! gono i

vettori delle forze non lineari di contatto, agenti rispettivamente sulle interfacce di
contatto di sinistra e di destra, funzione degli spostamenti e delle velocita relativi.

(c)

\——m——/  direcione di
' L rotazione

.
M
direzione dell'onda "-_‘;'- ~
di eccitazione H

b,

Fig. 2. 1 (a) Disco palettato con contatto sullo shroud (b) Settore fondamentale del disco (c) Schematizzazione della
notazione di simmetria ciclica

Nota la schematizzazione del settore isolato riportata in Fig. 2.2, il vettore degli
spostamenti puo essere riscritto come:

T
Q = [Qd,lzn) Qd,rr(rn) er(rn) QC,l?n) qC,T‘{n) Qagn)] (2-10)

dove Qaliyy € Qar ey SONO rispettivamente gli spostamenti nodali delle interfacce di
sinistra e di destra del disco; q., ) ©der(y SONO gli spostamenti dei nodi di contatto
dei lati di sinistra e di destra dello shroud; Tr(yy SONO gli spostamenti dei nodi di

riferimento e q, (n) SONO gli spostamenti dei restanti nodi che costituiscono 1’n-esimo
settore.
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Settore n-esimo

~—
Qc,!

contatto sinistro shroud

——
Qer

contatto destro shroud

"““\
qr
|~
Y
- (o =—
qd,l qd,r

contatto sinistro disco contatto destro disco

L.

Fig. 2. 2 Rappresentazione schematica del settore fondamentale del disco

Poiché si ¢ interessati alla risoluzione di tale sistema mediante il metodo del
bilanciamento armonico, gli spostamenti e le forze sono espresse mediante serie di
Fourier troncate all’ordine armonico H:

H
~ ~A(h) i
Q(n) ~ z Q((ngelhwt
h=0
~ N 70
F(n) ~ Z F((n))elhwt
h=0 (2.11)
~\ 7 -
Fc,l(n) ~ Z F(;(,l)(n) elhwt
h=0
H
~\ 7 -
Fo iy = Z Fc&)(n) pihot
h=0

Applicando il metodo di Galerkin I’equazione non lineare definita nel dominio del
tempo ¢ trasformata in un’equazione algebrica:

+EW

or ()

D(h)é(h) _ F(h) + F(h)

m ~— " ol () conh=0,..,H

(2.12)

dove D™ = (—(hw)?M + ihwC + K) & la matrice di rigidezza dinamica relativa
all’h-esima armonica. L’equazione 2.12 descrive sia il caso statico (h = 0), sia i diversi
casi dinamici (h = 1, ..., H) dell’n-esimo settore. Poiché le forze di contatto dipendono
dagli spostamenti e dalle velocita relativi, allora potrebbe sembrare che tutti i settori
siano interdipendenti gli uni dagli altri e quindi che il sistema sia risolvibile solo
complessivamente. In realtd, come vedremo nella sezione successiva, in condizioni di
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simmetria ciclica lo studio dell’intero sistema pud essere ridotto allo studio di un
singolo settore.

2.1.3 Simmetria ciclica

Per un’analisi piu approfondita del disco palettato di turbina si considera che esso sia
eccitato da un'eccitazione del tipo ad onda mobile, si veda [6, 7] per una spiegazione
dettagliata. L inter-blade phase angle (IBPA) ¢ definito come:

_ 2o 2.13
6= @.13)

dove N ¢ il numero di pale ed EO ¢ ’engine order. Poiché il disco palettato subisce
un'eccitazione di questo tipo, nel caso di assenza di mistuning, si presume che anche la
risposta del sistema rappresenti un'onda mobile. Cio si traduce nella seguente relazione
tra 1 vettori degli spostamenti nodali di settori consecutivi:

() _ A —in
Qi) = Qe ¢ (2.14)

Questa condizione di vincolo ¢ applicata in un primo momento ai nodi di interfaccia del
disco e successivamente ai nodi di contatto al fine di ridurre il numero di gdl del
sistema.

Data la condizione di assenza di spostamenti relativi tra i nodi del disco, 1’equazione
2.14 puo essere riscritta per questi nodi come:

_(w) ~(W_—ing

qd,l n) = qd,T‘ (n)e (215)

Si definisce quindi il vettore degli spostamenti ridotto per I'h-esima componente
armonica e 1'n-esimo settore come:

A _ »() A)
Qrid n TCS ridQ(n) (2-16)
[I(e~"¢) 0 0 0 07
I 0000
(h) 0 1000
M 2.1
Tria 0 0700 (2.17)
0 001710
L0 000 I

dove Tr(l-d) ¢ la matrice dei vincoli di simmetria ciclica per 1'h-esima componente

armonica; I ¢ la matrice di identita di una dimensione appropriata corrispondente alla
dimensione del sistema fisico. Il vettore degli spostamenti ridotto ¢ definito come segue:

50 _ w7 owT T T o’ ]
er’d(n) o [Qd,r(n) da ) Ycy ) 9er ) da () (2.18)
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Moltiplicando tutti i membri dell'equazione 2.12 per la matrice TC(?) a destra e per la sua
complessa coniugata trasposta a sinistra si ottiene il sistema algebrico ridotto:

MmMaMm _ () =(h) & (h) _
DridQ(n) - Frid (n) + Fc,lrid(n) + Fc,r rid(n) conh = 0,...H (2-19)

dove D = (= (hw)2M™ + ihoC™ + K®) ¢ la matrice di rigidezza dinamica del
sistema ridotto riferita all’armonica h-esima. Si noti che le matrici M (h), C (h), KM e

C/H+Dxj(H+1) - pigpettivamente di massa, smorzamento e rigidezza, sono matrici

L. . . .. Lo . .. —=(h
Hermitiane a causa dell'applicazione dei vincoli di simmetria ciclica e Fr(id) ()’

FC(’?)n-d o’ Fc(frl)rid o € C/WHFDXL " dove j <N causa dell’eliminazione dei nodi

appartenenti all’interfaccia di confine di sinistra.

Un’ulteriore riduzione del sistema ¢ realizzata considerando gli spostamenti relativi dei
nodi di contatto al posto di quelli assoluti in quanto sono essi ad influenzare le forze non
lineari. Applicando il vincolo di simmetria ciclica (Eq. 2.14) a questi nodi, si ottengono
gli spostamenti relativi e le forze di contatto:

QIO R G
AQC,T (n) - qc,r (n) qC,l (n-1)
—(h)y _ () = ihg
Ay oy = e (y ~ e () (2.20)
) _ _ ih¢g
ar ) = el (m®

Il nuovo vettore degli spostamenti che si ottiene ¢ il seguente:

) _ [T T T -wT 1
Qrel(n) = [qd,r(n) Qa " () Aqcy ) a " () (2.21)

Anche in questo caso ¢ possibile definire una matrice di trasformazione della simmetria
ciclica [8] e l'equazione di bilancio 2.19 puo essere riscritta come:

(M)A _ F(h) =(h) _
DEGG = F8) oy + Ferretgy CONR =0, ., H (2.22)
Dove Dr(Zl) € CkH+Dxk(H+D) o Fr(gl)(n), Fc(,rrl')rel(n) € CkH+DX1 gove k < j. Mediante

queste due operazioni si ¢ ridotto della meta sia il numero dei nodi all’interfaccia del
disco, sia di quelli all’interfaccia di contatto. Poiché a questo punto il numero di nodi di
contatto dello shroud, dei nodi all’interfaccia del disco e dei nodi di riferimento € molto
inferiore al numero totale dei nodi che costituiscono il singolo settore, analogamente a
quanto fatto per il sistema generico, il sistema ¢ ulteriormente ridotto applicando il
metodo di Craig-Bampton, in cui vengono mantenute come coordinate fisiche 1 nodi
dell’interfaccia destra del disco, 1 nodi dell’interfaccia destra di contatto allo shroud e i
nodi di riferimento, e viene aggiunto un certo numero di forme modali n:

—n _ [T T T 1"
q(n) - [qd,r (n) qa (Tl) ch,r (n) T](n)] (223)
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dove cigg € CMHHADXL o m « k. L'equazione 2.22 & quindi riformulata tenendo conto

del nuovo vettore degli spostamenti:

—(h 7(h = (h)
dWG = f0 + fopy,  conh=0,.,H (2.24)
Poiché gli sviluppi di Fourier sono troncati all’armonica H, la riscrittura dell’equazione
2.24 determina I’introduzione di un residuo:

RES® — d<h>qgg n f(%) +fcg3 conh=0,.. H (2.25)

Tale relazione ¢ risolta in ambiente MATLAB tramite la funzione fsolve. Poiché questa
funzione ¢ applicabile solo a equazioni in forma reale, le equazioni 2.8 e 2.26, scritte
informa complessa, sono riscritte distinguendo la parte reale e la parte immaginaria:

RES = [RES©, Re(RESW), im(RESW), ..., Re(RES®™), Im(RES®)]"  (2.26)

2.2 Modello di contatto

Volendo studiare sistemi non lineari, risulta necessario definire un modello di contatto
mediante il quale calcolare le forze di contatto. In questo lavoro si ¢ scelto di utilizzare
un elemento di contatto Jenckins 2D con un carico normale variabile, mostrato in Fig.
2.3. Questo elemento di contatto ¢ caratterizzato da due molle lineari in direzione
tangenziale e normale, con rigidita di contatto tangenziale (k;) e normale (k,). Ogni
coppia di nodi ¢ in grado di caratterizzare e simulare durante un ciclo di vibrazione tre
differenti stati di contatto: adesione, strisciamento € separazione.

wit)

Fig. 2. 3 Elemento di contatto Jeckins 2D con carico normale variabile

Per ciascun elemento, le forze di contatto tangenziali T(t) e normali N(t) dipendono
dagli spostamenti tangenziali e normali relativi della coppia di nodi corrispondente,
ovvero u(t) e v(t) [9]. Il modello di attrito a cui si fa riferimento € rappresentato dalla

9
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legge di Coulomb, la quale definisce il limite di attrito come uN(t), dove u ¢ il
coefficiente di attrito. Fin quando la forza di contatto tangenziale ¢ minore o uguale al
limite di attrito il cursore rimane fermo e la forza di contatto ¢ funzione dello
spostamento relativo, mentre quando la forza di contatto diventa maggiore del limite di
attrito, il cursore inizia a muoversi e la forza di contato rimane invariata e pari al valore
limite. Lo scorrimento tra i nodi, dato dallo spostamento del cursore, ¢ indicato come
w(t). La forza di contatto normale ¢ definita come:

N(t) = max(k,v(t),0) (2.27)

Quando v(t) € negativo non ¢ consentita alcuna forza di contatto normale e si verifica
la separazione. Affinché sia nota la forza di contatto nominale risulta necessario
conoscere lo spostamento relativo normale v(t).

La forza di contatto tangenziale dipende invece dallo stato di contatto ed ¢ definita
come:

ki Ju(t) —w(t)] stato di adesione
T(t) =4 uN(t)sign(w) stato di strisciamento (2.28)
0 separazione

Le forze di contatto tangenziali sono calcolate mediante la logica predittore-correttore
[5]. Ad ogni istante t viene eseguita una fase predittiva assumendo che il contatto sia in
stato di adesione e considerando lo scorrimento all’istante precedente:

TP(t) = k. Ju(t) —w(t — At)] (2.29)
dove At ¢ I’intervallo temporale. Successivamente viene eseguita la correzione, nella

quale TP(t) viene confrontato con la forza limite uN(t) per determinare lo stato di
contatto e di conseguenza definire T (t) all’stante considerato, come:

TP(t) stato di adesione
T(t) = ,uN(t)sign(TP(t)) stato di strisciamento (2.30)
0 stato di separazione

Noto lo stato di contatto e la forza tangenziale, lo scorrimento del cursore w(t) ¢
definito come:

w(t — At) stato di adesione
w(t) =1 u(t) — ,uN(t)sign(T(t))/kt stato di strisciamento  (2.31)
0 stato di separazione

Nel caso di sistemi 1D il modello di contatto si riduce a due diversi modelli piu
semplici, ciascuno dei quali ¢ ottenuto considerando solamente una delle due direzioni
del modello di contatto 2D. Se si considera la direzione normale, il modello di contatto
diventa quello di contatto intermittente, mentre se si considera la direzione tangenziale,
si ricade nel contatto con smorzamento per attrito.

10
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Nel modello di contatto intermittente i due nodi possono assumere solo due differenti
stati di contatto: contatto e separazione. Il passaggio da uno stato all’altro ¢ determinato
dal divario iniziale tra i due nodi g,. In Fig. 2.4 ¢ mostrata la schematizzazione del
contatto intermittente.

1o

LSS
AN NNNNN

Fig. 2. 4 Schematizzazione del modello di contatto intermittente

La forza di contatto ¢ definita come:

9o — x(t)] stato di contatto

0 stato di separazione (2.32)

F0) = {kl

Anche nel modello di smorzamento per attrito 1 due nodi possono assumere solo due
differenti stati di contatto: adesione e strisciamento. Il passaggio da uno stato all’altro ¢
determinato dal precarico Ny e dal coefficiente d’attrito p. La schematizzazione del
contatto con smorzamento per attrito ¢ riportata in Fig. 2.5.

[/
g

Fig. 2. 5 Schematizzazione del modello di contatto con smorzamento per attrito
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In questo caso la forza di contatto ¢ definita come segue:

E.(t) = {kt [x(t) —y(@®)] stato di adesione (2.33)

UNysign(y) stato di strisciamento

Poiché la letteratura mostra che le forze non lineari sono calcolate in modo piu accurato
nel dominio del tempo, ma allo stesso tempo si ¢ visto che lo studio delle vibrazioni di
un sistema ¢ ben risolvibile nel dominio della frequenza, allora risulta necessario
definire un metodo per poter passare da un dominio all’altro. A tale scopo si utilizza il
metodo Alternate Frequency/Time (AFT) proposto da Cameron e Griffin [10], nel quale
attraverso ’applicazione dell’inversa della trasformata di Fourier si convertono gli
spostamenti relativi dal dominio della frequenza al dominio del tempo, cosi da poter
calcolare le forze di contatto, per poi riconvertire queste ultime nel dominio della
frequenza mediante lo sviluppo di Fourier troncato al numero di armoniche scelto e
risolvere le equazioni di equilibrio del sistema. In Fig 2.6 ¢ riportato uno schema
esplicativo.

) /’IFFT‘\

ax . gnit)
Input i /\
= ) E 0 f \
_ " Modello di
F"(g™) y 1) contatto
' A
Quiput : y
n ;

Dominio Frr —  Dominio
delle frequenze del tempo

Fig. 2. 6 Schematizzazione del metodo AFT

2.3 Metodo della fase di risonanza

Il metodo HBM appena descritto permette di ricavare con una buona approssimazione la
curva di risposta in frequenza per un determinato disco palettato. Essendo pero
interessati alle condizioni di massima risposta forzata al variare di un determinato
parametro di progetto del sistema, tale metodo risulta estremamente oneroso dal punto
di vista computazionale. Si ¢ quindi scelto di utilizzare il metodo della fase di risonanza
al fine di ottenere una buona approssimazione delle condizioni cercate senza avere dei
costi computazionali proibitivi.

Il metodo appena citato ¢ stato proposto da Forster e Krack [2] e permette di individuare
direttamente la condizione di risonanza, senza tracciare I’intera curva di risposta in

12
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frequenza, semplicemente aggiungendo alle equazioni di equilibrio dinamico ottenute
mediante il metodo HBM una condizione di risonanza che lega I’ampiezza delle
vibrazioni alla frequenza. In questo modo, a differenza dell’analisi forzata
convenzionale in cui la pulsazione w ¢ una grandezza specificata, questa diventa
un’incognita del sistema w,;.

Poiché in un sistema a piu gradi di libertd non tutti raggiungono la loro ampiezza
massima alla stessa frequenza, ¢ importante in questo metodo specificare un grado di
liberta rappresentativo per il quale definire in modo univoco la risonanza. Inoltre,
poiché in un sistema multiarmonico I’ampiezza di oscillazione di un nodo dipende dalla
composizione di tutte le armoniche, per semplicita si considerano solo quei sistemi per i
quali ’ampiezza ¢ ben approssimabile con quella dell’armonica principale. Affinché
questa condizione sia soddisfatta, ¢ necessario che i regimi siano debolmente non lineari
e che le forzanti esterne siano caratterizzate solamente dalla prima armonica, quindi Fy
=0 e F™=0 per ogni n > 1. Allo stesso tempo per sistemi a pit gradi di liberta si fa
riferimento a sistemi leggermente smorzati e con modalita ben distanziate, cosi da avere
una condizione di risonanza particolarmente critica e quindi di facile individuazione.

Nel metodo della fase di risonanza la condizione di risonanza si basa sullo sfasamento
A tra la risposta del sistema e 1’eccitante. Per sistemi lineari e senza smorzamento tale
sfasamento ¢ facile da calcolare. Si puo notare dalla Fig. 2.7 come in questo caso esso
subisca una variazione di 180° in prossimita della risonanza e assuma un valore pari a -
90° nelle condizioni di risonanza. Per quanto riguarda invece un sistema non lineare,
non ¢ facile ricavare una definizione algebrica della fase e di conseguenza non risulta
possibile calcolarla analiticamente. Si fa quindi riferimento a regimi debolmente non
lineari attorno ad una risonanza isolata, per i quali si puo supporre che lo sfasamento sia
approssimabile a quello del caso lineare:

A(p(“)ris) ~ A(pris,lin (2-35)

Poiche¢ la fase assoluta dell'eccitante ¢ invariante per definizione, invece di imporre
esplicitamente una condizione sullo sfasamento tra risposta ed eccitazione, ¢ sufficiente
considerare la fase assoluta ¢ della risposta. La condizione di risonanza per la frequenza
di risonanza w,;s puo essere quindi espressa come:

(P((*)ris) = Qrislin (2.36)

Questa approssimazione introduce nel sistema un certo livello di imprecisione. Poiché
pero il ritardo di fase subisce un rapido cambiamento nell’intorno della risonanza,
specialmente per sistemi leggermente smorzati, allora un errore finito introdotto dal
valore di ,;;;, considerato porta ad un errore relativamente piccolo nelle w; s
previste.

13
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o
wWo w
o)
9.
<1 -g0°
-180° J

Wo w

Fig. 2. 7 (a) Andamento dell'ampiezza in prossimita della risonanza (b) Andamento del ritardo di fase in prossimita
della risonanza

Per imporre la condizione di risonanza mostrata, risulta necessario calcolare la fase di
risonanza del sistema lineare. Il sistema lineare si ottiene trascurando le forze di contatto
e considerando solo la prima armonica. In queste condizioni si traccia la curva di

A

risposta in frequenza e si ricava il vettore degli spostamenti Q,;; € la pulsazione di

risonanza w.,;s in risolvendo il sistema:

pWGW = F) (2.37)

Essendo Q un vettore di numeri complessi, la fase relativa ad un dato gdl & calcolata
come:

Im(0@
Qris,lin = arctan (%) (2.38)

Per sistemi a piu gradi di liberta la fase puo differire da coordinata a coordinata. Se pero
le frequenze naturali sono ben distinte e lo smorzamento ¢ sufficientemente debole,
allora le fasi di risonanza dei diversi gradi di liberta risultano vicine tra loro e quindi 1
risultati ottenuti attraverso 1’applicazione di questo metodo non dovrebbero dipendere in
modo significativo dal grado di liberta di riferimento scelto.

Affinché il metodo della fase sia applicabile ad un sistema matriciale, la condizione di
risonanza viene scritta nella stessa forma, definendo un residuo:

r=gTx (2.39)
dove X ¢ il vettore esteso delle incognite:

X = [Q<O>T,Re (Q<1)T),1m (™), ... Re (@), 1m (a®"), wm]T (2.40)

14
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e g7 ¢ definito come segue:

1 - N +k «+ 2N+k - (2H+1)'N+1
g" =(0 - —tan(@ysum) 01 - 0 ) (241

I1 residuo relativo alla condizione di risonanza va ad aggiungersi al residuo relativo
all’equilibrio dinamico definendo cosi un residuo complessivo:

R = [REST,r]” (2.42)

Il sistema di equazioni cosi definito & risolto in ambiente MATLAB tramite la
funzione fsolve. Essendo interessati al tracciamento delle curve di risonanza, tale
funzione & implementata all’interno di un ciclo in cui viene fatto variare il valore
del parametro di progetto, a partire dal valore per cui le forze non lineari sono
nulle. Ad ogni iterazione del ciclo la condizione iniziale X fornita al solutore ¢ pari
al vettore esteso X soluzione dell’iterazione precedente, a parte la prima iterazione
in cui viene fornita la soluzione del sistema lineare:

Xo = Xiin peri=1
Xo=X@{—-1) peri=2,..,N, (2.43)

dove N, e il numero di valori assunti dalla variabile di progetto, i = 1, ey Np e
l'iterazione del ciclo, X;;,, € il vettore esteso ottenuto risolvendo il sistema lineare e
X(i—1) & il vettore esteso ottenuto come risultato del sistema studiato
all'iterazione precedente.

Per ridurre il costo computazionale dovuto alla risoluzione del problema non lineare

tramite il solutore, si puo calcolare analiticamente la matrice Jacobiana. Le derivate

OREST QREST or or

95T aw " 96T € -~ sono definite come segue:

OREST 0 - oF,,
357 =aQT(DQ+Fnl—F)=D+aQT
OREST o0 , . . .. 9D . O0Fy
ow :%(DQ-I_FM F):% +6w (2.47)
or r
W‘Q
or
5=

dove F e F,,; sono i vettori contenenti le parti reali e immaginarie dei coefficienti di
Fourier raccolti nei vettori F e F,; e disposti come nel vettore X.

2.4 Sviluppo del software

Si riportano in questo sotto capitolo le schematizzazioni del diagramma di flusso
implementato nel codice MATLAB. Nel primo schema, in Fig. 2.8, si mostra in maniera
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generale in che modo si giunge dai parametri di input a quelli di output, mettendo in
evidenza soprattutto i dati necessari all’esecuzione dell’analisi non lineare. Invece, nel
secondo schema, riportato in Fig. 2.9, si descrive in maniera piu dettagliata il processo

di risoluzione del sistema non lineare, mostrando 1 cicli presenti al suo interno. Il

metodo HBM ¢ implementato direttamente all’interno della funzione che viene fornita a

fsolve per il calcolo del residuo.

-,
=
=
=
-

¥
3
/ |
,-" parametri
analisi |

[ Input K, 1,
I." forzante & [
contattg /

Analisi del
sistemna lincarg

Calcolo della
fosa di risonanza

¥

—_—

Loop di analisi

del sistema non
lineare

L ]

! output
[ curedi .
risonanza

Fig. 2. 8 Diagramma di flusso del software
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Solutore non

lineare

oluzione del
sisitema
lineare,

parametri di

analisi

— P fsolve

Vettore iniziale |a—F——

Calcolo delle
forze di contattto
non lineari

Aggiornamento
vettore iniziale

Y

Calcolo del

nuovo vetore

esteso e del
residuo

Aggiornamento
parametro di
progetto

Uftimo paramet]
di progetta

Frequenze e
ampiezze di

risonanza

Fig. 2. 9 Diagramma di flusso del solutore non lineare
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Capitolo 3
Applicazione a sistemi 1D

In questo capitolo sono riportati i risultati relativi al calcolo delle condizioni di massima
risposta forzata mediante il metodo della fase di risonanza per sistemi 1D a 2 gdl.
Queste analisi sono state effettuate al fine di comprendere bene il funzionamento del
metodo di approssimazione scelto ed evidenziarne 1 limiti applicativi.

Poiché, per quanto visto nel paragrafo 2.2, per sistemi di questo tipo, I’elemento di
contatto Jenkins 2D da origine a due diversi modelli di contatto, si € scelto di effettuare
le stesse analisi su due differenti sistemi, ciascuno dei quali caratterizzato da uno dei
due modelli di contatto 1D. Per ciascuno di essi si ¢ messo in evidenza 1’ordine di
grandezza dell’errore di approssimazione generato e come questo sia influenzato dalla
scelta del grado di liberta di riferimento e dalla distanza delle pulsazioni naturali del
sistema.

3.1 Sistema 1D con smorzamento per attrito

Il sistema caratterizzato dal modello di contatto con smorzamento per attrito e preso
come caso di studio ¢ descritto mediante lo schema riportato in Fig. 3.1 e i valori delle
singole grandezze riportate in Tab. 3.1. Si denomina questo sistema come “Sistema 1.

N

N G G

N ;
N M1 M2

N Ka K2

N

Fig. 3. 1 Schematizzazione del Sistema 1
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Parametro Valore
M 2 kg
M; 1 kg
Ky 188.5 N/m
K> 188.5 N/m
C 2.037 Ns/m
) 1.037 Ns/m
K. 10*N/m
u 0.5

Per questo sistema lo studio delle condizioni di massima risposta forzata ¢ stato
effettuato al variare di due differenti parametri di progetto: il precarico N, e la forzante
esterna F. Poiché entrambi questi parametri influenzano la risposta forzata del sistema,
sono stati svolti due studi separati, in ciascuno dei quali un parametro ¢ stato
considerato variabile, mentre I’altro fisso. In entrambe le analisi si € scelta la massa M;

Tab. 3. 1 Dati del Sistema 1

come gdl di riferimento.

Guardando la curva di riposta in frequenza nel caso lineare, riportata in Fig. 3.2, si puo
notare come la prima condizione di risonanza sia sufficientemente isolata dall’altra e
facilmente individuabile, pertanto, per quanto detto nella descrizione del metodo di

approssimazione scelto, ci si aspetta che esso fornisca dei risultati coerenti.

Ampiezza [m]

—
S
]

-
<
w

10

0

30 40 50 60 70
Frequenza [Hz]

10 20

Fig. 3. 2 Curva di risposta in frequenza del Sistema 1 nel caso lineare
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Studio al variare del precarico

Per I’analisi svolta considerando il precarico come variabile di studio, si sono scelte
forzanti di intensita F; =1 N e F, = 2 N. In Fig. 3.3 sono riportate le ampiezze delle
vibrazioni e le frequenze delle condizioni di massima risposta forzata ottenute.

-3
45 |X1O . ;

ar M

35¢ 1

g
a
o
I

Ampiezza [m]
]

-
&)}
T
.

0 20 40 60 80 100 120

23 T T ‘ T

22.5

22

Frequenza [Hz]

0 20 40 60 80 100 120
N, [N]

Fig. 3. 3 Ampiezza e frequenza di risonanza in funzione del precarico per il Sistema 1

Per valutate il grado di accuratezza dei risultati, si sono calcolate le condizioni di
risonanza reali tracciando le curve di risposta in frequenza, riportate in Fig. 3.4.
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3 M
1
3><1[) : :

—&— Risultato atteso
Risultato ottenuto
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Fig. 3. 4 Curve di risposta in frequenza in funzione del precarico per le masse M1 e M> del Sistema 1

Si puod notare come al variare del parametro di progetto le curve di risposta in frequenza
si modificano, in quanto il sistema diventa progressivamente piu rigido. Si possono
distinguere due condizioni limite, quella del sistema lineare in cui le forze di contatto

sono nulle, e quella del sistema in completa adesione in cui le forze di contatto
assumono il valore massimo definito dal modello di contatto di Coulomb.

I1 grado di accuratezza dei risultati € calcolato in termini di errore relativo:

_ |xreale - xapprossimatal (3'1)
€relativo =

|xreale |
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dove X,eqe € I’ampiezza o la frequenza di risonanza definita tramite il calcolo della
curva di risposta in frequenza, mentre € Xqpprossimata © 1’ampiezza o la frequenza di

risonanza calcolata tramite il metodo della fase di risonanza. Gli andamenti degli errori
relativi in ampiezza e in frequenza sono riportati graficamente in Fig. 3.5.

«1073 Ampiezza
T

251 1

Errore relativo
N
(4)]
—T=
.

O| 1 ; I I 1
0 20 40 60 80 100 120

N, [N]

-3 Frequenza
4510 ; ki

351 1

N
3
\

\

Errore relativo
[\%]
‘
‘

.
wn
T
\

0 1 L L L 1
0 20 40 60 80 100 120

Ny [N

Fig. 3. 5 Errore relativo in ampiezza e in frequenza in funzione del precarico per il Sistema 1

Scegliendo di considerare come limite di accettazione un errore relativo pari all’1%, si
puo notare come in questo caso 1 risultati ottenuti siano largamente accettabili.
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Studio al variare della forzante

Per quanto riguarda, invece, lo studio al variare dell’intensita delle forzanti esterne, si ¢
scelto un precarico Ny, = 50 N e si ¢ considerata la seguente relazione tra le forzanti:

F1 == 2F2

In Fig. 3.6 sono riportati i risultati ottenuti in termini di ampiezza e frequenza di
risonanza.
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Fig. 3. 6 Ampiezza e frequenza di risonanza in funzione della forzante per il Sistema 1
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Si nota come un aumento della forzante, a parita di precarico, comporti una riduzione
della rigidezza del sistema e un aumento delle ampiezze delle vibrazioni.

Anche in questo caso si sono tracciate le curve di risposta in frequenza, riportate in Fig.
3.7, al fine di determinare le condizioni di risonanza reali. Gli errori relativi di
approssimazione sono mostrati in Fig. 3.8.
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Fig. 3. 7 Curve di risposta in frequenza in funzione della forzante per le masse Mi e M> del Sistema 1
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Fig. 3. 8 Errore relativo in ampiezza e in frequenza in funzione della forzante per il Sistema 1

Si nota come anche al variare della forzante 1’errore di approssimazione risulta inferiore
al limite stabilito e quindi 1 risultati possono essere considerati accettabili.
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3.2 Sistema 1D con contatto intermittente

Per quanto riguarda invece il sistema caratterizzato da contatto intermittente, esso ¢
descritto dallo schema riportato in Fig. 3.9 e dai dati riportati in Tab. 3.2. Si denomina
questo sistema come “Sistema 2”.

)/
A /
N &1 G
T ; o
/
“ M1 M2
\ K1 K2 ’
N /
4

Fig. 3. 9 Schematizzazione del Sistema 2

Parametro Valore
M 1 kg
M; 2 kg
Ky 188.5 N/m
K> 188.5 N/m
Ci 1.037 N s/m
C 2.037 N s/m
Fi 3000 N
F> 1000 N
K¢ 10*

Tab. 3. 2 Dati del Sistema 2
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L’analisi della risonanza per questo tipo di sistema ¢ stata effettuata solamente al variare
del divario iniziale gy, per evitare ridondanza di risultati. Anche in questo caso si ¢
scelta la massa M; come gdl di riferimento. Come si puo vedere dal grafico della
risposta in frequenza del sistema lineare riportato in Fig. 3.10, anche il seguente sistema
presenta una prima condizione di risonanza ben marcata e ben individuabile, pertanto, ci
si aspetta di ottenerne dei risultati accurati tramite il metodo implementato.
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3 3
- o

-
S
]

103 . . . .
0 10 20 30 40 50 60

Frequenza [Hz]

Fig. 3. 10 Curva di risposta in frequenza del Sistema 2 nel caso lineare
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In Fig. 3.11 sono riportate 1 risultati in ampiezza e in frequenza delle condizioni di
massima risposta forzata del sistema al variare della forzante. Si pud notare come al
ridursi della distanza iniziale tra la massa M e la parete di contatto il sistema diventa
sempre piu rigido e come le ampiezze di oscillazione si riducono.
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Fig. 3. 11 Ampiezza e frequenza di risonanza in funzione del divario iniziale per il Sistema 2
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Tracciando le curve di risposta in frequenza, riportate in Fig 3.12, si sono determinate le
condizioni di risonanza corrette e si ¢ calcolato 1’errore di approssimazione del metodo
per questo tipo di sistema. Quest’ultimo ¢ riportato in forma grafica in Fig 3.13. Poiché
le curve di risposta in frequenza non rappresentano delle funzioni, il loro calcolo ¢ stato
effettuato attraverso 1’utilizzo della tecnica predittore-correttore.
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Fig. 3. 12 Curve di risposta in frequenza in funzione del divario iniziale per le masse M1 e M> del Sistema 2
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Fig. 3. 13 Errore relativo in ampiezza e in frequenza in funzione del divario iniziale per il Sistema 2

Si nota che anche per il Sistema 2 il metodo di analisi utilizzato permette di determinare
le condizioni di risonanza con una buona approssimazione. Pertanto si puo affermare
che per sistemi semplici con 2 gdl il metodo della fase di risonanza permette di
calcolare le condizioni di massima risposta forzata con una buona accuratezza.

3.3 Influenza della gdl di riferimento

Per quanto affermato nella descrizione del metodo della fase, la condizione di risonanza
prende come riferimento un solo grado di liberta tra tutti quelli presenti all’interno del
sistema. Si ¢ quindi verificato che per sistemi con frequenze naturali ben distinte e
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smorzamento sufficientemente debole, come quelli studiati, le fasi di risonanza dei
diversi gradi di liberta risultino vicine tra loro e che i risultati ottenuti non dipendano in
modo significativo dal grado di liberta di riferimento scelto. Per fare questo si sono
svolte le stesse analisi dei paragrafi precedenti, ma questa volta considerando come gdl
di riferimento la massa M.

Si riportano, rispettivamente in Tab. 3.3 e Tab. 3.4, le fasi di risonanza lineare delle due
masse per i due sistemi considerati.

Parametro Valore
1 —1.602
P, —1.601

Tab. 3. 3 Fasi di risonanza lineare del Sistema 1

Parametro Valore
P1 —1.528
[0 —1.541

Tab. 3. 4 Fasi di risonanza lineare del Sistema 2

Si nota che in entrambi 1 casi le fasi risultano molto vicine tra loro. Si riportano
rispettivamente in Fig 3.14, Fig. 3.15 e Fig. 3.16 gli errori relativi in termini di
ampiezza e di frequenza per il sistema 1 con precarico variabile, per il sistema 1 con
forzante variabile e per il sistema 2.
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Fig. 3. 14 Errore relativo in ampiezza e in frequenza al variare della fase per il Sistema 1 (precarico)
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Fig. 3. 15 Errore relativo in ampiezza e in frequenza al variare della fase per il Sistema 1 (forzante)
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Fig. 3. 16 Errore relativo in ampiezza e in frequenza al variare della fase per il Sistema 2

Si nota che indipendentemente dal grado di liberta scelto come riferimento, 1’errore
risulta dello stesso ordine di grandezza, pertanto si ¢ verificato come per sistemi con
smorzamento sufficientemente debole e pulsazioni naturali ben distinte, la scelta del
grado di liberta di riferimento non influisce particolarmente sui risultati.

3.4 Influenza della vicinanza delle pulsazioni naturali

Si ¢ infine studiato come la vicinanza delle pulsazioni naturali influisca sull’efficacia
del metodo della fase di risonanza. A tal fine, si € preso in considerazione come punto di
partenza il Sistema 1 e si sono costruiti di volta in volta sistemi dinamici aventi stessi
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modi di vibrare del sistema di partenza, ma pulsazioni naturali sempre piu vicine, in cui
la pulsazione naturale maggiore era espressa in funzione di quella minore:

Wy = AWy q

dove a ¢ un fattore di proporzionalita. Questa analisi ¢ stata svolta mantenendo fissi i
parametri di progetto del sistema, i cui valori sono riportati in Tab. 3.5, e considerando
la massa M come gdl di riferimento.

Parametro Valore
F1 IN
F» 2N
No 3N

Tab. 3. 5 Dati del problema considerato per lo studio dell’influenza della vicinanza delle pulsazioni naturali

Al ridursi del fattore di proporzionalita « i picchi di risonanza si avvicinano, fino a
coincidere. Si riportano in Fig. 3.17 le curve di risposta in frequenza per il caso lineare
per @ = 1.2. tramite un confronto con le curve riportate in Fig. 3.2 e relativa al caso
a = 2.5, si puo notare come le condizioni di risonanza siano piu difficili da distinguere.

10—2 L M1 i
M2
E 8t
g 1070 1
)
a
£
<
107 ¢ 1
15 20 25 30

Frequenza [Hz]

Fig. 3. 17 Curva di risposta in frequenza del Sistema I nel caso lineare (0. = 1.2)

La variazione dell’errore di approssimazione in funzione di a ¢ stata valutata tracciando
per ogni sistema le curve di risposta in frequenza e determinando le condizioni di
risonanza corrette. In Fig. 3.18 se ne graficano gli andamenti.
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Fig. 3. 18 Errore relativo in ampiezza e in frequenza in funzione di o

Si puo notare come la maggiore vicinanza delle pulsazioni naturali del sistema comporti
una riduzione dell’accuratezza dei risultati. Dal punto di vista del metodo di calcolo
implementato, questo nasce dal fatto che all’aumentare della vicinanza tra 1 picchi di del
grafico di risposta in frequenza, la condizione di risonanza imposta dal metodo risulta
meno vera, in quanto la fase della condizione di massima ampiezza del caso lineare
diventa sempre meno rappresentativa di quella del caso di studio. Si riportano in Fig.
3.19 gli andamenti di queste due fasi in funzione di a.
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Fig. 3. 19 Fasi di risonanza del caso lineare e del caso di studio in funzione di a

Inoltre, come si puo notare dalla Fig. 3.20, maggiore ¢ la vicinanza tra le pulsazioni
naturali, maggiore ¢ la variazione tra le fasi di risonanza relative al caso lineare dei
diversi gdl. Di conseguenza questo determina una perdita di arbitrarietd nella scelta del
gdl di riferimento per il metodo di calcolo implementato.
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Fig. 3. 20 Fase di risonanza lineare in funzione di a

Risultati analoghi si sono ricavati per sistemi ottenuti a partire dal Sistema 2. Per
entrambi 1 sistemi studiati si € riscontato che ci sono condizioni di carico per cui
I’andamento dell’errore e delle fasi non ¢ monotono al variare di @ come nel caso
riportato.
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Capitolo 4

Risultati per un disco palettato

In questo capitolo si riportano i risultati ottenuti dal calcolo delle condizioni di massima
risposta forzata mediante il metodo della fase di risonanza per un disco palettato.
Definito il banco di prova, questo ¢ stato studiato mediante i due approcci HBM
(accoppiato e disaccoppiato). Per ciascuna di essi si ¢ valutata I’accuratezza dei risultati
ottenuti in termini di errore relativo in ampiezza e in frequenza, in primis per il gdl di
riferimento scelto e successivamente per tutti i nodi del sistema, tramite il confronto con
le curve di risposta in frequenza. Successivamente si ¢ studiato lo stesso caso di studio
considerando perd questa volta una forzante distribuita e con fase variabile.

4.1 Caso di studio

Si ¢ scelto come banco di prova il disco palettato di turbina studiato da L. R. Tamatam
[11], in modo tale da poter partire da un sistema gia ridotto e poter sfruttare la matrice
Jacobiana analitica da lui implementata per tracciare le curve di risposta in frequenza.
In Tab 4.1 sono riportati i dati caratteristici del disco, mentre in Fig. 4.1 ¢ mostrata la
geometria di un settore fondamentale.

Parametro Valore
Materiale Acciaio
Modulo di Young 210 GPa
Densita 7860 kg/m?
N€ settori 40
Dimensione area di contatto 20mm x 30mm
N° elementi di contatto 20 per ogni interfaccia di contatto
Rigidezza tangenziale di contatto 93 N/pum
Rigidezza normale di contatto 113 N/pm
Coefficiente d’attrito 0.5
Carico statico 60 kN
Forzante esterna 5kN

Tab. 4. 1 Dati del disco palettato utilizzato come test case

Nel caso di studio considerato si assume che il settore fondamentale sia costituito da
una sola pala con condizioni al contorno di simmetria ciclica per ridurre la dimensione
del problema per l'analisi non lineare. Si presume che il disco sia infinitamente rigido e
quindi alla radice della pala vengono applicate condizioni al contorno fisse. In questo
modo, la simmetria ciclica opera solo attraverso l'accoppiamento delle pale in
corrispondenza dello shroud. A ciascun settore sono applicate due forze statiche
Ftastica per simulare 1’effetto di torsione dovuto alla forza centrifuga agente sulle pale
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rotanti e tali da determinare il precarico statico sulle superfici di contatto. Inoltre, si
considera una forza esterna di eccitazione F,..itqante periodica, concentrata, applicata ad
un nodo a meta campata del profilo aerodinamico e diretta in direzione circonferenziale.
Ciascuna superficie di contatto dello shroud ¢ composta da 20 elementi di contatto
disposti in modo tale da formare una griglia 5x4, come mostrato in Fig. 4.2(a). La
distribuzione 2D degli elementi di contatto Jenkins tra la zona di contatto destra e la
zona di contatto sinistra della pala adiacente ¢ mostrato in Fig. 4.2(b).

Fstatica

Nodi di contatto
di sinistra

Nodi di contatto

Nodo di risposta di destra

Fstatica

Feccitante

Nodi fissi

Fig. 4. 1 Modello agli elementi finiti di un settore del disco, con condizioni al contorno

(a)

(b)

Fig. 4. 2 (a) Disposizione degli elementi di contatto (b) Rappresentazione del modello di contatto tra due nodi
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Per lo studio dinamico del sistema si utilizzano le matrici di massa e di rigidezza ridotte
ricavate da L. R. Tamatam mediante il programma ANSYS. Tali matrici sono state
ottenute applicando il metodo di riduzione di Craig Bampton e considerando come nodi
master gli spostamenti nelle tre direzioni dei 40 nodi di contatto e dei 10 nodi di
riferimento, a cui sono stati aggiunti 20 modi di vibrare. Essendo il metodo della fase di
risonanza applicabile a sistemi con forzanti esterne caratterizzate soltanto dalla prima
armonica, si considera un valore di engine order unitario.

Osservando 1’andamento della curva di risposta in frequenza del problema lineare per i
diversi gdl del sistema, si nota come la prima condizione di risonanza sia sempre ben
distinta dalle altre, pertanto, in accordo con quanto verificato nel capitolo precedente, ci
si aspetta che il metodo implementato riesca a ricavare risultati accettabili anche per
questo tipo di sistema. Si riporta in Fig. 4.3, la curva di risposta in frequenza del
problema lineare per un gdl di riferimento.
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Fig. 4. 3 Risposta in frequenza del caso lineare

4.2 Approccio HBM accoppiato

Il sistema ¢ stato studiato inizialmente considerando [’approccio HBM con
accoppiamento statico/dinamico, nel quale la variabile di progetto ¢ rappresentata dai
carichi statici. Nell’implementazione del metodo della fase di risonanza si ¢ considerato
come gdl di riferimento quello relativo allo spostamento in direzione circonferenziale di
un nodo di riferimento dello shroud. Tutti 1 grafici riportati in questa sezione sono
relativi ad esso. In Fig. 4.4 ¢ riportata la curva di risonanza ottenuta.

41



Capitolo 4 — Risultati per un disco palettato
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Fig. 4. 4 Curva di risonanza per approccio accoppiato

Si puo notare dall’andamento della curva di risonanza, come essa assuma un andamento
qualitativamente corretto. Al fine di determinare I’accuratezza del metodo di calcolo
utilizzato si sono cercate le condizioni reali di massima risposta forzata tracciando le
curve di risposta in frequenza. Essendo questo un calcolo oneroso dal punto di vista
computazionale, si ¢ scelto di utilizzare inizialmente la matrice Jacobiana analitica
implementata da L. R. Tamatam. I grafici ottenuti sono riportati in Fig. 4.5.
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Fig. 4. 5 Curve di risposta in frequenza per approccio accoppiato con utilizzo della matrice Jacobiana analitica
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Si puo notare come il sistema dinamico sia ben risolvibile per carichi statici ridotti, dove
prevale la risposta lineare, mentre per carichi maggiori ’analisi richiede un numero
proibitivo di iterazioni e quindi non si giunge a convergenza. Pertanto, solo nel primo
caso si ottengono le condizioni di risonanza cercate e risulta possibile effettuare una
verifica dei risultati. In Fig. 4.6 sono riportati in forma grafica gli errori relativi in
termini di ampiezza e frequenza in queste condizioni di carico.
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Fig. 4. 6 Errore relativo in ampiezza e frequenza per approccio accoppiato

Si puo notare come in questo range di variazione del parametro di studio il metodo di
approssimazione dia dei risultati sufficientemente accurati.
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Volendo pero verificare tutto il range di variazione del parametro di studio, si sono
calcolate nuovamente le curve di risposta in frequenza, ma questa volta senza I’utilizzo
della matrice Jacobiana analitica, al fine di verificare se questo potesse aiutare la
convergenza del programma. In questo caso, data la notevole lentezza di calcolo del
programma si ¢ limitato I’intervallo di frequenze studiato ad un opportuno intorno della
frequenza di risonanza ottenuta con il metodo di calcolo. I risultati ottenuti sono
riportati in Fig. 4.7.
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Fig. 4. 7 Curve di risposta in frequenza per approccio accoppiato senza utilizzo della matrice Jacobiana analitica

Si pud notare come anche in questo caso il programma non riesce a giungere a
convergenza per carichi statici elevati, pertanto, continuano a poter essere valutati solo 1
risultati relativi a condizioni di carico minori, per 1 quali si ottengono gli stessi errori
visti in precedenza.

Il fatto che il calcolo delle curve di risposta in frequenza continui a non convergere
anche senza [’utilizzo della matrice Jacobiana analitica permette di affermare che cio ¢
dovuto alla natura stessa del problema. Infatti, per problemi non lineari risolti con
approccio accoppiato, all’aumentare delle forze statiche applicate, aumenta I’ampiezza
delle oscillazioni in direzione assiale e quindi cresce I’intensita dei precarichi nei nodi
di contatto. Questo comporta una maggiore interdipendenza tra gli spostamenti
circonferenziali e quelli assiali, e quindi una maggiore complessita del sistema.

Data I’impossibilita di valutare pienamente 1’applicabilita del metodo a questo sistema
se studiato con approccio HBM accoppiato, allora si ¢ scelto di effettuare le stesse
analisi considerando 1’approccio disaccoppiato.
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4.3 Approccio HBM disaccoppiato

Nell’approccio HBM disaccoppiato viene trascurata 1’analisi statica del sistema e il
precarico diviene la variabile di progetto. Si ¢ considerato in questo caso un precarico
uniforme su tutti i nodi di contatto, il quale, per come definito il modello di contatto,
puo assumere valori sia positivi che negativi. Anche in questo caso si ¢ scelto come gdl
di riferimento quello relativo allo spostamento in direzione circonferenziale di un nodo
di riferimento dello shroud e tutti i grafici riportati in questa sezione sono relativi ad
esso. La Fig. 4.8 mostra la curva di risonanza al variare del precarico.
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Fig. 4. 8 Curva di risonanza per approccio disaccoppiato

Anche in questo caso, la curva assume un andamento qualitativamente corretto, il cui
grado di accuratezza ¢ stato calcolato tracciando le curve di riposta in frequenza e
determinando le condizioni di risonanza corrette, mostrate in Fig. 4.9. Al fine di ridurre
1 tempi di calcolo si ¢ utilizzata la Jacobiana analitica.
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Fig. 4. 9 Curve di risposta in frequenza per approccio disaccoppiato con utilizzo della matrice Jacobiana analitica

Si puod notare come, a differenza dell’approccio accoppiato, in questo caso il programma
¢ riuscito a tracciare le curve di risposta in frequenza con una buona approssimazione
nel dominio di interesse per tutti i valori del parametro di progetto scelti. E quindi
possibile definire le condizioni di risonanza corrette e calcolare gli errori relativi in
termini di ampiezza di oscillazione e di frequenza per ciascuno di essi. I risultati sono
riportati in Fig. 4.10.
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Fig. 4. 10 Errore relativo in ampiezza e frequenza per approccio disaccoppiato

Si nota come per questo tipo di approccio 1 risultati ottenuti con il metodo della fase di
risonanza rappresentano una buona approssimazione delle condizioni di risonanza reali.
Per completezza le curve di risposta in frequenza sono state calcolate anche senza
I’utilizzo della matrice Jacobiana, ma in questo caso non si evidenzia nessun vantaggio
in termini di accuratezza delle condizioni di risonanza corrette, bensi uno svantaggio
dovuto al prolungamento dei tempi di calcolo. Le stesse analisi sono state ripetute
considerando anche altri gdl di riferimento, ma 1’ordine di grandezza degli errori di
approssimazione non ¢ variato. Questo conferma quanto affermato nella descrizione del
metodo di approssimazione scelto e verificato per sistemi a 2 gdl, secondo cui per
sistemi poco smorzati, appartenenti ad un regime debolmente non lineare e con la prima

risonanza isolata la scelta del gdl di riferimento risulta poco influente.
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4.4 Errore di approssimazione del sistema

Essendo il sistema dinamico composto da piu gradi di liberta, affinché il metodo di
approssimazione risulti efficiente, I’errore di approssimazione deve essere valutato
sull’intero sistema. Pertanto, si ¢ studiato come varia 1’errore relativo per i diversi gdl
del sistema ridotto per un fissato valore del parametro di progetto.

Nel caso del sistema risolto con approccio HBM accoppiato si sono considerate forze
statiche di intensita pari a 60000 N, per le quali ¢ stato possibile definire con buona
accuratezza le condizioni di risonanza reali. Si riportano in Fig. 4.11 gli errori relativi
riferiti ai soli nodi fisici.
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Fig. 4. 11 Errore relativo in ampiezza e frequenza per i nodi fisici del sistema risolto con approccio accoppiato
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Si puo notare come entrambi gli errori risultano assumere valori differenti in base alla
direzione del gdl, rimanendo pero sempre al di sotto del limite di accettazione fissato.

Per quanto riguarda invece il sistema risolto con approccio HBM disaccoppiato si sono
considerati precarichi di intensita pari a —30000 N. Anche in questo caso ¢ stato
possibile definire le condizioni di risonanza reali. Gli errori relativi riferiti ai soli nodi

fisici sono riportati in Fig. 4.12.
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Fig. 4. 12 Errore relativo in ampiezza e frequenza per i nodi fisici del sistema risolto con approccio disaccoppiato

Anche in questo caso entrambi gli errori risultano assumere valori variabili legati alla
direzione del gdl, rimanendo al di sotto del valore limite dell’1%. Sia nell’approccio
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accoppiato, sia in quello disaccoppiato, si nota che risultati relativi ai gdl diretti nella
stessa direzione del gdl di riferimento risultano in genere caratterizzati da una maggiore
accuratezza.

Poiché per entrambi gli approcci sono stati ottenuti risultati simili al variare del
parametro di studio, si pud affermare che 1’errore calcolato per il gdl di riferimento in
una specifica condizione di studio descrive bene in prima approssimazione I’errore
medio dell’intero sistema.

4.5 Carico distribuito

Il test case considerato finora presenta una forza esterna concentrata applicata su ogni
settore. Nella realta pero le forze aerodinamiche agenti sulle pale di una turbina sono
distribuite su tutta la sua superficie e, a causa della rotazione del disco e geometria della
pala stessa, possono presentare intensita e fase variabile da punto a punto. Pertanto, si €
studiato come il grado di approssimazione delle curve di risonanza vari nel caso di
carico forzante distribuito. Il sistema fisico ¢ stato modificato applicando ad ogni nodo
non di contatto una forzante, con fase e intensita specifica, in direzione circonferenziale.

Per quanto riguarda il sistema risolto con approccio HBM accoppiato, si confrontano
direttamente 1 risultati ottenuti con le curve di risposta in frequenza tracciate senza
’utilizzo della matrice Jacobiana. I risultati ottenuti per un gdl di riferimento sullo
shroud sono riportati in Fig. 4.13.
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Fig. 4. 13 Curve di risposta in frequenza per sistema con carico distribuito risolto con approccio accoppiato

Come visto per il sistema con forzante concentrata, l’analisi dinamica giunge
difficilmente a convergenza per condizioni di carico statico elevate, pertanto, per essi
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non ¢ possibile eseguire una verifica dei risultati ottenuti. Ci si limita quindi alla
valutazione dei risultati solo per quei valori della variabile di gioco per cui la curva di
risposta in frequenza permette di ricavare le condizioni di risonanza reali. Gli errori
relativi in ampiezza e frequenza sono riportati in forma grafica in Fig. 4.14.
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Fig. 4. 14 Errore relativo in ampiezza e frequenza per sistema con carico distribuito risolto con approccio accoppiato

Si nota come ’errore ¢ aumentato rispetto al sistema con carico concentrato e per alcuni
valori della variabile di progetto risulta maggiore del limite di accettazione dell’1%.

Le stesse analisi sono state svolte per il sistema di equazioni ottenuto con approccio
HBM disaccoppiato. In Fig. 4.15 sono riportate le curve di risposta in frequenza
ottenute senza 1’utilizzo della matrice Jacobiana analitica.
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Fig. 4. 15 Curve di risposta in frequenza per sistema con carico distribuito risolto con approccio disaccoppiato

In questo caso le curve permettono di individuare con buona sicurezza le condizioni di
massima risposta forzata su tutto I’intervallo di studio, pertanto, ¢ possibile eseguire un
confronto di tutti i risultati. Si riportano in Fig. 4.16 in forma grafica gli errori relativi in
ampiezza e in frequenza.
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Fig. 4. 16 Errore relativo in ampiezza e frequenza per sistema con carico distribuito risolto con approccio accoppiato

Si nota che anche in questo caso ’errore di approssimazione ¢ in genere aumentato
rispetto al sistema con forzante concentrata, rimanendo pero al di sotto del limite di

accettazione considerato. Si pud quindi affermare che all’aumentare della complessita
del sistema, 1’accuratezza del metodo della fase di risonanza si riduce.

4.6 Limite di applicazione

Fino a questo momento abbiamo considerato di utilizzare il metodo della fase di
risoluzione per tracciare le curve di risonanza al variare di un dato parametro di
progetto. Nulla vieta perod dal punto di vista concettuale che tale metodo sia utilizzato
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per determinare una sola condizione di massima risposta forzata per un preciso valore
della variabile di progetto. L’esecuzione di analisi di questo tipo per entrambi gli
approcci HBM ha messo in evidenza come questo non sia automatico. Infatti, si ¢
riscontrato che per alcuni valori del parametro di progetto, il metodo converge nel punto
giusto se ad essere studiato ¢ un range di valori che li comprende, mentre converge in
un punto sbagliato se sono studiati singolarmente. In Fig. 4.17 sono riportate le
condizioni di risonanza per diversi valori del parametro di studio ricavati singolarmente

sia con approccio accoppiato che disaccoppiato, tra i quali ve ne sono alcuni che
convergono in un punto sbagliato.
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Fig. 4. 17 Casi di convergenza errata
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Dato che I’errore si verifica solo quando si analizza un solo valore del parametro di
progetto, allora si comprende che 1’origine di questo errore risiede nel vettore iniziale
fornito al solutore. Infatti, nel caso di studio di un range di valori, il vettore iniziale ¢
costituito dalla soluzione del sistema studiato all’iterazione precedente, mentre nel caso
di singola analisi dalla soluzione del sistema lineare. In merito a questo fenomeno, cio
che risulta di particolare interesse ¢ che il metodo della fase giunga a convergenza anche
per questi valori del parametro di progetto, anche se la fase della risonanza trovata non
soddisfa la condizione di risonanza imposta dal metodo implementato, come si pud
vedere dai grafici riportati in Fig. 4.18. Questo rappresenta un risultato inaspettato che
non ¢ stato approfondito, ma che potrebbe essere di interesse per comprendere ancor
meglio il funzionamento del metodo della fase di risonanza.
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Fig. 4. 18 Fase dei risultati errati

55



Capitolo 5

Conclusioni

Le prove effettuate nello svolgimento di questa tesi, volte a valutare il funzionamento e
I’applicabilita del metodo della fase di risonanza per il calcolo delle condizioni di
massima risposta forzata al variare di determinati parametri di progetto, hanno fornito
dei risultati in linea di massima coerenti con la teoria studiata.

Lo studio dei diversi sistemi a 2 gdl ha permesso di verificare come il metodo di
approssimazione scelto dia dei buoni risultati se il picco di risonanza ¢ sufficientemente
isolato e marcato, quindi, se la condizione di risonanza cercata ¢ ben individuabile, e
che in queste condizioni 1’accuratezza dei risultati ¢ influenzata in modo trascurabile
dalla scelta del gdl di riferimento. Allo stesso tempo si € verificato come la vicinanza
dei picchi di risonanza del sistema determini una perdita di accuratezza dei risultati ¢ un
aumento della dipendenza dei risultati dal nodo scelto per la definizione della
condizione di risonanza.

L’indipendenza dal gdl di riferimento nel calcolo delle curve di risonanza per sistemi
con il primo picco di risonanza ben delineato ¢ stata convalidata anche dai risultati
relativi al disco palettato di turbina.

In merito a questo sistema, i risultati ottenuti hanno mostrato in primis come per il
sistema risolto con approccio accoppiato il metodo della fase sia verificabile solo per
valori delle forze statiche sufficientemente ridotte, in quanto solo per esse ¢ possibile
determinare le condizioni di risonanza corrette, mentre con approccio disaccoppiato
esso sia verificabile per tutti 1 valori del range di studio.

Noto questo limite, che pero non ha nulla a che vedere con il metodo implementato, si €
riscontrato che per entrambi gli approcci HBM il metodo della fase di risonanza perde
di accuratezza all’aumentare della complessita del sistema. Infatti, si ¢ visto come gli
errori di approssimazione siano ridotti per il sistema con carico esterno concentrato,
mentre aumentano per il sistema con carico distribuito e fasi diverse.

L’analisi del disco palettato ha permesso inoltre di mostrare che anche per sistemi
complessi, come per quelli a 2 gdl, ’errore di approssimazione risulta all’incirca dello
stesso ordine di grandezza per tutti 1 gdl del sistema. In questo caso pero, essendo un
problema 3D, si € messo in evidenza che 1’errore ¢ ancora meno variabile tra gdl diretti
nella stessa direzione e che in generale le risonanze dei gdl diretti nella stessa direzione
del gdl di riferimento sono calcolate con una maggiore accuratezza.

Si ¢ infine riscontrato come nel caso in cui si volesse utilizzare questo approccio per
determinare una singola condizione di risonanza per un dato valore di progetto, c’¢ la
possibilita che questo dia un risultato sbagliato. Tale condizione risulta non soddisfare
pienamente la condizione di risonanza imposta dal metodo utilizzato. Essendo noi pero
interessati alla curva di risposta in frequenza, non si ¢ approfondita la natura di questo
errore, i1l cui studio perd potrebbe essere di interesse per una descrizione piu
approfondita del metodo della fase di risonanza.
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Nonostante il buon funzionamento del programma implementato, esso presenta ancora
del margine di miglioramento dato in primis dalla possibilitd di definire la matrice
Jacobiana analitica del sistema comprendente la condizione di risonanza, cosi da
ottenere un’ulteriore riduzione dei tempi di calcolo.
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