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Abstract

Negli ultimi anni si è diffusa progressivamente la necessità di progettare strut-
ture capaci di far fronte ad eventi sismici, accettando il rischio di un possibile
danneggiamento, ma con la consapevolezza che siano in grado di sviluppare grandi
deformazioni anelastiche strettamente correlate a notevoli dissipazioni di energia.

I criteri della progettazione civile odierna si basano, quindi, sul garantire una
resistenza strutturale adeguata all’edificio e, al contempo, un’opportuna duttilità.
La duttilità è alla base della dissipazione energetica e viene conseguita mediante
tecniche appropriate, tra cui quella del confinamento.

Con il presente elaborato si vuole mettere in evidenza come il confinamento del
calcestruzzo comporti degli effetti benefici in questi termini: produce un aumento
di duttilità e un contemporaneo incremento di resistenza.

La prima parte sarà dedicata alla descrizione generale del calcestruzzo armato,
quindi dei materiali costituenti e dei legami costitutivi analitici, fino ad arrivare
all’analisi di elementi soggetti a sollecitazione di flessione e pressoflessione.

La parte successiva sarà destinata agli effetti del confinamento e, inoltre, ver-
rà delineata cronologicamente l’evoluzione dei vari modelli comportamentali del
calcestruzzo confinato, ideati da numerosi ricercatori a partire dagli inizi del XX
secolo fino al giorno d’oggi.

Infine, sarà sviluppato un programma di calcolo in grado di valutare lo Stato
Limite Ultimo per flessione e pressoflessione di elementi in calcestruzzo armato
eventualmente confinati, in modo da sottolineare e quantificare gli effetti del con-
finamento. La valutazione di tali effetti sarà realizzata mediante un confronto
diretto tra i risultati grafici ottenuti attraverso la creazione del codice informatico.
Nel caso di confinamento, inoltre, sarà proposto un ulteriore modello costitutivo
del calcestruzzo, opportunamente analizzato, che è in grado di descriverne il com-
portamento in maniera continuativa.
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1 Introduzione

Lo scopo dell’elaborato è studiare gli effetti indotti dalla presenza del confina-
mento negli elementi strutturali, come travi e pilastri, e valutare l’influenza che
esso può avere sulla verifica agli Stati Limite Ultimi per flessione semplice e pres-
soflessione.

A partire dal XX secolo, furono eseguiti molteplici studi sul calcestruzzo arma-
to confinato che permisero di dimostrare come il confinamento producesse effetti
benefici sugli elementi strutturali in termini di resistenza e duttilità: in presenza di
armatura di confinamento si assiste, infatti, ad un incremento di entrambi i valori.

Per quanto riguarda la resistenza, grazie alla tecnica del confinamento l’elemen-
to strutturale sarà in grado di far fronte ad azioni sollecitanti di entità superiore
a quelle tollerabili dall’elemento privo di confinamento, poiché si manifesterà un
incremento della capacità resistente. Questo risultato viene conseguito attraverso
l’utilizzo di opportune armature di contenimento nelle quali, a seguito dell’applica-
zione di una forza di compressione monoassiale, si svilupperanno sforzi di trazione
che provocheranno la conseguente nascita di uno stato di compressione triassiale
sul nucleo di calcestruzzo.

Anche la duttilità subisce un incremento dovuto al confinamento poiché è stret-
tamente correlata alla resistenza dell’elemento. Nel capitolo relativo alle verifiche
di duttilità verrà spiegato come questa sia legata alla curvatura della sezione e,
quindi, al momento resistente. Essendo alla base della dissipazione energetica, la
duttilità è uno dei parametri principali della progettazione odierna, che si basa
sul concetto di creare strutture capaci di far fronte ad eventi sismici, accettando il
rischio di un eventuale danneggiamento, ma con la consapevolezza che sia possibile
dissipare una grande quantità di energia e sviluppare grandi deformazioni anela-
stiche. Per questo motivo verrà riposta molta attenzione sul concetto di duttilità
e su tutto ciò che ne consegue.

Per quanto riguarda la stesura dell’elaborato, nella prima parte verrà descritto
il calcestruzzo armato in generale, riponendo attenzione ai materiali da cui è com-
posto e ai legami costitutivi analitici proposti dalla normativa per la verifica agli
Stati Limite Ultimi, fino ad arrivare all’analisi di elementi soggetti a sollecitazione
di flessione e pressoflessione.

La parte successiva sarà dedicata agli effetti del confinamento e ad un’analisi
cronologica dell’evoluzione dei vari modelli comportamentali del calcestruzzo con-
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finato, ideati da numerosi ricercatori a partire dagli inizi del XX secolo fino al
giorno d’oggi. Inoltre, verrà proposto un nuovo modello continuo a tre parametri
concepito per descrivere il comportamento del calcestruzzo in caso di confinamento.

Infine, sarà sviluppato un programma di calcolo in grado di eseguire la verifica
allo Stato Limite Ultimo per flessione e pressoflessione di elementi in calcestruzzo
armato eventualmente confinati, in modo da sottolineare e quantificare gli effetti
del confinamento.

Per una corretta analisi, la premessa fondamentale da fare è che i presupposti e
i metodi utilizzati siano conformi a quanto riportato nelle “Norme Tecniche per le
Costruzioni” (NTC 2018): queste forniscono i criteri generali di sicurezza, precisa-
no le operazioni da seguire e impiegare nel progetto, definiscono le caratteristiche
dei materiali e dei prodotti e, più in generale, si occupano degli aspetti legati alla
sicurezza delle opere ingegneristiche.

Le “Norme Tecniche per le Costruzioni” sono emesse ai sensi delle leggi 5 no-
vembre 1971, n. 1086, e 2 febbraio 1974, n. 64, così come riunite nel Testo Unico
per l’Edilizia di cui al DPR 6 giugno 2001, n. 380, e dell’art. 5 del DL 28 maggio
2004, n. 136, convertito in legge, con modificazioni, dall’art. 1 della legge 27 luglio
2004, n. 186 e ss. mm. ii.
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1.1 Stati Limite

La sicurezza e le prestazioni di un’opera strutturale devono essere valutate in
base al raggiungimento dello stato limite che può verificarsi durante la sua vita
nominale. Lo stato limite è definito come il periodo di tempo durante il quale la
struttura, o parte di essa, può essere adoperata per lo scopo a cui è stata destinata,
a condizione che venga soggetta a manutenzione ordinaria.

Con il termine “stato limite” si intende la condizione oltre la quale l’opera
non risponde più alle esigenze per cui è stata concepita; le “Norme Tecniche per le
Costruzioni” distinguono questo in due categorie: lo stato limite ultimo (SLU), che
definisce la situazione estrema, e lo stato limite di esercizio (SLE), che si riferisce
alle normali condizioni d’uso.

Inoltre, le NTC18 stabiliscono che la struttura debba soddisfare i seguenti
requisiti:

• sicurezza nei confronti degli stati limite ultimi : capacità di evitare crolli,
perdite di equilibrio e dissesti gravi, totali o parziali, che possano compro-
mettere l’incolumità delle persone o comportare la perdita di beni oppure
provocare gravi danni ambientali e sociali o mettere fuori servizio l’opera;

• sicurezza nei confronti degli stati limite di esercizio: capacità di garantire le
prestazioni previste per le condizioni di esercizio;

• sicurezza antincendio;

• durabilità: capacità della costruzione di rimanere in servizio per un perio-
do di tempo almeno pari alla sua vita utile, con un appropriato livello di
manutenzione;

• robustezza: capacità di far fronte ad eventi eccezionali o a conseguenze di
errori umani senza danni ad essi sproporzionati.
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1.1.1 Stati Limite Ultimi

Gli stati limite ultimi rappresentano le situazioni più pericolose nei confronti
della struttura e della sicurezza delle persone. Sono solitamente causati da eventi
eccezionali di rilevante entità, come incendi, terremoti, esplosioni, fatica per azioni
ripetute, effetti del tempo, i quali, a loro volta, possono originare effetti come:

• perdita di equilibrio della struttura o di una sua parte, considerati come corpi
rigidi;

• spostamenti o deformazioni eccessive;

• raggiungimento della massima capacità di parti di strutture, collegamenti e
fondazioni;

• raggiungimento della massima capacità della struttura nel suo insieme;

• raggiungimento di una condizione di cinematismo irreversibile;

• raggiungimento di meccanismi di collasso nei terreni;

• rottura di membrature e collegamenti per fatica;

• rottura di membrature e collegamenti per altri effetti dipendenti dal tempo;

• instabilità di parti della struttura o del suo insieme.

Il superamento degli stati limite ultimi ha un carattere irreversibile e viene
definito “collasso”. In realtà bisogna specificare che, sebbene la struttura diventi
inutilizzabile, è sempre necessario garantire la salvaguardia delle vite umane: si
parla, quindi, di “collasso senza crollo”.

1.1.2 Stati Limite di Esercizio

Gli stati limite di esercizio rappresentano, invece, le condizioni oltre le quali la
struttura non è più in grado di assolvere le funzioni iniziali definite da progetto.
Questi stati limite si possono identificare con:

• deformazioni eccessive;

• fessurazioni eccessive o premature;

• degrado o corrosione;
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• spostamenti eccessivi senza perdita di equilibrio;

• vibrazioni eccessive.

In questo caso, gli stati limite possono avere un carattere reversibile, nel caso
in cui fosse possibile eliminare gli elementi danneggiati senza pregiudicare l’intera
costruzione, o irreversibile, quando i danni sono permanenti e non possono essere
eliminati senza compromettere la stabilità globale della struttura.
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1.2 Progettazione sismica

In ambito sismico, le NTC18 introducono due principi fondamentali che rivo-
luzionano notevolmente il modo di progettare. Questi sono:

• “Performance-based Design”, che presuppone di progettare la struttura in
relazione alle prestazioni che si vogliono ottenere dell’opera;

• “Capacity Design” (o Gerarchia delle Resistenze), che prevede di stabilire in
che modo la struttura raggiunge uno stato limite, cioè definire il percorso
di formazione delle cerniere plastiche che portano al collasso globale della
struttura, una volta raggiunto il valore di capacità portante.
Solitamente, le strutture intelaiate sono quelle che si prestano meglio a bene-
ficiare di questo criterio e, in tal caso, il principio si traduce con il concetto
di trave debole-pilastro forte: si garantiscono delle risorse maggiori ai pila-
stri in modo che entrino in campo plastico solo dopo aver sfruttato tutte le
resistenze residue degli altri elementi, in particolar modo delle travi.

In tal modo, si elimina il concetto di progettare considerando il confronto tra
azione e resistenza. Il parametro principale diventa lo spostamento, in quanto
ragionare in termini di resistenza comporterebbe la creazione di strutture con di-
mensioni considerevoli per poter mantenere la risposta in campo elastico.
Inoltre, l’azione sismica è di tipo indiretto, cioè non impone delle forze alla strut-
tura, bensì degli spostamenti alla base.

1.2.1 Performance-based Design

Come è già stato detto, con il “Performance-based Design” vengono stabiliti gli
stati limite in termini di prestazione che la struttura, nella sua interezza, deve sod-
disfare. Per la progettazione sismica, le NTC18 identificano quattro stati limite:
due di esercizio e due ultimi.

Gli stati limite di esercizio sono:

• Stato Limite di Operatività (SLO): in seguito ad un evento sismico l’intera
struttura, che comprende gli elementi strutturali, quelli non strutturali e gli
impianti, non deve subire danneggiamenti ed interruzioni d’uso rilevanti;

• Stato Limite di Danno (SLD): in seguito ad un evento sismico l’intera strut-
tura, che comprende gli elementi strutturali, quelli non strutturali e gli im-
pianti, può tollerare danni limitati che non compromettano la salvaguardia
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degli utenti e la capacità di rigidezza e di resistenza nei confronti di azioni
verticali e orizzontali, garantendone l’uso immediato malgrado il danneggia-
mento di parte delle apparecchiature.

Gli stati limite ultimi sono:

• Stato Limite di salvaguardia della Vita (SLV): in seguito ad un evento si-
smico la struttura è sottoposta a numerose rotture degli elementi secondari
ed impiantistici e a notevoli danni strutturali. A questo viene correlata una
perdita rilevante di rigidezza nei confronti delle azioni orizzontali, garanten-
do comunque un margine di sicurezza nei confronti del collasso, mentre si
mantiene una percentuale di resistenza e rigidezza per le azioni verticali;

• Stato Limite di prevenzione del Collasso (SLC): in seguito ad un evento
sismico la struttura è sottoposta a notevoli rotture degli elementi secondari
ed impiantistici e a considerevoli danni strutturali. L’opera è in grado di
garantire un margine di sicurezza per azioni verticali che però risulta essere
limitato nei confronti di quelle orizzontali.

1.2.2 Gerarchia delle Resistenze

Come già detto, la Gerarchia delle Resistenze permette di stabilire in che modo
un complesso strutturale raggiunga un determinato stato limite, definendo quindi
il percorso di formazione delle cerniere plastiche che portano al collasso generale
della struttura.

Nella progettazione è sempre necessario garantire che i meccanismi di collasso
duttili precedano quelli fragili e, per fare ciò, bisogna sfruttare il principio soprain-
dicato.
Questo principio consiste nell’assegnare una resistenza distinta ai vari elementi
strutturali, in modo tale che il collasso di alcuni anticipi quello degli elementi che
implicano un cedimento critico della struttura nei confronti dell’intero collasso.
In una struttura, gli elementi da salvaguardare sono, ad esempio, i pilastri: per
impedirne una rottura prematura, ad essi viene conferita una resistenza maggiore
rispetto a quella delle travi collegate.

Le cerniere plastiche, che si originano in base al percorso che viene definito
tramite la Gerarchia delle Resistenze, si sviluppano in particolari zone definite
“dissipative”: in queste aree insorgono deformazioni anelastiche che determinano,
nell’elemento strutturale, il passaggio da un comportamento di tipo lineare ad uno
non lineare.
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2 Calcestruzzo armato

Il calcestruzzo armato, comunemente definito come cemento armato, è un mate-
riale molto diffuso nell’ambito delle costruzioni e la sua invenzione risale alla metà
dell’Ottocento. Questo materiale, costituito da calcestruzzo e armatura d’acciaio,
viene impiegato per la realizzazione di opere strutturali come edifici, ponti, coper-
ture ed ossature portanti in generale, ma anche per creare manufatti come muri di
sostegno e simili.

Il principio fondamentale su cui si basa il calcestruzzo armato è l’unione di
due elementi completamente diversi tra loro, ma che, combinati in maniera oppor-
tuna secondo le regole definite dalle NTC18, permettono di ottenere il massimo
valore prestazionale dell’opera.

Infatti, da una parte si trova il calcestruzzo, materiale relativamente econo-
mico e tipico delle costruzioni tradizionali, che presenta una rilevante resistenza
a compressione, ma ha il difetto di possedere una scarsa resistenza a trazione,
dall’altra si trova l’acciaio, sottoforma di barre lisce o ad aderenza migliorata, che
vengono annegate nella matrice cementizia nelle zone in cui vi è la necessità di
sopperire agli elevati sforzi di trazione presenti nel calcestruzzo.

La collaborazione di questi materiali totalmente differenti tra loro si spiega
tenendo in considerazione che l’aderenza che nasce tra i due elementi è tale da
trasmettere le tensioni dal calcestruzzo all’acciaio, così da garantire una soppor-
tazione degli sforzi maggiore, e che entrambi i coefficienti di dilatazione termica
sono fondamentalmente uguali.

Questa composizione eterogenea, quindi, è in grado di massimizzare la capacità
resistente e deformativa dell’elemento strutturale, permettendo di sfruttare la ca-
pacità di resistenza a compressione del calcestruzzo e quella a trazione dell’acciaio.
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2.1 Calcestruzzo

Il calcestruzzo è un conglomerato artificiale ottenuto dalla combinazione di ag-
gregati con diversa granulometria, come sabbia e ghiaia, legati tra loro tramite
una pasta di cemento, cioè grazie alla capacità legante di una miscela di acqua e
polvere di cemento. Al fine di migliorarne le caratteristiche e le proprietà finali, è
possibile aggiungere additivi chimici o aggiunte minerali.

Inizialmente l’impasto risulta essere fluido ma, con il tempo, si irrigidisce così
da sviluppare le caratteristiche meccaniche che caratterizzeranno il risultato finale.
Dato che la qualità del prodotto dipende specialmente dal dosaggio e dall’impiego
dei vari componenti presenti, anche per il calcestruzzo è necessaria un’adeguata
progettazione; per questo motivo le NTC18 impongono dei limiti particolari ad
alcuni parametri che possono modificare le caratteristiche della miscela come:

• diametro massimo dell’aggregato;

• classe di consistenza (lavorabilità);

• classe di resistenza (resistenza meccanica);

• classe di esposizione (durabilità);

• rapporto acqua/cemento.

2.1.1 Componenti del calcestruzzo

Come è stato detto in precedenza, il calcestruzzo è un conglomerato di cemen-
to, acqua, aggregati ed eventuali additivi chimici o aggiunte minerali.

Il cemento è un composto inorganico che viene finemente macinato e, successi-
vamente, messo a contatto con l’acqua in modo da produrre una pasta cementizia
fluida che solidifica progressivamente mantenendo lo stesso volume iniziale.
Questa pasta, definita anche “boiacca”, è in grado di legare tra loro gli aggregati di
diverse dimensioni grazie alle sue proprietà di adesione e coesione; per tale motivo
il cemento rientra nella classe dei cosiddetti “leganti idraulici”.
Le reazioni che si sviluppano dalla combinazione di questi due elementi sono note
come “reazioni di idratazione”; queste trasformazioni chimico-fisiche permettono lo
sviluppo della presa e dell’indurimento. A seguito di questi fenomeni, la miscela
fluida si addensa in un unico blocco monolitico, il quale sarà in grado di conservare
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compattezza e resistenza meccanica, anche se immerso in acqua.

In base alla combinazione della boiacca con gli inerti, si può ottenere:

• malta cementizia, nel caso in cui la boiacca fosse miscelata con un aggregato
fino, come la sabbia;

• conglomerato cementizio, nel caso in cui la boiacca fosse miscelata con ag-
gregati di varie dimensioni, come sabbia, ghiaietto o ghiaia;

• calcestruzzo armato, nel caso in cui vengano inseriti tondini di acciaio nella
matrice di calcestruzzo.

Il cemento si ricava tramite la cottura di una miscela di argilla e calcare ad
alte temperature e, in base alla composizione e alle proprietà meccaniche, come
resistenza e durevolezza, le NTC18 ne identificano cinque varietà principali:

• Tipo I, Cemento Portland;

• Tipo II, Cemento Portland composito;

• Tipo III, Cemento d’altoforno;

• Tipo IV, Cemento pozzolanico;

• Tipo V, Cemento composito.

Inoltre, in base alla finezza di macinazione e alla composizione chimica del
cemento, vengono definite sei classi di resistenza normalizzata a 28 giorni, in cui
si considerano anche le classi di resistenza iniziale a 2-7 giorni, identificate come
ordinaria (N) ed elevata (R). Pertanto, le classi di resistenza sono:

• Classe 32,5 N;

• Classe 32,5 R;

• Classe 42,5 N;

• Classe 42,5 R;

• Classe 52,5 N;

• Classe 52,5 R.
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I valori, espressi in MPa, indicano la resistenza compressione ultima che devono
possedere i provini cubici preparati in modalità standard con rapporto a/c pari a
0,5 e rapporto sabbia/cemento pari a 3.

Gli aggregati, definiti anche inerti, sono minerali granulari di origine roccio-
sa, necessari per assicurare elevate resistenze meccaniche, maggiore durabilità e
minore deformabilità al prodotto. Rappresentano l’ossatura del conglomerato e
ne costituiscono circa il 70% dell’intero volume. Possono essere di vario tipo e si
differenziano in aggregati naturali, artificiali e di frantumazione. Anche in questo
caso le NTC18 impongono alcune regole per la scelta del tipo di inerte e per le
lavorazioni a cui devono essere sottoposti. In particolare, il diametro massimo:

• deve essere minore di 5 mm dell’interferro;

• deve essere inferiore o uguale ai 3
4

dello spessore del copriferro;

• deve essere inferiore o uguale a 1
4

della sezione minima strutturale.

In relazione al diametro medio si identificano aggregati fini (come la sabbia,
con diametro inferiore a 4 mm) e grossi (come il ghiaietto e la ghiaia, con diametro
superiore a 4 mm). La qualità del conglomerato dipende, oltre che dalle proprietà
degli inerti stessi, anche dalla composizione granulometrica: infatti, è di fondamen-
tale importanza garantire la presenza di diverse classi dimensionali nella miscela
e assicurarsi che la curva granulometrica considerata rientri nella Distribuzione
teorica di Füller (fig. 1), governata dalla legge

p = 100

(
d

D

)a
(1)

dove p è la percentuale di aggregato passante attraverso un setaccio con larghezza
della maglia pari a d, D è il diametro massimo dell’inerte e a è una costante. In
questo modo si garantisce la presenza di un volume minimo di vuoti tra i granuli,
il quale verrà poi riempito dalla boiacca, che sarà in grado di fornire la giusta
coesione tra i vari aggregati.

Per quanto riguarda le proprietà, gli inerti devono essere omogenei, puliti, de-
vono mostrare un’adeguata resistenza meccanica, superiore a quella della boiacca,
e non devono essere gelivi, cioè devono evitare di sfaldarsi se sottoposti a tempe-
rature tali da provocare la formazione di ghiaccio in condizioni sature. La gelività
è strettamente correlata alla porosità degli aggregati.
Inoltre, gli inerti non devono contenere forme chimiche come solfati, che possono
portare alla formazione dell’ettringite, o come cloruri, che comportano il rischio di
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Figura 1: Distribuzione teorica di Füller

corrosione delle barre d’armatura.

Le proprietà meccaniche del calcestruzzo si sviluppano grazie ai fenomeni di
presa ed indurimento, i quali hanno luogo da reazioni chimiche tra acqua e cemen-
to. Gli inerti non partecipano all’idratazione, ma permettono di evitare un ritiro
eccessivo del conglomerato durante questi fenomeni.

Altra componente indispensabile del calcestruzzo è l’acqua, che è necessaria per
idratare il cemento permettendo lo sviluppo delle reazioni chimiche. La sua quan-
tità è di fondamentale importanza perché influenza ampiamente le caratteristiche
di resistenza meccanica del prodotto finale, ma anche la sua qualità è significativa:
l’acqua, infatti, deve essere limpida, priva di sali e non aggressiva.
Il valore ideale del rapporto acqua/cemento (a/c) sarebbe quello che prende il
nome di “rapporto stechiometrico”, cioè a/c = 0, 28, che rappresenta la quantità
teorica di acqua necessaria per la completa idratazione di un grammo di cemento.
Nella realtà, però, questo valore non è sufficiente per il fatto che, essendo presenti
altri elementi nella miscela, risulterebbe impossibile che ogni particella di cemento
entrasse a contatto con una di acqua e, inoltre, l’impasto risulterebbe difficile da
lavorare, data la sua scarsa fluidità.
Per questi motivi, le NTC18 definiscono un intervallo di valori accettabili in modo
da assicurare una buona lavorabilità e, al contempo, un’adeguata resistenza mec-
canica al prodotto finale. L’eccessivo impiego di acqua nell’impasto porta ad un
aumento del ritiro, provocando uno sviluppo di porosità che condiziona negativa-
mente la resistenza del calcestruzzo, mentre una ridotta quantità d’acqua, come già
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detto, implica una scarsa lavorabilità e tempi di posa e trattamento del prodotto
finale strettamente limitati. Perciò è fondamentale che il rapporto acqua/cemento
rientri in un range di valori ben preciso. Questo intervallo di valori è compreso tra
0, 3 e 0, 8 e i valori ottimali si trovano tra 0, 5 e 0, 7.

Nella figura 2 viene rappresentata la variazione della resistenza media Rcm del
calcestruzzo in funzione del rapporto a/c e del periodo di stagionatura.

Figura 2: Variazione della resistenza del calcestruzzo in funzione del rapporto a/c

Per convenzione, le caratteristiche meccaniche del calcestruzzo si attribuiscono
ad una stagionatura di 28 giorni.

In casi particolari, inoltre, è possibile servirsi di additivi chimici e/o aggiunte
minerali, che permettono di:

• migliorare la lavorabilità;

• accelerare o ritardare il fenomeno di presa;

• impermeabilizzare;

• ottenere diverse colorazioni del prodotto finale;

• aumentare il volume durante la presa.
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In generale, quindi, questi elementi permettono di modificare e migliorare le
prestazioni del calcestruzzo, sia quando si trova allo stato fresco, sia quando risulta
indurito.

Per quanto riguarda gli additivi chimici, si parla di sostanze disciolte in acqua
che vengono aggiunte all’impasto per modificare le caratteristiche del calcestruzzo
fresco o indurito, attraverso la loro azione fisico-chimica. In base alla caratteristica
che si vuole variare, come, ad esempio, la lavorabilità, la presa o l’indurimento, gli
additivi si possono distinguere in:

• fluidificanti;

• superfluidificanti;

• acceleranti;

• ritardanti;

• aeranti;

• stabilizzanti;

• impermeabilizzanti;

• viscosizzanti;

• antiritiro.

Le aggiunte minerali, invece, sono sostanze liquide o polverose che vengono
addizionate al calcestruzzo solo se non ne compromettono la resistenza e la durezza,
nonché l’indurimento del cemento e la protezione contro la corrosione.
La loro classificazione viene fatta o in base a come si comportano chimicamente
nell’impasto cementizio e al loro effetto nel calcestruzzo, oppure in relazione alla
loro composizione chimica. Si possono avere:

• aggiunte minerali quasi inattive (tipo I);

• aggiunte minerali reattive pozzolaniche (tipo II);

• aggiunte minerali reattive idrauliche latenti.
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2.1.2 Caratteristiche del calcestruzzo

Il calcestruzzo può essere classificato in base alle sue caratteristiche oppure in
base alla sua composizione. Nel primo caso vengono definite tutte le proprietà,
specificandone i requisiti richiesti, in modo tale da ottenere un prodotto che risulti
essere conforme a ciò che è stato prestabilito da progetto.

Una delle caratteristiche fondamentali è la lavorabilità, espressa in termini di
classe di consistenza, necessaria per individuare il giusto “mix design” da utilizzare
in una specifica opera strutturale.
Per definirla viene eseguita una prova di abbassamento, detta anche “slump te-
st”, mediante il cono di Abrams. Inizialmente, la prova prevede di introdurre un
campione di calcestruzzo fresco all’interno del cono, il quale viene posto su una
superficie liscia, rigida, non assorbente e umida. Successivamente, viene eseguito
il costipamento: ogni strato, che ha uno spessore pari ad 1/3 dell’altezza totale,
viene compattato uniformemente con 25 colpi attraverso l’uso di un pestello. Infi-
ne, si rimuove il cono sollevandolo con attenzione in direzione verticale e si misura
l’abbassamento S prodotto da questo sollevamento. Il valore, ottenuto come diffe-
renza tra l’altezza nominale dello stampo (hm = 300 mm) e quella del punto più
alto del campione (hs), permette di distinguere sei classi di consistenza:

• S1: consistenza umida, si verifica un abbassamento di 10-40 mm;

• S2: consistenza plastica, si verifica un abbassamento di 50-90 mm;

• S3: consistenza semifluida, si verifica un abbassamento di 100-150 mm;

• S4: consistenza fluida, si verifica un abbassamento di 160-210 mm;

• S5: consistenza superfluida, si verifica un abbassamento maggiore o uguale
di 220 mm;

• SCC: si verifica un abbassamento maggiore di 600 mm.

Figura 3: Slump test
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Altrettanto importante è la durabilità, definita tramite la classe di esposizione,
la quale rappresenta la capacità che possiede una struttura nel mantenere le fun-
zioni per cui è stata progettata per tutta la vita utile, senza sostanziali perdite e
considerando sempre una manutenzione ordinaria.
Le cause del degrado possono essere di tipo fisico, chimico e meccanico; perciò, la
durabilità può dipendere da:

• combinazioni delle azioni;

• condizioni ambientali;

• sensibilità delle armature.

Pertanto, per assicurare un’adeguata durabilità, gli elementi in calcestruzzo
devono godere di un’elevata resistenza agli agenti fisici e chimici legati all’ambiente
e alla tipologia di impiego.

Figura 4: Classe di esposizione in funzione delle condizioni ambientali

Per quanto riguarda la resistenza a compressione, questa rappresenta una delle
caratteristiche più importanti del calcestruzzo e viene valutata in MPa.
Si esprime in termini di resistenza caratteristica Rck, che rappresenta il valore al
di sotto del quale, da un punto di vista probabilistico, si trova il 5% del totale di
tutti i possibili valori di resistenza misurati sul calcestruzzo esaminato.
La sua valutazione viene fatta tramite delle prove a compressione monoassiale
eseguite su provini cubici e/o cilindrici di dimensioni standard, preparati conside-
rando un rapporto a/c pari a 0, 5, a seguito di un periodo di maturazione di 28
giorni. Generalmente, i provini cilindrici presentano un’altezza di 300 mm e un
diametro di 150 mm, mentre in quelli cubici lo spigolo ha una lunghezza compresa
tra i 150 e i 200 mm.

Il calcestruzzo, quindi, può essere classificato in base alla classe di resistenza,
indicata con la lettera C, che fa riferimento alla resistenza caratteristica cilindri-
ca fck e a quella cubica Rck. Questi due valori, che rappresentano le tensioni di
rottura dei provini, sono legati mediante la seguente relazione:

fck = 0, 83 Rck (2)
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La discrepanza tra le due grandezze dipende principalmente dalla forma che pos-
siedono i provini, cioè se risultano essere tozzi (provini cubici) o, contrariamente,
snelli (provini cilindrici) poiché, in base alla loro geometria, risentono diversamen-
te degli sforzi tangenziali che nascono all’interfaccia tra il provino e la macchina
di prova, e quindi gli effetti del confinamento saranno differenti.
In particolare, a parità di condizioni, all’aumentare dell’altezza del provino di-
minuisce la sua resistenza a compressione. Ciò che si deduce facilmente dalla
relazione, quindi, è che la resistenza caratteristica cilindrica risulti sempre essere
minore di quella cubica (circa del 15-20%).

Figura 5: Classi di resistenza del calcestruzzo

Figura 6: Variazione della risposta del calcestruzzo in funzione della resistenza
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I parametri che influenzano maggiormente la resistenza a compressione sono:

• rapporto acqua/cemento;

• classe di resistenza del cemento;

• quantità di cemento;

• quantità e tipo di aggiunte minerali;

• composizione granulometrica;

• durezza dei granuli;

• costipazione;

• post-trattamento.

La Normativa impone, inoltre, due controlli di accettazione da eseguire sui
campioni standard prodotti a partire dalla miscela di calcestruzzo fresco utilizzata
per il getto in opera, in modo da accertarne l’idoneità:

• controllo di tipo A, riferito ad un quantitativo di calcestruzzo minore o uguale
a 300 m3;

• controllo di tipo B, riferito ad un quantitativo di calcestruzzo maggiore o
uguale a 1500 m3.

Ad ogni 100 m3 di getto di miscela omogenea corrisponde un prelievo per cui
devono essere verificate le seguenti relazioni:

Figura 7: Controlli di accettazione su provini standard di calcestruzzo

dove

• Rc,min è la minore resistenza di prelievo [MPa];

• Rcm28 è la resistenza media di prelievo [MPa];
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• s è lo scarto quadratico medio.

Nel caso di strutture esistenti, è possibile ricavare il valore della resistenza a
compressione del calcestruzzo indurito attraverso metodi di prova non distruttivi
o mediante il prelievo diretto di carote, in cui è necessario porre particolare atten-
zione alle modalità di estrazione.
In quest’ultimo caso, il controllo di accettazione prevede, innanzitutto, la valuta-
zione della resistenza cubica e/o cilindrica media di progetto, ottenuta a partire
dai valori caratteristici dei provini standard:

fcm = fck + 8 [MPa] (3)

Rcm = Rck + 10 [MPa] (4)

Successivamente, è necessario definire i valori di rottura relativi alle carote
estratte dalla struttura, i quali dovranno essere riconvertiti mediante opportuni
coefficienti correttivi siccome i risultati ricavati non coincidono con quelli che si
otterrebbero da un provino cilindrico realizzato durante il getto.
Una volta determinato il valore medio in sito fsm, si ricava il valore equivalente
cubico mediante la seguente relazione:

Rsm = fsm Fc / 0, 83 [MPa] (5)

in cui Fc rappresenta il fattore correttivo che dipende dalle dimensioni del provino.

Tabella 1: Variazione del fattore Fc

H/D 2 1, 75 1, 50 1, 25 1, 00
Fc 1 0, 99 0, 97 0, 94 0, 91

Secondo la Normativa, la verifica risulta essere soddisfatta quando:

Rsm ≥ 0, 85 Rcm (6)

Il diagramma in figura 6 mette in evidenza la variazione della risposta del calce-
struzzo in funzione della propria resistenza; in particolare, maggiore è la resistenza,
minore sarà la deformazione a rottura raggiunta dall’elemento.
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Per quanto riguarda il modulo elastico, a causa dell’evidente non linearità per
il calcestruzzo viene assunto quello istantaneo, che si ricava considerando la retta
secante tra la tensione nulla e 0, 40 fcm nel diagramma tensione-deformazione, ot-
tenuto tramite apposite prove sperimentali.
Anche in questo caso, durante la progettazione è possibile definirne un valor medio,
espresso in MPa:

Ecm = 22000

(
fcm
10

)0,3

(7)

Riguardo al coefficiente di Poisson, in base allo stato di sollecitazione si posso-
no assumere valori compresi tra 0, per calcestruzzo fessurato, e 0,2 per quello non
fessurato, mentre per il coefficiente di dilatazione termica, in mancanza di dirette
prove sperimentali, si può considerare un valore medio pari a 10× 10−6 °C−1.

Al contrario della resistenza a compressione, quella a trazione risulta essere
sempre molto bassa, ma rappresenta comunque un parametro fondamentale per-
ché da essa dipende la valutazione della deformabilità e della fessurazione degli
elementi strutturali. La resistenza a trazione può essere determinata attraverso
tre diverse tipologie di prova:

• prova di trazione diretta;

• prova di trazione indiretta, detta anche prova brasiliana o “splitting test”;

• prova di trazione per flessione.

In fase di progetto è possibile considerare come resistenza a trazione semplice
del calcestruzzo il valor medio pari a:

fctm = 0, 3 f ck
2
3 per classi ≤ C50/60 (8)

fctm = 2, 12 ln
[
1 + fcm

10

]
per classi > C50/60 (9)

Nel caso di flessione, in mancanza di prove sperimentali dirette, si assume un valor
medio della resistenza a trazione pari a:

fcfm = 1, 2 fctm (10)
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Durante il fenomeno di presa, come detto in precedenza, si sviluppano reazioni
di idratazione che portano ad un graduale irrigidimento della pasta cementizia,
con una contemporanea riduzione della lavorabilità della miscela. Successivamente
avviene l’indurimento, che si considera completato entro i primi 28 giorni, cioè nel
periodo dopo il quale è stato sviluppato almeno il 90% della resistenza meccanica.
Parallelamente a questi fenomeni, si riscontra una diminuzione di volume dovuta
alla progressiva perdita dell’acqua in eccesso: questo evento prende il nome di
ritiro ed è indipendente dalla condizione di carico a cui è sottoposto l’elemento
strutturale.
Il ritiro può essere estremamente dannoso perché produce la nascita di sforzi di
trazione, talvolta molto elevati, che provocano l’insorgere di fessure più o meno
rilevanti, le quali inducono un degrado precoce delle strutture.
L’entità del ritiro può dipendere da diversi fattori:

• dal grado di umidità dell’ambiente nel momento della stagionatura;

• dalla quantità d’acqua presente nella miscela;

• dalla superficie del getto esposta all’aria.

L’irrigidimento che si verifica immediatamente dopo il getto, quando il calce-
struzzo si trova ancora in fase plastica, è indicato come ritiro plastico (o a breve
termine) ed è causato dalla perdita d’acqua superficiale, mentre quello che avviene
durante la fase di indurimento è definito come ritiro idraulico (o a lungo termine)
e si manifesta durante tutta la vita del conglomerato, con velocità decrescente nel
tempo.
Quest’ultimo si può distinguere in:

• ritiro autogeno, dovuto a cause interne al calcestruzzo, cioè all’idratazione
del cemento, e si verifica durante l’indurimento senza provocare variazioni
termiche e igrometriche;

• ritiro da essiccamento, dovuto a cause esterne al calcestruzzo e si manifesta
durante la stagionatura per effetto dell’evaporazione dell’acqua contenuta nel
conglomerato.

Nel caso in cui le strutture si trovino in un ambiente con umidità relativa per-
manente maggiore del 95%, il ritiro può essere considerato pari a zero.
In figura 8 viene rappresentata la curva della percentuale di ritiro per calcestruzzi
stagionati in funzione del tempo, considerando un’umidità relativa compresa tra
il 50% e il 70%.
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Figura 8: Variazione della percentuale di ritiro in funzione del tempo

Infine, se soggetto ad un carico costante di compressione, un elemento di
calcestruzzo isotropo ed omogeneo può subire due tipi di deformazione:

• elastica: deformazione reversibile, che si sviluppa a partire dall’istante ini-
ziale t0 e permane fino all’eliminazione del carico;

• viscosa: deformazione che incrementa nel tempo, ma che non può essere
considerata completamente reversibile.

Una volta eliminato il carico, vengono recuperate solo le deformazioni rever-
sibili, mentre persisterà una deformazione residua dovuta alla viscosità del calce-
struzzo.
Questa, nell’ipotesi di viscosità lineare (σc ≤ 0, 45fck(t0)), può essere valutata
mediante l’espressione:

ϵv (t, t0 ) = ϕ (t, t0 ) ϵe (t0 ) (11)

dove:

• ϕ rappresenta il coefficiente di viscosità lineare al tempo t relativo all’istante
iniziale t0;

• ϵv è la deformazione viscosa;

• ϵe è la deformazione elastica.

L’essenza delle deformazioni viscose dipende soprattutto dall’intensità delle
azioni di lunga durata e dall’invecchiamento del calcestruzzo nell’istante della loro
applicazione.

33



In figura 9 viene mostrato come variano le deformazioni in funzione del tempo
di applicazione del carico.

Figura 9: Variazione della deformazione in funzione del tempo di applicazione del carico
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2.2 Acciaio

Dato che l’acciaio d’armatura influenza fortemente la risposta di una costru-
zione in cemento armato, è fondamentale progettare un’adeguata ripartizione geo-
metrica delle barre e sceglierne la tipologia più adatta allo scopo.
Le caratteristiche meccaniche dell’acciaio, infatti, come il modulo di elasticità, la
tensione di snervamento e la deformazione ultima a rottura, condizionano ampia-
mente lo stato tensionale e deformativo del complesso e vengono ricavate mediante
prove di trazione che mettono in evidenza una risposta ben diversa da quella del
calcestruzzo.

Da un punto di vista chimico, l’acciaio è una lega ferrosa costituita principal-
mente da ferro e carbonio, i quali vengono combinati tra loro mediante opportune
percentuali. Solitamente, per il c.a. ordinario si utilizzano acciai di tipo dolce, cioè
con un quantitativo di carbonio molto basso (tra lo 0,25% e lo 0,4%) aggiungen-
do, durante la fase di produzione, quantità limitate di altri elementi, in modo da
migliorarne le proprietà meccaniche. Tipicamente, con basse quantità di carbonio
la resistenza meccanica e la fragilità tendono a diminuire, mentre la duttilità e la
saldabilità aumentano.

Per quanto riguarda la produzione, l’acciaio viene creato in stabilimento e,
in base a come viene lavorato, si possono ottenere: barre, rotoli, reti e tralicci.
Normalmente, nel cemento armato ordinario le armature si trovano sottoforma di
barre, dette anche “tondini”. Queste presentano sezioni circolari, di diametri diffe-
renti, e superfici laterali esterne contrassegnate da particolari nervature ottenute
per zigrinatura che hanno la funzione di migliorarne l’aderenza: si parla, quindi,
di “barre ad aderenza migliorata”.

Per le costruzioni in cemento armato, le NTC18 prevedono l’utilizzo esclusivo
di due tipologie di acciaio: B450C e B450A. Entrambe presentano gli stessi valori
nominali delle tensioni caratteristiche di snervamento (fy,nom = 450 N/mm2) e a
rottura (ft,nom = 540 N/mm2). La differenza sostanziale tra queste due tipologie
deriva dalle modalità di produzione: l’acciaio B450C subisce un processo di lami-
nazione a caldo, viceversa, il B450A è sottoposto ad una trafilatura a freddo. Per
cui, l’acciaio B450C possiede una duttilità superiore rispetto al B450A e mostra
allungamenti a rottura maggiori.

Nella progettazione, gli elementi strutturali sono caratterizzati da due serie di
armature:

• longitudinali (dette “correnti”): presenti sia in zona tesa che in quella com-
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pressa, vengono collocate in parallelo rispetto all’asse dell’elemento e coope-
rano con il calcestruzzo nell’assorbire gli sforzi di flessione o pressoflessione.
In zona tesa, data la limitata resistenza a trazione del calcestruzzo, l’armatu-
ra ha la funzione di assorbire totalmente gli sforzi di trazione, mentre in zona
compressa il compito principale è quello di garantire una maggiore duttilità
all’elemento. Queste barre sono prodotte con un acciaio di tipo B450C;

• trasversali (dette “staffe”): presentano un diametro minore delle barre lon-
gitudinali, sono disposte trasversalmente rispetto all’asse e assumono una
triplice funzione: permettono di mantenere nella giusta posizione i corren-
ti durante tutto il periodo di getto, sopportano gli sforzi di taglio a cui è
soggetto l’elemento e limitano la lunghezza di libera inflessione delle arma-
ture longitudinali compresse, evitandone l’instabilità per carichi di punta.
Solitamente, in questo caso viene adoperato un acciaio di tipo B450A.

Uno dei maggiori problemi che può insorgere negli elementi in cemento armato
è quello legato alla corrosione delle barre di armatura. Questo fenomeno, che gene-
ralmente non dovrebbe svilupparsi in quanto le armature vengono accuratamente
protette dal copriferro, nasce quando si manifesta il processo di carbonatazione,
cioè quando l’ambiente interno alla pasta cementizia, caratterizzato da un’elevata
alcalinità iniziale dovuta ai processi di idratazione, subisce una riduzione del pH a
causa della diffusione di CO2 o della presenza di ioni cloruro.
Di conseguenza, questo fenomeno comporta una riduzione della sezione resistente
delle armature e il distacco del copriferro, a causa della formazione e successiva
espansione della ruggine. Per tale motivo, è sempre necessaria una corretta pro-
gettazione dello spessore del copriferro, in funzione dell’aggressività dell’ambiente
in cui viene edificata l’opera strutturale.

Riguardo alle caratteristiche meccaniche, come detto in precedenza, il com-
portamento del materiale viene valutato sperimentalmente attraverso delle prove
di trazione eseguite su tondini di acciaio opportunamente preparati.
Queste prove consistono nell’andare a sollecitare a trazione la barra, determinando
per ogni incremento di carico il corrispondente allungamento: è possibile, quindi,
ottenere un diagramma in cui viene descritto il comportamento dell’acciaio in fun-
zione delle tensioni e delle deformazioni.

Considerando il grafico di figura 10 si osserva che nel primo tratto il materia-
le si comporta in maniera pressoché lineare fino al raggiungimento della tensione
di snervamento, la quale contraddistingue il passaggio da un andamento elastico
lineare ad una fase in cui si ha comportamento plastico: da questo punto in poi
si verificheranno incrementi significativi di deformazione per tensioni che cresco-
no con velocità inferiori rispetto a quelle del tratto precedente. Infine, una volta
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Figura 10: Diagramma tensione-deformazione di una barra di acciaio in trazione

raggiunto il valore di picco della tensione, segue un tratto instabile che segna la
rottura del provino e al quale corrisponde la deformazione ultima dell’elemento.
Tale comportamento sperimentale può essere approssimato mediante due modelli
costitutivi analitici: il primo è quello elastico perfettamente plastico, mentre il se-
condo è quello bilineare con incrudimento.
Nel secondo caso, viene posto un limite alla deformazione ultima e all’allungamen-
to dell’acciaio che, di conseguenza, ne limita la massima tensione sviluppabile.
Un’analisi più dettagliata di questi modelli viene sviluppata nel capitolo 2.4.2.
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2.3 Legame costitutivo

Il legame costitutivo del calcestruzzo armato viene determinato per via speri-
mentale, mediante, ad esempio, prove di flessione eseguite sugli elementi strutturali
stessi.
Per le applicazioni numeriche, però, è fondamentale esprimere questo legame tra-
mite delle relazioni analitiche semplificate, che vengono definite in funzione del-
l’intensità delle tensioni e delle deformazioni.
In questi elementi strutturali, inoltre, si possono osservare diversi stadi di compor-
tamento, per ognuno dei quali viene valutato un modello matematico differente.

Considerando, quindi, il caso di una trave in calcestruzzo armato sottoposta
ad una sollecitazione di flessione, per descriverne il comportamento a rottura non
è possibile servirsi della teoria elastica valutata per le travi composte da materiali
isotropi ed omogenei. Per tale motivo, è stata formulata un’apposita teoria che
consente di valutarne la resistenza a flessione ultima, che verrà poi utilizzata per
le verifiche di sicurezza.
In questo caso, la determinazione del diagramma momento-curvatura risulta più
articolata, in quanto coinvolge il comportamento a rottura di entrambi i materiali,
l’acciaio e il calcestruzzo, caratterizzati da leggi costitutive totalmente diverse.
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2.3.1 Curvatura

Prima di analizzare il comportamento di una trave soggetta ad azioni flettenti,
è necessario definire il concetto di curvatura: questo parametro è di fondamentale
importanza perché da esso dipende la duttilità, strettamente connessa alla capa-
cità dissipativa di una struttura.

Per la valutazione della curvatura χ, si consideri un concio infinitesimo di lun-
ghezza pari a dx estrapolato da una trave inflessa, come mostrato in figura 11.

Figura 11: Trave inflessa: valutazione della curvatura

La faccia sinistra del concio risulta essere inclinate di un angolo α, mentre
quella destra di un angolo α+ dα. La curvatura viene definita dal rapporto tra la
differenza fra le due rotazioni e la distanza che separa le due sezioni:

χ =
dα

dx
(12)

Dall’analisi dimensionale, si nota come la curvatura sia pari all’inverso di una
lunghezza e quindi si potrà anche esprimere nel seguente modo:

χ =
1

R
(13)

dove R rappresenta il raggio del cerchio osculatore della deformata nel punto preso
in esame.
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Nel caso di sezioni in cemento armato, la curvatura viene valutata a partire dal
diagramma delle deformazioni come rapporto tra la deformazione del calcestruzzo
compresso e l’altezza dell’asse neutro.

2.3.2 Tipologie di rottura

Una trave in cemento armato può giungere a rottura in diversi modi, in re-
lazione al numero e alla disposizione delle armature longitudinali, appositamente
progettate in modo da assicurare resistenze maggiori. Le tipologie di rottura che
si possono verificare sono:

• rottura duttile: raggiunta per snervamento dell’acciaio teso con successivo
schiacciamento del calcestruzzo; questo tipo di rottura mostra sempre segnali
premonitori, come grandi deformazioni dell’acciaio e ampie fessurazioni del
calcestruzzo;

• rottura bilanciata: raggiunta per contemporaneo schiacciamento del calce-
struzzo e snervamento dell’acciaio;

• rottura fragile: raggiunta per schiacciamento del calcestruzzo, che provoca
un cedimento prematuro, mentre l’acciaio si trova ancora in fase elastica; le
deformazioni sono minime e non si hanno segni premonitori.
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2.3.3 Comportamento a rottura di una trave inflessa in c.a.

Per valutare il comportamento a rottura di una trave inflessa in cemento arma-
to, si consideri la trave armata longitudinalmente, in semplice appoggio e soggetta
a due carichi concentrati disposti simmetricamente, in modo tale da garantire la
pura flessione nella parte centrale. Questa è la configurazione tipica della “prova di
flessione su 4 punti” e i risultati ottenuti vengono analizzati tramite il diagramma
momento-curvatura (fig. 12).
Incrementando gradualmente il carico esterno, partendo da un valore iniziale nullo
fino a raggiungere quello finale che provoca la rottura dell’elemento, è possibile
identificare tre diverse fasi che caratterizzano il comportamento delle travi.

Figura 12: Diagramma momento-curvatura di una trave in c.a. inflessa

STADIO I

Per valori di carico molto bassi, il calcestruzzo non presenta fessure in zona
tesa e la sezione della trave risulta essere interamente reagente: le deformazio-
ni sono impercettibili e la massima tensione positiva non supera la resistenza a
trazione dell’elemento. Perciò, per il calcestruzzo si considera un comportamento
elastico lineare sia in compressione sia in trazione, assumendo in entrambi i casi
lo stesso valore del modulo di elasticità.
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Ovviamente, dato che in trazione il calcestruzzo mostra un comportamento non
lineare, queste ipotesi risultano chiaramente approssimate: per compensarle, si
assume una resistenza a trazione fcf per gli elementi inflessi superiore a quella
pura fct, a cui corrisponderà una deformazione maggiore, in grado di riprodurre
più adeguatamente il reale comportamento della trave.

Questo tipo di comportamento è associato al modello di Navier, in cui è possi-
bile esprimere l’andamento delle tensioni mediante un diagramma bitriangolare o
a farfalla (fig. 12, punto A). Tipicamente, questo modello viene adoperato per cal-
colare il valore della sollecitazione che provoca la rottura dell’elemento per trazione.

Per l’acciaio, invece, il comportamento risulta essere elastico lineare, sia in tra-
zione sia in compressione.

Con un aumento progressivo del carico, si perviene al momento di prima fes-
surazione M1, che nasce quando la tensione positiva σct raggiunge la massima
resistenza a trazione per flessione del calcestruzzo fcf (fig. 12, punto B).

Figura 13: Punto A - Prima della fessurazione

STADIO II

Incrementando ulteriormente il carico, se la trave è sufficientemente armata,
una volta superato il valore del momento M1 sorgono le prime fessure in zona tesa:
queste, estendendosi progressivamente sull’intera sezione, implicano un cambia-
mento radicale nel comportamento e nella rigidezza della trave.
In questa fase l’asse neutro si sposta verso l’alto, il calcestruzzo manifesta una re-
sistenza a compressione solo nelle zone integre e non trasmette più alcuna tensione
di trazione.

Pertanto, fino a quando le tensioni e le deformazioni sono lontane dai corri-
spettivi valori di rottura, per il calcestruzzo compresso è possibile ipotizzare un
comportamento elastico lineare, trascurando totalmente la sua resistenza a trazio-
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ne. Questa assunzione è valida finché σc,max = 0, 60fck, cioè fino ad una tensione
massima pari al 60% della resistenza cilindrica di compressione.
Per quanto riguarda le tensioni di trazione, quindi, una volta superato il relativo
valore massimo, queste vengono completamente assorbite dall’acciaio di armatura
a causa della formazione delle lesioni nel calcestruzzo che ne impediscono la tra-
smissione.

Il comportamento dell’acciaio, anche in questo caso, può essere rappresenta-
to tramite un modello elastico lineare, valido fino al raggiungimento della tensione
di snervamento σs,max.

Quindi, se le deformazioni non risultano eccessive, il diagramma delle tensioni
può essere ancora considerato lineare e, per carichi moderati, il comportamento
coincide con quello che si manifesta in una trave soggetta a carichi di servizio (fig.
12, punto C). Questo stadio si conclude con la plasticizzazione dell’acciaio (fig.
12, punto D).

Figura 14: Punto C - Dopo la fessurazione, prima della plasticizzazione

STADIO III

Se la trave è debolmente armata, l’ampiezza delle fessure cresce in modo in-
controllato, l’asse neutro continua a spostarsi verso l’alto e, contemporaneamente,
la rigidezza diminuisce fino ad annullarsi. Pertanto, a causa delle elevate de-
formazioni, bisogna tener conto dell’andamento non lineare del legame tensione-
deformazione del calcestruzzo. Per quanto riguarda la resistenza a trazione, anche
in questo caso viene trascurata.

Se, invece, la trave è armata in modo tale da assicurare una certa duttilità,
si assiste ad una rottura di tipo duttile e il collasso perviene quando l’acciaio teso
raggiunge lo snervamento (fig. 12, punto R).
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Figura 15: Punto R - Rottura

2.3.4 Ipotesi di base

Per la trattazione delle verifiche allo stato limite ultimo e la valutazione delle
resistenze di calcolo di una sezione di calcestruzzo armato soggetta a flessione
semplice o a pressoflessione, le NTC18 impongono di adottare le seguenti ipotesi
semplificative nei riguardi dell’acciaio e del calcestruzzo:

1. “Le sezioni trasversali piane restano piane dopo la deformazione”.

Grazie a questa ipotesi è possibile ammettere un rapporto di proporzionalità
tra le deformazioni longitudinali delle fibre e la relativa distanza dall’asse
neutro della sezione, dato che la variazione di ϵ è di tipo lineare.

2. “La deformazione di un’armatura aderente sia tesa che compressa è la stessa
del conglomerato circostante”.

In questa maniera viene garantita la perfetta aderenza tra acciaio e cal-
cestruzzo (ϵc = ϵs), cioè viene assicurata la collaborazione tra i due materiali
a seguito dell’applicazione dei carichi.

3. “La distribuzione delle tensioni nel conglomerato e nell’armatura ordinaria
si ricavano dai diagrammi tensione-deformazione dei materiali”.

4. “La resistenza a trazione del conglomerato viene trascurata (fctd = 0)”.

5. “Il conglomerato perviene alla rottura quando la sua deformazione raggiunge
un valore limite”.

6. “L’acciaio perviene a rottura quando la sua deformazione raggiunge la sua
capacità ultima”.

Le ultime due ipotesi permettono di identificare un insieme di valori di defor-
mazioni critiche che comportano il raggiungimento della crisi nel calcestruzzo o
nell’armatura. A queste deformazioni limite corrisponderanno, per una data geo-
metria della sezione e per un quantitativo di armatura prestabilito, una coppia
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di sollecitazioni N e M, i cui valori rappresentano le resistenze di calcolo. Queste
sollecitazioni caratteristiche vengono dedotte tramite le relazioni che legano le ten-
sioni con le deformazioni, cioè tramite i legami costitutivi, e attraverso equazioni
di equilibrio alla traslazione e alla rotazione eseguite a partire dalle distribuzioni
tensionali del calcestruzzo e delle armature sulla sezione.
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2.4 Modelli costitutivi analitici

La risposta che mostra un elemento in cemento armato nei confronti di un de-
terminato stato di sollecitazione viene definita principalmente da come reagiscono
i materiali di cui è costituito a quel particolare insieme di sforzi.
Per tale motivo, è necessario definire dei modelli analitici approssimativi che per-
mettano un’analisi semplificata ma che, allo stesso tempo, siano in grado di ripro-
durre, per quanto possibile, il reale comportamento di ciascun materiale.

Nel caso di strutture in cemento armato, le NTC18 propongono alcuni modelli
sia per il calcestruzzo, sia per l’acciaio.

2.4.1 Calcestruzzo

Per quanto riguarda il calcestruzzo compresso, le NTC18 individuano tre mo-
delli semplificati che possono essere utilizzati nel caso di verifica allo SLU.
Prima di elencarli, tuttavia, è opportuno definire alcuni valori di deformazione
necessari alla valutazione di questi diagrammi. Per classi di resistenza minori o
uguali a C50/60, si assumono le seguenti deformazioni:

ϵc2 = 0, 20% ϵcu = 0, 35%

ϵc3 = 0, 175% ϵc4 = 0, 07%

Inoltre, la resistenza a compressione del calcestruzzo fcd viene ricavato dalla
resistenza cilindrica caratteristica fck mediante la seguente espressione:

fcd = αcc
fck
γc

(14)

dove:

• αcc è il coefficiente riduttivo per le resistenze di lunga durata, pari a 0,85;

• γc è il coefficiente di sicurezza parziale, pari a 1,5.

I legami costitutivi per il calcestruzzo sono i seguenti:

a) legame “parabola-rettangolo”: è il modello che viene adottato più frequen-
temente ed è anche il più realistico, perché considera la non linearità del
comportamento del calcestruzzo fin dal principio.
Il primo tratto, rappresentato tramite un ramo di parabola, cresce fino a
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raggiungere una deformazione pari a ϵc2, dopodiché la tensione assume un
valore costante massimo fino alla deformazione ultima.
Il limite ϵcu è relativo alle sezioni parzializzate, cioè quelle che sono in par-
te compresse e in parte tese. Nel caso di sezioni soggette a compressione
semplice, viene assunto come limite di deformazione il valore ϵc2.

Figura 16: Legame “parabola-rettangolo”

È possibile descriverlo analiticamente attraverso le seguenti espressioni:

σ(ϵ) = fcd

[
2
(

ϵ
ϵc2

)
−
(

ϵ
ϵc2

)2]
per 0 ≤ ϵ ≤ ϵc2

σ(ϵ) = fcd per ϵc2 ≤ ϵ ≤ ϵcu

b) legame “triangolo-rettangolo” (o elasto-plastico): viene spesso utilizzato nel
caso di analisi agli elementi finiti. Tuttavia, nel caso si abbia a che fare
con sistemi monodimensionali, non presenta particolari vantaggi rispetto al
modello precedentemente descritto. Il modello è caratterizzato da un primo
tratto in cui si verifica una crescita lineare della tensione fino a raggiunge-
re una deformazione pari a ϵc3, dopodiché, come prima, assume un valore
costante massimo fino alla deformazione ultima ϵcu.
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Figura 17: Legame “triangolo-rettangolo”

Analiticamente si può descrivere tramite le seguenti espressioni:

σ(ϵ) = fcd
ϵ
ϵc3

per 0 ≤ ϵ ≤ ϵc3

σ(ϵ) = fcd per ϵc3 ≤ ϵ ≤ ϵcu

c) legame “rettangolare” (o “stress-block”): dal punto di vista applicativo è il
modello più semplice e, anche se non risulta essere troppo realistico, rap-
presenta una buona approssimazione del legame “parabola-rettangolo”. La
tensione viene considerata costante per un tratto che inizia da un valore di
deformazione pari a ϵc4 e termina alla deformazione ultima ϵcu.

Figura 18: Legame “stress-block”

In termini analitici può essere descritto mediante le seguenti espressioni:

σ(ϵ) = 0 per 0 ≤ ϵ ≤ ϵc4

σ(ϵ) = fcd per ϵc4 ≤ ϵ ≤ ϵcu
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2.4.2 Acciaio

Per quanto riguarda l’acciaio, le NTC18 propongono due modelli che possono
essere impiegati nelle analisi allo SLU: quello elastico perfettamente plastico e
quello bilineare con incrudimento.

Figura 19: Legami costitutivi dell’acciaio

Entrambi i modelli sono rappresentativi del reale comportamento dell’acciaio.

Nel caso di legame “elastico perfettamente plastico”, si può osservare un tratto
iniziale lineare crescente fino alla deformazione ϵyd dipendente dalla tensione di
snervamento fyd e, successivamente, segue un tratto infinito a tensione costante
pari a fyd.

L’altro legame si differenzia per il fatto di possedere due rami linearmente cre-
scenti: il primo è analogo a quello che si trova nel modello elasto-plastico perfetto,
mentre il secondo è caratterizzato da un aumento delle tensioni proporzionale al
rapporto di incrudimento k fino ad un valore di picco correlato alla deformazio-
ne ultima ϵud. In questo caso, quindi, viene posto un limite alla deformazione e,
di conseguenza, anche alla tensione massima che può sviluppare il materiale. La
deformazione limite, definita ϵud, viene valutata come:

ϵud = 0, 9 ϵuk = (Agt)k (15)

Inoltre, sperimentalmente si può dimostrare che per diversi tipi di acciaio, che
presentano una percentuale di carbonio costituente variabile, la pendenza del trat-
to elastico rimane costante mentre varia il tratto a comportamento plastico.
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Per la caratterizzazione di un acciaio, è necessario definire alcuni parametri fon-
damentali, cioè:

• tensione di snervamento fy,nom = 450 N/mm2;

• tensione di rottura ft,nom = 540 N/mm2;

• deformazione ultima ϵud;

• rapporto di incrudimento k = ft,nom /fy,nom;

• modulo elastico (praticamente costante per tutti gli acciai) pari a 210 GPa.

Nel caso di acciaio B450C, i requisiti imposti dalle NTC18 vengono riportati nel
seguito.

Figura 20: Requisiti acciaio B450C

Ai fini delle verifiche di sicurezza allo stato limite ultimo, il valore di progetto di
resistenza dell’acciaio viene valutato attraverso un coefficiente parziale di sicurezza
γs = 1, 15 per cui si ottiene:

fyd =
fyk
γs

(16)

e, di conseguenza, la deformazione al limite elastico viene valutata come:

ϵyd =
fyd
Es

(17)
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2.5 Analisi di una trave in CA

In una struttura, la trave rappresenta l’elemento in grado di trasferire i carichi
gravanti su di essa, compreso il peso proprio, in modo tale da garantire sempre,
sezione per sezione, un equilibrio tra l’azione dei carichi e delle reazioni vincolari
e lo stato tensionale interno, le cui risultati equivalgono alle caratteristiche delle
sollecitazioni.

Quando l’unica sollecitazione presente nella sezione è il momento flettente M ,
si parla di trave soggetta a flessione semplice. Tuttavia, nella maggior parte dei
casi, il momento flettente si manifesta con due componenti valutate rispetto agli
assi principali d’inerzia della sezione che, solitamente, si assumono coincidenti con
gli assi di riferimento x e y: in questo caso si parla di flessione deviata e i momenti
flettenti agenti sono definiti come Mx e My.

Nel caso in cui la sezione fosse sollecitata da uno sforzo normale eccentrico N ,
invece, si presenta il fenomeno della flessione deviata composta.
Lo sforzo normale, che agisce nel centro di pressione P differente dal baricentro G
della sezione, comporta la nascita di due momenti flettenti Mx e My, dovuti alla
presenza di un’eccentricità e in entrambe le direzioni. I momenti sono calcolati
come segue:

Mx = Ney (18)

My = Nex (19)

in cui l’eccentricità e è pari alla distanza tra il centro di pressione P e il baricentro
della sezione G, valutata in entrambe le direzioni.

Qualora fosse presente un’eccentricità in una sola direzione, e quindi qualora
nascesse una sola componente di momento flettente Mx o My, si parla di flessione
retta composta: in questo caso, il centro di pressione P giace su uno dei due assi
di simmetria della sezione.

Infine, è possibile distinguere due tipologie di flessione composta: tensofles-
sione o trazione eccentrica, nel caso in cui lo sforzo normale fosse di trazione, e
pressoflessione o compressione eccentrica, nel caso in cui lo sforzo normale fosse
di compressione.
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La verifica allo stato limite ultimo è soddisfatta quando risulta valida la se-
guente disuguaglianza, sezione per sezione:

Sd ≤ Rd (20)

in cui Sd rappresenta la sollecitazione di calcolo agente, mentre Rd è il corrispon-
dente valore della resistenza di calcolo.

Qualora nella sezione agisca solo uno sforzo normale centrato, bisognerà verifi-
care che:

NSd ≤ NRd (21)

Negli altri casi, le condizioni di verifica vengono espresse nei seguenti modi:

(MSdx, NSd) ≤ R2(MRdx, NRd) (22)

(MSdy, NSd) ≤ R3(MRdy, NRd) (23)

(MSdx,MSdy, NSd) ≤ R4(MRdx,MRdy, NSd) (24)

in cui R2, R3 e R4 sono funzioni che definiscono i domini di interazione e rappre-
sentano delle curve nel piano (M , N), nel caso di R2 e R3, o delle superfici, nel
caso di R4.

52



La capacità ultima di una sezione viene definita a partire dai valori limite di
deformazione, i quali, supponendo l’acciaio a duttilità infinita, vengono delimita-
ti esclusivamente dal comportamento calcestruzzo. Questi limiti permettono di
identificare i campi di rottura riportati in figura 21.

Figura 21: Campi di rottura: ipotesi di acciaio elastico perfettamente plastico a dutti-
lità illimitata

Dalla figura 21 è possibile individuare cinque campi di rottura, a loro volta
suddivisi in ulteriori sottogruppi, tutti identificati da differenti fasci di rette aventi
come polo il punto A o il punto B.

Per garantire una corretta valutazione delle resistenze di calcolo bisogna con-
siderare un ultimo aspetto di fondamentale importanza: per ciascuna sezione, è
necessario conoscere l’effettiva distribuzione delle tensioni normali agenti sulla ge-
nerica fibra, in modo tale da poter valutare le risultati delle forze a cui saranno
applicate le condizioni di equilibrio in termini di traslazione e di rotazione.
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2.5.1 Flessione Retta

Per l’analisi della flessione retta, si consideri una trave in cemento armato a
sezione rettangolare, come quella riportata in figura 22, che presenta una base b
e un’altezza h, dotata di due armature As e A′

s = µAs (dove µ rappresenta la
percentuale di armatura compressa), collocate rispettivamente in zona tesa e com-
pressa.

Figura 22: Risultanti delle tensioni interne di una trave inflessa doppiamente armata

Gli unici campi di rottura accettabili, in questo caso, sono il III e il IV, i quali
sono contraddistinti da un asse neutro interno alla sezione.
Come detto in precedenza, nel caso di flessione retta l’asse di sollecitazione corri-
sponde ad uno degli assi di simmetrica della sezione e l’asse neutro risulta essere
ortogonale ad esso. Conoscere la posizione dell’asse neutro è indispensabile perché
permette la corretta valutazione della forza agente sul calcestruzzo compresso.

Trascurando la resistenza a trazione del calcestruzzo, a seguito dell’applicazione
di un’azione flettente in una generica sezione della trave si svilupperanno delle
tensioni interne, le cui risultanti sono:

• Cc: risultante di compressione del calcestruzzo compresso;

• Cs: risultante di compressione dell’armatura compressa;

• Tu: risultante di trazione dell’armatura tesa.

Queste vengono valutate mediante un’equazione di equilibrio alla traslazione.

Tu = Cs + Cc (25)
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σsAs = σ′
sµAs + κfcdξbd (26)

βfydAs = β′fydµAs + κfcdξbd (27)

in cui

• β e β′ rappresentano i coefficienti di sforzo delle armature, sono cioè i pa-
rametri che permettono di definire il livello tensionale, rispetto a fyd, delle
armature tese e compresse, rispettivamente;

• ξ è il coefficiente che esprime la posizione dell’asse neutro ed è valutato come
x
d
, con x altezza della zona compressa;

• κ rappresenta il coefficiente di riempimento ed è pari a Cc

fcdξd
.

Introducendo il rapporto meccanico di armatura tesa ω = As

bd

fyd
fcd

, l’equilibrio alla
traslazione si può esprimere in termini adimensionalizzati:

βω = β′µω + κξ (28)

Il momento resistente di calcolo MRd viene ricavato attraverso un’equazione di
equilibrio alla rotazione attorno al baricentro dell’armatura tesa.

MRd = Cszs + Cczc = σ′
sµAszs + κfcdξbdzc (29)

Introducendo il momento resistente adimensionalizzato mRd = MRd

bd2fcd
, l’equilibrio

alla rotazione si può esprimere come:

mRd = β′µω(1− λ) + κ(ξ − ηξ2) (30)

in cui

• λ è il coefficiente che esprime la posizione dell’armatura ed è pari a δ
d
, con δ

spessore del copriferro;

• η è il coefficiente di posizione della forza risultante di compressione Cc ed
è valutato come xc

x
, con xc distanza tra il punto di applicazione di Cc e il

lembo maggiormente compresso.
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Con l’aiuto alle equazioni di equilibrio (28) e (30) e considerando le equazioni
di congruenza interna, che permettono di supporre un andamento lineare delle de-
formazioni sezionali, si può risolvere il problema della flessione semplice retta per
una trave a sezione rettangolare doppiamente armata.

In base alla configurazione della sezione, e quindi in base ai valori attribuiti ai
diversi parametri, è possibile ottenere degli abachi e delle tabelle utili al progetto
dell’armatura e alla verifica delle sezioni rettangolari.

L’utilizzo di questi abachi è, tuttavia, limitante: per garantire la loro validi-
tà è necessario considerare una classe di resistenza del calcestruzzo non superiore
a C50/60 e il legame costitutivo adottato per l’acciaio deve essere quello elasto-
plastico perfetto.

Figura 23: Flessione semplice retta: esempio di abaco per sezioni rettangolari in calce-
struzzo, doppiamente armate e con classe di resistenza minore di C50/60

L’abaco riportato in figura 23 permette di correlare tra loro i parametri ξ, ω
e mrd e consente di identificare due differenti famiglie di curve al variare di µ: la
curva individuata da µ = 0 corrisponde al caso di sezione rettangolare semplice-
mente armata.
Sull’asse delle ascisse sono riportati, rispettivamente a sinistra e a destra, il mo-
mento adimensionalizzato mrd e la percentuale meccanica di armatura ω, mentre
sull’asse delle ordinate è riportata la profondità dell’asse neutro ξ in condizioni
di crisi. Le linee tratteggiate orizzontali identificano i limiti relativi ai differenti
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campi di rottura (in questo caso, partendo dall’alto si ritrova il campo IV, poi il
IIIc, IIIb e infine il IIIa).

Infine, la tabella riportata in figura 24, contiene i valori ricavati dalla lettura
dell’abaco, che permettono un’analisi numerica del problema.

Figura 24: Valori numerici di ω e mrd al variare di µ e ξ (esempio)
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2.5.2 Flessione Retta Composta

La verifica a flessione retta composta di una trave viene sviluppata mediante un
confronto diretto tra il campo delle sollecitazioni di calcolo, formato dalle coppie
di valori MSd e NSd, e quello limite delle resistenze, formato dalle coppie MRd e
NRd, che permettono di identificare i cosiddetti “domini di interazione”.

Come prima, si consideri una trave in cemento armato a sezione rettangolare,
che presenta una base b e un’altezza h, dotata di due armature As e A′

s = µAs,
collocate rispettivamente in zona tesa e compressa, come riportato in figura 25.

Figura 25: Risultanti delle tensioni interne di una trave doppiamente armata soggetta
a pressoflessione

L’analisi viene sviluppata a partire dalla definizione dei valori di deformazio-
ne della sezione: viene determinata la posizione dell’asse neutro, corrispondente
ad una particolare modalità di rottura, poi si valuta il diagramma delle tensioni
dipendente da quello delle deformazioni e dalle leggi costitutive dei materiali e, in-
fine, vengono adoperate le equazioni di equilibrio alla traslazione e alla rotazione,
in modo tale da ricavare l’insieme delle coppie di punti (MRd, NRd) appartenenti
alla frontiera del dominio di interazione.

Una volta definita la curva di interazione, la verifica allo SLU per pressoflessione
consisterà esclusivamente nel controllare che una qualsiasi coppia di sollecitazioni
agenti (MSd, NSd), identificata da un punto, sia compresa nel dominio.

Anche in questo caso, a seguito dell’applicazione dell’azione, in una generica
sezione della trave si svilupperanno delle tensioni interne, le cui risultanti sono:

• Cc: risultante di compressione del calcestruzzo compresso;
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• Cs: risultante di compressione dell’armatura compressa;

• Tu: risultante di trazione dell’armatura tesa.

Lo sforzo normale resistente NRd viene ricavato mediante un equilibrio alla trasla-
zione di tutte le forze risultanti.

NRd = Cs + Cc − Tu = β′fydµAs + κfcdξbd− βfydAs (31)

Introducendo lo sforzo normale adimensionalizzato nRd = NRd

bdfcd
, è possibile espri-

mere l’equilibrio alla traslazione come:

nRd = κξ + ω(µβ′ − β) (32)

Il momento resistente di calcolo MRd, invece, viene ricavato attraverso un’equazio-
ne di equilibrio alla rotazione attorno all’asse baricentrico.

MRd = Cs
d− δ

2
+ Cc

(
h

2
− xc

)
+ Tu

d− δ

2
(33)

MRd = β′fydµAs
d− δ

2
+ κfcdξbd

(
h

2
− ηξd

)
+ βfydAs

d− δ

2
(34)

Introducendo il momento adimensionalizzato mRd = MRd

bd2fcd
, è possibile riscrivere

l’equilibrio alla rotazione come:

mRd = κ

(
1 + λ

2
ξ − ηξ2

)
+ ω(µβ′ + β)

1− λ

2
(35)

L’insieme delle coppie di valori resistenti appena definiti permette di ottenere
la curva di interazione utile al confronto tra azioni e resistenze necessario per la
verifica a pressoflessione. Il dominio di interazione, tuttavia, non è univoco: al
variare del rapporto meccanico ω si ottengono diverse curve di interazione, come
riportato in figura 26.

Anche in questo caso, l’utilizzo dei domini di interazione è limitante: per ga-
rantire la validità, infatti, è necessario considerare una classe di resistenza del
calcestruzzo inferiore a C50/60 e il legame costitutivo utilizzato per l’acciaio deve
essere quello elasto-plastico perfetto.
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Figura 26: Domini di interazione per sezioni rettangolari in calcestruzzo, doppiamente
armate e con classe di resistenza minore di C50/60

Fissando un certo valore di ω, è possibile individuare i punti che delimitano i
vari campi di rottura, come mostrato in figura 27.

Osservando il grafico si nota facilmente come un aumento di sforzo normale N
comporti rotture sempre meno duttili, a favore di quelle fragili. Inoltre, è possi-
bile osservare che il punto di ascissa Mmax (punto B) normalmente non coincide
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con la sollecitazione di flessione semplice (punto A) e l’insieme delle coppie (M ,
N), caratterizzate dalla stessa eccentricità si trovano tutte sulla medesima retta
uscente dall’origine.

Figura 27: Dominio di interazione per un valore di ω fissato

Per comprendere al meglio il grafico risulta vantaggioso definire alcuni punti ca-
ratteristici:

• Punto A: che corrisponde alla rottura per flessione semplice;

• Punto B: che corrisponde alla rottura bilanciata;

• Punto E: che corrisponde alla rottura per compressione semplice;

• Punto F: che corrisponde alla rottura per trazione semplice.
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Ammessa la convessità delle curve, sia in trazione che in compressione, è pos-
sibile ricorrere all’utilizzo di domini semplificati per risolvere il problema della
flessione retta composta. Questi sono ricavati a partire dalla definizione di alcuni
punti fondamentali, tra i quali si suppone un andamento lineare.

Figura 28: Dominio di interazione semplificato

Come prima, i punti significativi sono:

• Punto A: che corrisponde alla rottura per compressione semplice;

• Punto B: che corrisponde alla rottura bilanciata;

• Punto C: che corrisponde alla rottura con armatura compressa al limite
elastico;

• Punto D: che corrisponde alla rottura per trazione semplice.
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3 Calcestruzzo armato confinato

Al fine di incrementare la resistenza e, specialmente, la duttilità degli elementi
in cemento armato è possibile servirsi del confinamento.
Questo viene ottenuto mediante l’impiego di armature trasversali le quali, oltre a
garantire una buona resistenza al taglio, contribuiscono significativamente al mi-
glioramento della duttilità strutturale per due motivi principali: alterano il com-
portamento del calcestruzzo, favorendone un aumento di resistenza e di duttilità,
e contrastano l’instabilizzazione dei correnti longitudinali nel caso in cui le sezioni
raggiungessero curvature notevoli.
Il confinamento, quindi, produce un aumento della duttilità a livello sezionale con
successivo incremento a livello globale.

3.1 Effetto del confinamento

Per incrementare la resistenza a compressione di un materiale, il confinamen-
to si avvale di un principio elementare chiamato “effetto Poisson”: tale effetto è
definito dalla comparsa di deformazioni laterali a seguito dell’applicazione di un
carico assiale. Quindi, oltre alla deformazione di trazione o di compressione, si
manifesterà, rispettivamente, un’ulteriore contrazione o dilatazione laterale.

Il risultato a cui si perviene applicando una pressione laterale ad un elemento
che si trova in uno stato di compressione è che la massima tensione relativa alla
rottura risulterà essere superiore a quella che si otterrebbe nel caso di provino
non confinato. Pertanto, in uno stato di tensione triassiale, la pressione latera-
le permette di assicurare un notevole miglioramento del comportamento lungo la
direzione di applicazione del carico. Per quanto riguarda le altre proprietà mecca-
niche, si possono considerare invariate.

Da un punto di vista teorico, è possibile valutare l’effetto del confinamento
mediante lo studio dei cerchi di Mohr. La figura 29 mette in evidenza quello che
si verifica nel caso in cui fosse presente una tensione laterale σ2 non nulla.

Si nota come il cerchio di Mohr subisca una traslazione verso destra senza in-
correre in variazioni di diametro: ciò significa che il provino sarà capace di tollerare
uno sforzo di compressione σ1 maggiore prima di pervenire a rottura a seguito del
raggiungimento della massima tensione tangenziale accettabile τmax.
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Figura 29: Traslazione del cerchio di Mohr per effetto del confinamento

Come detto in precedenza, il confinamento si consegue attraverso l’impiego
di armature trasversali, cioè tramite staffe chiuse e legature interne, che vengono
annegate nel calcestruzzo e che sono in grado di opporsi alle deformazioni laterali,
raggiungendo la relativa tensione di snervamento.

Nella pratica, l’effetto benefico del confinamento insorge a seguito dello svilup-
po delle deformazioni trasversali, incrementate dalla graduale fessurazione interna
del calcestruzzo. L’armatura trasversale, quindi, offre un confinamento passivo che
accresce in relazione allo stato di deformazione laterale. L’efficienza di tale feno-
meno è influenzata principalmente dalla disposizione delle staffe, dal loro diametro
e dalle connessioni tra le barre longitudinali.

In aggiunta, è necessario sottolineare come l’effetto confinante si concentri pre-
valentemente in prossimità dei tiranti trasversali e negli spigoli delle staffe e come
il volume effettivo di calcestruzzo sottoposto a confinamento sia inferiore a quel-
lo totale. Il volume esterno all’armatura trasversale, cioè il copriferro, si trova
in uno stato non confinato e quindi, nel caso in cui le deformazioni presenti fos-
sero maggiori di quelle limite, non può essere tenunto in conto nel calcolo della
resistenza.

Figura 30: Esempi di confinamento
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In assenza di indicazioni più accurate e di validi modelli matematici, le NTC18
consentono di adoperare la relazione rappresentata in figura 31 per valutare il
comportamento del calcestruzzo confinato, in cui si evidenzia un incremento della
resistenza caratteristica fck,c e della deformazione ultima ϵcu2,c.

Figura 31: Modelli σ − ϵ per il calcestruzzo confinato

I valori della deformazione e della resistenza caratteristica del calcestruzzo confi-
nato vengono definiti tramite le seguenti relazioni:

ϵc2,c = ϵc2

(
fck,c
fck

)2

(36)

ϵcu2,c = ϵcu + 0, 2
σ2
fck

(37)

fcd,c = αcc

(
fck,c
γc

)
(38)

fck,c = fck

(
1, 0 + 5, 0 σ2

fck

)
per σ2 ≤ 0, 05 fck (39)

fck,c = fck

(
1, 125 + 2, 5 σ2

fck

)
per σ2 > 0, 05 fck (40)

La pressione efficace di confinamento σ2 può essere valutata mediante la seguente
espressione:

σ2 = α σl (41)

dove:

• α rappresenta il coefficiente di efficacia (α ≤ 1) ed è pari al rapporto tra
il volume del calcestruzzo adeguatamente confinato Vc,eff e quello del solo
elemento di calcestruzzo Vc depurato dall’armatura longitudinale;
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• σl rappresenta la pressione di confinamento dovuta alle armature trasversali.

In base alla geometria della sezione, è possibile esprimere i due parametri mediante
formulazioni differenti.

a) Sezioni rettangolari

La pressione laterale σl viene definita per entrambe le direzioni principali
della sezione tramite delle valutazioni di equilibrio sul nucleo di calcestruzzo
confinato. Le relazioni ottenute sono:

σl,x =
Ast,x fyk,st

by s
σl,y =

Ast,y fyk,st
bx s (42)

dove Ast,x e Ast,y rappresentano le aree complessive delle staffe nelle direzioni
parallele a quelle principali x e y, rispettivamente, bx e by indicano le dimen-
sioni del nucleo di calcestruzzo confinato, s è il passo delle staffe e fyk,st è la
tensione caratteristica dell’acciaio delle armature trasversali.
Una volta valutate le pressioni in entrambe le direzioni, si ricava il valore
della pressione laterale equivalente σl come:

σl =
√
σl,x σl,y (43)

Per quanto riguarda il coefficiente di efficienza α, questo è definito tramite
il prodotto di due termini: uno proporzionale al passo delle staffe e l’altro
relativo alla loro disposizione nel piano della sezione. Si ottiene quindi:

α = αs αn (44)

in cui

αs =

[
1− s

2bx

] [
1− s

2by

]
(45)

αn = 1−
∑
n

(
b2i

6bxby

)
(46)

dove n è il numero complessivo delle barre longitudinali contenute da staffe
o legature, mentre bi è la distanza tra due barre successive contenute.
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b) Sezioni circolari

In questo caso, la pressione laterale σl viene definita con la seguente relazione:

σl =
2 Ast fyk,st

D0 s
(47)

dove Ast rappresenta l’area della sezione dell’armatura trasversale, mentre
D0 indica il diametro del nucleo di calcestruzzo confinato.
Per quanto riguarda il coefficiente di efficienza α, anche in questo caso viene
definito come:

α = αs αn (48)

in cui

αs =

[
1− s

2D0

]β
(49)

αn = 1 (50)

Pertanto, riassumendo, l’incremento di duttilità e di resistenza che si verifica a
causa del confinamento laterale dipende dalla pressione σ2, la quale, a sua volta,
viene influenzata dall’area delle staffe, dal loro passo e dal volume di calcestruzzo
adeguatamente confinato. Inoltre, le relazioni riportate precedentemente mettono
in evidenza come la geometria dell’armatura trasversale influenzi largamente il
confinamento: in particolare, le staffe circolari permettono di ottenere un effetto
confinante maggiore rispetto a quelle rettangolari, dato che l’azione esercitata da
esse risulta uniforme.

Figura 32: Livelli di confinamento
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3.2 Duttilità

Il motivo principale per cui è importante analizzare la duttilità di un’opera
strutturale, cercando costantemente di incrementarne il valore, è associato alla ca-
pacità che può avere quella determinata struttura di assorbire e di dissipare energia
a seguito di eventi sismici di rilevante entità.

Questa capacità influenza notevolmente la risposta strutturale: in particola-
re, in base all’energia dissipata durante un sisma, le strutture possono reagire
mantenendo un comportamento elastico oppure entrando in campo anelastico.
La differenza sostanziale tra i due comportamenti è che nel primo caso, a seguito
dell’azione sismica, non è ammesso un danneggiamento eccessivo della struttura,
ciò significa che l’opera deve essere progettata in modo tale che nessun elemento
costituente entri in crisi: per assicurare questo, la struttura dovrà possedere una
resistenza ultima elevata e, quindi, presenterà dimensioni notevoli che comportano
un incremento smodato dei costi di costruzione.
Nel secondo caso, invece, si accetta che la struttura subisca danni a seguito di
eventi sismici violenti: si parla di opere “sismo-resistenti” o “dissipative”, cioè di
strutture progettate adottando particolari criteri che permettono la massimizza-
zione della capacità di dissipare energia, senza dover richiedere resistenze eccessive
agli elementi strutturali, limitandone perciò le dimensioni.

La progettazione in zona sismica, quindi, si basa proprio su questo princi-
pio: sfruttare le risorse che possiede una struttura oltre il limite elastico, in modo
da garantire una certa resistenza ad azioni sismiche eccessive senza subire danni
irreversibili.

A tal proposito, in presenza di eventi sismici, viene messo in evidenza come la
conservazione di una costruzione in calcestruzzo armato non potrà essere assegna-
ta unicamente alla resistenza del complesso strutturale o del singolo materiale, ma
sarà assicurata anche dalla nascita di deformazioni plastiche, più o meno rilevanti,
che però non comprometteranno la stabilità globale dell’opera.

68



3.2.1 Livelli di duttilità

Nella progettazione sismica, la duttilità strutturale viene indicata con µ e può
essere valutata a due livelli principali, locale e globale, distinti ulteriormente in
base a ciò che si sta analizzando.

In particolare, è possibile definire i seguenti livelli di duttilità:

• duttilità del materiale µϵ, valutata in termini di deformazione;

• duttilità della sezione µφ, valutata in termini di curvatura;

• duttilità dell’elemento strutturale µδ, valutata in termini di rotazione;

• duttilità della struttura µ∆, valutata in termini di spostamento.

La definizione del parametro µ è fondamentale nella progettazione di un’opera
perché permette di avere un’idea sufficientemente chiara della capacità dissipativa
della struttura già nelle prime fasi. Bisogna, tuttavia, tenere in conto che questa
capacità non è solo funzione del livello di duttilità, ma è anche influenzata da altri
fattori, come le modalità di realizzazione dei vari elementi strutturali, l’applica-
zione dei dettagli costruttivi, la disposizione e la quantità delle cerniere plastiche
che possono svilupparsi e la deformazione plastica richiesta alle cerniere.

Pertanto, per definire la resistenza di una struttura all’evento sismico in termi-
ni globali, le NTC18 impongono di adottare un fattore di struttura q, che risulta
essere funzione di µ e che tiene in considerazione l’influenza esercitata dagli altri
fattori. Nella progettazione, questo parametro è indispensabile perché permette di
definire il cosiddetto “spettro di risposta di progetto”, ricavato riducendo le ordi-
nate dello “spettro di risposta elastico”.

Duttilità del materiale

A livello di materiale, la duttilità rappresenta l’attitudine a subire deforma-
zioni plastiche evitando una riduzione eccessiva dello sforzo. Questa si ottiene
come rapporto tra la deformazione presente e quella di snervamento, cioè:

µϵ =
ϵu
ϵy

(51)
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Per quanto riguarda l’acciaio, questo materiale risulta essere estremamente
duttile, al contrario del calcestruzzo che necessita di grandi livelli di confinamento
per garantire un’adeguata duttilità in compressione. Come detto in precedenza,
il confinamento si ricava attraverso l’impiego di staffe di contenimento nelle zone
critiche, disposte considerando opportune regole di dettaglio. In particolare, la
prima staffa non deve distare più di 5 cm dal filo pilastro, mentre le altre vengono
collocate con un passo inferiore al valore minore tra:

• 1
4

dell’altezza utile della sezione trasversale;

• 175 mm (per CD “A”) e 225 mm (per CD “B”);

• 6 Φmin e 8 Φmin delle barre longitudinali considerate nelle verifiche, rispetti-
vamente per CD “A” e CD “B”;

• 24 Φ delle armature trasversali.

Duttilità della sezione

Analizzando il livello sezionale, il legame costitutivo viene espresso in termini
di momento-curvatura, pertanto, la duttilità rappresenta l’abilità di far fronte a
grandi richieste di curvatura in campo plastico, evitando di incorrere in una dimi-
nuzione sproporzionata del momento resistente. Questa si ottiene come rapporto
tra la curvatura ultima e quella al limite elastico, cioè:

µφ =
χu
χy

(52)

Solitamente, nel caso di sezioni in calcestruzzo armato, χy è correlata allo sner-
vamento dell’acciaio, mentre χu si ottiene una volta raggiunta la deformazione
ultima a compressione del calcestruzzo.
La duttilità sezionale viene influenzata dal valore del carico assiale applicato e dal
quantitativo di armatura longitudinale e trasversale. Nel caso di elevato quantita-
tivo di staffe, se disposte adeguatamente nella sezione, si ottiene un aumento del
confinamento con conseguente incremento di duttilità.

Duttilità dell’elemento strutturale

Per quanto riguarda l’elemento, la duttilità rappresenta la capacità di gesti-
re spostamenti o rotazioni in campo plastico, impedendo un decremento eccessivo
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della forza o del momento resistente. Questa si ottiene come rapporto tra lo
spostamento ultimo e quello allo snervamento, cioè:

µδ =
δu
δy

(53)

Normalmente, nel caso di calcestruzzo armato, lo spostamento al limite elastico
è associato allo snervamento dell’acciaio d’armatura e allo spostamento ultimo a
rottura relativo al calcestruzzo, oppure all’instabilizzazione o alla rottura dell’ar-
matura.

Il suo valore è influenzato dalla duttilità sezionale e dalla dimensione delle
cerniere plastiche, cioè, dall’estensione della zona in cui si ha un comportamento
non lineare, a partire da quella critica.
Anche in questo caso, la duttilità dipende dal carico assiale e dal quantitativo di
armatura: maggiore è il carico applicato, maggiore sarà l’instabilità dell’elemento.
Tuttavia, con un confinamento adeguato, si può avere una riduzione dell’instabilità
delle barre longitudinali a favore della duttilità.

Duttilità della struttura

Per quanto riguarda la duttilità strutturale, questa è correlata allo sposta-
mento dell’intera struttura in campo non lineare, che si verifica successivamente
ad un’azione sismica, senza imbattersi in esagerate riduzioni della forza resistente.

La duttilità strutturale si ricava dal rapporto tra lo spostamento ultimo e quello
al limite elastico, con riferimento ad un punto significativo della struttura, cioè:

µ∆ =
du
dy

(54)

Tipicamente, lo spostamento al limite elastico è correlato a quello relativo tra i
piani della struttura corrispondente alla formazione delle cerniere plastiche, men-
tre la condizione ultima coincide con l’origine del cinematismo di collasso.
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3.2.2 Verifiche di duttilità

In presenza di un’azione sismica, le NTC18 hanno reso obbligatorio eseguire le
verifiche di duttilità sia per gli elementi primari, che per quelli secondari, nel ca-
so in cui la struttura fosse progettata considerando il comportamento dissipativo,
quindi assumendo un valore del fattore di struttura q > 1, 5.

Questa verifica può essere condotta in due diverse modalità: esplicita, cioè ra-
gionando in termini di domanda e capacità, valutando quindi se la struttura sia in
grado di garantire un certo quantitativo di risorse plastiche per gestire la richiesta
dell’azione sismica, ed implicita, cioè applicando le regole di dettaglio costruttivo
corrispondenti a ciascun elemento considerato.

L’intero procedimento di verifica richiesto dalle NTC18 può essere riassunto
attraverso il diagramma di flusso mostrato in figura 33.

Figura 33: Verifiche di duttilità (NTC18 ): diagramma di flusso

Il fattore di duttilità legato alla domanda viene espresso in termini di curvatura
µΦ,Ed e di spostamento µd,Ed: questi valori sono utilizzati, rispettivamente, per le
verifiche locali e globali. Nel caso di analisi lineari, la valutazione di µΦ,Ed viene
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fatta considerando lo SLC e differenziando le strutture flessibili (T1 ≥ TC) da quelle
rigide (T1 < TC):

µΦ,Ed = 1, 2 (2q0 − 1) per T1 ≥ TC (55)

µΦ,Ed = 1, 2

[
1 + 2(q0 − 1)

Tc
T1

]
per T1 < TC (56)

dove T1 rappresenta il periodo fondamentale della costruzione, TC è legato allo
spettro di progetto e indica l’inizio del tratto a velocità costante e q0 è il valore
base del fattore di struttura.

Per quanto riguarda µd,Ed, questo viene valutato allo SLV mediante le seguenti
espressioni:

µd,Ed = q per T1 ≥ TC (57)

µd,Ed = 1 + (q − 1)
Tc
T1

per T1 < TC (58)

in cui q, che rappresenta il fattore di comportamento pari q0Kr, potrebbe risultare
inferiore a q0 per la presenza del fattore riduttivo Kr (Kr = 1 per le costruzioni
regolari in altezza, mentre Kr = 0, 8 per quelle irregolari).

Il legame tra µΦ,Ed e µd,Ed e dato da:

µΦ,Ed = 2µd,Ed − 1 (59)

La capacità, invece, viene definita dalla normativa come il rapporto tra la
curvatura ultima Φu e quella convenzionale di prima plasticizzazione Φyd:

µΦ =
Φu

Φyd

(60)

La curvatura di prima plasticizzazione Φyd viene valutata come:

Φyd =
MRd

M ′
yd

Φ′
yd (61)
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dove Φ′
yd rappresenta la minore tra la curvatura corrispondente alla deformazione

ϵc2 (solitamente pari allo 0,2%) e quella corrispondente allo snervamento dell’ac-
ciaio teso, MRd indica il momento resistente allo SLU della sezione mentre M ′

yd è
quello corrispondente alla curvatura Φ′

yd.

La curvatura di prima plasticizzazione Φyd viene determinata assumendo un
diagramma elasto-plastico perfetto per schematizzare il legame momento-curvatura:
dalla figura 34 si osserva che la curvatura Φyd, legata a MRd, è strettamente corre-
lata alla rigidezza secante per il punto (Φ′

yd, M ′
yd) e che il valore Φ′

yd risulta sempre
inferiore a Φyd.

Figura 34: Momento-curvatura: fattore di duttilità di curvatura

Per tenere in considerazione il confinamento, le NTC18 propongono due legami
costitutivi differenti riportati nelle figure 35 e 36.

Il primo modello si basa sulla legge tipo “parabola-rettangolo” e mette in eviden-
za che nel caso di calcestruzzo confinato si raggiungono dei valori di deformazione
maggiori rispetto al caso non confinato.

Il secondo, ripreso dall’annesso E dell’EC8, presenta un primo ramo ascen-
dente parabolico a cui ne segue uno di softening oltre il picco. Le relazioni che
ne descrivono l’andamento si basano su quelle proposte da Popovics nel 1973 e
successivamente riprese da Mander et al. nel 1988.
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Figura 35: Modello costitutivo per calcestruzzo confinato e non confinato: tipo
parabola-rettangolo

Figura 36: Modello costitutivo per calcestruzzo confinato e non confinato: EN 1998-2,
Annex E

La verifica di duttilità, in termini espliciti, risulta essere soddisfatta se la capa-
cità della struttura è maggiore della domanda, cioè se vale la seguente disequazione:

µΦ = µΦ(NEd) ≥ µΦ,Ed (62)

MRd =MRd(NEd) ≥MEd (63)

Queste disequazioni sottolineano come il momento resistente, e quindi anche
la curvatura, siano influenzate dallo sforzo normale agente (NEd): in particolare,
un aumento di sforzo normale produce un conseguente incremento del momento
flettente.
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Per quanto riguarda il metodo implicito, la verifica si considera soddisfatta se
vengono rispettate le regole di dettaglio costruttivo relative a ciascun elemento
strutturale. In particolare, le NTC18 definiscono le relazioni riportate in seguito
nel caso di elementi trave e pilastro.

Per le travi vengono imposte le seguenti limitazioni alle barre di armatura
longitudinali, indipendenti dalla domanda di duttilità µΦ:

1, 4

fyk
< ρ < ρ′ +

3, 5

fyk
nelle zone critiche (64)

ρ′ ≥ 0, 5ρ nelle zone critiche (65)

ρ′ ≥ 0, 25ρ su tutta la trave (66)

in cui ρ e ρ′ esprimono le percentuali geometriche di armatura tesa e compressa,
rispettivamente.

Per i pilastri, la normativa definisce la seguente relazione che esprime il quan-
titativo di armatura trasversale da garantire per soddisfare la verifica, dipendente
dalla domanda di duttilità µΦ e dallo sforzo normale adimensionalizzato agente νd:

α ωwwd ≥ 30 µΦ νd ϵsy
bc
b0

− 0, 0035 (67)

in cui ϵsy rappresenta la deformazione a snervamento dell’acciaio teso, bc indica
la larghezza minima della sezione trasversale, mentre b0 quella del nucleo confi-
nato e ωwwd è il rapporto meccanico di armatura trasversale ed è espresso come
ωwwd = ρww

fyd
fcd

.

Normalmente, se vengono rispettate le condizioni sopraccitate, la verifica risul-
ta essere implicitamente soddisfatta.

In alcune circostanze, però, la sola verifica del rispetto delle regole di dettaglio
risulta essere meno cautelativa rispetto a quella esplicita: in particolare, ciò può
accadere nel caso di verifica delle travi secondarie. Questo può essere dedotto a
partire da un’analisi parametrica [6], basata sulla definizione di parametri come il
quantitativo di armatura trasversale e lo sforzo normale adimensionalizzato, ese-
guendo un confronto tra i risultati ottenuti mediante verifica esplicita ed implicita.
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3.3 Analisi storica dei modelli costitutivi

Da quasi un secolo la valutazione del comportamento di elementi in calcestruz-
zo confinato risulta oggetto di molteplici studi.
Le prime ricerche, che costituiscono il punto di partenza per i modelli matematici
sviluppati successivamente, vennero svolte da Richart et al. (1928), consideran-
do un confinamento generato da una pressione uniforme idrostatica. I risultati
ottenuti dimostrarono che la resistenza a compressione e la corrispettiva deforma-
zione longitudinale del calcestruzzo potessero essere valutate attraverso le seguenti
relazioni semplificate:

f ′
cc = f ′

co + k1 f1 (68)

ϵcc = ϵco

(
1 + k2

f1
f ′
co

)
(69)

dove f ′
cc rappresenta la resistenza a compressione del calcestruzzo confinato dalla

pressione laterale f1, ϵcc è la corrispondente deformazione, f ′
co indica la resistenza

del calcestruzzo non confinato e ϵco è la relativa deformazione. Infine, k1 e k2 sono
coefficienti che dipendono dalla miscela del calcestruzzo e da f1.

I primi studi furono condotti su provini di piccola scala, caricati concentri-
camente e in maniera monotona, spesso in assenza di armatura longitudinale:
tipicamente venivano adoperate macchine di prova a carico controllato e a basse
velocità. I risultati ottenuti venivano utilizzati per prevedere il comportamento
degli elementi in condizioni sismiche.
Studi più recenti, invece, furono realizzati su unità di dimensioni più realistiche,
ma senza simulazione delle azioni sismiche.

Grazie a ricercatori come Mander (1984), Sheikh e Uzumeri (1982) e Vallenas
(1977), che effettuarono numerose prove su campioni in scala reale, fu possibile
dimostrare che il confinamento risultava essere migliore se:

• l’armatura trasversale fosse inserita con una spaziatura relativamente ravvi-
cinata;

• fossero incluse staffe supplementari sovrapposte o legami trasversali;

• le barre longitudinali fossero distribuite in maniera adeguata lungo il peri-
metro;
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• fosse aumentato o il volume dell’armatura trasversale rispetto a quello del
calcestruzzo o la resistenza allo snervamento dell’armatura trasversale;

• fossero usate spirali o staffe circolari anziché quelle rettangolari.

Fino al 1980, i parametri fondamentali necessari alla valutazione del compor-
tamento di elementi confinati sottoposti a prove di carico e alla definizione dei
modelli costitutivi analitici, erano:

• la geometria dei provini;

• il carico applicato durante la prova;

• il diametro e il passo delle staffe.

Solo dopo le ricerche svolte dagli studiosi Sheikh e Uzumeri, nel 1980, si scoprì
che il problema fosse influenzato da due ulteriori variabili: la disposizione delle
staffe e la distribuzione delle barre longitudinali.

Negli anni a seguire, ricercatori come Mander et al. (1988), Yong, Nour e Nawy
(1988) e Razvi e Saatciouglu (1992) idearono modelli analitici in grado di descri-
vere al meglio il comportamento degli elementi confinati. I campi di applicazione
di questi modelli risultano essere più ampi rispetto ai precedenti: infatti, possono
essere validi per colonne che presentano sezioni rettangolari, quadrate e circolari.
Il modello sviluppato da Mander et al. (1988) è sicuramente il più importante,
ma anche quello di Razvi e Saatciouglu (1992), che prevede la definizione di una
pressione laterale equivalente dipendente dalla disposizione delle staffe, ha avuto
grande rilevanza.

In seguito, viene riportata la descrizione di alcuni modelli matematici proposti
fino ad oggi, ottenuti tramite prove eseguite principalmente su colonne quadra-
te o rettangolari, che permettono di esprimere il comportamento del calcestruzzo
confinato. Prima di questo, viene allegata una tabella riassuntiva dei vari modelli
trattati (vedi figure 37 e 38).

I modelli analizzati risultano idonei allo studio di calcestruzzi a normale resi-
stenza, mentre non sono ritenuti validi per quelli ad alta resistenza, dal momento
che sono inclini a fornire una stima eccessiva dell’incremento di essa e della dutti-
lità.
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Figura 37: Modelli sviluppati per il calcestruzzo confinato
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Figura 38: Modelli sviluppati per il calcestruzzo confinato

.
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3.3.1 Hognestad (1951)

Il modello sviluppato da Hognestad, nel 1951, è largamente utilizzato per rap-
presentare l’andamento della resistenza normale e per descrivere in maniera soddi-
sfacente il comportamento del calcestruzzo confinato, come mostrato in figura 39.
La curva σ − ϵ assume un andamento parabolico fino al picco e, successivamente,
il comportamento può essere descritto con una relazione decrescente lineare.
Solitamente, viene considerata una sollecitazione di compressione massima pari
all’85% della resistenza cilindrica del calcestruzzo (fc = 0, 85fck) a cui corrisponde
una deformazione (ϵco) pari a 0,2%.

Figura 39: Modello di Hognestad (1951)

Il modulo elastico può essere valutato come:

Ec = tan(α) = 126800 + 460fc [kgf/cm2] (70)

mentre il ramo di parabola che descrive il comportamento prima del picco, può
essere determinato tramite la seguente relazione:

σc = fc

[
2ϵc
ϵco

−
(
ϵc
ϵco

)2
]

(71)

Infine, si può notare che la deformazione ultima ϵcu, corrispondente alla tensione
0,85fc, è pari a 0,38%.
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3.3.2 Chan (1955)

Nel 1955, il ricercatore Chan svolse alcune prove di carico su provini rettango-
lari e cilindrici di dimensioni note, confinati in modo differente.
Nel caso di confinamento con cerchiatura rettangolare, i risultati di Chan, con-
frontati con il calcestruzzo non confinato, mostrarono un aumento della resistenza
di oltre il 50% e un aumento della deformazione ultima di circa il 500%. Inoltre,
questi aumenti rappresentavano solo il 50% e il 70%, rispettivamente, di quelli
ottenuti con un equivalente rinforzo a spirale.
Per determinare l’effetto confinante, Chan ignorò la distanza tra le staffe e consi-
derò esclusivamente il rapporto volumetrico dell’acciaio di confinamento.

3.3.3 Roy e Sozen (1964)

Nel 1964, gli studiosi Roy e Sozen svilupparono una relazione bilineare idea-
lizzata di sforzo-deformazione per il calcestruzzo confinato tramite una staffatura
quadrata, a partire da prove effettuate su prismi composti da circa il 2% di acciaio
in volume.
Questo esperimento si concluse ricavando che la duttilità del calcestruzzo confina-
to dipendeva strettamente dalla spaziatura dell’armatura di confinamento, mentre
la dimensione delle staffe e la quantità di acciaio longitudinale influenzavano in
maniera limitata le proprietà del calcestruzzo.
Osservando il diagramma riportato in figura 40 è, infatti, possibile notare come il
passo delle staffe comporti una variazione della curva: minore è la distanza tra le
armature di confinamento, maggiore sarà la resistenza dell’elemento.

Figura 40: Relazione sforzo-deformazione: effetto della spaziatura
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Dai risultati dei test si deduce, quindi, che la presenza di armatura trasversale
aumenta la duttilità del calcestruzzo ma non la sua resistenza.

Figura 41: Modello di Roy e Sozen (1964)

Per quanto riguarda la relazione sforzo-deformazione, questa viene rappresen-
tata in figura 41: come detto in precedenza, il comportamento può essere descritto
mediante due rette, crescente nel primo tratto, fino ad una deformazione ϵc pari
allo 0,2%, e decrescente nel secondo.
In quest’ultimo è possibile definire una deformazione ϵ50, corrispondente ad una
resistenza pari a 0,5f ′

c, ottenuta come:

ϵ50 =
3

4

ρsh

s
(72)

dove h rappresenta l’altezza totale dell’elemento, ρs è il rapporto tra il volume
dell’armatura trasversale e quello del nucleo di calcestruzzo e s indica la distanza
tra le staffe.

3.3.4 Bertero e Felippa (1964)

Sulla base degli studi condotti da Roy e Sozen, nel 1964, i ricercatori Bertero
e Felippa riportarono i risultati ottenuti da prove di carico eseguite su provini di
diverse dimensioni e armati con staffe quadrate e/o barre longitudinali.
Questi studi mostrarono un aumento di resistenza del calcestruzzo dal 13% al 26%,
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a seconda del volume dell’armatura trasversale.
Si concluse che, al contrario delle staffe, le sole barre longitudinali non migliorarono
la duttilità del calcestruzzo, mentre la combinazione di staffe e barre longitudinali
ne fornirono un netto incremento.

3.3.5 Soliman e Yu (1968)

Nel 1968, i ricercatori Soliman e Yu eseguirono degli studi su elementi in calce-
struzzo confinato soggetti a flessione, in modo da ricavare informazioni in merito
alla relazione sforzo-deformazione.
Le prove di carico vennero condotte su provini aventi diverse dimensioni: i risultati
ottenuti evidenziarono un aumento di resistenza del 28% nel caso di cerchiature
rettangolari limitatamente distanziate.
La curva sforzo-deformazione proposta dai due ricercatori è mostrata nella figura
42 e le caratteristiche sono descritte nel seguito.

Figura 42: Modello di Soliman e Yu (1968)

Questo modello può essere suddiviso in tre regioni, ciascuna contraddistinta da un
comportamento differente e limitata dai parametri indicati in seguito.

Il tratto iniziale, che si conclude con una deformazione ϵce corrispondente al
raggiungimento della resistenza cilindrica del calcestruzzo f ′

c, è caratterizzato da
un andamento parabolico. La deformazione ϵce viene valutata come:

ϵce = (0, 55 f ′
c) · 10−6 (73)
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Successivamente, si identifica un tratto in cui lo sforzo si mantiene costante fino
alla deformazione ϵcs, valutata con la seguente relazione:

ϵcs = 0, 0025 (1 + q′′) (74)

Il tratto finale, invece, è contraddistinto da un comportamento linearmente decre-
scente ed è possibile identificare la deformazione ϵcf corrispondente all’80% della
resistenza f ′

c:

ϵcs = 0, 0045 (1 + 0, 85 q′′) (75)

Infine, la tensione massima che si può sviluppare nel calcestruzzo confinato è pari
a:

σc,max = 0, 9 f ′
c(1 + 0, 05 q′′) (76)

Il parametro q′′ viene espresso nel seguente modo:

q′′ =

(
1, 4

Acc
Ac

− 0, 45

)
As(s0 − s)

As s+ 0, 0028Bs2
(77)

in cui Acc e Ac rappresentano, rispettivamente, l’area compressa di calcestruzzo
confinato e quella di calcestruzzo privo di confinamento, As è l’area dell’armatura
trasversale, B equivale alla larghezza del provino, s indica il passo delle staffe
mentre s0 rappresenta la spaziatura massima oltre la quale il confinamento risulta
inefficace.
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3.3.6 Kent e Park (1971)

Nel 1971, Kent e Park proposero un ulteriore modello, mostrato in figura 43,
per valutare il comportamento del calcestruzzo confinato mediante staffe rettan-
golari. Questo rappresenta una generalizzazione del modello di Hognestad, poiché
permette di descrivere in modo più completo la relazione di sforzo-deformazione
dopo il picco.

Figura 43: Modello di Kent e Park (1971)

Il legame è contraddistinto da tre diversi tratti: il primo presenta un andamen-
to parabolico fino alla resistenza cilindrica massima f ′

c [MPa] a cui corrisponde una
deformazione ϵco pari a 0,2%, il secondo tratto mostra uno sviluppo linearmente
decrescente fino al raggiungimento del 20% della resistenza f ′

c, mentre il terzo è
descritto da una retta contrassegnata da un valore di tensione pari al 20% di quella
massima che si mantiene costante all’infinito.

Dalla figura 43 è, inoltre, possibile notare come il primo tratto non sia in-
fluenzato dalla presenza del confinamento e la legge analitica che ne descrive il
comportamento è la seguente:

fc = f ′
c

[
2ϵc
ϵco

−
(
ϵc
ϵco

)2
]

per 0 ≤ ϵc ≤ ϵco (78)

Per quanto riguarda il secondo tratto, la relazione lineare tra sforzo e defor-
mazione, ottenuta per via grafica valutando la deformazione corrispondente ad
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una tensione di confinamento pari alla metà della resistenza massima, può essere
espressa nel seguente modo:

σc = f ′
c

[
1− 0, 5

ϵc − ϵco
ϵ50,c − ϵ50,h − ϵco

]
per ϵco ≤ ϵc ≤ ϵ20,c (79)

Nel caso di calcestruzzo non confinato, la deformazione corrispondente al 50% di
f ′
c si ricava come:

ϵ50,u =
3 + 0, 29 f ′

c

145 f ′
c − 1000

(80)

Per sezioni quadrate, caratterizzate da un nucleo di calcestruzzo confinato di lato
b, la seguente espressione permette di valutare la deformazione ϵ50,h:

ϵ50,h =
3

4
ρs

√
b

s
(81)

dove ρs è definito dal rapporto tra l’area delle armature trasversali Ast e quella del
nucleo di calcestruzzo confinato.

L’influenza dell’armatura trasversale può essere valutata osservando la figura
44, in cui viene messo in evidenza come un incremento di staffatura produca un
effetto benefico nei confronti della resistenza. All’aumentare del quantitativo di
armatura trasversale, infatti, l’inclinazione del secondo ramo diminuisce fino a di-
ventare orizzontale, provocando un conseguente aumento di resistenza.

Figura 44: Modello di Kent e Park: influenza dell’armatura trasversale
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Questo modello venne proposto sulla base di un’analisi di dati sperimentali
esistenti. Esso incorpora molte caratteristiche introdotte dai ricercatori precedenti
senza considerare, però, alcun aumento di resistenza del calcestruzzo confinato.
Per quanto riguarda il ramo decrescente, questo venne sviluppato a partire dai
risultati di Roy e Sozen (1964), Bertero e Felippa (1964) e Soliman e Yu (1968): è
stato, infatti, assunto lineare e segue lo stesso andamento suggerito da Roy e Sozen.

Il modello di Kent e Park trascura, dunque, l’incremento di resistenza del
calcestruzzo, ma tiene in conto l’aumento di duttilità dovuto alla presenza delle
staffe di confinamento.
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3.3.7 Sargin (1971)

Nel 1971, Sargin eseguì vari esperimenti su provini di uguale dimensione, privi
di armature longitudinali, ma rinforzati lateralmente in maniera differente. Le
prove vennero condotte applicando carichi concentrici ed eccentrici: nel primo
caso, i risultati mostrarono come la resistenza media del calcestruzzo fosse circa
il 98% della resistenza cilindrica, mentre nel secondo caso risultava essere pari al
100%.
Sargin operò un’analisi teorica dei propri risultati assumendo che l’incremento della
resistenza del nucleo di calcestruzzo realmente confinato fosse 4,1 volte la pressione
laterale e che i rinforzi laterali cedessero prima che venisse raggiunta la resistenza
massima.

3.3.8 Vallenas, Bertero e Popov (1977)

Nel 1977, i ricercatori Vallenas, Bertero e Popov condussero prove di carico su
una serie di colonne in cemento armato. Da un punto di vista geometrico, que-
ste presentavano le stesse dimensioni, ciò che variava era la presenza, o assenza,
delle armature longitudinali e la tipologia delle staffe di contenimento. Per alcune
colonne i risultati evidenziarono un aumento di oltre il 20% della resistenza del
nucleo di calcestruzzo e, inoltre, venne dimostrato come l’aggiunta di armature
longitudinali avesse un effetto benefico nei confronti della resistenza: in particola-
re, si ottenne un miglioramento medio del 7%.

Figura 45: Confronto tra le relazioni analitiche e i risultati sperimentali

89



All’epoca nessuna delle curve esistenti era in grado di prevedere il compor-
tamento ottenuto da queste prove (figura 45), perciò Vallenas, Bertero e Popov
proposero una relazione sforzo-deformazione migliorata mostrata in figura 46.

Figura 46: Modello di Vallenas, Bertero e Popov (1977)

Questo modello può essere descritto tramite tre diverse relazioni, ciascuna delle
quali identifica un certo tipo di comportamento del calcestruzzo.

Il tratto iniziale (AB) è caratterizzato da un andamento parabolico.
Il rapporto tra la tensione nel calcestruzzo fc e la massima resistenza cilindrica f ′

c

viene valutata come:

fc
f ′
c

=

[
Ec ϵ0
f ′c

(
ϵL
ϵ0

)
− k

(
ϵL
ϵo

)2]
1 + [ Ec ϵ0

k f ′c
− 2
] (

ϵL
ϵ0

) per 0 ≤ ϵc ≤ ϵo (82)

in cui

ϵ0 = 0, 0024 + 0, 006

(
1− 0, 734 s

h

)
ρs fyh√

f ′
c

(83)

e k, che rappresenta il rapporto tra la massima tensione sviluppata nel calcestruzzo
confinato e la resistenza cilindrica, si ricava come:

k = 1 + 0, 1096
(
1− 0, 24

s

h

) (ρs + ϕs
ϕl
ρ
)
fyh√

f ′
c

(84)
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Inoltre, Ec rappresenta il modulo di elasticità del calcestruzzo tangente nell’ori-
gine [MPa], fyh è la resistenza allo snervamento dell’armatura di confinamento
[MPa], s indica il passo delle staffe [mm], h rappresenta la dimensione caratteristi-
ca dell’elemento confinato [mm], ρ esprime il rapporto volumetrico dell’armatura
longitudinale mentre ρs quello dell’armatura trasversale e ϕl e ϕs indicano, rispet-
tivamente, il diametro delle barre longitudinali e delle staffe.

Il tratto successivo (BC) è rappresentato da un segmento di retta con andamento
linearmente decrescente fino al raggiungimento di una tensione pari al 30% di
quella massima. La relazione viene definita come segue:

fc
f ′
c

= k

[
1− Z ϵ0

(
ϵL
ϵ0

− 1

)]
(85)

dove Z equivale a:

Z =
0, 5

3
4
ρs

√
h
s
+
(

3+0,29f ′c
145f ′c−1000

)
− 0, 002

(86)

Il tratto finale, invece, viene descritto da una retta che presenta un valore
costante di tensione pari al 30% di quella massima e viene descritto nel modo
seguente:

fc
f ′
c

= 0, 3 k (87)
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3.3.9 Park, Priestely e Gill (1979)

Nel 1979, Park, Priestley e Gill proposero una variazione della relazione sforzo-
deformazione di Kent e Park (1971), in modo da tenere in considerazione l’aumento
della resistenza del calcestruzzo e della deformazione alla sollecitazione massima
Kf ′

c, con

K = 1 + ρs
fyh
f ′
c

(88)

Il modello proposto è rappresentato in figura 47 e le relazioni che governano la
curva sforzo-deformazione sono riportate nel seguito.

Figura 47: Modello di Park, Priestely e Gill (1979)

In questo modello è possibile osservare due tratti distinti: il primo (AB) è
definito da un ramo di parabola che si sviluppa fino ad una deformazione pari a
0,002K. La relazione che descrive l’andamento è:

fc = Kf ′
c

[
2ϵc

0, 002K
−
(

ϵc
0, 002K

)2
]

per ϵc ≤ 0, 002K (89)

Il secondo tratto (BC), invece, è evidenziato da un andamento lineare decre-
scente e viene espresso da:

fc = Kf ′
c [1− Zm(ϵc − 0, 002K)] per ϵc > 0, 002K (90)
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dove

Zm =
0, 5

3
4
ρs

√
h
s
+
(

3+0,29f ′c
145f ′c−1000

)
− 0, 002K

(91)

Gli autori considerano che la tensione massima, Kf ′
c, si sviluppi ad una defor-

mazione di picco pari a 0,002K: questa scelta è basata sul fatto che la parabola
che definisce la regione AB mantenga lo stesso modulo di elasticità iniziale, indi-
pendentemente dal valore di K.

3.3.10 Sheikh e Uzumeri (1982)

Nel 1982 i due ricercatori, Sheikh e Uzumeri, presentarono un modello costi-
tutivo per descrivere il comportamento del calcestruzzo confinato di colonne a
sezione quadrata, il quale permetteva di tenere in considerazione la distribuzione
dell’armatura longitudinale e la disposizione delle armature di confinamento della
colonna.

La campagna sperimentale, condotta applicando una compressione assiale mo-
notona alle colonne, evidenziò come l’utilizzo di staffe quadrate, poste a distan-
za ravvicinata, aumentasse la resistenza e la duttilità del calcestruzzo confinato.
Inoltre, anche la disposizione delle barre longitudinali lungo il perimetro del nucleo
confinato comportava un aumento dell’efficienza del confinamento.
Il modello proposto viene rappresentato in figura 48 e l’efficienza del confinamento
può essere espressa mediante le equazioni riportate in seguito.

Figura 48: Modello di Sheikh e Uzumeri (1982)
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La resistenza a compressione del calcestruzzo confinato f ′
cc [MPa] viene ricavata

come:

f ′
cc = Kc f

′
c (92)

in cui Kc rappresenta il fattore di confinamento e indica l’incremento della resi-
stenza dovuto alla presenza delle armature trasversali, mentre f ′

c è la resistenza
cilindrica del calcestruzzo a compressione.

Il fattore Kc si ottiene dalla seguente espressione:

Kc = 1 +
b20

140Pcc

[(
1−

n∑
i=1

b2i
5, 5b20

)(
1− s

2b0

)]√
ρstfyk (93)

dove bi rappresenta la distanza laterale tra le barre di armatura longitudinali [mm],
mentre b0 è la dimensione del provino di calcestruzzo [mm], s indica il passo delle
staffe [mm] e ρst è il rapporto volumetrico di armatura trasversale.

Prima di precisare le relazioni analitiche che descrivono il modello, è necessario
definire la forza di compressione assiale Pcc applicata ai provini di calcestruzzo
confinato:

Pcc = f ′
c Acc (94)

dove Acc rappresenta l’area del nucleo confinato di calcestruzzo.

Anche in questo modello è possibile distinguere diversi tratti: il primo viene
descritto mediante una legge parabolica fino alla deformazione ϵc1, il secondo è
rappresentato da una tensione che si mantiene costante fino alla deformazione ϵc2
ed è pari a quella di compressione massima del calcestruzzo confinato f ′

cc, mentre
il terzo viene definito da un segmento di retta che decresce linearmente fino a rag-
giungere una tensione pari a 0,3f ′

cc. Una volta raggiunta, la tensione si mantiene
costante all’infinito.

Le deformazioni necessarie all’analisi del modello sono ricavate attraverso le
espressioni definite nel seguito. Quella che delimita la fine del tratto parabolico,
cioè ϵc1, si ottiene come:

ϵc1 = 80 Kc fc · 10−6 (95)
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Per quanto riguarda la deformazione ϵc2, questa viene ricavata come:

ϵc2 = ϵc1

[
1 +

248

bi

[
1− 5

(
s

b0

)2
]
ρst fyk√

fc

]
(96)

Infine, la deformazione corrispondente all’85% della resistenza f ′
cc è pari a:

ϵc85 = 0, 225 ρst

√
b0
s
+ ϵc2 (97)

Le relazioni analitiche che descrivono il modello sono:

σcc = f ′
cc

[
2ϵc
ϵc1

−
(
ϵc
ϵc2

)2
]

per 0 ≤ ϵc ≤ ϵc1 (98)

σcc = Kc f
′
cc per ϵc1 < ϵc ≤ ϵc2 (99)

σcc = f ′
cc [1− Z(ϵc − ϵc2)] per ϵc > ϵc2 (100)

dove Z risulta pari a:

Z =
0, 5

3
4
ρst

√
b0
s

(101)

I provini utilizzati negli esperimenti condotti da Sheikh e Uzumeri, di dimen-
sioni più realistiche rispetto a quelli adottati in precedenza, hanno evidenziato in
maniera chiara il miglioramento della resistenza e della duttilità dovuto al confi-
namento.

Nel modello riportato in figura 48, come già detto in precedenza, si osser-
va un plateau plastico dovuto all’utilizzo di staffe ad alto limite di snervamento
(fyh=520 o 700 MPa). Questo nasce dal fatto che, quando il calcestruzzo perviene
alla sua massima resistenza, l’acciaio si trova ancora al di sotto del limite di sner-
vamento, permettendo così un aumento della pressione di confinamento e quindi
della deformazione longitudinale e laterale.
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3.3.11 Scott e Park (1982)

Nel 1982, Scott e Park testarono dei campioni quasi a grandezza naturale ba-
sati su colonne di edifici reali: modificarono le equazioni ottenute da Kent e Park
(1971), in modo da tenere in conto sia dell’aumento di resistenza e sia di quello di
duttilità.

Il modello ottenuto dai due ricercatori è riportato in figura 49.

Figura 49: Modello di Scott e Park (1982) - Modello modificato di Kent e Park

Osservando il modello si nota come l’andamento di entrambe le curve sia simile
a quello proposto da Kent e Park (1971): in entrambi i casi, infatti, si identifica
un primo tratto parabolico mentre il secondo è linearmente decrescente.
La differenza sostanziale tra i due modelli è che, in quello di Scott e Park, viene
messo in evidenza l’incremento di resistenza dovuto al confinamento dipendente
dal fattore K.

3.3.12 Mander e Priestley (1984)

A partire dal 1984, i ricercatori Mander e Priestley, svilupparono un modello
teorico utile ad analizzare e a valutare il comportamento di elementi in calcestruz-
zo armato confinato soggetti a carichi di compressione monoassiale.
Da un punto di vista costruttivo, la sezione di calcestruzzo può essere confinata in
qualsiasi modo: con cerchiature a spirale, circolari o rettangolari e, eventualmente,
possono essere adoperate legature trasversali supplementari. Per tenere in consi-
derazione la diversa tipologia di confinamento, viene definita una pressione laterale
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effettiva dipendente dalla disposizione delle armature longitudinali e trasversali.

Il modello comportamentale suggerito dagli autori è rappresentato in figura 50
e si basa su un’equazione proposta da Popovics nel 1973.

Figura 50: Mander e Priestley (1984)

Nel caso di prova di carico quasi statica, lo sforzo longitudinale di compressione
del calcestruzzo fc può essere ottenuto come:

fc =
f ′
cc x r

r − 1 + xr
(102)

dove f ′
cc rappresenta la massima resistenza a compressione del calcestruzzo con-

finato, x è pari al rapporto tra la deformazione longitudinale a compressione del
calcestruzzo ϵc e ϵcc, cioè quella corrispondente alla massima resistenza f ′

cc, e r è
funzione del rapporto tra moduli di elasticità.

x =
ϵc
ϵcc

(103)

ϵcc = ϵco

[
1 + 5

(
f ′
cc

f ′
co

− 1

)]
(104)

in cui f ′
co e ϵco indicano la resistenza a compressione del calcestruzzo non confinato

e la corrispettiva deformazione.
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Inoltre

r =
Ec

Ec − Ec,sec
(105)

dove Ec rappresenta il modulo di elasticità del calcestruzzo non confinato, mentre
Ec,sec è quello secante. Tali moduli, espressi in MPa, sono ricavati come segue:

Ec = 5000
√
f ′
co (106)

Ec,sec =
f ′
cc

ϵcc
(107)

Per individuare la pressione laterale effettiva dovuta al confinamento viene uti-
lizzato un approccio analogo a quello impiegato da Sheikh e Uzumeri (1982).

Le armature trasversali, soggette a trazione a causa dell’espansione laterale
del calcestruzzo compresso, inducono sforzi di compressione al nucleo confinato:
la massima pressione nasce proprio qui, cioè nella zona in cui le tensioni risultano
essere interamente sviluppate.

A seguito delle indagini sperimentali, gli autori dimostrarono come il confi-
namento realizzato mediante l’impiego di staffe circolari fosse più efficace rispetto
a quello ottenuto con le staffe rettangolari: questa differenza può essere intuita fa-
cilmente osservando le figure 51 e 52 in cui si nota che, nel caso di staffe circolari,
si sviluppa una pressione uniformemente distribuita su tutto il nucleo confinato,
mentre, con le staffe di forma rettangolare, il confinamento produce un’azione con-
centrata in corrispondenza delle armature longitudinali.
Oltre a ciò, un ulteriore parametro che influenza l’effetto del confinamento è l’in-
terasse tra le staffe: maggiore è il passo tra le armature trasversali, minore risulta
essere l’azione confinante.

La pressione laterale effettiva f ′
l dovuta al confinamento viene valutata come:

f ′
l = fl ke (108)

dove fl indica la tensione laterale sviluppata dalle staffe, che si presume sia uni-
formemente distribuita sull’intera area del nucleo di calcestruzzo, mentre ke rap-
presenta il coefficiente di efficacia del confinamento e si calcola come:
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Figura 51: Nucleo di calcestruzzo effettivamente confinato da staffe circolari

Figura 52: Nucleo di calcestruzzo effettivamente confinato da staffe rettangolari

ke =
Ae
Acc

(109)

in cui Ae è l’area del nucleo di calcestruzzo efficacemente confinato, mentre Acc si
ottiene da:

Acc = A′
c(1− ρcc) (110)

con ρcc che esprime il rapporto tra l’area di armatura longitudinale e quella di
calcestruzzo confinato dalle staffe e A′

c che rappresenta l’area di calcestruzzo indi-
viduata dalla linea media dell’armatura trasversale.
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Nel caso di armatura di confinamento circolare, si ottengono le seguenti relazioni:

Ae =
π

4

(
ds −

s′

2

)2

=
π

4
d2s

(
1− s′

2ds

)2

(111)

Acc =
π

4
d2s(1− ρcc) (112)

ke =

(
1− s′

2ds

)2
1− ρcc

(113)

dove s′ indica la distanza netta verticale tra le staffe, mentre ds rappresenta il
diametro dell’armatura trasversale.

Nell’ipotesi in cui la pressione laterale fl sia tale da far sopraggiungere lo
snervamento nelle staffe, può valere il seguente equilibrio alla traslazione:

2fyhωsp = flsds (114)

dove ωsp rappresenta l’area dell’armatura trasversale, s indica il passo delle staffe
e fyh indica la tensione di snervamento di quest’ultime.

Figura 53: Equilibrio delle forze alla traslazione orizzontale

Sviluppando i calcoli si ottiene che la pressione laterale risulta essere equivalente
a:

fl =
1

2
ρsfyh (115)
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dove ρs esprime il rapporto tra il volume delle staffe e quello del calcestruzzo con-
finato, assunto pari a 4ωsp

dss
.

Infine, la pressione laterale effettiva f ′
l è ottenuta da:

f ′
l =

1

2
keρsfyh (116)

Per poter valutare la resistenza a compressione fcc del calcestruzzo confinato, viene
adoperato un modello costitutivo che coinvolge una specifica superficie di rottura
per sollecitazioni multiassiali di compressione: questa è la superficie a “cinque pa-
rametri” sviluppata da William e Warnke (1975).

Nel caso di confinamento con staffe circolari, che garantiscono una pressione unifor-
memente distribuita all’intero nucleo di calcestruzzo, la resistenza a compressione
del calcestruzzo confinato è data dalla seguente relazione:

f ′
cc = f ′

co

(
−1, 254 + 2, 254

√
1 +

7, 94f ′
l

f ′
co

− 2
f ′
l

f ′
co

)
(117)

in cui f ′
co è la resistenza a compressione del calcestruzzo non confinato.

Nel caso di confinamento con staffe rettangolari, la valutazione di f ′
cc è più comples-

sa. Innanzitutto, è necessario definire l’area del nucleo di calcestruzzo confinato
sul piano orizzontale posto ad una distanza media tra le armature trasversali:

Ae =

(
bcdc −

n∑
i=1

w′
i
2

6

)(
1− s′

2bc

)(
1− s′

2dc

)
(118)

dove

Ai =
n∑
i=1

w′
i
2

6
(119)

rappresenta l’area di calcestruzzo non confinato nel medesimo piano, bc e dc (bc ≥
dc) indicano le dimensioni del nucleo valutate a partire dalla linea d’asse delle ar-
mature longitudinali, w′

i esprime la distanza netta tra due barre adiacenti e n è il
numero totale delle barre.

Con riferimento alle equazioni (109) e (110) si può esprimere il coefficiente ke come:
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ke =

(
1−

∑n
i=1

w′
i
2

6bcdc

)(
1− s′

2bc

)(
1− s′

2dc

)
(1− ρcc)

(120)

Successivamente, è necessario introdurre i rapporti di armatura nelle due direzioni:

ρsx =
Asx
sdc

(121)

ρsx =
Asy
sbc

(122)

in cui Asx e Asy rappresentano le aree totali di armatura trasversale nelle due di-
rezioni.

Anche in questo caso, vale l’equilibrio alla traslazione orizzontale:

fyhAsx = flxsdc (123)

fyhAsx = flxsbc (124)

da cui è possibile ricavare:

flx = ρsxfyh (125)

fly = ρsyfyh (126)

e quindi le relative pressioni laterali di confinamento effettive:

flx = keρsxfyh (127)

fly = keρsyfyh (128)
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Figura 54: Equilibrio delle forze alla traslazione orizzontale: (a) nella direzione x, (b)
nella direzione y

Nel caso di confinamento con armature trasversali rettangolari, la resisten-
za a compressione del calcestruzzo confinato f ′

cc si ottiene in maniera grafica,
adoperando le curve di figura 55.

Figura 55: Determinazione di f ′cc (staffe rettangolari)
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3.3.13 Yong, Nour e Nawy (1988)

Il modello proposto da Yong, Nour e Nawy, del 1988, può essere applicato
esclusivamente per colonne a sezione quadrata e viene mostrato in figura 56.

Figura 56: Modello di Yong, Nour e Nawy (1988)

Come per i modelli precedenti, anche in questo caso è possibile esprimere la resi-
stenza del calcestruzzo confinato in funzione di quella dell’elemento non confinato,
cioè:

fcc = fcks (129)

dove ks rappresenta il fattore di incremento della resistenza ed è pari a

ks = 1 + 0, 11

(
1− 0, 254s

h′′

)(
ρst +

nstϕst
0, 31496s ϕlong

ρcc

)
fyk√
fc

(130)

dove h′′ rappresenta la distanza tra le staffe.

Per quanto riguarda la deformazione del calcestruzzo non confinato ϵc, gli autori
propongono di adoperare un valore pari a 0,00265. Questo è utile per la valutazione
di ϵcc, cioè della deformazione che si sviluppa in presenza di confinamento, che
dipende dalla stessa ϵc e dall’aumento della resistenza:

ϵcc = ϵc +
0, 0035

(
1− 0,734s

h′′

)
(145ρstfyk)

2
3

√
145fc

(131)
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Il modulo elastico del calcestruzzo viene valutato come:

Ec = 36, 78 w1,5
c

√
fc (132)

in cui wc indica la densità del calcestruzzo.

Definiti tutti i parametri, è possibile esprimere le equazioni che identificano la
curva proposta dagli autori, in base al valore di deformazione considerato.

Per 0 ≤ ϵ ≤ ϵcc, la tensione σcc è pari a:

σcc = fcc
A ϵ
ϵcc

+B
(

ϵ
ϵcc

)2
1 + (A− 2) ϵ

ϵcc
+ (B + 1)

(
ϵ
ϵcc

)2 (133)

Quando ϵ > ϵcc, la tensione è pari al valore massimo tra i due riportati in seguito:

σcc = fcc
C ϵ
ϵcc

+D
(

ϵ
ϵcc

)2
1 + (C − 2) ϵ

ϵcc
+ (D + 1)

(
ϵ
ϵcc

)2 (134)

σcc = 0, 30fcc (135)

I coefficienti che entrano in gioco sono definiti nel modo seguente:

A = Ec
ϵcc
fcc

(136)

B =

[
(A− 1)2

0, 55

]
− 1 (137)

C =
(ϵ2i − ϵi)

ϵcc

[
ϵ2iEi

(fcc − fi)
− 4ϵiE2i

(fcc − f2i)

]
(138)

D = (ϵi − ϵ2i)

[
Ei

(fcc − fi)
− 4E2i

(fcc − f2i)

]
(139)

con

fi = fcc

[
0, 25

(
fc
fcc

)
+ 0, 4

]
(140)
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ϵi = ks

[
1, 4

(
ϵcc
ks

)
+ 0, 0003

]
(141)

f2i = fcc

[
0, 0025

(
fc

1000

)
− 0, 065

]
≥ 0, 3fcc (142)

ϵ2i = 2ϵi − ϵcc (143)

Ei =
fi
ϵi

(144)

E2i =
f2i
ϵ2i

(145)

3.3.14 Saatcioglu e Razvi (1992)

Nel 1992, i ricercatori Saatcioglu e Razvi condussero diversi studi su provini
di calcestruzzo armato confinato, in modo da ricavare informazioni riguardo alla
curva sforzo-deformazione. Il modello proposto venne sviluppato a seguito di una
campagna sperimentale che prevedeva prove di compressione monoassiale su pro-
vini di geometrie differenti, e si basa sulla definizione di una pressione laterale di
confinamento effettiva che nasce per opera delle staffe.
Una volta applicata la forza di compressione in direzione longitudinale, nel provino
si sviluppano deformazioni nella medesima direzione che comporterebbero la na-
scita di dilatazioni trasversali, limitate, però, dalla presenza delle staffe. In questo
modo il provino risulta sottoposto ad uno stato di sollecitazione triassiale costitui-
to da compressione monoassiale e pressione laterale.

Nel caso di materiale elastico lineare e isotropo, sottoposto ad uno stato di
sollecitazione monoassiale e triassiale, si può definire la seguente relazione:

−µfu2
E

=
ft1 − µ(ft2 + ft1)

E
(146)

con

ft2 = fu2 + k′1ft1 (147)
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k′1 =
1− µ

µ
(148)

dove k′1 è funzione del coefficiente di Poisson µ, E è il modulo di elasticità, mentre
fu2, ft1 e ft2 rappresentano gli sforzi che si sviluppano in condizioni monoassiali e
triassiali nelle due direzioni.

Considerando l’equazione (147), è possibile esprimere la resistenza a compres-
sione del calcestruzzo confinato come segue:

f ′
cc = f ′

c0 + k1fl (149)

dove f ′
cc e f ′

c0 rappresentano, rispettivamente, le resistenze del calcestruzzo confi-
nato e non confinato, mentre k1 è funzione, come prima, del coefficiente di Poisson.
Questa espressione risulta idonea nel caso in cui la pressione laterale agente sul
nucleo di calcestruzzo fosse uniforme.

Sezioni circolari

Per sezioni circolari, l’equazione (149) risulta valida poiché la pressione laterale
che si sviluppa è uniformemente distribuita sull’intero perimetro del nucleo. Que-
sta pressione viene definita mediante l’uso delle equazioni cardinali della statica,
considerando l’equilibrio alla traslazione delle forze definite in figura 57.

Figura 57: Forze agenti su una sezione circolare

Sezioni quadrate e rettangolari

Per le sezioni quadrate e rettangolari, la valutazione della pressione di confi-
namento è più complessa. Per far fronte al problema, viene definita una pressione
laterale equivalente dipendente dalla distribuzione della pressione stessa: osser-
vando le figure 58, 59 e 60, è possibile notare come questa non sia uniformemente
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distribuita sull’intera lunghezza, bensì risulta essere maggiore dove sono presenti le
barre longitudinali e minore nelle zone tra esse. Pertanto, è possibile dedurre che
l’azione confinante è intimamente collegata alla rigidezza flessionale dell’armatura
trasversale, e quindi alla sua dimensione e alla configurazione della sezione.

Figura 58: Distribuzione della pressione laterale (sezione quadrata)

Figura 59: Distribuzione della pressione laterale con diversa configurazione di armatura

Figura 60: Distribuzione della pressione laterale (sezione rettangolare)

108



Il ragionamento, ovviamente, deve essere esteso all’intero elemento tridimensio-
nale: in tal caso, la distribuzione delle pressioni può essere approssimata a quella
riportata in figura 61, in cui si osserva una variazione lungo l’altezza del provino.

Figura 61: Distribuzione della pressione laterale sull’elemento tridimensionale

L’equazione che esprime la resistenza a compressione del calcestruzzo è:

f ′
cc = f ′

c0 + k1fle (150)

con

k1 = 6, 7(fle)
−0,17 (151)

La pressione laterale di confinamento fle non corrisponde a quella media, bensì
risulta essere inferiore ad essa e viene ricavata come:

fle = k2fl (152)

in cui fl rappresenta la pressione laterale media di confinamento, mentre k2 è un
coefficiente riduttivo. Questi parametri sono ottenuti come:

fl =

∑
Asfyt sinα

bcs
(153)

k2 = 0, 26

√(
bc
s

)(
bc
sl

)(
1

fl

)
≤ 1 (154)
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Figura 62: Distribuzione della pressione laterale effettiva, equivalente e media

dove s indica il passo delle staffe, sl rappresenta la distanza tra le armature longi-
tudinali e bc è la base della sezione.

Nel caso di sezioni rettangolari, è necessario valutare la pressione laterale nelle
due diverse direzioni, flex e fley, con la componente relativa al lato lungo dominante
rispetto a quella del lato corto. Una volta definite, la pressione laterale equivalente
viene calcolata come:

fle =
flexbcx + fleybcy

bcx + bcy
(155)

dove bcx e bcy sono le dimensioni del nucleo di calcestruzzo confinato.

Le pressioni laterali di confinamento nelle due direzioni sono definite nel modo
seguente:

flex = 2flxk2x (156)

fley = 2flyk2y (157)

mentre i coefficienti riduttivi k2x e k2y sono pari a:

k2x = 0, 26

√(
bcx
s

)(
bcx
slx

)(
1

flx

)
≤ 1 (158)

k2y = 0, 26

√(
bcy
s

)(
bcy
sly

)(
1

flx

)
≤ 1 (159)
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con slx e sly pari alle distanze tra le barre longitudinali in direzione x e y, rispet-
tivamente.

Il modello proposto da Saatcioglu e Razvi (1992), riportato in figura 63, mette
in evidenza l’incremento di deformabilità e di resitenza nel caso di confinamento
del calcestruzzo.

Figura 63: Modello di Saatcioglu e Razvi (1992)

La resistenza massima f ′
cc del calcestruzzo confinato è pari a:

f ′
cc = f ′

c0

[
1 +

(
k1fle
f ′
c0

)]
(160)

A partire dalle deformazioni della sezione non confinata, è possibile valu-
tare i corrispettivi valori relativi all’elemento confinato. La deformazione ϵ1,
proporzionale al picco di resistenza in caso di confinamento, viene valutata come:

ϵ1 = ϵ01(1 + 5K) (161)

con K = k1fle
f ′c0

e ϵ01 pari alla deformazione corrispondente al picco di resistenza del
provino di calcestruzzo non confinato.

Per quanto riguarda la deformazione ϵ85, proporzionale all’85% della resistenza
massima f ′

cc dell’elemento confinato, è possibile definire la seguente relazione:

ϵ85 = ϵ085 + 260ρϵ1 (162)
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dove ρ =
∑
Ass

s(bcx+bcy)
, mentre ϵ085, in mancanza di dati sperimentali, può essere con-

siderato pari a 0,00306 e indica la deformazione corrispondente a 0,85f ′
c0, cioè

all’85% della resistenza massima del calcestruzzo in condizioni non confinate.

La curva σ − ϵ è suddivisa in due tratti che possono essere espressi mediante
le relazioni riportate in seguito. Il primo, valido per 0 ≤ ϵ ≤ ϵ1, presenta un
andamento parabolico definito da:

σcc = f ′
cc

[
2

(
ϵ

ϵ1

)
−
(
ϵ

ϵ1

)2
]

(163)

Quando ϵ > ϵ1, l’andamento è linearmente decrescente e la tensione è pari al valore
massimo tra i due riportati in seguito:

σcc = f ′
cc

[
1− 0, 15

ϵ− ϵ1
ϵ85 − ϵ1

]
(164)

σcc = 0, 20f ′
cc (165)
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Di seguito viene riportata una tabella di riepilogo in cui sono messi in evidenza
i parametri che influenzano maggiormente i modelli comportamentali analizzati in
termini di tensione massima, deformazione relativa alla tensione massima e de-
formazione ultima. I parametri sono: il diametro, il passo, lo snervamento e la
configurazione delle staffe, il numero e la configurazione delle barre longitudinali.
La tabella richiama i modelli più importanti tra quelli descritti in precedenza.

Figura 64: Tabella di riepilogo dei parametri influenti
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3.4 Modello costitutivo proposto

Come sottolineato in precedenza, anche nel caso di calcestruzzo armato confi-
nato è possibile definire dei modelli meccanici di calcolo continui che siano in grado
di analizzare il comportamento sezionale e che permettano di individuare i domini
di interazione sforzo normale-momento flettente (N-M ).
La determinazione di questi modelli è utile perché permette di eliminare il pro-
blema legato alle discontinuità tipiche dei legami proposti dalla Normativa: tali
modelli, infatti, non possono essere espressi tramite un’unica legge, ma vengono
descritti per tratti.

Il modello proposto per la valutazione del comportamento del calcestruzzo
armato confinato viene espresso tramite la seguente relazione:

σ(ϵ) = α ϵηe(−βϵ) (166)

dove α, β e η rappresentano dei parametri incogniti determinati attraverso ulte-
riori formulazioni ottenute in seguito.

Rappresentando la (166) mediante un piano cartesiano, in cui in ascissa si ri-
portano i valori di ϵ normalizzati rispetto a ϵu, mentre in ordinata quelli di σ
normalizzati rispetto a σmax, si ottiene il diagramma riportato in figura 67.
Quando la pressione di confinamento viene a mancare, cioè nel caso di elementi
in calcestruzzo non confinato, il legame costitutivo degenera in quello parabolico-
rettangolare, che solitamente viene adoperato per il calcestruzzo armato ordinario
nelle verifiche agli stati limite ultimi.
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Figura 65: Legame costitutivo del calcestruzzo confinato

Dalla figura 67 è possibile individuare due punti di controllo, A e B, i quali
rappresentano, rispettivamente, il massimo valore di tensione e di deformazione.

Punto σ ϵ
A σmax ϵmax
B σu ϵu

Il massimo valore di tensione σmax si ottiene quando la derivata prima di (166)
si annulla, cioè quando:

d

dϵ
σ(ϵ) = 0 (167)

svolgendo i calcoli si ricava:

α ϵη−1e(−βϵ) (η − βϵ) = 0 (168)

se si pone ϵ=ϵmax, è possibile dedurre una prima relazione con cui si può definire
il parametro incognito β:

ϵmax =
η

β
(169)
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di conseguenza:

β =
η

ϵmax
(170)

Considerando nuovamente ϵ=ϵmax e la relazione (170), si ottiene, quindi, il va-
lore di tensione massima σmax:

σmax = α ϵηmaxe
−η (171)

da cui si ricava una seconda relazione con cui è possibile determinare il parametro
incognito α:

α =
σmax
ϵηmax

eη (172)

Imponendo le condizioni relative al punto B, cioè quelle ultime (ϵu, σu), la (166)
può essere riscritta nel seguente modo:

σu =
σmax
ϵηmax

ϵηu e
[η(1− ϵu

ϵmax
)] (173)

Per semplificare la formulazione, è possibile introdurre nuovi parametri ψσ e
ψϵ, ottenuti dalle seguenti relazioni:

ψσ =
σu
σmax

≤ 1 (174)

ψϵ =
ϵu
ϵmax

≥ 1 (175)

in questo modo la (173) diventa:

ψσ = ψηϵ e
[η(1−ψϵ)] (176)

Questa equazione può essere risolta tramite l’uso dei logaritmi:

log(ψσ) = log(ψηϵ ) + log(e[η(1−ψϵ)]) (177)

da cui si ottiene:

log(ψσ) = η [log(ψϵ) + 1− ψϵ] (178)
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cioè:

η =
log(ψσ)

[log(ψϵ) + 1− ψϵ]
(179)

Dato che α e β dipendono dal parametro η, una volta ricavato sarà semplice
definire le restanti incognite del problema.
Si riassumono in seguito le formulazioni relative ai parametri η, α e β:

η = log(ψσ)
[log(ψϵ)+1−ψϵ]

α = σmax

ϵηmax
eη

β = η
ϵmax

Inoltre, in base al valore che assume ψσ, è possibile rappresentare l’inviluppo
delle curve che definiscono il legame costitutivo proposto per il calcestruzzo confi-
nato.
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Figura 66: Legame costitutivo proposto per il calcestruzzo confinato al variare di ψσ

3.4.1 Codice del programma

Di seguito viene riportato il codice Python creato per rappresentare il modello
costitutivo definito in precedenza nel caso di confinamento. La potenza di tale
modello risiede nel fatto che è espresso da una legge continua, il che permette
di eliminare il problema relativo alle discontinuità tipiche dei modelli proposti da
normativa.

Il diagramma di flusso considerato per la stesura del codice è riportato in figura
67. I parametri che entrano in gioco sono:

• ϵu che indica la deformazione ultima del calcestruzzo confinato;

• σmax che rappresenta la resistenza massima del calcestruzzo confinato;

• r1 e r2, che esprimono, rispettivamente, il rapporto tra la deformazione
massima e quella ultima e quello tra la tensione ultima e la massima.

Il programma è in grado di valutare la deformazione massima ϵmax e la tensio-
ne ultima σu. Inoltre, vengono calcolati i parametri che definiscono il modello η,
α e β, utilizzati per determinare la tensione σ in funzione della deformazione ϵ,
inizialmente nulla e poi incrementata fino ad un valore pari a ϵu.
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Figura 67: Flow-chart: definizione della tensione del modello costitutivo proposto

Di seguito sono riportati alcuni esempi ottenuti adottando un valore costante
di deformazione ultima ϵu = 0, 0035 e di tensione massima σmax = 14, 1 MPa e
variando i rapporti r1 e r2:

a) r1 = 0, 57 e r2 = 0, 80;

b) r1 = 0, 30 e r2 = 0, 30;

c) r1 = 0, 30 e r2 = 0, 50;

d) r1 = 0, 30 e r2 = 0, 80.
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Figura 68: Legame tensione-deformazione (a)

Figura 69: Legame tensione-deformazione (b)

.
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Figura 70: Legame tensione-deformazione (c)

Figura 71: Legame tensione-deformazione (d)

3.5 Sezione rettangolare

Si passa ora ad analizzare il caso di una sezione rettangolare di cemento armato
confinato sottoposta a flessione semplice.
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Considerando la figura 72, assumendo l’ipotesi di deformazione piana e adot-
tando per l’acciaio un modello elasto-plastico incrudente, è possibile determinare
i due parametri incogniti del problema relativo alla flessione e di quello attinente
alla pressoflessione mediante l’impiego delle equazioni di equilibrio.
Nel caso di flessione semplice, i parametri incogniti saranno il valore del momento
flettente resistente ultimo MRd e la posizione dell’asse neutro xc rispetto al lembo
compresso, in questo caso quello superiore, da cui sarà possibile ricavare il rappor-
to meccanico di armatura ω.
Per quanto riguarda il problema della pressoflessione, invece, verranno ricavati i
valori adimensionali resistenti dello sforzo normale e del momento flettente (nrd,
mrd), tramite i quali sarà possibile ottenere le curve di interazione che identificano
i domini di resistenza.

Figura 72: Flessione semplice - Sezione rettangolare di cemento armato confinato

In questa configurazione As e A′
s rappresentano rispettivamente l’area dell’ac-

ciaio inferiore (in trazione) e quella dell’acciaio superiore (in compressione), la
larghezza della sezione viene definita come b, l’altezza geometrica come d, mentre
l’altezza utile, anche detta meccanica, che rappresenza la distanza tra il lembo
compresso superiore della sezione e l’armatura tesa inferiore, viene indicata con h.
Altri parametri da definire sono δ e δ′ che rappresentano gli spessori del coprifer-
ro, valutati come la distanza tra l’armatura tesa e il lembo inferiore e quella tra
l’armatura compressa e il lembo superiore.

Si definisce, inoltre, il rapporto geometrico per entrambe le armature, con-
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siderando che queste sono proporzionali tra loro a meno di un parametro µ pari a
A′

s

As
:

ρ =
As
bd

(180)

ρ′ =
A′
s

bd
= µρ (181)

3.5.1 Analisi adimensionale

Prima di analizzare il problema in termini di equazioni di equilibrio, è utile
introdurre i parametri adimensionalizzati, in modo da semplificarne la trattazione.
Innanzitutto, si definisce l’asse neutro adimensionalizzato ξ come

ξ =
xc
h

(182)

in cui xc esprime il livello dell’asse neutro rispetto al lembo compresso, mentre h
rappresenta l’altezza utile della sezione.
Successivamente si ricavano i valori adimensionalizzati del copriferro Φ e Φ′ come

Φ =
δ

d
(183)

Φ′ =
δ′

d
(184)

in cui δ e δ′ rappresentano gli spessori del copriferro, mentre d è l’altezza geome-
trica della sezione.

Nel caso particolare di rottura bilanciata della sezione, che si verifica quando
il calcestruzzo raggiunge la sua deformazione ultima (ϵc = ϵu) e, contemporanea-
mente, l’acciaio teso perviene a snervamento (ϵs = ϵy), è possibile ricavare il valore
dell’asse neutro adimensionalizzato ξ′ tramite una semplice analisi geometrica.
La configurazione in esame viene illustrata in figura 73.
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Figura 73: Rottura bilanciata: diagramma delle deformazioni

Tramite il criterio di similitudine dei triangoli, è possibile scrivere:

x′c
ϵu

=
h− x′c
ϵy

(185)

evidenziando la variabile x′c

x′c =
ϵu
ϵy
(h− x′c) (186)

e introducendo il parametro ψϵ, si ricava

x′c = hψϵ − x′cψϵ (187)

che, raccogliendo a fattore comune, può essere riscritta come

x′c(1 + ψϵ) = hψϵ (188)

sommando δψϵ ad ambo i membri, si ottiene

x′c(1 + ψϵ) = (hψϵ + δψϵ)− δψϵ (189)

cioè
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x′c(1 + ψϵ) = dψϵ − δψϵ (190)

dato che h+ δ = d. Dividendo entrambi i membri per dψϵ si ottiene

x′c
d

(1 + ψϵ)

ψϵ
= 1− δ

d
(191)

esprimendo ξ′ = x′c
d

e Φ = δ
d

l’equazione (191) si può riscrivere come

ξ′
(1 + ψϵ)

ψϵ
= 1− Φ (192)

da cui si ricava

ξ′ = (1− Φ)
ψϵ

(1 + ψϵ)
(193)

Il parametro ξ può assumere i valori definiti nel seguente intervallo:

ξ ∈
[
h

d
; 0

]
⇒ ξ ∈ [1− Φ; 0] (194)

Da un punto di vista grafico, il dominio può essere rappresentato come in figura
74.

Figura 74: Dominio ξ

Con riferimento alla figura 74 si può osservare che, se ξ assume valori compresi
tra [0; ξ′], l’acciaio di armatura risulta essere snervato, al contrario, se ξ è compreso
nell’intervallo [ξ′; 1 − Φ], le deformazioni che nascono nelle armature sono ancora
di natura elastica.

A tal proposito è possibile definire un parametro γ che permette di tenere in
considerazione questa distinzione di campo. Può assumere i seguenti valori:
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γ =

{
1 se |ϵs(ξ)| ≥ ϵy

ϵs(ξ)Es

fyd
se |ϵs(ξ)| < ϵy

(195)

Nel caso in cui l’acciaio teso si trovi in campo elastico è necessario valutare la
deformazione ϵs(ξ), in modo da poter definire, di conseguenza, il parametro γ.
Per la risoluzione si utilizza sempre un approccio geometrico, in cui si sfrutta la
similitudine dei triangoli.

Come prima, si ricava il valore di deformazione ϵs(ξ) tramite la proporzione

ϵu
xc

=
ϵs

h− xc
(196)

quindi

ϵs = ϵu

(
h

xc
− 1

)
(197)

cioè

ϵs(ξ) = ϵu

(
1

ξ
− 1

)
(198)

La relazione (197) può essere riscritta come

ϵs = ϵu

(
h+ δ

xc
− δ

xc
− 1

)
(199)

cioè

ϵs = ϵu (ξ − Φ− 1) (200)

A questo punto, considerando la (195), nel caso di |ϵs(ξ)| < ϵy, e la (200), è
possibile esprimere il fattore γ come

γ(ξ) =
ϵuEs
fyd

(ξ − Φ− 1) (201)

e introducendo il parametro ν = ϵuEs

fyd
, si ottiene

γ(ξ) = ν (ξ − Φ− 1) (202)
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3.5.2 Equilibrio alla traslazione orizzontale

L’analisi viene condotta esprimendo l’equilibrio alla traslazione orizzontale di
tutte le forze che nascono sulla sezione (figura 75).

Figura 75: Diagramma delle forze agenti in una sezione soggetta a pressoflessione

Nel caso di flessione semplice lo sforzo normale NRd = 0, quindi l’equilibrio
sarà dato da:

Fc + F ′
s − Fs = 0 (203)

dove Fs e F ′
s rappresentano, rispettivamente, le forze che nascono nell’armatura

tesa e in quella compressa e sono valutate nel seguente modo:

Fs = Asσs (204)

F ′
s = A′

sσ
′
s (205)

a loro volta, σs e σ′
s sono proporzionali alla tensione di snervamento dell’acciaio

fyd, a meno del fattore riduttivo γ. Come è stato visto nel paragrafo 3.5.1, questo
fattore varia in base allo stato deformativo in cui si trovano le armature, cioè se,
una volta sollecitate, rientrano nel campo elastico oppure risultano essere snervate.
Si esprimono quindi:

σs = fyd γ(xc) (206)
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σ′
s = fyd γ

′(xc) (207)

in relazione alla deformazione dell’acciaio ϵs(xc), il fattore γ assume i seguenti
valori:

γ =

{
1 se |ϵs(xc)| ≥ ϵyd

ϵs(xc)Es

fyd
se |ϵs(xc)| < ϵyd

(208)

Per quanto riguarda Fc, questa rappresenta la forza che nasce nella porzione di
calcestruzzo reagente, cioè quella di base b e di altezza pari a xc. Considerando che
il momento flettente ultimo Mr si ottiene per ϵu e che nel calcestruzzo ϵc(0) = ϵu,
la forza di compressione agente si ottiene come:

Fc = b

∫ xc

0

σ[ϵ(x)]dx (209)

Assumendo sempre l’ipotesi di conservazione delle sezioni piane, come viene rap-
presentato in figura 72, si ottiene che x−xc

ϵ(x)
= xc

ϵu
, quindi:

ϵ(x) = ϵu

(
1− x

xc

)
(210)

e, introducendo la variabile z = ϵu(1 − x
xc
), è possibile esprimere la derivata dx

come:

dx = −
(
xc
ϵu

)
dz (211)

inoltre, per x = 0 si ha z = ϵu, mentre per x = xc si ha z = 0, quindi l’equazione
(209) diventa:

Fc =
bxc
ϵu

∫ ϵu

0

σ(z)dz (212)

e definendo

Ψ(ϵu) =

∫ ϵu

0

σ(z)dz (213)

l’equazione di equilibrio (203) assume la seguente forma:

129



bxc
ϵu

Ψ(ϵu) + A′
sσ

′
s − Asσs = 0 (214)

Dividendo la (214) per bd, si può esprimere l’equazione di equilibrio alla traslazione
orizzontale nei seguenti termini

ξ

ϵu
Ψ(ϵu) + ρ (µσ′

s − σs) = 0 (215)

Considerando nuovamente la figura 72, è possibile dedurre le relazioni per esprimere
le deformazioni di entrambe le armature:

ϵs = ϵu

(
h

xc
− 1

)
(216)

ϵ′s = ϵu

(
1− x′s

xc

)
(217)

Con riferimento alle equazioni (206) e (207), dividendo il tutto per σmax = fcd e
ricordando che ω = ρ

fyd
fcd

, è possibile riscrivere l’equazione (215) in funzione di ω,
γ e γ′:

ξ

ϵuσmax
Ψ(ϵu) + ω(µγ′ − γ) = 0 (218)

da cui si può dedurre la posizione dell’asse neutro adimensionalizzata ξ risolvendo
la seguente equazione:

ξ =
ϵuσmax
Ψ(ϵu)

ω(γ − µγ′) (219)

Il valore di Ψ(ϵu) si ottiene dalla soluzione dell’integrale (213), che può essere
risolto facendo riferimento alla relazione (67)∫

αxηe(−βx)dx = α
(
−xη+1

)
(βx)−(η+1)Γ(η + 1, βx) (220)

e quindi

Ψ(ϵu) =

∫ ϵu

0

αzηe(−βz)dz (221)
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cioè

Ψ(ϵu) =
1

β

[
α ϵηu(βϵu)

−η [Γ(η + 1)− Γ(η + 1, βϵu)]
]

(222)

dove la funzione Γ(z) è definita come

Γ(z) =

∫ ∞

0

e−ttz−1dt (223)

mentre quella incompleta Γ(a, z) è

Γ(a, z) =

∫ ∞

z

ta−1e−tdt (224)

Con riferimento alle equazioni (212), (213) e (221) si può esprimere Fc come

Fc =
bxc
ϵu

∫ ϵu

0

αzηe(−βz)dz (225)

cioè

Fc =
bxc
ϵu

Ψ(ϵu) (226)

Richiamando l’equazione (229), è possibile ottenere il parametro ω come

ω =
ξ Ψ(ϵu)

ϵu σmax (γ(ξ)− µγ′(ξ))
(227)
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Nel caso di pressoflessione NRd ̸= 0, pertanto, con riferimento alla figura 75,
l’equazione di equilibrio alla traslazione (203) assume la seguente forma:

NRd = Fc + F ′
s − Fs (228)

dove, come prima, Fs e F ′
s rappresentano, rispettivamente, le forze che nascono

nell’armatura tesa e in quella compressa, Fc esprime la forza che si origina nella
porzione di calcestruzzo reagente, cioè quella di base b e di altezza pari a xc, men-
tre NRd indica lo sforzo normale resistente della sezione.

Dividendo l’equazione (228) per bdσmax, con σmax = fcd, si può esprimere
l’equilibrio in termini adimensionali:

nrd =
ξ

ϵuσmax
Ψ(ϵu) + ω(µγ′ − γ) (229)

ricordando che lo sforzo normale adimensionalizzato è pari a nrd = NRd

bd fcd
.
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3.5.3 Equilibrio alla rotazione

Nel caso di flessione, l’analisi procede esprimendo l’equilibrio alla rotazione di
tutte le forze riportate in figura 75, escludendo lo sforzo normale NRd perché è
nullo, rispetto all’asse neutro, in modo da definire il valore del momento flettente
resistente ultimo MRd. Si ottiene:

MRd =

∫ xc

0

bxσ(x)dx+ F ′
s(xc − δ′)− Fs(h− xc − δ) (230)

in cui

∫ xc

0

bxσ(x)dx = b

∫
αxη+1e(−βx)dx = α

(
−xη+2

c

)
(βxc)

−(η+2)Γ(η + 2, βxc) (231)

perciò il momento resistente MRd sarà dato dalla seguente espressione

MRd = α
(
−xη+2

c

)
(βxc)

−(η+2)Γ(η + 2, βxc) + F ′
s(xc − δ′)− Fs(h− xc − δ) (232)

Per ottenere il valore adimensionale mrd è sufficiente dividere ambo i membri per
bd2σmax, con σmax = fcd.

Nel caso di pressoflessione, invece, l’analisi viene condotta esprimendo l’equi-
librio alla rotazione di tutte le forze riportate in figura 75 rispetto al baricentro
G della sezione, cioè nel punto di applicazione di NRd: in questo modo lo sforzo
normale non rientra nell’equazione di equilibrio. Il momento flettente resistente
ultimo MRd sarà, quindi, definito come:

MRd = Fczc + F ′
sz

′
s − Fszs (233)

dove zc, z′s e zs rappresentano, rispettivamente, le distanze del punto di applica-
zione delle risultanti delle forze Fc, F ′

s e Fs rispetto al baricentro G della sezione.

Per quanto riguarda i bracci delle forze F ′
s e Fs, questi risultano pari a:

z′s =
d

2
− δ′ (234)

zs =
d

2
− δ (235)
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La valutazione del braccio zc, invece, è più complessa: dato che la relazione
tensione-deformazione viene definita da una funzione continua, bisognerà ragionare
in termini di integrale, tenendo a mente, però, che il braccio è riferito al baricentro
G della sezione e non alla posizione dell’asse neutro.

Tuttavia, per rendere la trattazione più semplice, è possibile ragionare in ter-
mini discreti, cioè si può pensare di suddividere la curva tensione-deformazione in
n tratti infinitesimi, di base dx e altezza pari alla tensione media relativa al tratto
infinitesimo considerato, ognuno dei quali sottenderà una certa area corrisponden-
te ad una quota parte della forza di compressione totale Fc.

Pertanto, analizzando il secondo membro dell’equazione (233), il risultato del
primo termine sarà dato dalla sommatoria, per i che va da 1 a n, del prodotto tra
l’area infinitesima relativa al tratto in esame e il braccio corrispondente. Infine,
considerando n→ ∞, la sommatoria si trasformerà in un integrale.

Anche in questo caso, il valore adimensionale mrd si ottiene dividendo entrambi
i membri per bd2σmax, con σmax = fcd.
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4 Programma

L’obiettivo di tale tesi è la realizzazione di un codice informatico che consente
di implementare un algoritmo capace di svolgere la verifica agli stati limite ultimi
per sezioni rettangolari in cemento armato soggette a flessione semplice o a pres-
soflessione, eventualmente confinate.

La stesura del codice è stata conseguita mediante l’impiego del linguaggio di
programmazione ad alto livello “Python” ed è possibile riassumere le diverse fasi
in cui si articola il progetto in: fase di lettura, fase di analisi e computazione nu-
merica e fase di stampa.

Per tenere in considerazione e valutare gli effetti del confinamento, viene esegui-
to un confronto diretto tra i risultati grafici ottenuti da due programmi differenti:
il primo, elaborato per la conclusione del ciclo di studi triennale in Ingegneria
Civile, permette di analizzare le sezioni in cemento armato ordinario prive di con-
finamento, mentre il secondo consente di valutarne il comportamento nel caso in
cui quest’ultimo fosse presente.

La sezione definita nell’analisi è dotata di dimensioni geometriche e di gran-
dezze meccaniche note, grazie alle quali sarà possibile creare opportuni abachi di
verifica, come quelli riportati nel capitolo 2.5.

Infine, l’ultima parte sarà dedicata all’ideazione di un codice in grado di va-
lutare lo stato limite ultimo di sezioni rettangolari in cemento armato basandosi
sul modello proposto al capitolo 3.4. Tuttavia, in questa tesi sarà riportato solo il
codice per la valutazione di ω essendo, il modello, ancora in fase di analisi.
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4.1 Calcestruzzo armato

4.1.1 Diagramma di flusso

La scrittura del codice è stata realizzata seguendo lo schema logico mostrato
in figura 76, in cui, passo dopo passo, vengono evidenziate le operazioni compiute
dal programma. Inoltre, sono state definite apposite funzioni che, richiamate al-
l’occorrenza, rendono il programma il più chiaro e ordinato possibile.

Figura 76: Flow-chart: verifica allo SLU per flessione semplice e pressoflessione (assenza
di confinamento)
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4.1.2 Fase di lettura

La prima fase è quella di lettura, in cui il programma riceve in input un file
di lunghezza finita contenente tutti i dati relativi alle proprietà meccaniche della
sezione di calcestruzzo armato e questo, essendo formato da un numero limitato
di elementi, verrà letto in un’unica operazione. All’interno si trovano i seguenti
parametri:

• resistenza caratteristica allo snervamento dell’acciaio fyk;

• modulo elastico dell’acciaio Es;

• coefficiente parziale di sicurezza dell’acciaio γs;

• coefficiente parziale di sicurezza del calcestruzzo γc;

• coefficiente riduttivo per le resistenze di lunga durata αcc.

L’acciaio considerato per ogni sezione è quello da cemento armato indicato
dalle NTC18, cioè il B450C, e il legame costitutivo associato è quello “elastico
perfettamente plastico”, definito nel capitolo 2.4.2. Per quanto riguarda il calce-
struzzo, invece, il legame considerato è il “parabola-rettangolo” che permette una
valutazione più realistica del comportamento sezionale ed è descritto nel capitolo
2.4.1.

Nello stesso momento il programma riceverà, sempre in input, un altro file di
dimensione indefinita, che contiene i parametri necessari al completamento della
caratterizzazione meccanica e geometrica della sezione esaminata. All’interno si
trovano i seguenti parametri:

• resistenza a compressione caratteristica cubica Rck;

• base della sezione b;

• altezza utile, o meccanica, d;

• spessore del copriferro δ;

• area di acciaio in zona tesa As;

• area di acciaio in zona compressa A′
s.

Al contrario del primo file, questo viene letto riga per riga, analizzando, per-
tanto, una sola sezione alla volta.
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4.1.3 Fase di analisi e computazione numerica

In questa fase vengono esaminate tutte le possibili configurazioni che può assu-
mere l’asse neutro per ciascuna sezione analizzata, in modo da ottenere il corretto
diagramma di verifica. Il ragionamento viene svolto in termini adimensionalizzati,
cioè considerando il valore adimensionale della posizione dell’asse neutro ξ, ini-
zialmente posto uguale a zero e successivamente incrementato fino a raggiungere
il valore massimo unitario, cioè ξ = 1.

Per agevolare la scrittura del codice, viene valutato il coefficiente di posizione
dell’armatura λ, dato dal rapporto tra lo spessore del copriferro δ e l’altezza utile
della sezione d.

Inoltre, per garantire un corretto funzionamento del programma, è necessa-
rio determinare un insieme di parametri utili all’analisi computazionale e alla
concretizzazione di tale abaco. Le grandezze definite sono:

• la resistenza a compressione caratteristica cilindrica del calcestruzzo fck;

• la resistenza a compressione di progetto del calcestruzzo fcd;

• la tensione di snervamento di progetto dell’acciaio fyd;

• la deformazione allo snervamento di progetto dell’acciaio ϵyd;

• le deformazioni del calcestruzzo ϵc2 e ϵcu.

Per quanto riguarda le deformazioni del calcestruzzo, sono state realizzate fun-
zioni idonee alla definizione di entrambi i valori in base alla resistenza caratteristica
cubica Rck del calcestruzzo, distinguendo i casi in cui essa sia minore o maggiore
di 60 MPa.

Determinati i parametri sopraccitati, si può proseguire con l’identificazione dei
campi di rottura dipendenti dall’asse neutro adimensionalizzato ξ: nel nostro caso,
vengono considerati i campi IIIa, IIIb, IIIc e IV. Per ciascun campo analizzato si
ricaveranno specifici valori del coefficiente di posizione della risultante di compres-
sione η, del coefficiente di riempimento κ e dei coefficienti β e β′ relativi allo sforzo
nelle armature.

Questi parametri sono di fondamentale importanza per la creazione dell’aba-
co di verifica: infatti, nel caso di flessione semplice, consentono di determinare
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il rapporto meccanico di armatura tesa ω e il momento flettente adimensionaliz-
zato mRd, i quali poi, combinati con il parametro ξ, permetteranno di ottenere
il grafico atteso di verifica. Lo stesso avviene per una trave soggetta a presso-
flessione: in questo caso, però, le grandezze ricavate saranno lo sforzo normale
adimensionalizzato nRd e il momento flettente adimensionalizzato mRd.

4.1.4 Fase di stampa

In quest’ultima fase, le grandezze ω, mRd e nRd ottenute al variare della posi-
zione dell’asse neutro adimensionalizzato ξ vengono raccolte in diversi vettori di
informazione: questo permette di acquisire un numero rilevante di dati utili alla
concretizzazione dell’abaco di verifica. L’acquisizione di dati si interrompe nel mo-
mento in cui ξ, inizializzato a zero, raggiunge il valore unitario.

Il passo finale, pertanto, consisterà nella stampa a video dell’abaco di verifica
relativo alla sezione esaminata, attribuendo così un senso grafico ai risultati rica-
vati dalle formule matematiche.

Per quanto riguarda il problema della flessione semplice, le curve ottenute sa-
ranno pressoché simili a quelle riportate in figura 23, mentre, nel caso di presso-
flessione, il dominio ricavato presenterà un andamento analogo a quelli mostrati
in figura 26.
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4.1.5 Codice del programma
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4.1.6 Risultati grafici

L’analisi è stata condotta prendendo come riferimento una sezione rettangolare
di calcestruzzo (Rck = 30 MPa) caratterizzata dalle seguenti dimensioni:

• b = 300 mm;

• d = 350 mm;

• δ = 35 mm.

Il legame costitutivo considerato per il calcestruzzo è il parabola-rettangolo, mentre
per l’acciaio si considera un comportamento elastico perfettamente plastico.

FLESSIONE SEMPLICE

Nel caso di flessione semplice e in assenza di confinamento, ciò che viene fatto
variare è il quantitativo di armatura in zona compressa: in questo modo si otten-
gono curve differenti in base al valore che assume µ = A′

s/As. L’armatura tesa,
invece, si mantiene costante ed è pari a As = 770 mm2 (5Φ14).

I risultati forniti dal programma sono riportati nei grafici seguenti: in questo
caso si ricavano le curve di ω e mrd in funzione di ξ.

Figura 77: Flessione semplice: combinazione 1 (caso non confinato)
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Figura 78: Flessione semplice: combinazione 2 (caso non confinato)

Figura 79: Flessione semplice: combinazione 3 (caso non confinato)

Dai grafici si nota come, per µ = 0, ω assume un andamento linearmente cre-
scente con ξ mentre mrd cresce in maniera esponenziale.
Aumentando l’armatura in zona compressa, invece, in un primo momento le curve
sono descritte da una legge parabolica (campo IIIb) e, successivamente, assumono
lo stesso andamento conseguito per µ = 0 (campo IIIc).

Inoltre, a parità di ξ, i valori di ω e mrd risultano maggiori per valori di arma-
tura compressa A′

s via via crescenti.
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PRESSOFLESSIONE

Nel caso di pressoflessione, invece, si ottengono le curve in funzione di NRd

e MRd [N/mm2] che definiscono una porzione del dominio di interazione relativo
alla sezione esaminata. I risultati vengono espressi anche in termini adimensionali,
cioè considerando i valori adimensionalizzati dello sforzo normale e del momento
flettente (nrd, mrd).

Per l’analisi si considera una sezione simmetricamente armata con le medesime
dimensioni di quella definita in precedenza.

In questo caso vengono fatti variare entrambi i quantitativi di armatura: ini-
zialmente si considerano 2Φ14 in ognuna delle due zone, successivamente vengono
inserite ulteriori barre fino a raggiungere una configurazione composta da 4Φ14 sia
in zona tesa, sia in quella compressa.

Figura 80: Pressoflessione: combinazione 1 (caso non confinato)

.
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Figura 81: Pressoflessione: combinazione 2 (caso non confinato)

Figura 82: Pressoflessione: combinazione 1 (caso non confinato) adimensionale
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Figura 83: Pressoflessione: combinazione 2 (caso non confinato) adimensionale

Dai grafici si osserva come un aumento di armatura comporti un netto incre-
mento dei valori resistenti di sforzo normale e momento flettente e, quindi, una
dilatazione del dominio di interazione, permettendo alla sezione di avere una resi-
stenza maggiore alle sollecitazioni.
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4.2 Calcestruzzo armato confinato

4.2.1 Diagramma di flusso

Anche nel caso di confinamento, la stesura del codice è stata realizzata seguen-
do lo schema logico mostrato in figura 84, che evidenzia le operazioni eseguite dal
programma.

Figura 84: Flow-chart: verifica allo SLU per flessione semplice e pressoflessione (pre-
senza di confinamento)
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4.2.2 Fase di lettura

Come prima, la fase iniziale è quella di lettura, in cui il programma riceve
in input un file di dimensione finita che racchiude tutti i dati relativi alle pro-
prietà meccaniche della sezione e questo, essendo formato da un numero limitato
di elementi, verrà letto in un’unica operazione. All’interno si trovano i seguenti
parametri:

• resistenza caratteristica allo snervamento dell’acciaio fyk;

• modulo elastico dell’acciaio Es;

• coefficiente parziale di sicurezza dell’acciaio γs;

• coefficiente parziale di sicurezza del calcestruzzo γc;

• coefficiente riduttivo per le resistenze di lunga durata αcc.

Anche in questo caso, l’acciaio considerato è quello da cemento armato indica-
to dalle NTC18, cioè il B450C, e il legame costitutivo adottato è quello “elastico
perfettamente plastico”, definito nel capitolo 2.4.2. Per quanto riguarda il calce-
struzzo, invece, il legame considerato è il “parabola-rettangolo” che permette una
valutazione più realistica del comportamento sezionale ed è descritto nel capitolo
2.4.1. Nel caso di confinamento, però, il legame risulterà amplificato rispetto al
caso non confinato: in particolare, si avranno valori di deformazione e resistenza
maggiori.

Nello stesso momento, il programma riceverà in input un ulteriore file di di-
mensione indefinita, contenente i parametri necessari al compimento della caratte-
rizzazione meccanica e geometrica della sezione analizzata. All’interno si trovano
i seguenti parametri:

• resistenza a compressione caratteristica cubica Rck;

• base della sezione b;

• altezza utile, o meccanica, d;

• spessore del copriferro δ;

• area di acciaio in zona tesa As;

• area di acciaio in zona compressa A′
s;
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• il numero delle barre longitudinali n;

• area delle staffe in direzione x Ast,x;

• area delle staffe in direzione y Ast,y;

• passo delle staffe s.

Al contrario del primo file, questo viene letto riga per riga, analizzando una
sola sezione alla volta.

4.2.3 Fase di analisi e computazione numerica

In questa fase, come nel caso precedente, vengono analizzate tutte le possibili
configurazioni assunte dall’asse neutro per ciascuna sezione esaminata, in modo da
ottenere il giusto diagramma di verifica. Il ragionamento è svolto in termini adi-
mensionalizzati, cioè considerando il valore adimensionale della posizione dell’asse
neutro ξ, inizialmente nullo e successivamente incrementato fino al valore massimo
unitario, cioè ξ = 1.

Per facilitare la scrittura del codice, viene determinato il coefficiente di posi-
zione dell’armatura λ, dato dal rapporto tra lo spessore del copriferro δ e l’altezza
utile della sezione d.

Inoltre, per garantire l’esatto funzionamento del programma, è necessario va-
lutare un insieme di parametri utili all’analisi computazionale e alla realizzazione
dell’abaco di verifica. Le grandezze calcolate sono:

• la resistenza a compressione caratteristica cilindrica del calcestruzzo fck;

• la resistenza a compressione di progetto del calcestruzzo non confinato fcd;

• la tensione di snervamento di progetto dell’acciaio fyd;

• la deformazione allo snervamento di progetto dell’acciaio ϵyd;

• le deformazioni del calcestruzzo non confinato ϵc2 e ϵcu;

• le dimensioni, in entrambe le direzioni, del nucleo di calcestruzzo confinato
bx e by;

• l’interasse tra le barre longitudinali bi;
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• le pressioni di confinamento, in entrambe le direzioni, agenti sul nucleo di
calcestruzzo confinato σlx e σly;

• la pressione di confinamento totale σl;

• i coefficienti αs, αn e α;

• la pressione efficace di confinamento σ2;

• la resistenza a compressione di progetto del calcestruzzo confinato fcd,c;

• le deformazioni del calcestruzzo confinato ϵc2,c e ϵcu,c.

Determinati tutti i parametri menzionati, si può procedere con l’identificazione
dei campi di rottura dipendenti dal valore di ξ: nel nostro caso, vengono conside-
rati i campi IIIa, IIIb, IIIc e IV. Per ogni campo analizzato si otterranno specifici
valori del coefficiente di posizione della risultante di compressione η, del coefficien-
te di riempimento κ e dei coefficienti β e β′ relativi allo sforzo nelle armature.

Questi parametri sono fondamentali per la realizzazione dell’abaco di verifica:
infatti, nel caso di flessione semplice, permettono di valutare il rapporto meccanico
di armatura tesa ω e il momento flettente adimensionalizzatomRd, i quali poi, messi
in relazione con il parametro ξ, consentiranno di ottenere il grafico di verifica. Lo
stesso avviene nel caso di pressoflessione: qui, però, le grandezze valutate saranno
lo sforzo normale adimensionalizzato nRd e il momento flettente adimensionalizzato
mRd.

4.2.4 Fase di stampa

In questa fase conclusiva, le variabili ω, mRd e nRd ottenute al variare di ξ ven-
gono raccolte in diversi vettori di informazione: questo permette di registrare un
numero elevato di dati utili alla realizzazione dell’abaco di verifica. L’acquisizione
di dati si interrompe quando ξ, inizializzato a zero, raggiunge il valore unitario.

Il passo finale, di conseguenza, consisterà nella stampa a video dell’abaco di
verifica relativo alla sezione analizzata, conferendo così un senso grafico ai risultati
ottenuti dalle formule matematiche.

Per quanto riguarda il problema della flessione semplice, le curve ricavate saran-
no paragonabili a quelle riportate in figura 23, mentre, nell’altro caso, il diagramma
ottenuto sarà comparabile a quelli mostrati in figura 26.
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4.2.5 Codice del programma
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4.2.6 Risultati grafici

Anche in questo caso, l’analisi è stata condotta con riferimento ad una se-
zione rettangolare di calcestruzzo (Rck = 30 MPa) caratterizzata dalle seguenti
dimensioni:

• b = 300 mm;

• d = 350 mm;

• δ = 35 mm;

• Ast = 50,5 mm2 (Φ8).

Il legame costitutivo considerato per il calcestruzzo è il parabola-rettangolo,
mentre per l’acciaio si considera un comportamento elastico perfettamente plasti-
co. Dato che è presente il confinamento, sia le deformazioni, sia la resistenza del
calcestruzzo risulteranno maggiori rispetto al caso non confinato: di conseguenza,
il legame parabola-rettangolo avrà un’estensione maggiore.

FLESSIONE SEMPLICE

Nel caso di flessione semplice e in presenza di confinamento, i parametri del
problema che vengono fatti variare sono il passo delle staffe e il quantitativo di
armatura in zona compressa: come prima, si ottengono curve differenti in base al
valore che assume µ = A′

s/As. L’armatura tesa, invece, si mantiene costante ed è
pari a As = 770 mm2 (5Φ14).

Nell’analisi si considerano due passi di staffe: 87,5 mm e 50 mm. Questi valori
vengono definiti nel rispetto della normativa riguardo ai dettagli costruttivi; in
particolare, il passo massimo deve essere il minore tra:

• d/4;

• 8Φlong;

• 24Φst;

• 175 mm.

I risultati forniti dal programma sono riportati nei grafici seguenti: anche nel
caso di calcestruzzo confinato si ricavano le curve di ω e mrd in funzione di ξ.
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Figura 85: Flessione semplice: combinazione 1 (caso confinato)

Figura 86: Flessione semplice: combinazione 2 (caso confinato)

159



Figura 87: Flessione semplice: combinazione 3 (caso confinato)

Figura 88: Flessione semplice: combinazione 4 (caso confinato)
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Anche nel caso di confinamento, dai grafici è possibile notare come, per µ = 0,
ω assume un andamento linearmente crescente con ξ mentre mrd cresce in maniera
esponenziale. Aumentando l’armatura in zona compressa, in un primo momento
le curve sono descritte da una legge parabolica (campo IIIb) e, successivamente,
assumono lo stesso andamento conseguito per µ = 0 (campo IIIc).

Inoltre, a parità di ξ, i valori di ω e mrd risultano maggiori per valori di arma-
tura compressa A′

s via via crescenti.

Infine, si può osservare che il passo delle staffe è ininfluente nella valutazione
di ω e mrd.

PRESSOFLESSIONE

Nel caso di pressoflessione, come detto in precedenza, si ottengono delle cur-
ve dipendenti da NRd e MRd [N/mm2] che definiscono un settore del dominio di
interazione relativo alla sezione analizzata. Anche per il confinamento, i risultati
vengono espressi in termini adimensionali, cioè considerando i valori adimensiona-
lizzati dello sforzo normale e del momento flettente (nrd, mrd).

Per l’analisi si considera una sezione simmetricamente armata con le medesime
dimensioni di quella definita in precedenza.

Anche in questo caso vengono fatti variare entrambi i quantitativi di armatu-
ra: inizialmente si considerano 2Φ14 in ognuna delle due zone, successivamente
vengono inserite ulteriori barre fino a raggiungere una configurazione composta da
4Φ14 sia in zona tesa, sia in quella compressa.

Inoltre, come prima, si considerano due passi delle staffe differenti: 87,5 mm e
50 mm.

161



Figura 89: Pressoflessione: combinazione 1 (caso confinato)

Figura 90: Pressoflessione: combinazione 2 (caso confinato)
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Figura 91: Pressoflessione: combinazione 3 (caso confinato)

Figura 92: Pressoflessione: combinazione 4 (caso confinato)
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Figura 93: Pressoflessione: combinazione 1 (caso confinato) adimensionale

Figura 94: Pressoflessione: combinazione 2 (caso confinato) adimensionale
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Figura 95: Pressoflessione: combinazione 3 (caso confinato) adimensionale

Figura 96: Pressoflessione: combinazione 4 (caso confinato) adimensionale
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Dai grafici si osserva come un aumento di armatura comporti un netto incre-
mento dei valori resistenti di sforzo normale e momento flettente e, quindi, una
dilatazione del dominio di interazione, permettendo alla sezione di avere una resi-
stenza maggiore alle sollecitazioni.
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4.3 Calcestruzzo armato confinato: modello proposto

4.3.1 Diagramma di flusso

Anche in questo caso, è stato ideato un codice considerando il modello proposto
nel caso di confinamento, basato sul diagramma di flusso rappresentato in figura
97, il quale mette in evidenza le operazioni eseguite dal programma.

Figura 97: Flow-chart: verifica allo SLU per flessione semplice e pressoflessione (pre-
senza di confinamento - modello proposto)
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4.3.2 Fase di lettura

Come detto nei casi precedenti, la prima fase è quella di lettura: il programma
riceve in input un file di lunghezza finita che include i dati relativi alle proprie-
tà meccaniche della sezione di calcestruzzo armato e che verrà letto in un’unica
operazione. All’interno si trovano i seguenti parametri:

• resistenza caratteristica allo snervamento dell’acciaio fyk;

• modulo elastico dell’acciaio Es;

• coefficiente parziale di sicurezza dell’acciaio γs.

L’acciaio considerato per ogni sezione è sempre il B450C e il legame costitutivo
associato è quello “elasto-plastico incrudente”, definito nel capitolo 2.4.2.
Per quanto riguarda il calcestruzzo, invece, il legame considerato è quello riportato
e analizzato nel capitolo 3.4, che tiene in conto della presenza del confinamento.
Questo modello, essendo continuo, permette di eliminare il problema legato al-
la discontinuità tra le diverse funzioni che caratterizzano, ad esempio, il legame
“parabola-rettangolo” impiegato in precedenza: nel nostro caso, infatti, il modello
può essere descritto attraverso l’impiego di un’unica funzione.
Tuttavia, ciò che deve essere attentamente valutato è la condizione in cui si trovano
le barre di armatura sia in zona tesa, sia in quella compressa: è necessario, per-
tanto, stabilire se esse si trovano ancora in campo elastico o se risultano snervate.

Il programma, inoltre, riceverà un altro file in input di dimensione indefinita,
contenente i parametri necessari al completamento della caratterizzazione geo-
metrica e meccanica della sezione sotto esame. All’interno si trovano i seguenti
parametri:

• base della sezione b;

• altezza utile, o meccanica, h;

• area di acciaio in zona tesa As;

• area di acciaio in zona compressa A′
s;

• spessore del copriferro in zona tesa δ;

• spessore del copriferro in zona compressa δ′;

• tensione massima sul calcestruzzo confinato σmax;
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• deformazione ultima del calcestruzzo confinato ϵu;

• rapporto tra la deformazione massima e quella ultima r1;

• rapporto tra la tensione ultima e quella massima r2.

Al contrario del primo file, questo viene letto riga per riga, esaminando, perciò,
una sola sezione alla volta.

4.3.3 Fase di analisi e computazione numerica

Anche in tal caso, questa fase prevede l’analisi dell’insieme delle plausibili confi-
gurazioni assunte dall’asse neutro per ciascuna sezione, in modo da ricavare l’esatto
diagramma di verifica. Come prima, il ragionamento viene condotto in termini adi-
mensionalizzati, cioè considerando il valore adimensionale della posizione dell’asse
neutro ξ, inizializzato a zero e, successivamente, incrementato fino a raggiungere
il valore massimo del dominio definito dalla teoria, cioè ξ = 1− Φ.

Per assicurare un regolare funzionamento del programma, bisogna valutare
alcuni parametri utili all’analisi computazionale e alla compilazione dell’abaco di
verifica. Le grandezze calcolate sono:

• la tensione ultima del calcestruzzo confinato σu;

• la deformazione massima del calcestruzzo confinato ϵmax;

• l’altezza totale della sezione d;

• gli spessori adimensionalizzati del copriferro Φ e Φ′;

• i rapporti geometrici di entrambe le armature ρ e ρ′;

• il rapporto tra le armature µ;

• la tensione di snervamento di progetto dell’acciaio fyd;

• la deformazione allo snervamento di progetto dell’acciaio ϵyd;

• i parametri che governano il modello costitutivo del calcestruzzo α, β e η;

• la funzione Ψ(ϵu).
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Una volta determinati i parametri sopraccitati, è necessario verificare le condi-
zioni in cui si trova sia l’acciaio teso, sia quello compresso. La valutazione consiste
in un confronto diretto tra la deformazione effettiva delle barre di acciaio tese ϵs
(o compresse ϵ′s) e quella allo snervamento ϵyd.
Le deformazioni, che si considerano piane sull’intera sezione, vengono calcolate
ricorrendo alla similitudine dei triangoli: le deformazioni dell’acciaio, infatti, sono
proporzionali a quelle del calcestruzzo.
Pertanto, in base alla condizione in cui si trova l’acciaio, i coefficienti di sforzo
delle armature γ e γ′ assumeranno valori differenti.

Questi parametri sono indispensabili per la realizzazione dell’abaco di verifica:
nel caso di flessione semplice, permettono di determinare il rapporto meccanico
di armatura tesa ω e il momento flettente adimensionalizzato mRd, i quali poi,
combinati con il parametro ξ, consentiranno di ricavare il grafico di verifica pre-
visto. Lo stesso vale per la pressoflessione: in questo caso, però, le grandezze
ricavate saranno lo sforzo normale adimensionalizzato nRd e il momento flettente
adimensionalizzato mRd.

4.3.4 Fase di stampa

Come nei casi precedenti, in questa fase, le grandezze ω, mRd e nRd ottenute
al variare di ξ sono raccolte in differenti vettori di informazione: in questo modo è
possibile acquisire un numero considerevole di dati utili alla realizzazione dell’aba-
co. L’inserimento di dati si interrompe nel momento in cui ξ, inizialmente uguale
a zero, raggiunge il valore 1− Φ.

Infine verrà stampato a video l’abaco di verifica relativo alla sezione esaminata:
in questo modo si attribuirà un senso grafico ai risultati ottenuti dalla trattazione
analitica.

Essendo, il modello, ancora in fase di sperimentazione, viene riportato solo il
codice, sviluppato a partire dalla teoria del capitolo 3.4, utile alla definizione del
rapporto meccanico di armatura tesa ω.
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4.3.5 Codice del programma
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5 Conclusioni

L’obiettivo primario di tale tesi è la valutazione degli effetti provocati dal con-
finamento su sezioni in cemento armato, in termini di resistenza e di duttilità.
Questa valutazione viene effettuata mediante un confronto diretto tra i risultati
ottenuti attraverso la creazione di un codice informatico: esso consente di im-
plementare un algoritmo capace di svolgere la verifica agli stati limite ultimi per
sezioni rettangolari in cemento armato soggette a flessione semplice o a pressofles-
sione, valutando, quindi, gli effetti dovuti ad un eventuale confinamento.

Come detto inizialmente, e come dimostrato in questa tesi, la presenza di confi-
namento produce degli effetti benefici sull’elemento: comporta, infatti, un aumento
di duttilità e un contemporaneo incremento di resistenza.

Per tale motivo i criteri della progettazione civile odierna mirano ad un impiego
sempre maggiore di elementi confinati: in questo modo si garantisce all’edificio una
resistenza strutturale adeguata e, al contempo, un’opportuna duttilità, parametro
base della dissipazione energetica. Progettare strutture in grado di dissipare un
notevole quantitativo di energia significa creare edifici capaci di far fronte ad eventi
sismici di rilevante entità, accettando il rischio di un possibile danneggiamento, ma
con la consapevolezza che essi possano sviluppare grandi deformazioni anelastiche
a cui corrispondono valori di resistenza non eccessivamente elevati: in questo modo
vengono privilegiati i meccanismi di rottura duttili piuttosto che quelli fragili.

Dopo un’accurata descrizione del calcestruzzo armato, quindi dei materiali da
cui è formato e dei legami costitutivi proposti in letteratura, anche nel caso di un
eventuale confinamento, è stato presentato un modello costitutivo a tre parametri
capace di esprimere il comportamento del calcestruzzo confinato. La potenza di
questo modello risiede nella sua continuità: esso, infatti, viene descritto da un’uni-
ca funzione dipendente dal valore di deformazione e da tre parametri attentamente
valutati in maniera analitica. A differenza degli altri modelli, quindi, i problemi
legati alla discontinuità dei tratti delimitati da specifici valori di deformazione ven-
gono a mancare.

Inoltre, così come è stato fatto per il calcestruzzo non confinato, anche nel ca-
so di confinamento sono stati valutati i parametri fondamentali per la risoluzione
del problema legato alla flessione e alla pressoflessione tramite la definizione delle
equazioni di equilibrio alla traslazione e alla rotazione. A differenza dell’approccio
di normativa, in questo caso non è possibile ricorrere alla definizione dei campi di
rottura e quindi è necessaria una continua valutazione delle condizioni delle arma-
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ture al variare del parametro ξ.

Come già anticipato, lo scopo principale dell’elaborato risiede nella valutazio-
ne degli effetti del confinamento. Questa analisi è stata realizzata attraverso la
creazione di un codice informatico in grado di calcolare i parametri essenziali per
la risoluzione dei problemi flessionali e di pressoflessione. Lo studio è stato con-
dotto considerando una serie di sezioni rettangolari in cemento armato con uguali
dimensioni geometriche e stessa classe di resistenza, ma con diversi quantitativi
di armatura longitudinale e trasversale. Dato che il modello proposto è anco-
ra in fase di sperimentazione, l’analisi è stata eseguita considerando il modello
“parabola-rettangolo” definito da normativa.

In primo luogo, è stato esaminato il problema flessionale: nel caso di calce-
struzzo non confinato sono state analizzate tre sezioni rettangolari con diverso
quantitativo di armatura compressa. I risultati grafici ottenuti sono approssima-
bili a quelli riportati in normativa, in cui sono messi in relazione i valori di ξ, ω
e mrd. Allo stesso modo sono state analizzate due sezioni in calcestruzzo armato
confinato: anche in questo caso è stata fatta variare l’area di armatura compressa
e, in più, il passo delle staffe.

L’analisi ha evidenziato che:

• l’aumento dell’armatura in zona compressa produce, a parità di ξ, un incre-
mento di ω e mrd in entrambi i casi;

• la presenza dell’armatura di confinamento genera valori maggiori di ω e mrd

rispetto al caso in cui essa fosse assente;

• nel caso di confinamento, il passo delle staffe s non influenza i valori di ω e
mrd perché, essendo entrambi i valori divisi per fcd,c, il parametro s, stretta-
mente correlato alla resistenza, non entra in gioco. Ovviamente questo non
succederebbe se venissero considerati i valori reali e non quelli adimensionali.

Successivamente, è stato valutato il problema relativo alla pressoflessione: nel
caso di calcestruzzo non confinato sono state analizzate due sezioni rettangolari
con diverso quantitativo di armatura tesa e compressa. Anche in questo caso i
risultati grafici ricavati sono pressoché simili a quelli riportati in normativa. Le
coppie di valori (nrd, mrd) ottenute dall’analisi permettono di identificare i domini
di interazione delle varie sezioni. Allo stesso modo sono state esaminate altre due
sezioni in calcestruzzo armato confinato: anche in questo caso sono state fatte
variare entrambe le aree di armatura e, come prima, anche il passo delle staffe.

174



In questo caso, l’analisi ha mostrato come:

• la presenza dell’armatura di confinamento comporta una diminuzione dei
valori adimensionali (nrd, mrd), questo perché aumenta la resistenza del
calcestruzzo fcd,c con cui vengono adimensionalizzati i parametri;

• per lo stesso motivo, una riduzione del passo delle staffe provoca una dimi-
nuzione dei valori adimensionali (nrd, mrd);

• il contrario si verifica se si considerano i valori dimensionali: la presenza delle
staffe comporta un’amplificazione del dominio di interazione e, per di più,
una riduzione del passo s produce un ulteriore incremento di sforzo normale
e momento flettente (NRd, MRd).

Per tutti i casi, inoltre, sono stati calcolati i valori di deformazione, nonché
quelli di resistenza massima a compressione: così facendo è possibile comprendere
ancora più chiaramente gli effetti del confinamento. Il tutto viene riportato nelle
tabelle sottostanti.
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Queste tabelle evidenziano come, in presenza di confinamento, sia le deforma-
zioni, sia le resistenze massime del calcestruzzo risultano sempre maggiori rispetto
a quelle ottenute nel caso non confinato.

Dato che i risultati ottenuti dall’analisi sono compatibili con la teoria e con
quanto viene riportato in normativa, è possibile concludere la trattazione affer-
mando che il codice ideato risulta essere efficace per la valutazione degli effetti del
confinamento.
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