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Sommario

L’obiettivo della tesi e quello di fornire un modello matematico nel contesto dell’elasticita
non-lineare per studiare la risposta attiva delle cellule biologiche disposte al di sopra
o all’interno di un substrato: evidenze sperimentali hanno permesso di mostrare che le
cellule rispondono attivamente agli stimoli meccanici cui sono sottoposte per raggiungere
una orientazione ben definita come conseguenza di un processo di rimodellamento. In
particolare, il seguente lavoro si propone di fornire una rilettura dei dati sperimentali e
di evidenziare I'importanza concettuale tanto delle variabili costitutive quanto di quelle
configurazionali nella definizione del problema.
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Capitolo 1

Presentazione del problema

1.1 Introduzione al problema e dati sperimentali

Negli anni 80’ le ricerche sulle malattie cardiovascolari hanno reso necessario lo studio
del comportamento delle cellule sottoposte a uno sforzo ciclico, dovuto alla periodica pul-
sazione del cuore e delle arterie. Nel 1980 Buck [10, 11] ha studiato il problema in vitro,
considerando cellule disposte sopra un substrato elastico sottoposto a uno spostamento
imposto ciclico. Analogamente, [95] adoperando dei fibroblasti ¢ stato documentato che
circa I’81% delle cellule si orientava secondo un angolo tra 45°+-90°. Numerosi esperimenti
sono stati condotti a riguardo per diverse tipologie di cellule e sembra che il comporta-
mento cellulare sia quasi completamente indipendente dal tipo di cellula adoperata (nello
specifico cellule epiteliali, endoteliali, fibroblasti, osteoblasti, melanociti, cellule muscolari
[1, 7,11, 12, 19, 33, 38, 44, 45, 50, 52, 55, 59, 60, 67, 71, 82, 86, 93, 96, 97, 99]). I risultati
sperimentali ritrovano che le cellule rispondono allo stato di sforzo cui sono sottoposte per
orientarsi secondo precise configurazioni. L’unico risultato negativo e stato riportato da
Matsumoto et al. [70], in cui si sono impiegati dei macrofagi che non hanno presentato
una visibile risposta agli stimoli meccanici cui il substrato era sottoposto, possibilmente a
causa della scarsa adesione tra il macrofago (che non possiede un citoscheletro robusto) e
il substrato. Al contrario, il comportamento dei fibroblasti [73, 95] & generalmente caratte-
rizzato da un robusto citoscheletro, da forti legami di adesione con il substrato e presenta
per sua natura degli evidenti comportamenti di rimodellamento attivo, cosi come le cellule
muscolari che rispondono agli stimoli con il sistema actina-miosina [12, 18, 45, 60, 71].
Wang [94] ha osservato che 1'uso di sostante inibitrici della contrattilita cellulare puo ral-
lentare o persino annullare il comportamento di rimodellamento attivo delle cellule: in
questi casi, le cellule raggiungono una configurazione che e dettata prevalentemente dalla
deformazione geometrica del substrato e non da una risposta attiva della cellula.

In generale, i risultati sperimentali sembrano suggerire che un requisito necessario per una
risposta cellulare apprezzabile sia un robusto citoscheletro e un forte legame di adesione
focale in modo tale che la cellula possa essere piu interessata dagli sforzi cui il substrato e
sottoposto e rispondere riorganizzando attivamente la propria struttura [22]. In particola-
re, Livne et Al. [64] hanno osservato una relazione lineare tra cos? ©, dove © rappresenta
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Presentazione del problema

I’angolo di orientazione formato tra ’asse maggiore della cellula e la direzione di stira-
mento, e un parametro di deformazione bi-assiale. Piu recentemente, Lucci e Preziosi [66]
hanno generalizzato la relazione proposta in [64] nell’ambito dell’elasticita non-lineare
per materiali microstrutturalmente ortrotropi. Infine, la maggior parte delle esperienze ¢
condotta in condizioni dinamiche, con 'applicazione ciclica di spostamenti o carichi sul
substrato, per evidenziare in che modo la frequenza degli stimoli meccanici influenzi il
problema. Si & osservato che tale risposta in certi regimi dinamici sembra legata al tipo
di cellula studiata [50, 54, 60] e i meccanismi che interessano tale fenomeno non possono
essere studiati nell’ambito di deformazioni puramente elastiche e in Lucci, Giverso e Pre-
ziosi [65] si &, pertanto, proposto un modello viscoelastico di ri-orientazione cellulare.
Nel corso del seguente lavoro, si studia il problema in ambito dell’elasticita non-lineare e
si propone una modellizzazione sia della cellula che del substrato, in grado di esplorare
una grande varieta di casi, soprattutto per quanto riguarda la rigidezza del substrato in
relazione a quella della cellula. In particolare, si concentra la propria attenzione al caso
di materiali trasversalmente isotropi e si esplora come gli aspetti configurazionali e quelli
costitutivi [13, 20, 23, 39, 40, 77| risultino strettamente legati nella comprensione com-
plessiva del fenomeno.

1.1.1 Osservazioni sperimentali e considerazioni statistiche

Nella maggior parte dei casi [1, 7, 11, 12, 19, 33, 38, 44, 45, 50, 52, 55, 59, 60, 67, 71, 82,
86, 93, 96, 97, 99], si studia un substrato a forma di parallelepipedo molto sottile realizzato
in silicone e/o polidimetilsilossano (PDMS) ricoperto di collagene o fibroconnectina per
favorire I'adesione della cellula sul substrato stesso. Le cellule possono essere immerse nel
substrato oppure al di sopra di esso; inoltre si distingue il caso di cellule sub-confluenti da
quello di cellule confluenti. Le prove sono svolte applicando al substrato uno spostamento
o uno sforzo imposto, in condizioni statiche o cicliche. Generalmente, i dati sperimentali
fanno riferimento alle cellule al centro del substrato, sufficientemente lontane dai bordi
[18], come schematizzato in Fig.1.2. La maggior parte degli esperimenti studia il problema
come bidimensionale [56, 60, 64], giustificando tale approssimazione con lo spessore esiguo
degli elementi coinvolti (cellule e substrato) rispetto alle altre due dimensioni. Pertanto,
riferendoci al caso stazionario, fissato un sistema di riferimento cartesiano sul piano del
substrato in cui x coincide con la direzione di massima deformazione e y la direzione ad
essa ortogonale, denotati con €., €,, rispettivamente le deformazioni in direzione z e v,
si introduce un rapporto di deformazione bi-assiale

€
R =—-2 (1.1)
E.’IZJ?
Per esempio, il caso in cui Z = 0 implica una deformazione puramente uni-assiale, mentre

il caso con e,y = €., = —e4,/2 equivale a Z = 0.5 (Fig.1.2).

Sono doverose alcune osservazioni sulla presentazione dei dati ottenuti sperimentalmente.
Analizzando le distribuzioni degli esiti sperimentali, & possibile notare una certa simme-
tria: infatti, a causa della simmetria strutturale che alcune cellule presentano, dove e

12



231

232

233

234

235

237

238

239

240

241

242

243

244

1.1 — Introduzione al problema e dati sperimentali
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Figura 1.1. Rappresentazione schematica di un generico set-up sperimentale [65].

possibile identificare una testa e una coda [92], le orientazioni della cellula verso angoli di
O, -6, 1+ O e m — O rispetto all’asse principale degli sforzi risultano concettualmente
indifferenti. Mentre, nel caso in cui la cellula non abbia visibilmente una forma con testa
e coda, si sceglie la direzione principale di distribuzione delle sue fibre come riferimento
in base al quale calcolare ’angolo di orientazione. Per questo motivo, alcuni dati speri-
mentali sono riportati per © € [0, 7] o a volte per © € [0, 7] o, infine, per © € [, T].
Tale osservazione spiega perche, riportando la frequenza dei dati sperimentali in un range
del tipo [—7, §], si ottengono istogrammi come quello in blu in Fig.1.3 [64] che presentano
una distribuzione simmetrica e due massimi per © ~ —55° ¢ © ~ 55°. Tali dati, riportati
nell'intervallo [0, 7/2] e rielaborati non distinguendo tra © e —©, riportano 'istogramma
in giallo in Fig.1.3 [64].

Gli esiti sperimentali forniti dalla letteratura, che pur sembrano suggerire la medesima
idea riguardo il tentativo della cellula di orientarsi attivamente in accordo agli stimoli

meccanici cui & sottoposta, presentano risultati diversi. Ad esempio, [67] riporta che le
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Figura 1.2. Diversi tipi deformazioni del substrato: (a) trazione uni-assiale con vinco-
lo carrello sui bordi laterali, (b) deformazione puramente uni-assiale, (¢) allungamento
uni-assiale, (d) deformazione bi-assiale.

cellule si orientano secondo un angolo © € [80°, 100°], come in Fig.1.4, mentre altri risul-
tati sperimentali [33, 37, 38, 50, 54, 55, 59] riportano un angolo di orientazione cellulare
© =~ 90° infine la rimanente parte [5, 7, 11, 35, 44, 45, 72, 86, 92, 96, 97] riporta una
orientazione preferenziale per © = 55°+60°.

30
25
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Frequency (%)
o

0

0 . I||||||| “Ih. .....
O W N @O I 9O W @ o
R88BIYSY 8 8

al
NN NN Y Q9
T T I B W
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Orientation
Figura 1.3. Frequenza dei dati sperimentali in funzione dell’angolo © € [-F, T].
In blu si rappresentano i dati per © € [—7/2,7/2], in giallo si rappresentano i dati

riportandoli sull’intervallo [0, 7/2] [64].

1.1.2 Rigidezza del substrato

La maggior parte degli esperimenti [1, 7, 11, 12, 19, 33, 38, 44, 45, 50, 52, 55, 59, 60,
67, 71, 82, 86, 93, 96, 97, 99] non tiene in considerazione il comportamento meccanico del
substrato, il quale ¢ generalmente realizzato con silicone e/o PDMS ricoperti con collagene
o fibroconnectina per favorire I’adesione cellulare. Generalmente, si stima per il substrato
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1.2 — Impostazione del lavoro
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Figura 1.4. (In alto) Evoluzione temporale dell’angolo di orientazione delle cellule [44].
(In basso a sinistra) Distribuzione finale di orientazione cellulare a diverse frequenze
a paritd di deformazione [67]. (In basso a destra) Distribuzione finale di orientazione
cellulare a parita di frequenza di deformazione, per diverse deformazioni massime [67].

un modulo elastico di poco superiore a 1 MPa. Tuttavia, la letteratura proposta presenta
anche casi in cui si utilizzano dei substrati pitt morbidi [5, 15, 22, 37, 54, 64, 87, 88]. In
quest’ultimo caso, si osserva che al ridursi della rigidezza del substrato, la deformazione ad
esso applicata non viene completamente trasferita alla cellula e a volte risulta inadeguata
per indurre una ri-orientazione cellulare [22].

Vista I'abbondanza di dati sperimentali ottenuti con set-up spesso diversi, risulta neces-
sario introdurre un modello che tenga conto tanto della cellula quanto del substrato, per
esplorare in che modo il substrato possa influenzare 'esito della prova sperimentale.

1.2 Impostazione del lavoro

Con il seguente lavoro, si introduce 'apparato teorico necessario per modellizzare il pro-
blema proposto nell’ambito dell’elasticita non-lineare. Nel CAPITOLO 2 si richiamano i
concetti di base della meccanica dei continui, che verranno frequentemente ripresi nel cor-
so del seguente lavoro. Nel CAPITOLO 3 si definiscono le equazioni costitutive utilizzate
per modellizzare le cellule ed il substrato. Nel CAPITOLO 4 si introduce il problema del
rimodellamento attivo della cellula e si definisce I’assetto teorico che prevede, nell’ambito
dell’elasticita non-lineare, una analisi di stabilita energetica in linea con quella svolta in
[65, 66]. Nel CAPITOLO 5 si presentano i risultati numerici delle simulazioni svolte. Infi-
ne, nell’ultima sezione (CAPITOLO 6) si espongono i risultati e le principali considerazioni
riguardo il problema analizzato.
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Capitolo 2

Nozioni preliminari di
meccanica del continui

2.1 Cinematica

Si consideri lo spazio Euclideo tridimensionale .. Siano %Br, % due regioni dello spazio
& esiano X € SBr, © € A. Introduciamo la mappa [9, 27, 41]

X:%Br xRS — B (2.1)
tale per cui:
(X, t) = x(X,t) == (2.2)

La relazione tra una configurazione % a un generico tempo t € Ry pud essere vista
mediante I'applicazione della mappa x alla configurazione di riferimento denotata con
@RZ

B(t) = x(%r;1) (2:3)

Ci concentriamo nel caso in cui x sia sufficientemente regolare e invertibile [41, 61, 69].
Differenziando entrambe i membri della (2.1), si ottiene [41]

_ OXi
- 0X

da; dXy (2.4)

Definiamo, quindi, una applicazione multilineare [69] detta tensore gradiente di deforma-
zione [9, 41, 69]

ox Oxi
F(X, t) == VL= 2.5
(X1 = 5% L= ax, (25)
e indichiamo con J il suo determinante
J=detF >0 (2.6)
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Nozioni preliminari di meccanica dei continui

Il determinante J, con il ruolo di Jacobiano, & associato alla variazione di volume del
corpo dopo 'applicazione della mappa x (supposta sufficientemente regolare e opportu-
namente invertibile [41, 69]). Infatti, dette &g una parte del corpo nella configurazione
di riferimento % e & una parte del corpo nella configurazione attuale 4, si ha [27]

vol(Zp) = [ dvx \mm@):[;m@ (2.7)

PR
81’,’
P ) 0X; P,

Teorema 2.1.1 (Decomposizione polare)[9, 27, 41]

Sia F un tensore invertibile in uno spazio vettoriale euclideo . per il quale sia J =
det F > 0, allora esistono e sono unici due tensori U e V', simmetrici e definiti positivi
e una rotazione R per cui vale

F=RU=VR (2.9)

Inoltre, U,V sono determinati da F come

U=VF'F V=VFF" (2.10)
e vale che
V = RUR" (2.11)

A partire dal teorema (2.1.1), introduciamo il tensore destro di Cauchy-Green.

Definizione 2.1.1 (Tensore destro di Cauchy-Green) [27, 41]
Si definisce tensore destro di Cauchy-Green il tensore

C=U*=F'F (2.12)
Ixn Oxn
Cap = FnaFhp = 2.13
ap = Fhabhus = 557 5% (2.13)
Dalla (2.1) segue che
dx = FdX (2.14)

Analogamente, presi due vettori infinitesimi nella configurazione di riferimento, denotati
con dX1,dX o € Ar, e le rispettive trasformazioni spaziali nella configurazione attuale,
denotate con i vettori de, dxy € A, determiniamo ’angolo

dCCl-d(EQ FXmFdXQ

cos 0N N2) = 1 sl ~ TFaX,[[FaXa]

(2.15)
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Definizione 2.1.2 (Stiramento) [9, 27, 41]

Siano Br e B rispettivamente la configurazione di riferimento e la configurazione cor-
rente, presi due vettori infinitesimi dX € PBr e de € B, definiamo stiramento nella
direzione N la quantita

ldaf| _ |[FdX|
AN) = = =||F(X) N 2.16
Seque che
/\Q(N) =FN-FN=CN-N (2.17)

Definizione 2.1.3 (Angoli di scorrimento) [9, 27, 41]
Definiamo angolo di scorrimento la quantita

s
’Y(N17N2)=§—9(N1,N2) (218)
dove (N1, N3) é data dalla (2.13).

Il tensore destro di Cauchy-Green [27] si rappresenta rispetto alla terna cartesiana orto-
gonale {E4}%_, come

C=Cup E4®Ep (2.19)

Il tensore C' ammette la seguente rappresentazione matriciale

. o A} 5\15\2~Silf1712 5\15\3 sin i3
[C] = | MAgsinyip o A3 A2 sin a3 (2.20)
A1 A3 sin 713 Ao A3 sin Y23 )\g)

dove i pedici i = {1,2,3} sono riferiti alle direzioni identificate dai versori E;.

Dal teorema di decomposizione spettrale [9, 21, 27, 41, 62], essendo F' un tensore del
secondo ordine invertibile e con determinante positivo, i tensori U e V' sono simmetrici e
definiti positivi e poiche vale la (2.10), la simmetria di C implica che esiste una terna di
autovettori ortogonali, tale per cui & possibile scrivere

C=>) NE®E (2.21)

3
=1

rispetto alla terna {E;}?_; che identifica le tre direzioni principali ([9, 27, 41, 63]) e, di
conseguenza, le quantita A\? rappresentano gli stiramenti principali. I tensore C, rispetto
alla terna ortogonale principale, ammette la seguente rappresentazione matriciale [41]

Moo o0
C=|0 X o0 (2.22)
0 0 X

Dalla (2.18) mostra come, nel sistema di riferimento principale, la diagonalita della rap-
presentazione matriciale del tensore C risulta in una assenza di scorrimenti.
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Nozioni preliminari di meccanica dei continui

Definizione 2.1.4 (Campo di spostamento) [9, 27, 41, 63]
Dati X € Br nella configurazione di riferimento e x € % nella configurazione attuale,
definiamo il vettore spostamento u(X)

uX)=z(X)-X (2.23)
Definizione 2.1.5 (Tensore gradiente di spostamento) [9, 27, 41, 63]
Definiamo, quindi, il tensore gradiente di spostamento

Grad u = X (Grad u);j = Ix, (2.24)
Differenziando la (2.24) rispetto a X, otteniamo

ou; Ox;

o L5 du=F -1 2.2

0X, ~ 0x, Grad u (2.25)
Definizione 2.1.6 (Tensore di Green-Lagrange) [9, 41, 63]
Definiamo tensore di Green-Lagrange il tensore

1
E = 5(0 —1I) (2.26)

Se la mappa x(X,t) ¢ tale per cui il campo di spostamento w ¢ infinitesimo (dominio
delle deformazioni infinitesime |9, 27, 41, 63, 81]), poiche

Grad u = (grad u)F = (grad u)(I + Grad u) (2.27)
risulta
Grad uw = grad u + o(u) (2.28)
Allo stesso modo [41], gli stiramenti in direzione IN si esprimono come
AMN)=1+NEN + o(u) (2.29)

Definizione 2.1.7 (Deformazione longitudinale e angolo di scorrimento infinitesimo) [9,
27, 41]
Chiamiamo deformazione longitudinale in direzione N la quantita

[dee|| — [ldX|
e(N)=AN)-1=NEN~ ————— (2.30)
ldX|
Definiamo angolo di scorrimento infinitesimo tra i vettori N1, Ny la quantita
Y(N1,N32) =2N1EN, (2.31)

Infine, riguardo il determinante J del tensore gradiente di deformazione, vale la seguente
considerazione [9, 27, 41, 63]

J =det F =~ det(I + Grad u) = 1 + tr(Grad u)

, (2.32)
=1+tr E=1+Divu
Pertanto
Divu:w Divu:J—I:%/ (2.33)
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2.2 — Equazioni di Bilancio

2.2 Equazioni di Bilancio

Le definizioni e i teoremi riportati nella seguente sezione fanno riferimento alle ipotesi
modellistiche racchiuse in quelli che la letteratura definisce come postulati di Cauchy [9,
27, 41, 61, 69]. Di seguito, invece, si riportano le leggi di bilancio di massa, di impulso e
del momento della quantita di moto, distinguendo tra la formulazione Fuleriana da quella
Lagrangiana [6, 9, 27, 41, 61, 68, 69].

Definizione 2.2.1 (Forma Lagrangiana e forma Euleriana della velocita)[9, 27, 34, 41,
63, 76]
Sia Br la configurazione di riferimento di un continuo e B la sua configurazione attuale
e sia B(t) = x(Br,t) una mappa sufficientemente regolare e invertibile. Dato X € Br,
la forma Lagrangiana della velocita del continuo rispetto al moto x(X,t) é data da
0

V(X,t) = a—)t((X,t) (2.34)
Dato © € 2B, introdotto il moto inverso x '(x,t), la forma Euleriana della velocitd del
continuo é data da

v(x,t) =V (Xfl(w,t),t) (2.35)

Sia dato un continuo nella configurazione di riferimento %y nello spazio euclideo .. Sup-
poniamo che I'applicazione del moto (supposto sufficientemente regolare) x (X, t) risulti
nell’'identificazione della configurazione corrente % . Denotiamo con p(x,t) la densita di
massa del corpo nella configurazione % e con pr(X) la densita di massa del corpo nella
configurazione di riferimento Ag.

2.2.1 Formulazione Euleriana

Definizione 2.2.2 (Bilancio di massa) [9, 27, 41, 63]
Sia un aperto P2 C %B. In assenza di sorgenti e flussi di massa, diciamo che il bilancio
di massa ¢ soddisfatto se

/ pla, £)dVy = 0 (2.36)

z

se la (2.56) vale per ogni & allora, si puo scrivere il bilancio di massa in forma locale
p+pdive=0 (2.37)

Supponiamo che esista un campo di forze esterne di volume b(x,t) e supponiamo 1’esi-
stenza di campo vettoriale t(x,t,n) che chiamiamo wvettore degli sforzi di Cauchy, che
rappresenta una forza per unita di superficie orientata con normale n.

Definizione 2.2.3 (Bilancio di impulso) [9, 27, 41, 63, 69]
Diciamo che il bilancio di impulso & soddisfatto per ogni aperto &2 C % del continuo nella
configurazione corrente se vale

4 [ ot tyo(a v = [ gl v+ [ et m)dd (2.38)
dt J» P 0P
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Nozioni preliminari di meccanica dei continui

Teorema 2.2.1 Supponiamo che il bilancio di impulso (2.38) sia soddisfatto, che x(X,t)
sia sufficientemente regolare e che t(x,t, ) sia una funzione continua nei suoi argomenti,
allora esiste un unico tensore del secondo ordine o(x,t) tale per cui

o(xz,t) -n(x,t) =tx,t,n) (2.39)
il tensore o ¢é detto tensore degli sforzi di Cauchy.

La (2.38) si riscrive, pertanto, come

d

" /y p(@, o (wm, )dV, = /gz p(a, t)b(z, )dVy + /8 Jol@t) nl@.h) dAs  (240)

Teorema 2.2.2 Supponendo che valgano la conservazione della massa e di impulso per
ogni aperto & C A, vale la sequente forma localizzata

pv = pb+div o (2.41)

Definizione 2.2.4 (Bilancio del momento della quantita di moto)[9, 27, 41, 63, 69]
Dato un polo fisso o, sia &2 C A, il bilancio del momento della quantita di moto si scrive
come

d
pr /y(w —0) X p(x, t)v(x, t)dVy = /gz(a: —0) X p(x, t)b(x, t)dVy .12

+ (x — o) X (o(x,t) -n(x,t) dAg
0P

Teorema 2.2.3 Supponiamo che valga la conservazione della massa e il bilancio di im-
pulso. Allora il momento della quantitda di moto é soddisfatto se e solo se

oc=o" (2.43)

Le precedenti definizioni (2.2.2-2.2.4) e i teoremi enunciati (2.2.1-2.2.3) possono essere
riassunti nel prossimo teorema formulato per le equazioni cardinali in forma locale.

Teorema 2.2.4 [27] Le equazioni cardinali per un moto sufficientemente regolare sono
soddisfatte per ogni @ € P C AB se e solo se sono soddisfatte le sequenti relazionsi

o-n=t
pv =diveo +b (2.44)
ol =0

2.2.2 Formulazione Lagrangiana

Definizione 2.2.5 (Primo tensore degli sforzi di Piola-Kirchhoff) [41, 69]
1l primo tensore degli sforzi di Piola-Kirchhoff ¢ il tensore del secondo ordine dato da

P=JoF " (2.45)
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2.2 — Equazioni di Bilancio

Teorema 2.2.5 [69] Sia Pr C Br un sottoinsieme aperto della configurazione di rife-
rimento. Se vale il principio di conservazione della massa, detta pgr la densita di massa
del continuo nella configurazione materiale, B il campo di forze esterne agente sul conti-
nuo nella configurazione iniziale e N la normale uscente per ogni punto della superficie
del continuo nella configurazione di riferimento, il bilancio di impulso (2.38) puo essere
riscritto come

d
— prVdVx = / prBdVx + P-NdAx (2.46)
dt J o Pr 0Px

Teorema 2.2.6 [09] Se la (2.46) vale per ogni sottoinsieme X € Pr C PBr, allora essa
puo essere scritta in forma locale

prV = prB + Div P (2.47)

Teorema 2.2.7 [32, 41] Supposto valido il bilancio di massa e di impulso per ogni P C
PBr il bilancio del momento della quantita di moto ¢ localmente equivalente a

PFT=P'F (2.48)

Definizione 2.2.6 (Secondo tensore degli sforzi di Piola-Kirchhoff) [41, 69]
St definisce secondo tensore degli sforzi di Piola-Kirchhoff il tensore

S=JF'oF T (2.49)
Una immediata conseguenza della (2.48) riguarda la possibilita di riscrivere (2.49) come

S=s8" (2.50)

2.2.3 Bilancio di energia

Si consideri il continuo nella configurazione attuale Z C .. Sia & € A, introduciamo la
densitda di energia cinetica e lenergia cinetica totale [27]

k= Lol IC:/@dem (2.51)

Differenziando 1’energia cinetica totale rispetto al tempo e tenendo conto del bilancio
locale di impulso in forma Euleriana (2.38) otteniamo [27]

/'C:/ (v-dive +b-v)dV, (2.52)
B
Riformulando, si ottiene

K:—/grad(v)-ade+ v'O'ndAw—i-/v-degc

0% (2.53)

7Dimt Pext

dove Pint € Pext sono rispettivamente la potenza delle forze interne e la potenza delle forze
esterne [27, 32].
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Nozioni preliminari di meccanica dei continui

Teorema 2.2.8 [27] Il teorema dell’energia cinetica per un continuo, puo essere formu-
lato come

K = Pint + Pext (2.54)

In vista di considerazioni future, ¢ utile riportare che si puo dimostrare la seguente
relazione per la potenza interna [9, 27, 41]

Pu=- [ P:Favx (2.55)
Br

2.3 Relazioni termodinamiche

Definizione 2.3.1 (Primo principio della termodinamica) [27, 41]

Definiamo con U 'energia interna del continuo e con Q il calore che esso scambia istan-
taneamente con 'ambiente. Il primo principio della termodinamica si puo scrivere nelle
sequenti forme equivalenti

Pt + Q=U+K Q=P+ U (2.56)

Definizione 2.3.2 (Disuguaglianza entropica) [27, 41]
Sia x € B C . Indicata con T(x,t) la temperatura assoluta, con n(x,t) l'entropia per
unitd di massa e definita l’entropia totale come

H :/ p(x,t) n(x,t) dVy (2.57)
B

la disuguaglianza entropica si scrive nella forma

H > % (2.58)

Definizione 2.3.3 (Energia libera di Helmholtz) [27, 41]
Sia u la densita massica di energia interna, allora ’energia libera di Helmholtz ¢ definita
come

v=u—Tn (2.59)

Definizione 2.3.4 (Secondo principio della termodinamica)
Definita l’energia ¥ come

v / v dv, (2.60)
B
il secondo principio della termodinamica impone che

U+ P <0 (2.61)
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2.4 Principio di oggettivita

Sia X € %r un punto materiale nella configurazione di riferimento e @ € 8 C . un
punto spaziale individuato nella configurazione corrente mediante ’applicazione x (X, t) =
x € ., supposta sufficientemente regolare e invertibile [69]. Si vuole studiare quale sono
le conseguenze della sovrapposizione di un moto rigido applicato su x.

Denotato con xy un polo fisso spaziale con & € .# il punto individuato dopo 'applicazione
del moto rigido a x, abbiamo [41]

T =x0+ Q(t)(x — xp) (2.62)

dove Q ¢ una rotazione propria [41], cioé un tensore ortogonale con determinante positivo
unitario. ~

Per semplicita, in questa sezione si utilizzera il simbolo (-) per indicare I’applicazione di un
moto rigido alla quantita (-). Studiare come il modello scritto per un fenomeno risponde
all’applicazione di moti rigidi risulta di vitale importanza per verificare che il modelli fisico
sia consistente [43, 51, 62, 89]. Per questo ¢ necessario studiare le leggi di trasformazione
delle quantita studiate, siano essi campi scalari o tensoriali [41, 46, 62, 83, 89].

Un campo scalare f risulta invariante rispetto all’applicazione di un moto rigido sovrap-
posto e vale

f=1 (2.63)

Dato un campo scalare g, si dice che esso oggettivo se [41]
g=Qg (2.64)

Infine, dato un campo tensoriale G, esso & oggettivo se [41]
G =QGQ" (2.65)

Si puo dimostrare che dato un campo che soddisfa il principio di oggettivita materiale
[41], la sua rappresentazione rispetto alle basi che ruotano con il sistema di riferimento
sono indipendenti dal sistema stesso [21, 41, 69, 89]. In base quanto a detto, si riportano
le leggi di trasformazione dei seguenti campi tensoriali introdotti nei paragrafi precedenti
[41]

F =QF (2.66)
c=cC (2.67)
E=E (2.68)
& =QoQ" (2.69)
P=QP (2.70)
S=5 (2.71)
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2.5 Classi costitutive

Le leggi di bilancio fin’ora descritte sono valide per qualunque corpo che soddisfa le oppor-
tune ipotesi di continuita. Le classi costitutive di un materiale, invece, fanno riferimento
a una particolare classe di corpi che possono presentare dei comportamenti simili, ossia
delle risposte concettualmente analoghe a un set di azioni esterne e/o interne [41]. Le
relazioni costitutive, che si rendono necessarie per la chiusura delle equazioni di bilancio
fin’ora introdotte [21], possono essere di diversa natura ma si fondano sulla ricerca di
particolari funzioni di risposta. In generale, una funzione di risposta lega un campo % in
termini di altri campi Z;

A

V(X t) =T (21X 1), ... Zo(X, 1), X) (2.72)

Il principio di oggettivita ¢ alla base del concetto di classi costitutive, in quanto le equazioni
costitutive devono essere oggettive, pertanto si parla di principio di indifferenza materiale
[21, 61, 62, 69], ossia la (2.72) deve essere invariante rispetto alla sovrapposizione di moti
rigidi. Nel corso del lavoro, ci concentreremo sulla classe costitutiva inerente a quella dei
solidi iperelastici.

2.5.1 Solido Iperelastico

Un continuo in cui lo sforzo ¢ costitutivamente definito come funzione del gradiente di
deformazione e del punto materiale ¢ definito corpo elastico semplice [9, 41]

P =P(F(X),X) (2.73)

Se, invece, lo sforzo e derivabile da una funzione costitutiva a partire dall’energia libera di
Helmholtz, allora il corpo si dice iperelastico [9]. L’energia libera di Helmholtz ¢ del tipo

v =1 (F(X),X) (2.74)

Per il principio di indifferenza materiale segue che [21, 61, 62, 69]

b (F(X),X) =19 (QF(X)
P(F(X),X)=Q"P(QF(X)

X)) (2.75)
. X) (2.76)
il che si riduce a scrivere le relazioni costitutive nella forma [41]

Y =19(C(X),X) P=F S(C(X),X) (2.77)

2.5.2 Procedura di Coleman-Noll

La procedura di Coleman-Noll [16, 41] rappresenta una costante per la ricerca di relazioni
costitutive fisicamente coerenti e si basa su principi dettati da restrizioni termodinamiche
da implementare in congiunzione con il principio di oggettivita. In particolare tutte le
relazioni costitutive devono essere in accordo con la disuguaglianza entropica [41, 69, 89].
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2.6 — Simmetria materiale

Supponendo per semplicita notazionale il caso di un corpo omogeneo, la disuguaglianza

entropica si scrive come
o <\
2— — C < 2.
[ o

la quale deve essere soddisfatta per ogni moto del corpo.

Teorema 2.5.1 [9, /1] Per un corpo iperelastico omogoneo, il secondo tensore di Piola-
Kirchhoff si ottiene per derivazione del funzionale costitutivo dell’energia libera di Helm-
holtz come seque

S = 2%22(0) (2.79)
2.6 Simmetria materiale
Definizione 2.6.1 (Gruppo delle rotazioni proprie) [41, 80]
Sia X € Br, definiamo gruppo di rotazioni proprie come
% :{H € Unim: HH" = I(X)} (2.80)

dove Unim rappresenta l’insieme dei tensori con determinanti positivo unitario e I ¢ il
tensore identita.

Definizione 2.6.2 (Gruppo di simmetria del materiale)[41, 80]
Sia X € Br, si definisce gruppo di simmetria del materiale il gruppo

Y ={H € Unim: Y(F(X)H,X) =¢(F(X),X)} (2.81)
Analogamente, il principio di oggettivita permette di riscrivere G come
¢ = {H ¢ Unim :  (HTC(X)H, X ) = )(C(X), X)} (2.82)

In base alla definizione appena data, ¢ possibile definire il concetto di materiale isotropo.

2.6.1 Materiale iperelastico isotropo

Definizione 2.6.3 (Materiale isotropo) [41, 80]
Un materiale si definisce isotropo in X € PBr se

" (HTC(X)H, X) —(C(X),X) VHeR(X) (2.83)
e quindi 9(X) = Z(X).

Attraverso il teorema di rappresentazione, si pud dimostrare che l’energia libera di Helm-
holtz di un materiale iperelastico isotropo si possa scrivere come funzione dei tre invarianti
principali del tensore destro di Cauchy-Green [9, 27, 61, 69].
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Nozioni preliminari di meccanica dei continui

Definizione 2.6.4 (Invarianti principali del tensore destro di Cauchy-Green) [9, 27, 61,
69]
1 tre invarianti principali del tensore destro di Cauchy-Green C' sono definiti come seque:

L=tC=C:1I (2.84)
=1 (112 - trC2> -C:C (2.85)
I3 = detC = J? (2.86)

Quindi D'energia libera di Helmholtz per materiali elastici isotropi pud essere riscritta
costitutivamente come

Y =9(h, I, I3) (2.87)

I teorema (2.5.1) per un corpo iperelastico omogeoneo permette di scrivere il secondo
tensore di Piola-Kirchhoff come [9, 27, 61, 69]
oy
S=2— (1,151
B B aC( laja 3)
oY 01 oY 0y oY 0l

S Rkt B R R
o1, 0C " “anoC ‘oL, 0C

(2.88)

11 calcolo delle derivate degli invarianti rispetto al secondo tensore destro di Cauchy-Green
porta ai seguenti risultati [9, 61]:

on
oc =1 (2.89)
ol

c - 2C (2.90)
2E _ 721

ac J°C (2.91)

2.6.2 DMateriale iperelastico trasversalmente isotropo

Sulla linea delle definizioni appena date, introduciamo il concetto di materiale trasversal-
mente isotropo che rienta nella categoria pitt ampia di materiale anisotropo [23, 24, 25,
26, 30, 42, 47, 48, 49, 77].

Definizione 2.6.5 (Materiale iperelastico trasversalmente isotropo) [48, 74]
Sia X € PBr e sia M x un versore riferito alla configurazione Br e attaccato a X.
Definito il sequente gruppo

diciamo che un materiale iperelastico é trasversalmente isotropo rispetto a M x in X se

Y(F(X)H, HM x) =¢(F(X), M x) VH € Z(M x) (2.93)
28



526

527

528

529

530

531

532

533

534

535

536

537

538

539

2.6 — Simmetria materiale

L’energia libera di Helmholtz per materiali iperelastici trasversalmente isotropi puo essere
riscritta in funzione dei tre invarianti principali del tensore destro di Cauchy-Green e altri
due invarianti definiti come segue.

Definizione 2.6.6 (Ulteriori invarianti per materiali iperelastici trasversalmente isotro-
pi), [48, 74]

Sia X € Br, sia M x un versore riferito alla configurazione Br e attaccato a X e sia M
il corrispettivo campo riferito alla configurazione PByr. Si definiscono altri due invariants
del tensore destro di Cauchy-Green C' :

I,=C:(M®M) (2.94)
Is=C*: (M ® M) (2.95)

Per un materiale iperelastico trasversalmente isotropo, I’energia libera di Helmholtz ¢ data
costitutivamente a partire dai cinque invarianti introdotti fin’ora

Y=l Lo, I3, 14, I5) (2.96)

I teorema (2.57) per un corpo iperelastico omogeoneo permette di scrivere il secondo
tensore di Piola-Kirchhoff come [48, 74]

S =2+ (I, 1,13, 14, I5)
oc (2.97)
~\TonoC 0l, 0C 0l3 0C 01, 0C ol; 0C

11 calcolo delle derivate degli invarianti rispetto al secondo tensore destro di Cauchy-Green
porta ai seguenti risultati:

oL,
— =MxM 2.

A=Ms (2.98)
gICE’,:(M®M)C+C(M®M) (2.99)

29



30



540

541

542

543

544

545

546

547

548

549

550

551

552

553

554

555

556

557

Capitolo 3

Relazioni Costitutive

In questo capitolo si introducono le relazioni costitutive che verranno usate nel corso del la-
voro proposto [9, 41, 69, 89]. In particolare, si introduce il modello di solido Neo-Hookeano
quasi-incomprimibile per modellizzare un comportamento microstrutturalmente isotropo
e si fornisce una forma costitutiva della densita di energia per un solido trasversalmente
isotropo.

3.1 Modello Neo-Hookeano quasi-incomprimibile

Definizione 3.1.1 (Parte distorsionale del tensore destro di Cauchy-Green) [9, 41]
Sia C' il tensore destro di Cauchy-Green, si definisce la sua parte distorsionale come

C =173 C = (detC)V3C (3.1)

Definiamo 1’energia di deformazione elastica di un corpo iperelastico isotropo omogeneo
quasi incomprimibile in funzione del tensore destro di Cauchy-Green C. L’equazione costi-
tutiva, che fa riferimento al modello Neo-Hookeano quasi-incomprimibile [9, 31, 75], si scri-
ve come additivamente composto da una parte distorsionale 1!3 e da una parte volumetrica

U

YN =4 (C) + U(J) (3.2)
La parte distorsionale 1& ¢ definita come

0 (€)= gu(nC -3) (3.3)

da cui segue che la parte distorsionale del secondo tensore degli sforzi di Piola-Kirchhoff
si ottiene derivano il funzionale appena introdotto [9]

= O

§=2-5
_ 0 —1/3 (3.4)
7“6 ((det(?) C.I)

= p(detC)™Y/3 (I — 3trC C’*l)
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Relazioni Costitutive

La parte volumetrica U e definita in funzione del determinante del gradiente di deformazio-
ne J = detF ed esplica un termine chiamato nella letteratura come numero penalizzatore
[9], indicato con K

U(J) = ik(J 1) (3.5)

1
2

# & generalmente dell’ordine di (103 = 10%)u e rafforza 'aspetto di incomprimibilita del
modello. La parte volumetrica del secondo tensore degli sforzi di Piola-Kirchhoff viene
cosi calcolata

Sl = kv/det C(Vdet C — 1)C 1 (3.6)

11 tensore degli sforzi totali di Piola-Kirchhoff si scrive come somma della parte volumetrica
e deviatorica

S=8"4+§ (3.7)

3.2 Modello Neo-Hookeano quasi-incomprimibile per
materiali trasversalmente isotropi
La descrizione di un materiale iperelastico trasversalmente isotropo omogeno prevede che

I’energia libera di Helmholtz sia scritta costitutivamente in funzione di cinque invarianti
[8, 79] come espresso nella (2.96)

U =111, I, I3, I, I) (3.8)

Il modello adottato nel seguente lavoro definisce I’energia libera di Helmholtz come compo-
sta additivamente da una parte dipendente dai primi tre invarianti (e che quindi costituisce
la parte isotropa) e una parte che dipende costitutivamente dai rimanenti invarianti [8, 79]

b =0T, Iy, Is) + (I, Is) (3.9)

Per la parte isotropa si fa riferimento alla forma di energia Neo-Hookeana quasi incompri-
mibile definita in (3.2). Per la parte anisotropa la rispettiva energia libera di Helmholtz
si scrive come

A

VA =) (Iy,I5) = Yoy (Is — 1)? + 2aa (I — 1)? (3.10)

Si considera il caso in cui il contributo piu significativo sia quello dipendente dal quarto
invariante [65, 66], quindi la parte anisotropa dell’energia si riscrive come

A

YA =) (I4) = %041(1—4 —1)2 (3.11)

dove 14 si scrive a partire dal vettore direzione della fibra principale, ossia della direzione di
trasversa isotropia [8, 23, 24, 25, 26, 39, 65, 66, 79]. Secondo la (2.94), il quarto invariante
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3.2 — Modello Neo-Hookeano quasi-incomprimibile per materiali trasversalmente isotropi

1y, definito a partire dal tensore destro di Cauchy-Green C' e dalla direzione di trasversa
isotropia M, si definisce come [8, 65, 66, 79]

L=C:(M®M) (3.12)

Data una terna ortogonale tridimensionale {e;}3_;, il vettore M si scrive in coordinate
sferiche come

M =cosOsin® E; +sinOsin® Ey + cos® E; (3.13)

Pertanto, I, e la parte anisotropa dell’energia /A" si riscrivono costitutivamente in fun-
zione degli angoli (O, ®) e del tensore destro di Cauchy-Green

I, =14(C,0,0) A" =) (C,0,d) (3.14)
Il quarto invariante, usando la notazione di Einstein, si riscrive operativamente come:
I,(C,0,9) = Cap Ma(©,9) Mp(O,P) (3.15)

Il secondo tensore degli sforzi di Piola-Kirchhoff per la parte anisotropa [8, 65, 66, 79] &
ottenuto per derivazione della parte anisotropa dell’energia, come definito in (2.97)

SAY — o [(I4 — 1) M ® M| (3.16)

Il tensore degli sforzi di Piola-Kirchhoff totale si scrive come somma della parte Neo-
Hookeana quasi incomprimibile e della parte anisotropa

S = NI | gAn (3.17)

Per lo studio che verra affrontato nella sezione successiva, si ricorda la relazione tra il
primo e il secondo tensore degli sforzi di Piola-Kirchhoff

P=FS (3.18)
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Capitolo 4

Comportamento attivo della
cellula

La cellula riorganizza le proprie strutture in risposta agli stimoli meccanici cui & sottoposta,
tentando di raggiungere una configurazione che ottimizzi la distribuzione degli stress: sotto
sforzo, la cellula si deforma come corpo geometrico e si ri-orienta come corpo anisotropo
(fibroso ad esempio)[40]. Pertanto, le variabili di rimodellamento (come, nel nostro caso,
gli angoli (©,®) definiti nella (3.13)) rappresentano a priori delle variabili costitutive
legate all’anisotropia microstrutturale della cellula, mentre a posteriori la loro dipendenza
temporale (e quindi il loro rimodellamento) & manifestazione anche della configurazione
del sistema [39].

In questa sezione, siamo interessati a studiare quale siano gli effetti del rimodellamento
attuato attivamente dalle cellule biologiche [2, 3, 4, 17, 20, 28, 29, 36, 39, 40, 49, 57, 77,
78, 85, 90, 91]. Dopo aver derivato le equazioni generali di rimodellamento per un set di
variabili tempo dipendenti, si adatta il modello al caso di interesse del lavoro proposto.

4.1 Equazioni di rimodellamento
Riprendendo la (2.54), si introduce il principio dei lavori virtuali [9, 32, 69].

Definizione 4.1.1 Principio dei lavori virtuali
Per processi quasi-statici, la somma delle potenze interne ed esterne é nulla per ogni
velocita cinematicamente ammissibile

Prnt + Pext = 0 (4.1)

In forma generale, il continuo €'(t) C Z(t) puo essere sottoposto a densita di forze di
volume b e sforzi t. Nel nostro caso, una particolare attenzione ¢ data agli effetti del
rimodellamento attivo della cellula, che modellizziamo matematicamente come forze di
rimodellamento interne ed esterne [39, 40, 77|, che indichiamo rispettivamente con y, h.
Supponiamo, inoltre, che esistano delle variabili che possano evolvere in tempo e che
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Comportamento attivo della cellula

collezioniamo in un vettore m. A partire dalla definizione delle velocita generalizzate
[39, 40, 77]

_ _Im
v="g (X)) w=7(X.1) (4.2)

per adoperare il principio dei lavori virtuali, si introduce un set di velocita cinematicamente
ammissibili che indichiamo con (v, w).
Identifichiamo la potenza esterna come [39, 40, 77]

75ext=/ b-v+h-w) de+/ t-vdA, (4.3)

A(t) 0A(t)

La potenza interna ¢ definita, in linea con la (2.55) come

Pint = —/ (o:gradv+y-w) dVy (4.4)
B(t)

11 principio dei lavori virtuali (4.1) porta alle seguenti equazioni di bilancio localizzate

dive+b=0 (4.5)
oc-n=t (4.6)
y=nh (4.7)

dove n ¢ il versore normale uscente da 04(t). Le prime due equazioni (4.5, 4.6) sono
le stesse equazioni per il bilancio di impulso che avevamo ottenuto in forma Fuleriana
(2.38), mentre 'ultima ¢ legata all’effetto di rimodellamento che intendiamo studiare.

In forma Lagrangiana le (4.5-4.7) si riscrivono [39, 40, 77]

DivP+B=0
P - N=1 .
Y=H (4.10)

dove IN ¢ il versore normale uscente da 0%g, il campo B Y, H sono rispettivamente
la densita di forze di volume, la densita di forze di rimodellamento interna ed esterna
applicate al continuo nella sua configurazione di riferimento %g.

4.1.1 Riflessioni termodinamiche

Una volta fissata I'equazione costitutiva per 'energia libera di Helmholtz

\II(C,m):/(g U (Com) dVx  %r C By (4.11)

il soddisfacimento del secondo principio della termodinamica impone che
U+ Piyy < 0 (4.12)
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4.1 — Equazioni di rimodellamento

Supposto che (4.12) valga V6 C P, in forma locale lagrangiana scriviamo che
Y — Y -m<0 (4.13)

In particolare, la derivata temporale dell’energia libera di Helmholtz si scrive tenendo
conto della dipendenza temporale di m

9(6) = | 5o (m(t) | - (e (419
per cui la (4.13) si riscrive (riorganizzando i segni) come [39, 40, 77]

Y(0) - 5 ()] 50 > 0 (4.15)

o

om

4.1.2 Forza di rimodellamento e configurazione target

Secondo quanto modellizzato in [39, 40, 77], posto nella (4.15)

Ya) =Y (1)~ 5L (m(t) (4.16)

e denotando tale quantita come parte dissipativa della forza di rimodellamento, imponiamo
per Y 4(t) una relazione costitutiva nella forma

Y(t) = %a (m(t), m(t)) (4.17)

Supponiamo che tale relazione costitutiva per Y 4 si possa scrivere mediante I'introduzione
di una funzione non negativa K e tale per cui

Ya(t) = [K (m())] - ma(?) (4.18)
Ricordando la (4.16), 'equazione (4.18) si riscrive come
(K (m(#))]-m(t) = H(t) - gm(m(t)) (4.19)

Rimane da definire la forza di rimodellamento esterna H. Nel caso piu semplice, essa
puo essere nulla o trascurabile [13]; oppure puo essere dettata dal tentativo del sistema di
raggiungere istantaneamente una configurazione target, identificata per ogni istante ¢ da
un set di variabili configurazionali del tipo mr, per cui

oY

H(t) = om (mr(?)) (4.20)

Pertanto, la (4.19) si riscrive come

(K (m(t))] - () = O (mer(t)) — S (m()) (4.21)

Analizzando la (4.21), mentre il secondo termine a secondo membro ¢ funzione esclusiva
dalla scelta costitutiva della densita di energia del corpo soggetto a rimodellamento, il
primo termine a secondo membro ¢ dettato interamente da aspetti configurazionali, come
ad esempio la particolare distribuzione degli sforzi che caratterizza la configurazione del
sistema ad ogni istante ¢ [39, 40].
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4.2 Applicazione al caso di interesse

Nel corso del seguente lavoro, siamo interessati a studiare in che modo la cellula si ri-orienta
a seguito degli stimoli meccanici cui & sottoposta. Poiche spesso la cellula ¢ modellizzata
come materiale fibroso, quando si parla di orientazione cellulare si studia come la direzione
delle fibre principali evolve nel tempo. Denotiamo con M il versore (nel primo quadrante)
che definisce 'orientazione media delle fibre della cellula in un sistema di riferimento in
cui gli assi x,y coincidono con le direzioni principali delle deformazioni, come in Fig.4.1.
Il versore M ¢ definito in coordinate polari in funzione dell’angolo © che esso forma con
I'asse x

M =cos© E; +sin© E; +0 Ej (4.22)

Secondo tali premesse, & possibile identificare 'angolo © come variabile interessata dal
rimodellamento cellulare. Per cui, la (4.15) si presenta come

% .

Y(t) = 55(01)] 6(t) > 0 (4.23)

Analogamente, la (4.21) si riscrive nella forma

. oY oY
K(C,0) 6= ——(C,07)— —=(C,0 4.24
(C.0)6 = S5(C.0r) - 55(C.0) (4.24)
dove 'angolo target ©1 € individuato ad ogni passo temporale in funzione della configu-
razione del sistema, ad esempio in base alla direzione di massimo sforzo.
Nel caso in cui la forza di rimodellamento sia identicamente nulla, la (4.24) si riscrive
come:
. O
Koo © = — = 4.25
00 6= 20 (4.25)
Si rende necessario svolgere una analisi di stabilita come quella condotta in [65, 66], adat-
tandola al caso specifico di materiali trasversalmente isotropi.

38



676

677

678

679

680

681

682

683

684

685

686

687

688

4.3 — Analisi di stabilita dell’energia elastica
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Figura 4.1. Schematizzazione del problema bidimensionale. Con M si indica la direzione
(nel primo quadrante) della cellula rispetto al sistema in cui gli assi x,y sono dirette
secondo la direzione principale delle deformazioni [66].

4.3 Analisi di stabilita dell’energia elastica

Supponiamo che 'energia elastica del materiale sia scritta costitutivamente in funzione
dei tre invarianti principali (I3, I3, I3) del tensore destro di Cauchy-Green C' e di ulteriori
due invarianti (I4,I5) definiti a partire dal tensore C' e dal versore M, che identifica
I'orientazione della cellula in un sistema di riferimento in cui gli assi x,y coincidono con
le direzioni principali delle deformazioni, come in Fig.4.1. Pertanto 'energia elastica v si
puo scrivere costitutivamente come

=1 (I, I, I3, Iy, Is) (4.26)

In particolare, si consideri il caso in cui la densita di energia elastica 1 si possa scrivere
come additivamente costitutiva da una parte v, funzione dei primi tre invarianti, e da una

parte v funzione dei due invarianti rimanenti

b= (I, Iy, I3) + O(Ls, Is) (4.27)

nello specifico, introduciamo due parametri materiali o, as che permettono di riscrivere
la (4.27) nella forma

U =11, I, I3) + 2ar (I — 1)* + 2aa(I5 — 1) (4.28)
Si riportano di seguito le definizioni dei cinque invarianti introdotti nella (4.26):
LH=ttC=C:1 ( )
Igz%([f—trCQ):C:C’ (4.30)
I3 = detC = J? (4.31)
I,=C:(M®M) (4.32)
I;=C*: (M®M) (4.33)
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Orientando I'asse x e I'asse y secondo le direzioni principali di stiramento, il tensore destro
di Cauchy-Green ammette la seguente rappresentazione matriciale

A 00
[C] = { 0 A 0 ] (4.34)
0 0 A

con le condizioni che A\, > Ay, Ay > 1.
Mentre i primi tre invarianti (11, I, I3) non dipendono costitutivamente dall’angolo O, il
quarto e il quinto invariante, viste la (4.34) e la (4.22), si riscrivono come

Iy = A\pcos® © + A\, sin? © = (A, — \) cos® © + ), (4.35)
Is = M2 cos? © + )\z sin? @ = (\2 — /\12/) cos® @ + )\3 (4.36)

Se si suppone l'indipendenza da C? [65, 66], ¢ possibile trascurare il contributo del quinto
invariante nella definizione costitutiva della densita di energia elastica. Pertanto, la (4.25)
porta a scrivere la derivata dell’energia elastica rispetto alla variabile di rimodellamento
© come

oY _ ) 0y
— = —(I1, I, I —(Iy, I
99 89( 1,12, I3) + 69( 1, 1I5) (437)
o
=90
e nello specifico
o0 1 ol

Il calcolo della derivata di I rispetto all’angolo © [8, 65, 66, 79] conduce alla seguente
relazione:
0l (8M

%:20: 89®M) =2(A\y — A;) cos O sin © (4.39)

Calcolare quali valori di ©® annullano la (4.38) permette di identificare i punti di stazio-
narieta della parte anisotropa dell’energia elastica:

ar(Ay — Ag) [()\m —\y) cos’ O + )\y} cosOsin® =0 (4.40)
Nel caso in cui A\, = A\, non si osserva una direzione principale di orientazione [93]; inoltre, i

punti di stazionarieta non sono influenzati dal parametro materiale o. L’equazione (4.40)
permette di identificare tre punti stazionari tali per cui

=0 cos? Oy = (4.41)

bo| 3

Ao — Ay
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4.3 — Analisi di stabilita dell’energia elastica

Dalla definizione di rapporto di stiramento biassiale

# =Y (4.42)
€z
e ricordando che A\; =1 +¢,, Ay = 1 — Ze,, allora la (4.41) si riscrive come
4 T
2
_ _ _T 4.4
=0 cos” Ogp) T+ 7 S 5 (4.43)

Imponendo la positivita della derivata seconda della densita di energia elastica rispetto a

©

0% 1 OLN? 921,
— == — — [y —1){ >0 4.44
967 ~ 2" l(ae) Toerlim )2 (4.44)
si ottengono le seguenti condizioni di stabilita:
0=0 STABILE SSE 135 < 0
© = Ocbl  STABILE SSE 175 € [0, 1] (4.45)
0=7% STABILE SSE 3 > 1

In particolare, se si considera il caso di solidi incomprimibili o quasi-incomprimibili, allora
essendo Z = 0.5 si ritrova il punto di equilibrio stabile non banale O, ~ 55°.

Osservazione: i risultati ottenuti dall’analisi di stabilita condotta, possono essere ge-
neralizzati al caso in cui la densita di energia elastica v dipenda da ulteriori invarianti

[65, 66], nella forma
=1 (I, 1y, I3, 1y, I5, Ig, I, Is) (4.46)

dove gli invarianti Ig, I7, Ig sono definiti a partire dalla direzione M | perpendicolare a
M, in particolare

I;=C*: (M, ®M)) (4.48)
Iy=C: (M, ® M) (4.49)

Denotato con I := (Iy — 1,15 —1,Is — 1,1y — 1,13 — 1) e con K una matrice simmetrica
scritta in generale a partire da coefficienti e parametri materiali [66], la (4.46) si riscrive
come

Oy, Io, I3, In, I5) = (1, I, I3) + 3 T-K T (4.50)

Trascurando la dipendenza da CQ (k)45 = k}47 = ]{355 = k)55 = k57 = k67 = ]{Z77 = O), si
ottengono tre punti stazionari © = 0,0 = 7/2 e © = O, tale che

1 kyg — K 1 -1
2 44 66 z
Oobl = = - — 4.51
o8 bl 2 + kaq + k66 — 2k46 — k?gg <2 )\y — )\y> ( )

Per una approfondita analisi di stabilita per il caso di energia definita come in (4.46), si
rimanda agli articoli di Lucci et Al. [65, 66].
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Comportamento attivo della cellula

Conclusioni: in questa sezione, si e sottolineato il ruolo costitutivo rivestito dall’angolo
O, che definisce la direzione di trasversa isotropia. Tuttavia, 'analisi di stabilita condot-
ta sulla parte anisotropa dell’energia elastica della cellula sembra prescindere da aspetti
configurazionali legati, ad esempio, da come la cellula si dispone nel (o sul) substrato,
concentrando la propria attenzione sul comportamento della sola cellula prima ancora che
essa venga studiata in relazione con il substrato. In generale, nel momento in cui la cellula
¢ studiata tenendo conto anche del comportamento del substrato, la configurazione del
sistema gioca un ruolo altrettanto fondamentale. Per maggiore chiarezza, si riporta un
concetto inerente alla definizione di rimodellamento proposta in [39]:

“When a tissue deforms, its mechanical properties evolve in time. The deformation, in-
deed, drives the reorientation of the fibres, thereby modulating the mechanical behaviour
of the tissue also in response to the changes in its internal structure. If the deformation
1s the only responsible for this structural reorganisation, the evolution of the fibre pattern
may be said to be a passive consequence of the deformation. If, however, as suggested in
[20], a tissue is supposed to possess also structural degrees of freedom, which exist inde-
pendently of deformation, then the reorientation of the fibres becomes part of the tissue
dynamics, and it interacts with the deformation and stress. This interaction, in turn,may
manifest itself in several ways, among which a relevant one is given by the identification
of a stress-driven pattern of fibre arrangement.”

Secondo Dottica proposta in [13, 20, 39, 40], la ri-orientazione cellulare, in generale,
non solo non puo prescindere dalla configurazione del sistema, ma ne risulta intimamente
legata. La sezione successiva, dedicata alle simulazioni numeriche, si propone di mettere
in luce come l'aspetto configurazionale, in congiunzione con quello costitutivo, giochi un
ruolo importante nella descrizione nella comprensione del fenomeno.
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Capitolo 5

Simulazioni numeriche

In questa sezione, si riportano i risultati delle simulazioni numeriche svolte mediante I'im-
piego del Software ad elementi finiti COMSOL MULTIPHYSICS. Per tutte le simulazioni
si considera il substrato isotropo quasi-incomprimibile, con energia libera di Helmholtz
data costitutivamente da

w;\lllli)l = %,usub (tré — 3) —+ %/{Sub(c] _ 1)2 (51)

La cellula & modellizzata sia come isotropa quasi-incomprimibile, con energia libera di
Helmholtz data costitutivamente da

¢<1;\$ = %ﬂcell (tl’é - 3) + %Hcell(t] - 1>2 (52)

sia come anisotropa quasi-incomprimibile, con parte trasversalmente isotropa assegnata
costitutivamente da:

A= tay(Iy —1)° (5.3)

Infine, si riporta che il quarto invariante I, si scrive costitutivamente a partire dal versore
M definito come

M =cosO E; +sin© E; +0 E3 (5.4)

che identifica la direzione di trasversa isotropia e dove © e ’angolo che la fibra principale
forma con la direzione di massimo stiramento.

5.1 Premesse

La letteratura propone alcuni modelli che concentrano la propria attenzione sulla model-
lizzazione esclusiva della cellula [58, 64] esplorando il caso in cui gli effetti del substrato
si possano trascurare; altri ricorrono a un approccio alla Tensegrity [14, 53, 84, 98]. Le
simulazioni numeriche che si presentano in questa sezione si propongono di modellizzare
il comportamento dell’intero complesso cellula-substrato per prove in controllo di sposta-
mento.
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Simulazioni numeriche

Riducendo il problema ad un caso puramente mono-dimensionale e trascurando gli effetti
legati alle non-linearita, si puo supporre che la deformazione totale imposta sul complesso
cellula-substrato, in una data direzione, sia in parte dovuta al contributo della cellula e
in parte a quello del substrato

Etot = Ecell T Esub (55)

dove i singoli termini dipendono da diversi fattori quali, ad esempio, le rigidezze (definite
costitutivamente) dei corpi considerati e aspetti configurazionali che interessano le dimen-
sioni della cellula e del substrato e la loro disposizione all’interno del dominio. Nel caso
tridimensionale, risulta molto difficile identificare dalla deformazione totale quale siano
i contributi esplicati singolarmente dal substrato e dalla cellula e si sottolinea come, in
generale, tali aspetti configurazionali giocano un ruolo non trascurabile nella descrizione
del problema.

5.2 Struttura della sezione

Si considera in prima battuta un caso di prova (CASO 0) per mostrare 'influenza della
rigidezza della cellula isotropa rispetto a quella del substrato, quando la cellula ¢ immersa
nel substrato. Successivamente, nel CASO A si modellizza la cellula come anisotropa a
forma cilindrica a base circolare immersa nel substrato. In seguito, nel CASO B si consi-
dera la cellula modellizzata come anisotropa a forma cilindrica a base ellittica immersa
nel substrato. Si considera, poi, nel CASO C la cellula miscrostrutturalmente isotropa ci-
lindrica a base ellittica immersa nel substrato. Infine, nel CASO D e CASO E si presentano
per completezza i casi in cui la cellula (rispettivamente isotropa e anisotropa) abbia una
forma ellissoidale disposta al di sopra del substrato.

Riassumendo, le simulazioni sono organizzate come segue:

e CASO 0 - cellula isotropa cilindrica a base circolare immersa nel substrato

e CASO A - cellula anisotropa cilindrica a base circolare immersa nel substrato
e CASO B - cellula anisotropa cilindrica a base ellittica immersa nel substrato
e CASO C - cellula isotropa cilindrica a base ellittica immersa nel substrato

e CASO D - cellula isotropa ellissoidale sopra il substrato

e CASO E - cellula anisotropa ellissoidale sopra il substrato

5.3 Caso 0: cellula isotropa cilindrica a base circolare
immersa nel substrato
Geometria del problema: il dominio analizzato ¢ costituito da un parallelepipedo sot-

tile a base quadrata, volto a rappresentare il substrato. Immersa nel parallelepipedo, la
cellula é simulata come un cilindro con altezza pari a quella del substrato, come indicato
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5.3 — Caso 0: cellula isotropa cilindrica a base circolare immersa nel substrato

in Fig.5.1. In Tab.5.1, si riportano i parametri adoperati per le simulazioni affrontate in
questa sezione.

Bordo 2

Interfaccia cell.-sub. l

Superficie superiore

Bordo 3 —»

<— Bordo 1
z \ T y

y X L. .
‘\I/' Superficie inferiore Bordo 4 l_. x

Figura 5.1. Cellula isotropa cilindrica a base circolare immersa nel substrato.

PARAMETRO | ESPRESSIONE DESCRIZIONE
r 107° m Raggio della cellula
2r /lsup 0.1+0.5 Rapporto diametro cellula/lato substrato
hsub 1075 m Spessore substrato
Leell 8 kPa Modulo di taglio cellula
Keell 103 f1cen Modulo di comprimibilita (penalizzatore) cellula
HMsub 4 kPa Modulo di taglio substrato
Keub 103 tisub Modulo di comprimibilita (penalizzatore) substrato
U (0+0.05) lsup Spostamento imposto

Tabella 5.1. Riassunto dei parametri adottati nelle simulazioni per il cAso 0.

Equazioni e condizioni al contorno: per chiarezza di notazione, si sottolinea che il
vettore spostamento ammette la seguente rappresentazione vettoriale

u=(uv,w)=uitvjtwk

nella terna cartesiana ortogonale, in accordo con il sistema di riferimento riportato in
Fig.5.1.
Le equazioni in forma Lagrangiana e le condizioni al bordo utilizzate sono riportate di
seguito:

Div P=0 TUTTO IL DOMINIO (5.6)
P-N=0 SUP. SUPERIORE, BORDO 2 E 4 (5.7)
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w=0 SUPERFICIE INFERIORE (5.8)
u = ug BORDO 1 (5.9)
U= —up BORDO 3 (5.10)
(P-N).=(P-N)s INTERFACCIA CELL.-SUB. (5.11)
U = U INTERFACCIA CELL.-SUB. (5.12)

Tempo=0¢ Superficie: Variabile dipendente u (m) Tempo=5 ¢ Superficie: Variabile dipendente u (m) Tempo=10 ¢ Superficie: Variabile dipen dente u (m)

Figura 5.2. cAso 0, distribuzione superficiale (SUP. SUPERIORE) della compo-
nente u del campo di spostamento (a: ug = 0, b: uy = 0.025, ¢: uy = 0.05),
fattore di scala unitario.

Post-processing: in Fig.5.2; si evidenzia la distribuzione della componente u del vet-
tore spostamento sulla SUPERFICIE SUPERIORE per tre diversi spostamenti prescritti. Si
osserva come 'applicazione di un carico in direzione i deformi la sezione del cilindro, la
quale si allunga in direzione della deformazione applicata e si accorcia in quella ad essa
perpendicolare. Siamo interessati a indagare la relazione tra il tensore degli sforzi di Cau-
chy e gli stiramenti principali. Riportiamo la definizione del tensore degli sforzi di Cauchy,
calcolato a partire dal secondo tensore degli sforzi di Piola-Kirchhoff

o=J'FSF" (5.13)

Estraiamo la componente o,, = [o],. e calcoliamo la sua quantitd mediata rispetto alla
superficie spaziale del BORDO 1, indicata con Area;

1

o
7o) = Rrean] Jasen

Oz dydz (5.14)

Ricorrendo alla definizione di deformazione longitudinale (2.30) si definisce la quantita

2u
Erp N 2 (5.15)

lsub
In figura Fig.5.3 si grafica 'andamento di 7., in funzione della deformazione longitudi-
nale del substrato. Si osserva che, mantenendo costanti le singole rigidezze, il substrato
si irrigidisce tanto piu I'area della cellula immersa aumenta. Calcolando il coefficiente
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5.3 — Caso 0: cellula isotropa cilindrica a base circolare immersa nel substrato

angolare delle rette che caratterizzano 'andamento della componente 7., in funzione di
€zz, S ottiene per ciascun valore di 2r/lg,, un coefficiente di Young direzionale equivalente
che indichiamo con FEeq. In Fig.5.4, si grafica come Eqq varia in funzione della frazio-
ne di superficie Ace/Ator. In particolare, il modulo di Young direzionale Equivalente si
puo scrivere come combinazione lineare dei moduli di Young della cellula e del substrato
mediante la frazione di area Acen/Atot:

A A
Foq = Ecenﬁ + Eaub (1 - Atf) . (5.16)
dove
Eeen = 2Hccll(1 + V) Egwp = 2,U/sub(l + V) (517)

e considerare approssimativamente v =~ 0.5 per tener conto dell’'incomprimibilita del ma-
teriale.

I processo di omogeneizzazione attuto in (5.16) permette di ottenere un materiale che
puo essere descritto in prima approssimazione come microstrutturalmente isotropo e che
aumenta la propria rigidezza in funzione delle dimensioni della cellula inclusa.

1600 T

1400

1200 [~

1000 ~

% 800~
B
D
% 600 5 x
o"u***x%‘)-e‘('. . 2r/l_ . =0.05
e sub
« 2rN_  =0.25 i
sub
+ 2r/l_ =04
sub
s 2rl_ =05 4
sub
004 0.06 008 0.1

XX
Figura 5.3. Cellula isotropa cilindrica a base circolare immersa nel substrato,

andamento di 7., al variare di e,,, per diversi valori di 2r/lg,p, nel caso di un
substrato morbido psup = ficen/2-

47



838

839

840

841

842

843

844

845

846

847

Simulazioni numeriche

E equivalente

0 U(‘)Z 0.04 D(‘]G 0'08 0.1 0‘12 01|4 0.16 O,;B 0.2
frazione di area
Figura 5.4. Fitting lineare per 'andamento di F.q in funzione della frazione di area,

Euq = BEccndl + By, (1 - ﬁ—) con B~ 1.1 per Beuy ~ 24 kPa, Eay12 kPa.

5.4 Caso A: cellula anisotropa cilindrica a base cir-
colare immersa nel substrato

Geometria del problema: la cellula anisotropa cilindrica di raggio r ¢ immersa in un
substrato a forma di parallelepipedo sottile di lato lgyp. Lo spessore del substrato (e della
cellula) ¢ lasciato invariato per tutte le simulazioni, mentre il lato del substrato varia in
base a specifici valori del rapporto 2r/lg,p. In Tab.5.2 sono riportati i parametri utilizzati
per le simulazioni concernenti il CASO A.

Equazioni e condizioni al contorno: facendo riferimento alla notazione riportata
in Fig.5.5, le equazioni in forma Lagrangiana e le rispettive equazioni al contorno sono
riportate di seguito:

Div P=0 TUTTO IL DOMINIO (5.18)
P-N=0 SUP. SUPERIORE, BORDO 2 E 4 (5.19)
w=0 SUPERFICIE INFERIORE (5.20)
U= uop BORDO 1 (5.21)
u = —u BORDO 3 (5.22)
(P-N)jc=(P-N)gs INTERFACCIA CELL.-SUB. (5.23)
U = U INTERFACCIA CELL.-SUB. (5.24)
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5.4 — Caso A: cellula anisotropa cilindrica a base circolare immersa nel substrato

Bordo 2
Interfaccia cell.-sub. l

Superficie superiore

Bordo3 —>
\ <+— Bordo 1

Yy X
‘\T/' Superficie inferiore Bordo 4

z

Figura 5.5. Cellula anisotropa cilindrica a base circolare immersa nel substrato anisotropo.

PARAMETRO | ESPRESSIONE DESCRIZIONE
r 107° m Raggio della cellula

21 [lsup 0.1+05 Rapporto diametro cellula/lato substrato
hsub 1075 m Spessore substrato
Heell 8 kPa Modulo di taglio cellula
Keell 103 ptcen Modulo di comprimibilita (penalizzatore) cellula
a1 32 kPa Parametro materiale di anisotropia cellula
Hsub 4 kPa, 16 kPa Modulo di taglio substrato
Keub 102 ftgun Modulo di comprimibilita (penalizzatore) substrato
Uug 0.05 Ly Spostamento imposto

Tabella 5.2. Riassunto dei parametri adottati nelle simulazioni per il CASO A.

Post-processing: in Fig.5.6, nel grafico a sinistra, si osserva come la densita di ener-
gia rispettivamente della cellula anisotropa e del substrato isotropo varino in funzione
dell’angolo © (5.4) per 2r/lsy, = 0.4 nel caso in cui il substrato presenti un modulo di
taglio doppio rispetto a quello della cellula (psun = 2pcen); nel grafico a destra, invece,
si osserva come l'angolo © influenzi la densita di energia omogeneizzata equivalente 1eq
definita come combinazione delle densita di energia della cellula e del substrato tramite
la frazione di superficie Acen/Atot

Ace Ace
weq - wcellfn + Ysub (1 - H) (525)
tot

Sia per le singole densita di energia della cellula e del substrato, sia per la densita di
energia omogeneizzata equivalente 1)eq, si riscontrano tre punti stazionari per © = 0°,
O ~ 55°+60° e © = 90° e si osserva un minimo energetico per © ~ 55°+60° (in accordo
con [5, 7, 11, 35, 44, 45, 72, 86, 92, 96, 97]).

In Fig.5.7, invece si considera il caso di un substrato morbido (fisun = ficen/2) € si osserva
come le densita di energia della cellula e del substrato prese singolarmente vedano i mede-
simi tre punti stazionari riportati in Fig.5.6 (© = 0°, © ~ 55--60° e © = 90°). Tuttavia, la
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densita di energia media della cellula riscontra un massimo per © = 55°+60° e due minimi
per © = 0° e © = 90° (che sembra in accordo con [33, 37, 38, 50, 54, 55, 59, 67]). Il com-
portamento osservato nel caso di substrato rigido e di substrato morbido e eloquente per
capire la diversa interazione tra cellula e substrato al variare delle loro rigidezze, a monte
del processo di omogeneizzazione. A riguardo, in Fig.5.8 si rappresenta la distribuzione
superficiale della componente v del campo di spostamento, il quale risente significativa-
mente della presenza della cellula nel caso di un substrato poco rigido e, insieme con fattori
geometrici configurazionali, il substrato morbido mostra una curvatura pronunciata del
BORDO 2 e del BORDO 4. Inoltre, sempre in Fig.5.8, si osserva come la scarsa rigidezza del
substrato non sia adeguata a permettere una apprezzabile deformazione della cellula. Per
il caso di substrato morbido (ma in generale anche nel caso di substrato rigido), analizzan-
do come gli invarianti I; e I mediati per la cellula e per il substrato variano in funzione
dell’angolo © (Fig.5.9) si osserva lo stesso andamento qualitativo delle densita di energia
della cellula e del substrato. In base alle considerazioni fatte nella sezione riguardante il
rimodellamento [39, 40] e in particolare per quanto riassunto nella (4.37), si sottolinea il
ruolo configurazionale che 'angolo © assume per quantita che costitutivamente non dipen-
dono dalle variabili di rimodellamento (come gli invarianti I, [2). La dipendenza da © di
11, I5 e della densita di energia elastica del substrato isotropo non poteva essere prevista
costitutivamente ma puo essere analizzata solo nel momento in cui si studia il compor-
tamento della cellula in relazione a quello del substrato e tale comportamento non puo
prescindere da fattori configurazionali. Proprio in questo caso, infatti, considerando la
singola cellula, si trova una inversione di stabilita energetica, rispetto al caso di substrato
rigido, frutto delle interazioni configurazionali tra la cellula e il substrato.

Non appena si attua un processo di omogeneizzazione per il complesso cellula-substrato,
definendo una energia omogeneizzata equivalente 1eq come nella (5.25), le dipendenze
configurazionali lasciano il posto a una esclusiva dipendenza costitutiva. In Fig.5.7 in
basso, si osserva che I'energia omogeneizzata equivalente preserva i tre punti stazionari
descritti in precedenza e vede un minimo per © =~ 55°+60° e che la variazione dell’energia
omogeneizzata equivalente rispetto a © risulta sempre pitt accentuata all’aumentare delle
dimensioni della cellula inclusa. Nel caso omogeneizzato si pud supporre che per ogni pun-
to del corpo la terna (x,y, z), come rappresentato in Fig.5.5, sia una terna principale per
gli stiramenti, cosa in generale non vera se si considera il sistema non omogeneizzato (che
infatti presenta effetti di curvatura sui bordi liberi come in Fig.5.8). Pertanto, secondo
questa approssimazione il tensore destro di Cauchy-Green risulta diagonale, nella forma
presentata nella (4.34). In questa chiave, per il materiale omogeneizzato si puo applicare
I'analisi di stabilita proposta in [65, 66]. Ricordando la (4.43), ci aspettiamo tre punti di
equilibrio [65, 66], © = 0,0 = O, © = § dove

A
1+ %

Nel nostro caso, in cui Z ~ 0.5 per I'intero dominio omogeneizzato, si ottiene G,y ~ 55°.
Dalla (4.45) si deduce che ©p, rappresenta un punto di minimo energetico e tale risultato
¢ in accordo con I'andamento mostrato per le densita di energia omogeneizzate equivalenti

in Fig.5.6 e Fig.5.7.

cos? Oy, = (5.26)
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Figura 5.6. A sinistra: densita di energia media della cellula e del substrato. A destra:
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Figura 5.7. Densitd media di energia della cellula anisotropa (in alto a sinistra) e
del substrato isotropo (in altro a destra), per diversi valori di 2r/ls,p. Densita di
energia omogeneizzata equivalente ey (in basso). Il substrato ha modulo di taglio
pari alla meta di quello del substrato.
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Substrato rigido

‘1 90°
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Substrato morbido

Lo ) |s5°
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Figura 5.8. Cellula anisotropa a base circolare. Sirappresenta la distribuzione spaziale
della componente v del campo di spostamento sulla SUP. SUPERIORE al variare dell’o-
rientazione delle fibre per: in alto, il caso di substrato rigido pisup = 2ptcen; in basso, il
caso di substrato morbido fisyh, = ficen/2. Si osserva come il substrato morbido risenta
maggiormente della presenza della cellula che perturba in maniera piu significativa il
campo di spostamento e che induce effetti di curvatura sul BORDO 2 e BORDO 4. Stesso

fattore di scala per tutti i risultati.

o 10 2 Y 6 0 & %

Angolo [deg]

Figura 5.9. Cellula anisotropa a base circolare.

N 302

304

Cellula anisotropa a base circolare, substrato morbido 2r/I1=0.4

3.025 |

3015

w0 50
Angolo [deg]

A sinistra: primo invariante di

Cauchy-Green 11 medio per cellula e substrato al variare dell’angolo di orientazione
delle fibre. A destra: secondo invariante di Cauchy-Green 12 medio per cellula e
substrato al variare dell’angolo di orientazione delle fibre. Per entrambe i casi, si
considera 2r/ls,, = 0.4 e substrato morbido.
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5.5 — Caso B: cellula anisotropa cilindrica a base ellittica immersa nel substrato

5.5 Caso B: cellula anisotropa cilindrica a base ellit-
tica immersa nel substrato

Geometria del problema: si considera una cellula trasversalmente isotropa cilindrica
a base ellittica in un dominio isotropo a forma di parallelepipedo sottile. Il semiasse
maggiore e minore sono denotati rispettivamente con a,b, con a = 5b, e sono tali per
cui la direzione di trasversa isotropia M coincide con la direzione dell’asse maggiore
della cellula. Le simulazioni sono svolte ruotando la cellula ellittica in senso antiorario
mantenendo la cellula sempre centrata nel substrato. Il lato del substrato g, € variato in
base a specifici rapporti delle quantita 2a/ls,,. Lo spessore del substrato (e quindi della
cellula immersa) & supposto costante per tutte le simulazioni. In Fig.5.10 si schematizza
geometricamente il problema in esame. In Tab.5.3 sono riportati i parametri utilizzati per
le simulazioni inerenti al seguente caso.

Equazioni e condizioni al contorno: con riferimento alla notazione riportata in
Fig.5.10, le equazioni in forma Lagrangiana e le rispettive condizioni al contorno sono
le seguenti:

Div P=0 TUTTO IL DOMINIO (5.27)
P-N=0 SUP. SUPERIORE, BORDO 2 E 4 (5.28)
w=0 SUPERFICIE INFERIORE (5.29)
u =y BORDO 1 (5.30)
u = —u BORDO 3 (5.31)
(P-N).=(P-N)s INTERFACCIA CELL.-SUB. (5.32)
| = U INTERFACCIA CELL.-SUB. (5.33)
Interfaccia cellosub BoidOZ

Superficie superiore

4 T/

Bordo3 —» Bordo 1

z ~ :

y
y X
‘\I/ Superficie inferiore Bordo 4 I_.

x

Figura 5.10. Cellula anisotropa cilindrica a base ellittica immersa nel substrato.
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Simulazioni numeriche

PARAMETRO | ESPRESSIONE DESCRIZIONE
a 1075 m Semiasse maggiore della cellula
b a/5 Semiasse minore della cellula
2a/lsup 0.5 Rapporto asse maggiore cellula/lato substrato
hsub 107° m Spessore substrato
Lheell 8 kPa Modulo di taglio cellula
Keell 103 teen Modulo di comprimibilita (penalizzatore) cellula
a 32 kPa Parametro materiale di anisotropia cellula
Hsub 4 kPa, 16 kPa Modulo di taglio substrato
Ksub 102 trsub Modulo di comprimibilita (penalizzatore) substrato
Ug 0.05 lsup Spostamento imposto

Tabella 5.3. Riassunto dei parametri adottati nelle simulazioni per il CASO B.

Post-processing: in Fig.5.11 si mostra come la densita media di energia della cellula
ellittica anisotropa e quella del substrato isotropo variano in funzione dell’orientazione
della cellula nel substrato, sia nel caso di substrato morbido (usub = ficenn/2) che di sub-
strato rigido (sub = 24icen)- Si definisce una densita di energia omogeneizzata equivalente
mediante la frazione di superficie Acep/Asot:

VYeq = Yeell 7 + Vsub (1 - ACQH) (5.34)

In questo caso, si osservano tre punti stazionari per © = 0°, © ~ 55°+60° ¢ © = 90° e un
minimo energetico per © & 55°+60° (sia per le singole densita di energia, che per quella
omogeneizzata, in accordo con [5, 7, 11, 35, 44, 45, 72, 86, 92, 96, 97]).

Secondo le medesime premesse del CASO A, supponendo che per ogni punto del materiale
omogeneizzato il tensore destro di Cauchy-Green abbia rappresentazione matriciale dia-
gonale nella terna (z,y, z) diposta come in Fig.5.10, si applicano i risultati nelle (4.43) e
(4.45). Essendo Z ~ 0.5 per il corpo omogeneizzato, ci aspettiamo tre punti di equilibrio
energetico secondo la (4.43) per © = 0°, Oyp = 55°, © = 90° e dalla (4.45) si deduce che
Oob1 rappresenta un punto di minimo.

Si sottolinea come, I’aver considerato la cellula a forma di ellisse con asse maggiore coinci-
dente con la direzione di trasversa isotropia (caso concettualmente molto ricorrente negli
esperimenti), accentui maggiormente gli effetti di anisotropia e le variazioni energetiche
della singola cellula e del substrato rispetto a quanto mostrato nel caso di cellula anisotro-
pa cilindrica a base circolare (Fig.5.6 a parita di rigidezze del substrato, della cellula e del
parametro di anisotropia della cellula). Infine, si osserva come l'aspetto configurazionale
(ad esempio l'aver considerato una cellula a base ellittica piuttosto che circolare) abbia
influenzato 'andamento a posteriori dell’energia elastica della cellula al variare dell’an-
golo della fibra principale. Infatti, una combinazione di fattori che costitutivamente non
poteva essere considerata a priori si esplica in maniera configurazionale portando a risul-
tati diametralmente opposti rispetto a quelli presentati nel caso precedente (a riguardo ci
riferiamo all’andamento dell’energia elastica anisotropa della cellula mostrata in Fig.5.7
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5.6 — Caso C: cellula isotropa cilindrica a base ellittica immersa nel substrato

confrontata con 'andamento in Fig.5.11).
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(Colonna a sinistra) Densita di energia media della cellula anisotropa ellit-

tica e del substrato isotropo nel caso di pisub = ficenn/2 (in alto a sinistra) e di psup = 2ptcen
(in basso a sinistra). (Colonna a destra) Densita di energia omogeneizzata equivalente

Yeq, 1€l caso di pgup = ficenr/2 (in alto a destra) e di psub = 2pcen (in basso a destra).

5.6 Caso C: cellula isotropa cilindrica a base ellittica

immersa nel substrato

Geometria del problema:

si considera una cellula isotropa cilindrica a base ellittica

in un dominio isotropo. Per uniformita di notazione, il semiasse maggiore e minore sono
denotati rispettivamente con a,b e sono tali per cui a = 2b. Le simulazioni sono svolte
ruotando la cellula ellittica in senso antiorario mantenendo la cellula sempre centrata nel
substrato. Il lato del substrato lg,, € variato in base a specifici rapporti delle quantita
2a/lsy,. L’altezza del substrato (e quindi della cellula immersa) ¢ supposto costante per
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Simulazioni numeriche

tutte le deformazioni. In Fig.5.12 si rappresenta schematicamente la geometria del proble-
ma, considerato, mentre nella tabella Tab.5.4, si riportano schematicamente i parametri
adoperati per le seguenti simulazioni.

Equazioni e condizioni al contorno: facendo riferimento alla notazione in Fig.5.12,
le equazioni in forma Lagrangiana e le rispettive condizioni al contorno sono riportate di
seguito:

DivP=0 TUTTO IL DOMINIO (5.35)
P-N=0 SUP. SUPERIORE, BORDO 2 E 4 (5.36)
w=0 SUPERFICIE INFERIORE (5.37)
u = ug BORDO 1 (5.38)
U= —up BORDO 3 (5.39)
(P-N)c=(P-N)s INTERFACCIA CELL.-SUB. (5.40)
U = U INTERFACCIA CELL.-SUB. (5.41)
Bordo 2
Interfaccia cell.-sub. |

Superficie superiore

. Bordo 1

\'

Bordo 4

Superficie inferiore

Figura 5.12. Cellula isotropa cilindrica a base ellittica immersa nel substrato isotropo.

Post-processing: si considera il caso di un substrato morbido (psun = peen/2). In
Fig.5.13, si mostra la distribuzione superficiale della componente u del campo di sposta-
mento per diversi valori di ug e per diverse orientazioni della cellula ellittica all’interno
del substrato. Si sottolinea che la variazione di orientazione della cellula, visibile nella
colonna situata a destra in Fig.5.13 e soprattutto nella Fig.5.14, sia solo legata ad aspetti
configurazionali e non costitutivi, in quanto la cellula & stata studiata come microstruttu-
ralmente isotropa. Secondo [13, 20, 39, 40], in questo caso non si parla di rimodellamento,
ma si mette in evidenza solo il comportamento passivo che il complesso cellula-substrato
esplica quando esso € sottoposto a stimoli meccanici.

In Fig.5.15, nella colonna a sinistra si osserva come la densita di energia della cellula e
del substrato variano in funzione dell’orientazione della cellula; a destra si rappresenta in
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5.6 — Caso C: cellula isotropa cilindrica a base ellittica immersa nel substrato

PARAMETRO | ESPRESSIONE DESCRIZIONE
a 107° m Semiasse maggiore della cellula
b a/2 Semiasse minore della cellula
2a/lsup 0.1+0.5 Rapporto asse maggiore cellula/lato sub.
hsub 107° m Spessore substrato
Lheell 8 kPa Modulo di taglio cellula
Keell 103 ftcen Modulo di comprimibilita (penalizzatore) cellula
Lsub 4 kPa Modulo di taglio substrato
Keub 102 fagun Modulo di comprimibilita (penalizzatore) substrato
g (0 +0.05) lsup Spostamento imposto

Tabella 5.4. Riassunto dei parametri adottati nelle simulazioni per il CASO C.
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Figura 5.13. Distribuzione superficiale (SUPERFICIE SUPERIORE) della componente u del
campo di spostamento per ug = {0,0.025,0.05} rispettivamente per la colonna di sinistra,
di centro e di destra. Le immagini a, b, ¢ si riferiscono a una orientazione iniziale nel piano
dell’ellisse di 0° rispetto all’asse x; per le immagini d, e, f 'orientazione iniziale & di 45°;
per le immagini g, h, i orientazione iniziale della cellula & di 90°. 2a/ls,, = 0.3, a/b = 2
per tutte le figure. Fattore di scala unitario.
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o2 che modo lorientazione della cellula influenzi I’energia omogeneizzata equivalente definita
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Superficie: Variabile dipendenta u (m)
0 v ' ' r ' v r . - :

[ 1 2 3 4 5 6 7 %107 m

Figura 5.14. Distribuzione superficiale (SUP. SUPERIORE) della componente u del campo
di spostamenti per ug = 0.125. La cellula e disposta a 45° rispetto all’orizzontale. Si osser-
va come la variazione di orientazione della cellula sia solo I’azione passiva di deformazione
del complesso cellula-substrato

Cellula isotropa a base ellittica, substrato morbido
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Figura 5.15. A sinistra: densitd media di energia della cellula isotropa e del sub-
strato isotropo al variare dell’angolo che denota la configurazione della cellula nel
substrato. A destra: densita media equivalente di energia 1eq in (5.42) rappresen-
tata in funzione dell’angolo di orientazione della cellula. I risultati sono riportati

per diversi rapporti 2a/lsy,. Si osserva un minimo localizzato intorno a valori
dell’angolo di orientazione tra 55°-60°.

come combinazione lineare della densita di energia della cellula e del substrato tramite la
frazione di superficie Acen/Asot

_ Acell Acell
¢eq - ¢cellm + ¢sub (1 m) (5.42)

Il caso in esame, in cui sia cellula che il substrato sono studiati come corpi microstruttu-
ralmente isotropi (nel range in cui la rigidezza del substrato sia inferiore o paragonabile

58



977

978

979

980

981

982

983

984

985

986

987

988

989

990

991

992

993

994

995

996

997

998

999

1000

1001

1002

1003

1004

1005

1006

1007

1008

1009

1010

1011

1012

5.7 — Caso D: cellula isotropa ellissoidale sopra il substrato

a quella della cellula) ¢ eloquente per capire come il ruolo dell’angolo che definisce 1'o-
rientazione della cellula nel substrato sia (in questo caso) una variabile puramente confi-
gurazionale, non costitutiva: la variazione dell’energia elastica isotropa non poteva essere
considerata attraverso considerazioni meramente costitutive, ma si esplica solamente nel
momento in cui i due corpi definiscono una determinata configurazione. Per questo, a
posteriori si osserva una dipendenza delle densita di energia rispetto all’angolo © an-
che se i singoli componenti (cellula e substrato) sono isotropi. Se si considera il sistema
cellula-substrato come un complesso omogeneizzato, si osserva come 1’omogeneizzazione
di materiali isotropi non porta necessariamente a definire un materiale omogeneizzato
isotropo: si € messo in evidenza come la particolare struttura della cellula, sebbene iso-
tropa, renda anisotropo il materiale omogeneizzato. Tuttavia, si sottolinea che sebbene
a posteriori il materiale omogeneizzato risulta costitutivamente anisotropo, non ha senso
parlare di rimodellamento per come definito in [13, 20, 39, 40], ma si fa riferimento piu
correttamente a un comportamento passivo in cui la orientazione della cellula e il frutto
solo della configurazione del sistema.

Nello specifico, per uno spostamento imposto dell’ordine del 10%, considerando il substra-
to meno rigido della cellula e con una frazione di superficie dell’ordine del 3%, gli effetti di
variazione dell’energia equivalente in funzione dell’angolo sono poco accentuate e risultano
sempre piu visibili con 'aumentare della rigidezza della cellula e delle sue dimensioni. Nel
caso esaminato, si trova un minimo energetico per © = 50°—60°.

Per cellule ellittiche molto sottili assimilabili a fibre e per cui la frazione di superficie
tende ad annullarsi, il minimo energetico della cellula si sposta per valori dell’angolo
© = 45°—50° tuttavia, I’energia equivalente ottenuta tramite la procedura di omogeneiz-
zazione non viene influenzata significativamente dalla presenza della fibra.

Si sottolinea che tali considerazioni sono la conseguenza del modo in cui il processo di
omogeneizzazione € stato definito.

5.7 Caso D: cellula isotropa ellissoidale sopra il sub-
strato

Geometria del problema: Ia cellula ¢ modellizzata come un ellissoide con semiassi
a = b sul piano XY. Il lato del substrato [y, ¢ variato in base a specifici valori assunti
dal rapporto 2r/lg,p. Lo spessore del substrato ¢ mantenuto invariato per tutte le simula-
zioni, mentre il semiasse verticale ¢ rappresenta un ulteriore grado di liberta. In Fig.5.16
si schematizza la geometria del problema; in tabella Tab.5.5 si riassumono i parametri
utilizzati nelle seguenti simulazioni.

Equazioni e condizioni al contorno: le equazioni in forma Lagrangiana e le condizioni
al bordo applicate sono riportate di seguito:

Div P=0 TUTTO IL DOMINIO (5.43)
P-N=0 SUP. SUPERIORE*, BORDO 2 E 4 (5.44)
w=0 SUPERFICIE INFERIORE (5.45)
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U = ug

u = —Uy
(P'N)|c:<P'N)|s

U|C = U|S

Superficie superiore

substrato

y\I/'x

Superficie superiore
cellula

Interfaccia cell.-sub.

Superficie inferiore

BORDO 1 (5.46)
BORDO 3 (5.47)
INTERFACCIA CELL.-SUB. (5.48)
INTERFACCIA CELL.-SUB. (5.49)

Bordo 2

Bordo 3 —>

!

Bordo 4

<«— Bordo 1

Figura 5.16. Cellula ellissoidale al di sopra del substrato, geometria per il CASO D e CASO E.

PARAMETRO ESPRESSIONE
a=1> 107° m
c (0.5+1)- 107 m
2a/lsup 0.1+0.5
heub 107° m
Heell 8 kPa
Reell 103,“«:(311
Hsub 4 kPa
Rsub 103,usub
Up (0+0.05) lsup
Tabella 5.5.

In questo caso, SUP.

DESCRIZIONE

Semiassi orizzontali cellula, piano XY

Semiasse verticale cellula, direzione Z
Rapporto diametro di base cellula/lato substrato

Spessore substrato
Modulo di taglio cellula
Modulo di comprimibilita (penalizzatore) cellula
Modulo di taglio substrato
Modulo di comprimibilita (penalizzatore) substrato
Spostamento imposto

Riassunto dei parametri adottati nelle simulazioni per il CASO D.

SUPERIORE™* indica la superficie superiore del substrato privata

della regione denominata INTERFACCIA CELL.-SUB. a contatto con la cellula unita con la
superficie superiore della cellula.

Post-processing:

in Fig.5.17, si evidenzia la distribuzione della componente u del vet-

tore spostamento sulla superficie superiore del substrato per tre diversi spostamenti pre-
scritti. Si osserva come la cellula, inizialmente a base circolare, deformi la propria sezione
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5.7 — Caso D: cellula isotropa ellissoidale sopra il substrato

allungandosi in direzione dello spostamento applicato ed accorciandosi in direzione per-
pendicolare (nel piano). La variazione del semiasse verticale ¢ rappresenta un ulteriore

Tempo=0s Superficie: Variabile dipendente u (m) Tempo=5 5 Superficie: Variablle dipendente u {m) Tempo=105 Superficie: Variablle dipendente u (m)
x107 x107% <107

Figura 5.17. Andamento della componente u del vettore spostamento sulla SUPERFICIE
SUPERIORE* per: a ug = 0; b: ug = 0.025; ¢: ug = 0.05. Fattore di scala unitario.

grado di liberta rispetto ai casi in cui la cellula ¢ immersa nel substrato. In Fig.5.19
si rappresenta la componente u del campo di spostamento per i punti nell’intervallo
[lsub/2, lsup] della linea di taglio definita per piani di taglio disposti a specifiche altez-
ze (h = {0.5hsub, 0.8hsub, hsup }), come mostrato in Fig.5.18. Si osserva (Fig.5.19) che il
campo di spostamento w risulta perturbato solo in una ristretta regione in corrispondenza
della superficie di contatto tra la cellula e il substrato. Pertanto, in questo caso risulta
meccanicamente piu intuitivo dividere il problema tridimensionale in una parte bidimen-
sionale, che tiene conto esclusivamente della regione di contatto tra il substrato e la cellula,
e di una correzione 3 che tenga conto dall’altezza della cellula stessa. Per cui, definita
una frazione di superficie Acen /Asup, dove Acen fa riferimento alla superficie di contatto
tra il substrato e la cellula, scriviamo il modulo di Young equivalente direzionale come

A A

Acell A
Ee = /BEce + Esu 1 — = 5.50
4 ! Asub b Asub ( )

In Fig.5.20 si propone un fitting lineare dei dati ottenuti tramite le simulazioni per il
caso corrente. Si osserva come i coefficienti correttivi ; crescano monotonamente al-
l'aumentare dell’altezza della cellula. La (5.50) scritta in funzione di opportune frazioni
di superficie con correzioni in altezza presenta un quadro concettualmente piu chiaro di
quello che verrebbe mostrato usando le frazioni di volume: a parita di frazione di volume
e di spessore hgyp, la rigidezza del substrato risente maggiormente di una cellula con una
maggiore estensione superficiale e un minore spessore piuttosto che una cellula con una
maggiore estensione verticale e una minore superficie di contatto.
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Simulazioni numeriche

Figura 5.18. Definizione del piano di taglio (piano rosso) e della linea di taglio (linea
tratteggiata) per i grafici in Fig.5.19.

25 200° Ellissoide sopra il substrato a=b=c=r 10t Ellissoide sopra il substrato a=b=r, c=r/2

3 35 4 a5 5 55 6 65 7 3
N " . *10° ot
Linea di taglio [m] Linea di taglio [m]

Figura 5.19. Componente u del campo di spostamento per i punti nell’intervallo
[lsub/2, lsup] della linea di taglio definita per piani di taglio disposti a specifiche
altezze (h = {0.5hgup, 0.8hsub, hsub }), come mostrato in Fig.5.18. wuy = 0.05,
ellissoide con ¢ = a/2 = b/2.
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5.7 — Caso D: cellula isotropa ellissoidale sopra il substrato

Cellula ellissoidale sopra il substrato
a=b=r

10!

132

1.28

[Pa]

1.26

E
eq

124

122

12
0 002 004 006 008 01 012 014 016 018 02

A /A

cell” ‘sub

Figura 5.20. FE,q in funzione della frazione di superficie A /Agup per diversi valori del
semiasse verticale ¢ con 3,3 = 0.68, 3,2 = 0.70, 3, = 0.73.

63



Simulazioni numeriche

w 5.8 Caso E: cellula anisotropa ellissoidale sopra il sub-
002 strato

1w Geometria del problema: la geometria & la stessa del CASO E e fa riferimento alla
wa  Fig.5.16. In tabella Tab.5.6 si riassumono i parametri utilizzati nella seguente simulazione.

PARAMETRO ESPRESSIONE DESCRIZIONE
a="> 107° m Semiassi orizzontali cellula, piano XY
c (0.5+1)-10"° m Semiasse verticale cellula, direzione Z

27 /lsup 0.1+0.5 Rapporto diametro di base cellula/lato substrato
hsub 1075 m Spessore substrato

Leell 8 kPa Modulo di taglio cellula
Keell 103 tcen Modulo di comprimibilita (penalizzatore) cellula
a1 32 kPa Parametro materiale di anisotropia cellula
sub 4 kPa Modulo di taglio substrato
Ksub 102 ftgun Modulo di comprimibilita (penalizzatore) substrato
U 0.05 Ly Spostamento imposto

Tabella 5.6. Riassunto dei parametri adottati nelle simulazioni per il CASO E.

ws  KEquazioni e condizioni al contorno le equazioni sono le stesse del CASO E, pero la cel-
s lula € studiata come microstrutturalmente anisotropa. Le equazioni in forma Lagrangiana
147 sONO riportate di seguito e fanno riferimento alla notazione indicata in Fig.5.16:

Div P=0 TUTTO IL DOMINIO (5.51)
P-N=0 SUP. SUPERIORE*, BORDO 2 E 4 (5.52)
w=0 SUPERFICIE INFERIORE (5.53)
u = ug BORDO 1 (5.54)
u = —uop BORDO 3 (5.55)
(P-N)c=(P-N) INTERFACCIA CELL.-SUB. (5.56)
Uje = Ujc INTERFACCIA CELL.-SUB. (5.57)

ws Post-processing: in Fig.5.21, si mostra la densita di energia della cellula anisotropa
a9 disposta sopra il substrato per diverse dimensioni dell’ellisoide: anche in questo caso il
w0 minimo di energia si ritrova tra i 55°—60° per la singola cellula [5, 7, 11, 35, 44, 45, 72, 86,
wst 92, 96, 97]. Attuando nuovamente il processo di omogeneizzazione, tenendo conto della
w2 correzione in altezza tramite il parametro 5 come nella (5.50), introduciamo una densita
ws3s  di energia omogeneizzata equivalente

Veq = ,cheu% + Ysub (1 - j@“> (5.58)

sub

sub
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5.8 — Caso E: cellula anisotropa ellissoidale sopra il substrato

Supponendo che per ogni punto del materiale omogeneizzato il tensore destro di Cauchy-
Green abbia rappresentazione matriciale diagonale nella terna (x,y, z) diposta come in
Fig.5.16, si applicano i risultati riportati nelle (4.43),(4.45). Essendo #Z ~ 0.5, ci aspet-
tiamo tre punti di equilibrio energetico secondo la (4.43) per © = 0° O, ~ 55°+60°,
© = 90° e dalla (4.45) si deduce che O,y rappresenta un punto di minimo, come si riscon-
tra in Fig.5.22.

Si osserva, secondo quanto esposto nel CASO D, che se la cellula e al di sopra del substrato
la perturbazione del campo di spostamento w appare molto piu contenuta rispetto al caso
di cellula inclusa e pertanto nel caso di substrato meno rigido della cellula si osserva un
comportamento diverso rispetto a quello in Fig.5.7. Tale aspetto, ancora una volta legato
a considerazioni configurazionali, potrebbe spiegare percheé dati sperimentali con cellula
immersa o con cellula al di sopra del substrato diano risultati diversi anche adoperando
la stessa tipologia di cellula e di substrato.

Cellula ellisoidale anisotropa, Cellula ellisoidale anisotropa,
. a=b, céal2 ‘ ) ‘ . a=b, c=2a/3
e <2all=0.1 “2all=0.1
= S #2al=03|| _ k- . +2a1=0.3
= . —+2a=0.57] = T -2a/l=0.5
o ke T x *®
= x 3 %
R *. o T «
- 5 v = ; * ¢ —
> R~ -4 % S
Q 1 v -
T o By
8 e =
% v Hsy 3.
£ % +—F B ey
- ke, e iy,
2 e g [ S
-4 gy A i S #,&‘—"j
o g1 wh e T e e e
- et —— T
: B e e e e :
P 2 « 50 w0 m ) = - 10 P 0
Angolo [deg] Angolo [deg]

Cellula ellisoidale anisotropa,

i a=b=c

—<2a/1=0,1
pay - #-2a1=0.3
i e | 2al=0.5
2 .
3
3 x
2 o~ " \
A "
-] N
2 0 e ¢
S + * Ly ot
= N ¥ v 3ot
H o Ox - W

0 * e
2 + -
z o Fe - " +—+
© - 4t
o e
Angolo [deg]

Figura 5.21. Densita di energia della cellula anisotropa al di sopra del substrato isotropo
per diverse dimensioni dell’ellissoide, spostamento prescritto ug = 0.05.
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Simulazioni numeriche

Cellula anisotropa ellissoidale, 2a/I=0.3, c=a/2

2
©
O s 4
B s
o
g w ]
O]
5 5395 1
0
= 59 il
2
o w8 4
[m)

538 -

5375 L L L L L L
0 10 20 30 40 50 60 70 80 920

Angolo [deg]

Figura 5.22. Densita di energia omogeneizzata equivalente .4 per una cellula anisotropa
ellissoidale ¢ = a/2 al di sopra del substrato isotropo, per ug = 0.05.

66



1068

1069

1070

1071

1072

1073

1074

1075

1076

1077

1078

1079

1080

1081

1082

1083

1084

1085

1086

1087

1088

1089

1090

1091

1092

1093

1094

1095

1096

1097

1098

1099

1100

Capitolo 6

Osservazioni e conclusioni

11 lavoro proposto fornisce un modello matematico nell’ambito dell’elasticita non-lineare
per rispondere al problema della modellizzazione della dinamica di cellule sotto sforzo.
In particolare, si & osservato sperimentalmente che le cellule sembrano rispondere attiva-
mente agli stimoli meccanici cui sono sottoposti, riorganizzando le proprie strutture per
raggiungere una configurazione ben definita. Tuttavia, la letteratura propone risultati
sperimentali ottenuti in condizioni spesso diverse, soprattutto per quanto riguarda le ca-
ratteristiche dei substrati adoperati [1, 5, 7, 11, 12, 19, 33, 35, 38, 44, 45, 50, 52, 55, 59,
60, 64, 67, 71, 72, 82, 86, 93, 96, 97, 99] e con risultati non sempre concordi. Alcuni tra
i modelli proposti in letteratura concentrano la propria attenzione sulla modellizzazione
quasi esclusiva delle cellule [58, 64] esplorando il caso in cui gli effetti del substrato si
possano trascurare; altri ricorrono a un approccio alla Tensegrity [14, 53, 84, 98]. Nel
lavoro proposto si presenta un modello che descrive tanto la cellula quanto il substrato.

Analizzando 1 risultati ottenuti in fase di post-processing, studiando la cellula come tra-
sversalmente isotropa e operando un processo di omogeneizzazione dell’energia elastica,
si ritrovano dei minimi energetici per angoli © di 55°+60°, in accordo con l'analisi di
stabilita condotta sulla parte anisotropa dell’energia elastica [65, 66] e con una grande
parte dei dati sperimentali [5, 7, 11, 35, 44, 45, 72, 86, 92, 96, 97]. Tuttavia, considerando
singolarmente l’energia elastica della cellula, non sempre il minimo energetico si osserva
per © = 55°+-60° ma si ritrova per @ = 0° oppure © = 90°, il che ¢ in accordo con la
rimanente parte dei dati sperimentali [33, 37, 38, 50, 54, 55, 59, 67] e pertanto sembra che
il modello proposto riesca a contemplare le molteplici casistiche offerte dalla letteratura.
Le osservazioni esposte trovano il loro fondamento nel significato concettuale del processo
di omogeneizzazione e sul diverso ruolo che I'angolo © assume. Studiando la cellula come
materiale trasversalmente isotropo, la parte anisotropa dell’energia elastica della cellula
e scritta costitutivamente in funzione dell’angolo © che, nel caso proposto, definisce la
direzione di trasversa isotropia. D’altra parte, la densita di energia elastica del substrato
isotropo nella forma piu generale e definita costitutivamente in funzione dei tre invarianti
principali del tensore destro di Cauchy-Green (I1, I3, I3), i quali non presentano una dipen-
denza costitutiva dall’angolo ©. Tuttavia, non appena si studia il comportamento della
cellula anisotropa in relazione con il substrato isotropo (cellula immersa nel substrato o
al di sopra di esso) i risultati mostrano la dipendenza dall’angolo © sia per la densita di
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Osservazioni e conclusioni

energia elastica del substrato che per gli invarianti 11, Io. Questo perche I'angolo © assume
il significato di variabile di configurazione del continuo, ossia la variazione rispetto a ©
della parte isotropa dell’energia elastica € dovuta alla configurazione della cellula. Quindi,
se a priori la dipendenza dall’angolo © ¢ letta costitutivamente, a posteriori essa ¢ letta
anche come dipendenza configurazionale [39, 40].
Nel momento in cui si effettua il processo di omogeneizzazione proposto, il complesso
cellula-substrato ¢ definito come materiale anisotropo e le dipendenze costitutive e con-
figurazionali che si presentano a monte del processo di omogeneizzazione si traducono a
valle in una dipendenza meramente costitutiva [39, 40] che prescinde da effetti configura-
zionali e per cui vale l'analisi di stabilita svolta in Lucci e Preziosi. [66]. Quanto detto,
in generale, si pud osservare anche nel caso in cui sia la cellula che il substrato siano
studiati come materiali microstrutturalmente isotropi e in cui si elimina a priori qualsiasi
dipendenza costitutiva dall’angolo ©. In questo caso, la variazione dell’orientazione ©
della cellula ¢ dettata solo dallo stato tensionale della configurazione in cui essa si trova
e le eventuali dipendenze da © sono da leggere in chiave esclusivamente configurazionale.
Tale risultato si fonda sull’osservazione che I'omogeneizzazione di materiali costitutiva-
mente isotropi non risulta necessariamente in un materiale omogeneizzato isotropo: puo
succedere che almeno uno dei due materiali che costituiscono il sistema da omogeneizzare
abbia delle caratteristiche strutturali e geometriche tali per cui il materiale omogeneizzato
risulti anisotropo. Si sottolinea, pero, che sebbene a valle del processo di omogeneizza-
zione il materiale si comporta come anisotropo, non si puo parlare di rimodellamento nel
senso proposto da [13, 20, 39, 40, 77] perche I'evoluzione temporale dell’orientazione della
cellula e solo il frutto delle azioni passivamente esplicate dagli stimoli cui il substrato ¢
sottoposto. Quanto detto si riassume in un concetto espresso da Grillo et Al. [39]:
“[...] If the deformation is the only responsible for this structural reorganisation, the evo-
lution of the fibre pattern may be said to be a passive consequence of the deformation.
If, however, as suggested in [20], a tissue is supposed to possess also structural degrees
of freedom, which exist independently of deformation, then the reorientation of the fibres
becomes part of the tissue dynamics, and it interacts with the deformation and stress.”
Pertanto, la stessa definizione di rimodellamento [13, 20, 39, 40, 77] sottolinea co-
me la attiva ri-orientazione cellulare, in generale, non solo non possa prescindere dalla
configurazione del sistema, ma risulti profondamente condizionata da essa. In conclusio-
ne, le osservazioni esposte si propongono di fornire una rilettura dei dati sperimentali e
di evidenziare I'importanza concettuale tanto delle variabili costitutive quanto di quelle
configurazionali [39, 40] nella definizione del problema.
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