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Abstract

Una delle caratteristiche distintive delle cellule cancerose è la loro capacità di adat-

tamento in ambienti ipossici (ovvero ambienti caratterizzati da bassi livelli di ossi-

geno). Ciò permette loro di sopravvivere in condizioni poco favorevoli costituendo

un meccanismo di selezione di cellule con un fenotipo più aggressivo.

In questo lavoro di tesi è stato sviluppato e analizzato un modello matematico per

l'adattamento ad ipossia delle cellule tumorali legato alla capacità di eseguire uno

switch metabolico. Quest'ultimo è regolato dal fattore di trascrizione alfa inducibile

da ipossia (HIF-1α) il cui accumulo in condizioni di scarsa ossigenazione è associato

ad una maggiore malignità del tumore.

In questo modello matematico, lo stato fenotipico di ogni cellula tumorale è descrit-

ta da una variabile continua che rappresenta il livello di espressione normalizzato

di HIF-1α. In accordo con le evidenze sperimentali, livelli più bassi di HIF-1α sono

correlati con fenotipi ossidativi e meno invasivi, mentre livelli più alti di HIF-1α

corrispondono a fenotipi glicolitici e più invasivi.

Il modello comprende un sistema accoppiato di equazioni integro-di�erenziali che

descrivono le dinamiche evolutive spazio-temporali delle cellule tumorali e le loro

interazioni non lineari con ossigeno e glucosio, fattori abiotici che rivestono un ruolo

chiave nella determinazione del metabolismo delle cellule tumorali. I risultati ot-

tenuti dall'analisi qualitativa formale e dalle simulazioni numeriche delle equazioni

del modello spiegano il ruolo di di�erenti processi eco-evolutivi che regolano l'adat-

tamento delle cellule tumorali in condizioni ipossiche e la comparsa di un fenotipo

più aggressivo.

La tesi è organizzata nel modo seguente. Nel primo capitolo di introduzione si

descrive brevemente il problema biologico in esame, si contestualizza il problema

matematico e si presenta il contributo della tesi. Nel secondo capitolo si introduco-

no il modello matematico e le principali assunzioni fatte. Nel terzo capitolo viene
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svolta un'analisi qualitativa formale del modello nel caso di un regime asintotico

che sia biologicamente rilevante. Nel quarto capitolo si presentano e si discutono

i risultati delle simulazione numeriche. In�ne, nel quinto capitolo si riassumono i

principali risultati ottenuti nel lavoro di tesi e si presentano alcune ipotesi di ricerche

future.
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Capitolo 1

Introduzione

1.1 Problema biologico esaminato

L'obiettivo del seguente lavoro è modellizzare l'evoluzione fenotipica di un tumore

nelle vicinanze di un vaso sanguigno in base alla disponibilità di ossigeno e glucosio.

Tramite equazioni integro-di�erenziali non locali, si studia la dinamica evolutiva

delle cellule tumorali ponendo particolare attenzione al metabolismo adottato al va-

riare delle concentrazioni dei fattori abiotici.

Le cellule normalmente utilizzano la respirazione aerobica per garantire la produ-

zione di energia necessaria alla proliferazione, alla crescita e al sostentamento. Sem-

pli�cando, questo processo richiede 2 molecole di glucosio e 6 di ossigeno con una

resa di circa 36 molecole di ATP [24]. Nel caso in cui non ci sia su�ciente ossigeno

le cellule possono produrre energia esclusivamente tramite la glicolisi, un processo

metabolico meno e�ciente ma più rapido che in totale richiede 1 molecola di glu-

cosio per generare 2 molecole di ATP. Come mostrato in Figura 1.1, in condizioni

anaerobiche la glicolisi è seguita da fermentazione con produzione di acido lattico.

Invece, in condizioni aerobiche è seguita dal ciclo dell'acido citrico con ulteriore pro-

duzione di ATP. Per tale motivo, ossigeno e glucosio rivestono un ruolo cruciale nella

descrizione del metabolismo delle cellule, dunque per la loro proliferazione. Infatti,

in condizioni di ipossia (ovvero di scarsa ossigenazione), le cellule cancerose possono

modi�care il loro metabolismo per proliferare e adattarsi a condizioni ambientali

stressanti. Il meccanismo di switch si basa sulla presenza del fattore di trascrizione

HIF-1α che determina la risposta adattiva in condizioni di ipossia. In presenza di

ossigeno, il fattore HIF-1α è rapidamente degradato dalla prolil-idrossilasi (PHD2),
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CAPITOLO 1. INTRODUZIONE 5

Figura 1.1: Pathways energetici secondo Nelson e Cox (2000). La glicolisi (seguita

da fermentazione in assenza di ossigeno) è meno e�ciente e acidi�ca l'ambiente

circostante.

invece in condizioni di scarsa ossigenazione l'idrossilazione è inibita dunque l'HIF-1α

si accumula e si lega agli elementi di risposta ipossica. Per sopperire alla mancanza

di ossigeno HIF-1α attiva la trascrizione di geni target quali ad esempio: eritropoie-

tina EPO (un ormone che stimola la produzione di globuli rossi), fattore di crescita

dell'endotelio vascolare VEGF (un fattore angiogenico che stimola la formazione dei

vasi sanguigni), esochinasi (enzima che catalizza la glicolisi)[25] e piruvato deidroge-

nasi chinasi 1 PDK1 (inibisce la conversione del piruvato nell'acetil-coenzima A per

l'ossidazione nel mitocondrio) [23]. Ponendo particolare attenzione agli ultimi due

esempi proposti, si deduce che HIF-1α promuove la sopravvivenza delle cellule in

condizioni ipossiche mediando una commutazione da metabolismo ossidativo a gli-

colitico, regolando inoltre l'attività delle proteine trasportatrici di glucosio (GLUT)

[13].

Nel cancro, la cooptazione delle risposte �siologiche all'ipossia giocano un ruolo im-

portante nella progressione della malattia. Gli sforzi terapeutici sono diretti verso

l'inibizione dell'HIF-1α poiché la sovraespressione di tale fattore di trascrizione è

risultato essere un indicatore di prognosi per i pazienti con cancro gastrico [14] ed

è anche associata ad una maggiore mortalità nel cancro del seno e in altri tumori

comuni [23].
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Un altro tratto distintivo delle cellule tumorali è la capacità di cambiare fenotipo

acquisendo un metabolismo glicolitico nonostante la presenza di ossigeno (e�etto

Warburg). Questo rimodellamento metabolico è stato a lungo discusso ma il suo

funzionamento non risulta essere del tutto chiaro. Inoltre, tramite la tomogra�a ad

emissione di positroni PET, è stato confermato un maggiore consumo di glucosio da

parte delle cellule tumorali ma quale sia l'e�ettivo utilizzo della glicolisi e della fosfo-

rilazione ossidativa non può essere valutato con questa tecnica [4]. Per tali motivi,

un modello matematico potrebbe essere di supporto nel descrivere la composizione

fenotipica complessa di un tumore e la sua eterogeneità. Lo scopo è quello di capire

quali siano i meccanismi responsabili della comparsa di un fenotipo più aggressivo

e studiarne l'evoluzione in base ai fattori abiotici coinvolti .

1.2 Contestualizzazione matematica

Diversi modelli matematici sono stati proposti per descrivere l'evoluzione fenotipica

della crescita tumorale. In questo lavoro di tesi sono presi in considerazione quelli

proposti da Fiandanca G, Lorenzi T., Lorz A. e Villa C. [9, 15, 16, 27].

Gli articoli [9, 27] analizzano equazioni di reazione-di�usione non locali prendendo in

considerazione la dinamica non lineare dei fattori abiotici che regolano l'evoluzione

fenotipica del tumore.

In particolare, in [9] si utilizza una variabile fenotipica bidimensionale che rappre-

senta il livello di espressione normalizzato del gene HIF-1α e il livello di espressione

normalizzato di un gene resistente ad acidità. I fattori abiotici coinvolti sono ossi-

geno, glucosio e lattato con l'obiettivo di studiare quale sia il ruolo che rivestono

ipossia e acidità nella comparsa di eterogeneità fenotipica intra-tumorale.

L'articolo [27] invece, si concentra sulle proprietà fenotipiche di tumori vascolarizzati

stabilendo una relazione tra il grado di vascolarizzazione e la variabilità fenotipica

intra-tumorale.

A di�erenza di questi due articoli, il lavoro presentato in [15] analizza le dinamiche

di crescita di una popolazione cellulare in cui, oltre al termine di reazione, anche

il campo di velocità dipende dalla variabile strutturale fenotipica. I fattori abiotici

non rivestono alcun ruolo nella dinamica evolutiva. Infatti, nel modello si suppone

che la variabile fenotipica possa rappresentare il livello di espressione di un gene

che regola la motilità delle cellule e la loro proliferazione. Il modello è analizzato
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principalmente nei casi di motilità cellulare limitata e illimitata, studiando la den-

sità delle cellule e il tratto fenotipico dominante nella forma di onde viaggianti. In

accordo con alcune evidenze sperimentali sulla crescita del glioma, si mostra che la

parte centrale del tumore è composta principalmente da cellule con una più grande

capacità proliferativa mentre il bordo del tumore è costituito da cellule con maggiore

motilità.

In letteratura sono presenti anche modelli meccanici di crescita tumorale basati sul-

la teoria dei mezzi porosi. Tra questi lavori, si prendono in considerazione quelli di

Astanin S. (2007), Astanin S. (2009), Astanin S. (2010) e Preziosi L. [1, 2, 3, 22].

In particolare, [1, 2] analizzano la formazione di corde tumorali lungo la fonte di nu-

trimento (ovvero lungo un vaso sanguigno) e prendono in considerazione il bilancio

energetico di ATP di glicolisi e respirazione aerobica per descrivere la crescita, la

proliferazione e il sostentamento delle cellule. Nel lavoro presentato in [2], lo switch

metabolico si modelizza tramite l'utilizzo di due popolazioni. Per la produzione di

ATP, la prima popolazione adotta il metabolismo aerobico mentre la seconda il me-

tabolismo glicolitico. L'e�etto Warburg è modellizzato imponendo che il passaggio

dalla prima alla seconda popolazione sia irreversibile.

1.3 Contributo della tesi

Il punto di partenza del seguente modello matematico sono gli articoli [2, 9, 27].

In particolare, l'obiettivo di tale lavoro è quello di presentare un modello capace di

tenere in considerazione l'eterogeneità intra-tumorale, superando la dicotomia dei

modelli presenti in letteratura che studiano il caso di due popolazioni tumorali aven-

ti rispettivamente metabolismo aerobico ed anaerobico [2]. Dunque si analizza un

modello in cui una variabile interna tiene conto del processo evolutivo alla base della

comparsa di variabilità fenotipica nei tumori [27].

Per investigare il ruolo dell'ipossia nello sviluppo di eterogeneità intra-tumorale pre-

sentiamo un sistema di equazioni integro-di�erenziali che descrive le dinamiche evo-

lutive spazio-temporali delle cellule tumorali e le loro interazioni non lineari con

ossigeno e glucosio.

Nel modello proposto, il tessuto è studiato come mezzo poroso e lo stato fenotipi-

co di ogni cellula è descritto da una variabile continua che rappresenta il livello di

espressione normalizzato del fattore HIF-1α. Quest'ultima rappresenta la principale
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novità rispetto all'approccio consolidato dei modelli presentati in [1, 2, 3, 22].

Un ruolo chiave è dato ai processi di glicolisi e respirazione aerobica i cui bilanci

di ATP determinano la proliferazione delle cellule tumorali e il consumo dei fattori

abiotici. In questo modello, a di�erenza di quelli già presenti in letteratura, si consi-

dera l'energia totale come una media pesata secondo l'espressione normalizzata del

gene HIF-1α dell'energia prodotta tramite respirazione aerobica e glicolisi.

Utilizzando l'approccio presentato in lavori precedenti [9, 15, 21, 27] si arricchisce lo

studio con un'analisi qualitativa formale nell'ipotesi di condizioni stazionarie. Così

facendo è possibile valutare la robustezza del modello e validarne le relative simula-

zioni. Come in [15] il movimento delle cellule dipende dalla variabile interna ma non

si trascura l'aspetto meccanico del problema includendo un termine di trasporto che

dipende dallo stress esercitato dalle cellule.

In�ne, a di�erenza degli studi precedenti, l'e�etto Warburg è preso in considerazione

tramite un termine di trasporto nella variabile fenotipica.



Capitolo 2

Modello matematico

2.1 Dinamica delle cellule tumorali

Nel modello la variabile spaziale delle cellule tumorali è indicata con x ∈ Ω ⊂ Rd,

dove d = 1, 2, 3 e Ω è il dominio del tessuto considerato. Invece, la variabile interna

h ∈ [0, 1] rappresenta il fenotipo delle cellule tumorali che indica il livello d'espres-

sione normalizzato del fattore di trascrizione HIF-1α. In accordo con le evidenze

scienti�che, le zone scarsamente ossigenate sono popolate da cellule che hanno un

alto livello di fattore HIF-1α mentre le zone normossiche, in cui si evince una più

veloce divisione cellulare [10], sono caratterizzare da bassi valori di espressione del

fattore di trascrizione HIF-1α.

In generale, i tessuti molli sono composti principalmente da cellule e da matri-

ce extracellulare (ECM), dunque si studia il tessuto come mezzo poroso multifasi-

co. Si denoti con φt(t,x) ∈ [0, 1] la frazione di volume delle cellule tumorali, con

φs(t,x) ∈ [0, 1] la frazione di volume delle cellule sane e con φm(t,x) ∈ [0, 1] la

frazione di volume di ECM:

φt + φs + φm = φ̄ ≤ 1,

dove φt, φs, φm ∈ [0, φ̄].

In alcuni modelli il limite superiore è dato da φ̄(x) < 1, dipendente dallo spazio in

modo che alcune regioni del dominio siano occupate da altre costituenti, ad esempio

da vasi sanguigni.

È possibile riscalare le variabili come segue φ̃t := φt/φ̄, φ̃s := φs/φ̄ e φ̃m := φm/φ̄

per riottenere φ̃t + φ̃s + φ̃m = 1.

9
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Il modello proposto si concentra sulla dinamica delle cellule tumorali considerando

la loro evoluzione all'interno di una impalcatura �ssa costituita da cellule sane ed

ECM. Dunque, per sempli�care la notazione si utilizzerà φt = φ.

In�ne, si indichi con f(t,x, h) la distribuzione fenotipica locale delle cellule tumorali

dove t ∈ [0, T ], con T > 0. Allora, ad ogni istante t si può ride�nire la frazione di

volume delle cellule tumorali e introdurre lo stato fenotipico medio:

φ(t,x) =

∫ 1

0

f(t,x, h)dh e H(t,x) :=
1

φ(t,x)

∫ 1

0

hf(t,x, h)dh.

La seguente equazione di�erenziale descrive l'evoluzione di f(t,x, h):

∂tf +∇x · (f v) + ∂h(fw)− β∂2
hhf = Gf. (2.1)

L'equazione deve essere completata con opportune condizioni al bordo e condizioni

iniziali che verranno speci�cate in seguito.

Il secondo termine sul lato sinistro dell'equazione (2.1) ∇x · (f v) rappresenta il

trasporto delle cellule nello spazio �sico, ovvero il movimento delle cellule nel do-

minio Ω. La velocità è tale che v ≡ v(h, φ(t,x)). Il termine di trasporto nel-

lo spazio fenotipico ∂h(fw) rappresenta la variazione del fenotipo h. Quest'ulti-

ma tiene conto dello variazioni fenotipiche indotte dell'e�etto Warburg con tasso

w ≡ w(h, co(t,x), cg(t,x)) ≥ 0. Il termine di di�usione β∂2
hhf descrive i cambia-

menti della distribuzione f dovuti a variazioni fenotipiche spontanee che avvengono

con tasso β. In�ne, Gf rappresenta un termine di sorgente e/o pozzo. La funzione

G modella la �tness (ovvero il tasso netto di proliferazione) delle cellule nello stato

fenotipico h, al tempo t e in posizione x in base alle condizioni locali date da φ(t,x),

alle concentrazioni di ossigeno e di glucosio e al fenotipo h.

La �tness può essere descritta come somma di due contributi: (p(φ̄− φ))+ relativo

alla proliferazione e�ettiva e d relativo alla morte di cellule, ovvero:

G = (p(φ̄− φ))+ − d, (2.2)

dove p ≡ p(h, co(t,x), cg(t,x)) e d ≡ d(h, co(t,x), cg(t,x)).

Si noti che la funzione p è moltiplicata per φ̄−φ in modo da inibire la proliferazione

nel caso in cui il tessuto sia densamente popolato. Infatti, φ̄ è la massima frazione

di volume che le cellule tumorali possono occupare.

L'evoluzione delle cellule tumorali varia in base alla disponibilità di ossigeno e glu-

cosio. Siano co(t,x) e cg(t,x) rispettivamente la concentrazione di ossigeno e di

glucosio all'interno del dominio Ω.
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Bilancio di ATP Le seguenti assunzioni sono fatte a partire dagli articoli [2, 9,

27].

Dato che la realizzazione di processi indispensabili per la cellula - proliferazione,

crescita e sostentamento - avvengono tramite consumo di ATP, descriviamo in modo

sempli�cato due possibili pathways energetici tramite cui le cellule producono ATP

e illustrati in Figura 1.1:

1) in condizioni aerobiche Glc + 6O2 → 6CO2 + N ATP (la respirazione aerobica

comprende glicolisi, ciclo di Krebs e catena respiratoria; h→ 0),

dove N varia tra 34 e 38. In [24] si suggerisce di utilizzare N = 36;

2) in condizioni anaerobiche Glc → 2 acido lattico + 2ATP (la respirazione

anaerobica comprende glicolisi e fermentazione; h→ 1).

In particolare, la glicolisi produce 2 molecole di ATP ed è uno step fondamentale

sia di respirazione cellulare aerobica che anaerobica. In assenza di ossigeno non

si ha ulteriore produzione di ATP ma si produce lattato tramite la fermentazione.

Invece, in presenza di ossigeno, tramite l'ossidazione nella respirazione cellulare si

produce più energia sotto forma di ATP e CO2. Dunque, per metabolismo glicolitico

si intende il pathway energetico che produce ATP avviene esclusivamente tramite

glicolisi.

Siano rispettivamente qATPo ed qATPg le quantità adimensionalizzate di ATP prodotte

dai pathways appena descritti.

Si assuma che esistano due valori soglia della concentrazione di ossigeno Om e OM che

de�niscono tre possibili stati: ipossia co ≤ Om; scarsa ossigenazione Om < co ≤ OM

e normossia co > OM .

La funzione a(co) ≡ a(co(t,x)) tiene conto della disponibilità di ossigeno:

a(co) =


0 se co ≤ Om

co −Om

OM −Om

se Om < co ≤ OM

1 se co > OM .

(2.3)

In alternativa, è ragionevole supporre che la disponibilità di ossigeno sia modellata

tramite classiche equazioni di Michaelis Menten:

a(co) =
co

Mo + co
(2.4)
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e, analogamente per la funzione b(cg) ≡ b(cg(t,x)) che tiene conto della disponibilità

di glucosio:

b(cg) =
cg

Mg + cg
. (2.5)

In alcuni casi è ragionevole supporre che il glucosio necessario per fare avvenire le

reazioni metaboliche sia sempre su�ciente:

b(cg) = 1. (2.6)

Allora, se la quantità adimensionalizzata di ATP prodotta dai pathways è:

qATPo (co(t,x), cg(t,x)) = 36a(co)b(cg), qATPg (cg(t,x)) = 2b(cg),

il tasso di produzione di ATP è

qo(co(t,x), cg(t,x)) = κoq
ATP
o e qg(cg(t,x)) = κgq

ATP
g , (2.7)

dove κo e κg sono tassi che tengono conto della velocità delle reazioni.

Per unità di glucosio, la glicolisi (seguita da fermentazione) risulta essere un path-

way ine�ciente se comparato alla quantità di ATP prodotta tramite respirazione

aerobica. Nonostante ciò, il tasso del metabolismo del glucosio nella glicolisi è più

elevato; la produzione di lattato da glucosio avviene 10-100 volte più velocemente

della completa ossidazione del glucosio nei mitocondri. Infatti, la quantità totale

di ATP sintetizzata in un'unità di tempo è comparabile nei due pathways [17]. Ad

esempio, si può supporre che κg sia un numero che varia tra 10 e 100.

Proliferazione e morte cellulare Si assuma che l'ATP non possa essere accu-

mulata e che sia totalmente consumata dalle cellule. Per semplicità, si supponga che

ogni cellula consumi una quantità di ATP ad un tasso pari a θ per il sostentamento

e per la crescita e che la restante parte sia consumata per la proliferazione [2].

In accordo con le evidenze sperimentali, si supponga che cellule con alto livello di

espressione del fattore HIF-1α, ovvero h → 1, siano caratterizzate da un più alto

livello di produzione energetica tramite via anaerobica mentre cellule con basso li-

vello di espressione del fattore HIF-1α, ovvero h→ 0, siano caratterizzate da un più

alto livello di produzione energetica tramite via aerobica.

Poiché la proliferazione dipende dall'energia totale disponibile e la variabile continua

h tiene conto della eterogeneità fenotipica intra-tumorale, de�niamo il tasso di ener-

gia totale prodotta da una cellula con fenotipo h come una somma pesata secondo
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il fenotipo di qo e qg:

q ≡ q(h, co(t,x), cg(t,x)) = no(h)qo(co(t,x), cg(t,x)) + ng(h)qg(cg(t,x)), (2.8)

dove:
no(0) = 1, no(1) = 0 e n′o(h) < 0, ∀h ∈ (0, 1)

ng(0) = 0, ng(1) = 1 e n′g(h) > 0, ∀h ∈ (0, 1).
(2.9)

Ovvero, l'energia prodotta dalla cellula dipende sia dalle condizioni ambientali (ipos-

sia, ossigenazione moderata, normossia e presenza di glucosio) sia dal livello di

espressione del gene HIF-1α che contribuisce nella scelta del pathway energetico

Ad esempio, dato che l'energia q deve essere crescente sia in qo che in qg e crescente

in h in base ai valori di qo e qg, si può considerare q = (1− h2)qo + [1− (1− h)2]qg,

q.

Si consideri il tasso di energia normalizzato e adimensionalizzato rispetto al tasso

θ necessario al sostentamento e alla crescita delle cellule tumorali. Allora la fun-

zione parte positiva (q̃ − 1)+ tiene conto dell'ATP disponibile per la proliferazione.

Dunque, si assuma che la funzione di proliferazione p sia proporzionale all'energia

disponibile:

p(h, co(t,x), cg(t,x)) = η(q̃(h, co(t,x), cg(t,x))− 1)+ . (2.10)

dove η è un fattore di scala.

In generale, tale parametro potrebbe dipendere da h poiché è noto che le cellule

tumorali con elevato livello di espressione HIF-1α tendono a proliferare meno e sono

più mobili [8, 18, 19].

In seguito, q̃o, q̃g e q̃ rappresentano le quantità adimensionalizzate rispetto a θ di qo,

qg e q.

Per quanto riguarda il termine di morte d, si assuma che le cellule muoiano per

apoptosi con tasso ξ. Inoltre, anche nel caso in cui il l'energia prodotta non sia

su�ciente al sostentamento della cellula, ovvero q̃ < 1, si andrà incontro a morte

per cui:

d(h, co(t,x), cg(t,x)) = ξ + ξq(1− q̃(h, co(t,x), cg(t,x)))+ , (2.11)

dove ξq è un fattore di scala.

Anche questo parametro potrebbe dipendere dal fenotipo h al �ne di esprimere la

resistenza ad apoptosi che sviluppano le cellule con elevato livello di espressione del
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gene HIF-1α [11]. Per semplicità, si è preferito utilizzare ξq costante e pari a ξ.

In conclusione, la funzione di �tness (2.2) con queste ipotesi diventa:

G(h,φ(t,x), co(t,x), cg(t,x)) =

η(φ̄− φ(t,x))(q̃(h, co(t,x), cg(t,x))− 1)+ − ξ − ξq(1− q̃(h, co(t,x), cg(t,x))+ ,

(2.12)

o, in modo più compatto,

G(h, φ, co, cg) = η(φ̄− φ)+(q̃(h, co, cg)− 1)+ − ξ − ξq(1− q̃(h, co, cg))+

Trasporto nello spazio �sico Per quanto riguarda la velocità v, si assuma che

le cellule tendano a muoversi attraverso l'impalcatura porosa del tessuto, supposta

�ssa, verso zone meno popolate del tessuto (ovvero le cellule si muovono in direzione

opposta al gradiende di φ(t,x)). Inoltre, si assuma che v dipenda esplicitamente

dalla variabile interna h poiché alcuni studi mostrano che il fattore HIF-1α promuove

la migrazione cellulare [?]. Allora v è de�nita come segue:

v(h, φ(t,x)) = −µ(h)∇x(φ(t,x)), (2.13)

dove

µ(0) > 0,
dµ(h)

dh
> 0 per ogni h ∈ (0, 1].

poiché valori più elevati di h corrispondono ad una motilità µ(h) maggiore [15].

Ad esempio µ(h) = α(µ̄ + h) oppure µ(h) = α(µ̄ + ng(h)), dove µ̄ > 0 è un valore

piccolo adimensionale e α è un fattore di scala.

In alternativa, si assuma che il tumore si comporti come un �uido elastico [2].

Dunque si consideri la più semplice equazione costitutiva per il tensore degli sforzi

Tφ = −ΣI, dove Σ è una funzione i cui valori positivi indicano compressione. Per

quanto riguarda l'espressione di Σ, si propone quella riportata in [5]:

Σ = E(φ̄− φn)

(
φ− φn
φ̄− φ

)
+

(2.14)

dove E è una sorta di modulo di Young per compressioni moderate e φn rappresenta

un valore di soglia, detto frazione di volume stress-free.

Nel caso in cui φ ≈ φn, è possibile approssimare l'espressione (2.14) come segue:

Σ = E(φ− φn)+. (2.15)
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Allora si ha:

v(h, φ(t,x)) = −µ(h)∇x(Σ(φ)),

dove µ(h) è la 'motilità' delle cellule che tiene conto della permeabilità del tessuto

e Σ(φ) è la funzione scalare descritta in (2.15).

Trasporto nello spazio fenotipico Nell'equazione (2.1) è presente un termine

di trasporto ∂hfw nella variabile fenotipica. In particolare, il termine w rappresenta

il tasso con il quale avviene il cambio fenotipico indotto e tiene conto dell'e�etto

Warburg.

Poiché il gene HIF-1α si accumula in condizioni di ipossia, si può supporre che il

cambio fenotipico avvenga quando il tasso di produzione d'energia prodotta unica-

mente tramite respirazione aerobica q̃o =
qo
θ

non sia su�ciente al sostentamento e

alla crescita della cellula. Inoltre w è tale che:

w(0, co, cg) = w(1, co, cg) = 0 (2.16)

in modo che l'azione non sia catalitica e anche perché la variabile fenotipica h rap-

presenta il livello di espressione normalizzato del gene HIF-1α, dunque h ∈ [0, 1].

In particolare, il tasso w decresce all'aumentare dell'ossigeno disponibile, ad esempio

w(h, co(t,x), cg(t,x)) = γΓ(h)(1− no(h)q̃o(co(t,x), cg(t,x)))+ , (2.17)

dove γ è un parametro connesso al tasso di transizione fenotipica indotta e Γ(h) è

una funzione regolare tale che Γ(0) = Γ(1) = 0.

Ad esempio: Γ(h) = no(h)ng(h).

Un'alternativa valida è supporre che il cambio fenotipico avvenga quando l'energia

prodotta esclusivamente tramite glucosio sia su�ciente al sostentamento e alla cre-

scita della cellula. Dunque il tasso w è indipendente dalla presenza di ossigeno e

cresce all'aumentare della disponibilità di glucosio. Ad esempio:

w(h, cg(t,x)) = γΓ(h)(ng(h)q̃g(cg(t, x))− 1)+. (2.18)

Questa seconda opzione risulta ragionevole alla luce di quanto introdotto nel primo

capitolo riguardo l'e�etto Warburg. Infatti, pur non essendoci ancora una completa

descrizione del fenomeno, è ormai fatto noto che le cellule tumorali acquisiscono un

metabolismo maggiormente anaerobico anche in condizioni normossiche.
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Condizioni al bordo e condizioni iniziali delle cellule tumorali

L'equazione di partenza (2.1)

∂tf +∇x · (f v) + ∂h(fw)− β∂2
hhf = Gf,

deve essere completata con opportune condizioni al bordo in h e in x.

Nello spazio fenotipico si utilizza la variabile h ∈ [0, 1].

Per garantire che il termine di trasporto ∂h(fw) e quello di di�usione β∂2
hhf non dia-

no alcun contributo nell'equazione di φ ottenuta integrando la (2.1) in h.i adottano

condizioni di Robin

f(t,x, 0)w(0, co(t,x), cg(t,x))− β∂hf(t,x, 0) = 0, ∀x ∈ Ω̄ e ∀t ∈ (0, T ]

f(t,x, 1)w(1, co(t,x), cg(t,x))− β∂hf(t,x, 1) = 0, ∀x ∈ Ω̄ e ∀t ∈ (0, T ].

Nel caso in esame si ha w(0, co(t,x), cg(t,x)) = w(1, co(t,x), cg(t,x)) = 0 (2.16),

dunque la condizione al bordo si sempli�ca in

∂hf(t,x, 0) = ∂hf(t,x, 1) = 0, ∀x ∈ Ω e ∀t ∈ (0, T ].

Per quanto riguarda lo spazio �sico, si impongono condizioni di �usso nullo:

n · v = 0, per x ∈ ∂Ω.

In�ne si completa l'equazione con un'opportuna condizione iniziale:

f(0,x, h) = f0(x, h) := C exp

(
− x

σ1

− (h− h̄0)2

σ2

)
,

dove la costante C è tale che 0 <
∫ 1

0
f0(x, h)dh = φ0(x) < φ̄, σ1 e σ2 sono costanti

positive e h̄0 ∈ (0, 1) [15].

Tale condizione iniziale simula uno scenario biologico per cui al tempo iniziale t = 0

il maggior numero di cellule si trova in x = 0 dove si assume che sia posizionato

il vaso sanguigno e nello stato fenotipico h̄0. Infatti, il numero di cellule decade

esponenzialmente in spazio e ad ogni posizione x il fenotipo delle cellule è descritto

da una gaussiana centrata in h̄0.

2.2 Dinamica di ossigeno e glucosio

In seguito si analizza la dinamica dei fattori abiotici co(t,x) e cg(t,x).

Si assuma che ossigeno e glucosio siano consumati dalle cellule e che possano entrare
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nel dominio spaziale solo tramite un vaso sanguigno posto sul bordo sinistro del

dominio.

La loro dinamica non lineare è descritta dalla seguente equazione di convezione-

di�usione:

∂tci = Di∇2ci − σiζi − λici, i ∈ {o, g}, (2.19)

con Di coe�ciente di di�usione, σi termine di consumo legato alle cellule tumorali,

ζi fattore di conversione e λi decadimento naturale dei rispettivi fattori abiotici. Il

consumo di nutrienti è modellizzato in base alla quantità di ATP prodotta [2].

Il tasso di ossigeno consumato durante la respirazione aerobica da ogni cellula è:

Qo =
6

36
qo,

mentre il tasso di glucosio consumato nei due pathways è in totale pari a:

Qg =
1

36
qo +

1

2
qg

Dato che il consumo di ossigeno e glucosio è studiato dal punto di vista macroscopico

si ha che:

σo =
6

36

∫
qono(h)fdh (2.20)

e

σg =
1

36

∫
qono(h)fdh+

1

2

∫
qgng(h)fdh. (2.21)

Condizioni al bordo e condizioni iniziali per ossigeno e glucosio

Le equazioni (2.19) devono essere completate con condizioni al bordo e condizioni

iniziali. Si suppongono condizioni al bordo di Dirichlet

co(t,x) = c̄o(x) e cg(t, x) = c̄g(x), per x ∈ ∂Ω e ∀t > 0,

e

co(0,x) = c0
o(x) e cg(0,x) = c0

g(x), ∀x ∈ Ω.

Ad esempio, considerando il caso 1D con Ω = [0, L] si ha:

ci(t, 0) = c̄i, ∀t > 0 e ci(t, L) = ci, ∀t > 0,

e

ci(0, x) = c0
i (x), ∀x ∈ (0, L)
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dove c̄i e ci dipendono dalla posizione della sorgente dei fattori abiotici, ovvero dalla

posizione del vaso sanguigno.



Capitolo 3

Analisi qualitativa formale

Problema in oggetto. Si consideri il modello (2.1) posto su un dominio spaziale

monodimensionale, ossia Ω = [0, L], e si assumano le concentrazioni di ossigeno e

glucosio essere all'equilibrio, ossia si faccia l'ipotesi che, anzichè essere governate

dalle equazioni (2.19), le funzioni cg(t, x) e co(t, x) siano funzioni assegnate

cg(t, x) = c∞g (x) e co(t, x) = c∞o (x),

con c∞g : Ω → R+ e c∞o : Ω → R+. In questo scenario, la dinamica della funzione

f = f(t, x, h) è descritta dalla seguente equazione
∂tf − γµ̂(h)∂x[f∂x(φ)] + α ∂h(fŵ) = Gf + β ∂2

hhf, x ∈ (0, L), y ∈ (0, 1),

φ =

∫ 1

0

f(t, x, h) dh,

(3.1)

la quale è soggetta alle condizioni al bordo e alle condizioni iniziali dettagliate nel

capitolo precedente. Qui si utilizza γµ̂(h) ≡ µ(h) de�nita in (2.1) e αŵ ≡ w è

de�nita in (2.17) o in (2.18). D'ora in poi, per semplicità di lettura si utilizzerà la

notazione γw e αw.

Si ricordi inoltre che la funzione di �tness è de�nita come segue

G = G(x, h, φ) = η(φ̄− φ)+(q̃(x, h)− 1)+ − ξ − ξq(1− q̃(x, h))+ , (3.2)

dove

q̃ = q̃(x, h) =
q(x, h)

θ
=
no(h)qo(c

∞
o (x), c∞g (x)) + ng(h)qg(c

∞
g (x))

θ
, (3.3)

ed è quindi funzione della variabile spaziale x attraverso le funzioni c∞g (x) e c∞o (x).

19
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Problema riscalato. Il movimento delle cellule e le variazioni fenotipiche indotte

hanno luogo, tipicamente, su scale temporali più lente rispetto a fenomeni di proli-

ferazione e morte cellulare. Inoltre, le variazioni fenotipiche spontanee si veri�cano,

generalmente, su scale temporali più lente rispetto a variazioni fenotipiche indotte.

Pertanto, si considera qui il caso in cui

α := ε, γ := ε e β := ε2,

dove 0 < ε � 1. In questo caso, introducendo il riscalamento temporale t 7→ t
ε
, al

�ne di considerare la dinamica del sistema su scale temporali corrispondenti a mol-

teplici generazioni cellulari, si ottiene la seguente versione riscalata della EDP (3.1)

per la funzione fε = fε(t, x, h) = f( t
ε
, x, h):

ε∂tfε − εµ(h)∂xfε(∂x(φε))− εµ(h)fε∂
2
xx(φε) + ε∂h(wfε) = Gfε + ε2∂2

hhfε,

φε =

∫ 1

0

fε(t, x, h) dh,

(3.4)

la quale è anch'essa posta su (0, L) × (0, 1) ed è soggetta a condizioni al bordo e

a condizioni iniziali della medesima forma di quelle a cui è soggetta la EDP (3.1).

L'obiettivo è ora di analizzare il comportamento asintotico di fε per ε→ 0, il che cor-

risponde, da un punto di vista biologico, a studiare la dinamica fenotipica e spaziale

delle cellule tumorali nel limite di molte generazioni, nello scenario biologicamente

rilevante in cui le variazioni fenotipiche siano rare rispetto a fenomeni di prolifera-

zione e morte cellulare e, nello speci�co, le variazioni fenotipiche indotte siano più

frequenti di quelle spontanee.

Analisi asintotica formale per ε → 0. Si inizi notando che, sotto le ipotesi

sulle funzioni µ, w e G dettagliate nel capitolo precedente, la EDP (3.4) soggetta

alle condizioni al bordo e alle condizioni iniziali in oggetto è tale che se

0 ≤ φε(0, x) < φ ∀x ∈ (0, L), (3.5)

allora

0 ≤ φε(·, x) ≤ φ ∀x ∈ ×[0, L]. (3.6)

Le ipotesi (3.5) sono biologicamente ben fondate dal momento che φε(0, x) modella

la frazione di volume di cellule tumorali inizialmente presenti alla posizione spaziale
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x e, inoltre, il parametro φ modella la massima frazione di volume di cellule tumorali

mantenibile a ogni posizione spaziale. Le stime a priori date da (3.6) garantiscono

che (φ̄−φε)+ ≡ (φ̄−φε), il che permette di considerare la seguente forma sempli�cata

della de�nizione G

G = G(x, h, φ) = η(φ̄− φ)(q̃(x, h)− 1)+ − ξ − ξq(1− q̃(x, h))+ . (3.7)

Si ponga poi l'attenzione sullo scenario in cui, ad ogni posizione spaziale x, il più

delle cellule tumorali si trovi inizialmente in un determinato stato fenotipico, il quale

possa eventualmente di�erire tra le posizioni spaziali. In tal caso, si può assumere

fε(0, x, h) essere una funzione su�cientemente regolare che, per ogni valore x, è

di tipo gaussiano in h, con varianza di piccola entità. Nello speci�co, si consideri

una funzione di tipo gaussiano la cui varianza, in quanto piccola, sia rappresentata

mediante il parametro ε stesso per ogni x ∈ (0, L), il cui valor medio sia descritto

da una certa funzione h̄0 : [0, L]→ [0, 1], e il cui integrale sia tale che le ipotesi (3.5)

siano soddisfatte. In particolare, si assuma che fε(0, x, h) sia della forma seguente

fε(0, x, h) = eu
0
ε(x,h)/ε, (3.8)

dove u0
ε(x, h) è una funzione (su�cientemente) regolare e uniformemente strettamen-

te concava in h (ossia, una funzione strettamente concava di h per ogni x ∈ [0, L] e

ogni ε > 0) tale che

eu
0
ε(x,h)/ε ∗

⇀
ε→0

φ(0, x)δ(h− h̄0(x)) ∀x ∈ [0, L] (3.9)

e altresì tale che le ipotesi (3.5) siano, a loro volta, soddisfatte.

Sotto le suddette ipotesi, ci si aspetta che, nel limite per ε → 0, le soluzioni della

EDP (3.4) si concentrino come masse di Dirac [16, 21], ossia,

fε(t, x, h) ≈ φ(t, x)δ(h− h̄(x)), (3.10)

dove, da un punto di vista biologico, i punti di concentrazione rappresentati dalla

funzione h̄ : [0, L] → [0, 1] coincidono con gli stati fenotipici in cui si trova la mag-

gioranza delle cellule tumorali alle diverse posizioni spaziali x all'istante di tempo

t. In questo contesto, analogamente a quanto fatto in [6, 15, 16, 27], si introduce

l'ansatz WKB

fε(t, x, h) = euε(t,x,h)/ε (3.11)
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e si deriva un'equazione per uε(t, x, h). Infatti, seppur caratterizzare le proprietà di

uε per ε → 0 sia equivalente a caratterizzare le proprietà di fε per ε → 0, studiare

il comportamento asintotico di uε è decisamente più semplice e, di conseguenza, più

conveniente [16]. Sostituendo l'ansatz (3.11) nella EDP (3.4) e usando le seguenti

espressioni

∂tfε =
fε
ε
∂tuε, ∂xfε =

fε
ε
∂xuε, ∂hfε =

fε
ε
∂huε, ∂2

hhfε =

(
∂huε
ε

)2

fε +
fε
ε
∂2
hhuε,

si ottiene

ε
fε
ε
∂tuε − εµ(h)

fε
ε
∂xuε∂x(φεΣ(φε))−εµ(h)fε∂

2
xx(φεΣ(φε)) + εw

fε
ε
∂huε + εfε∂hw

= Gfε + ε2

(
∂huε
ε

)2

fε + ε2fε

ε
∂2
hhuε,

(3.12)

ovvero la seguente equazione per uε

∂tuε − µ(h)∂xuε∂x(φε)− εµ(h)∂2
xx(φε) + w∂huε + ε∂hw

= G+ (∂huε)
2 + ε∂2

hhuε.
(3.13)

Di qui, facendo tendere ε→ 0, si ottiene, formalmente, la seguente equazione

∂tu− µ(h)(∂xφ)∂xu+ w∂hu = G+ (∂hu)2, (x, h) ∈ (0, L)× (0, 1), (3.14)

dove u e φ sono, rispettivamente, i termini di ordine zero delle espansioni di uε e

φε. Dal momento che, come detto prima, si assume uε(0, x, h) = u0
ε(x, h) e u0

ε è

una funzione uniformemente strettamente concava in h, se anche la funzione G è

strettamente concava in h, ossia1

∂2
hhG(x, h, φ) < 0 ∀(x, φ) ∈ [0, L]× [0, φ), (3.15)

allora, sulla scorta dei risultati presentati in [6, 15, 16, 21, 27], ci si aspetta che

la funzione u(t, x, h) sia anch'essa uniformemente strettamente concava in h, ossia

formalmente si ha che per ogni x ∈ [0, L] esiste un unico stato fenotipico, il quale è

descritto dalla funzione h̄(x), tale che

u(t, x, h̄(x)) =: max
h∈[0,1]

u(t, x, h) ∀x ∈ [0, L]

1Dal momento che la funzione G è de�nita secondo (3.2) e la funzione q̃ è de�nita secondo (3.3),

se, ad esempio, q = (1 − h2)qo + [1 − (1 − h)2]qg allora, l'ipotesi (3.15) è veri�cata. Infatti, per

ogni φ ∈ [0, φ) si ha che ∂2hhG = η(φ̄− φ)(−2qo − 2qg) < 0 se q > θ, ∂2hhG = −ξq(2qo + 2qg) < 0 se

q < θ e ∂2hhG = −ξ < 0 se q = θ.
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e

∂hu(t, x, h̄) = 0 ∀x ∈ [0, L].

Inoltre, sulla base delle stime a priori date da (3.6) e la forma dell'ansatz (3.11), ci

si aspetta altresì che, formalmente, valgano le seguenti relazioni

0 ≤ φ(·, x) ≤ φ ∀x ∈ ×[0, L] (3.16)

e che il seguente vincolo debba essere soddisfatto

max
h∈[0,1]

u(t, x, h) = u(t, x, h̄) = 0, ∀x ∈ supp(φ), (3.17)

dove supp(φ(t, ·)) denota il supporto di φ(t, x), ossia l'insieme degli x ∈ (0, L) tale

che φ(t, x) > 0. Di qui ne consegue che, formalmente,

∂hu(t, x, h̄) = 0 e ∂xu(t, x, h̄) = 0 ∀x ∈ supp(φ) (3.18)

e, di conseguenza, valutando l'equazione (3.14) in h̄(t, x) si trova la relazione seguente

G(x, h̄(t, x), φ) = 0 ∀x ∈ supp(φ(t, ·)). (3.19)

Equazione del trasporto per h̄(t, x). Si consideri ora x ∈ supp(φ(t, ·)). Al �ne
di ottenere una equazione che descriva la dinamica di h̄(t, x), si inizia di�erenziando

la (3.14) rispetto ad h e poi si valuta l'equazione così ricavata in h̄. Così facendo si

ottiene

∂2
htu(t, x, h̄)− µ(h̄)(∂xφ)∂2

hxu(t, x, h̄) + ∂h(w∂hu)(t, x, h̄) = ∂hG. (3.20)

Successivamente, si di�erenziano la (3.17)1 rispetto a t e la (3.18)2 rispetto ad h così

da ottenere le derivate miste in funzione di h̄(t, x):

∂2
htu(t, x, h̄) + ∂2

hhu(t, x, h̄)∂th̄ = 0 ⇒ ∂2
htu(t, x, h̄) = −∂2

hhu(t, x, h̄)∂th̄. (3.21)

e
∂2
hxu(t, x, h̄(t, x)) + ∂2

hhu(t, x, h̄(t, x))∂xh̄(t, x) = 0

⇒ ∂2
hxu(t, x, h̄(t, x)) = −∂2

hhu(t, x, h̄(t, x))∂xh̄(t, x).
(3.22)

Sostituendo le due espressioni date da (3.21) e (3.22) nella (3.20), dato che ∂2
hhu < 0

(si ricordi che ci si aspetta che u sia strettamente concava), si può ottenere la seguente

equazione di trasporto per h̄(t, x):

∂th̄− µ(h̄)(∂xφ)∂xh̄ = (−∂2
hhu(t, x, h̄))−1(∂hG(x, h̄, φ)− ∂h(w∂hu)(t, x, h̄)), (3.23)

dove x ∈ supp(φ).
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Limiti asintotici di φ(t, x) e h̄(t, x) per t → ∞. Siano φ∞(x) e h∞(x) i valori

asintotici a cui convergano φ(t, x) e h̄(t, x) per t→∞. Utilizzando la relazione (3.19)

e l'equazione di stato stazionario corrispondente all'equazione del trasporto (3.23),

si giunge alla conclusione che, formalmente, φ∞(x) e h̄∞(x) debbano soddisfare il

seguente sistema di equazioni:G(x, h̄∞, φ∞) = 0,

[−µ(h)(∂xφ
∞)∂xh]h=h̄∞ = F(x, h̄∞, u∞, φ∞),

x ∈ supp(φ∞). (3.24)

dove

F(x, h, u∞, φ∞) := (−∂2
hhu
∞(x, h))−1(∂hG(x, h, φ∞)− ∂h(w∂hu∞)(t, x, h))

e u∞(x, h) soddisfa, formalmente, l'equazione di stato stazionario corrispondente al-

l'equazione del trasporto (3.14) soggetta al vincolo (3.17), ossia la seguente equazione

di Hamilton-Jacobi con vincolo:
G(x, h, φ∞) + (∂hu

∞(x, h))2 − w∂hu∞(h) = 0,

max
h∈[0,1]

u∞(x, h) = u∞(x, h̄∞(x)) = 0,
x ∈ supp(φ∞). (3.25)

Si analizzi ora la prima equazione del sistema (3.24), ossia l'equazione:

G(x, h̄∞, φ∞) = 0, x ∈ supp(φ∞). (3.26)

Sostituendo nella suddetta equazione la de�nizione (3.7) della funzione G si ottiene

0 = G(x, h̄∞(x), φ∞(x)) = η(φ̄− φ∞(x))(q̃(x, h̄∞(x))− 1)+ − ξ − ξq(1− q̃(x, h̄∞(x)))+ ,

(3.27)

per x ∈ supp(φ∞), dove q̃ è de�nita secondo (3.3) e dipende da qo = qo(c
∞
o (x), c∞g (x))

e qg = qg(c
∞
g (x)).

Per quanto riguarda le funzioni parte positiva prese in considerazione nel modello,

si hanno solo tre possibilità mutualmente esclusive:

� q̃(x, h̄∞) = 1, ossia (q̃(x, h̄∞(x))− 1)+ = (1− q̃(x, h̄∞(x)))+ = 0;

� (q̃(x, h̄∞(x))− 1)+ = 0 e (1− q̃(x, h̄∞(x)))+ > 0;

� (q̃(x, h̄∞(x))− 1)+ > 0 e (1− q̃(x, h̄∞))+ = 0.
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Di seguito si analizzano le tre possibilità sostituendole nell'equazione (3.27).

Nel primo caso si ottiene:

0 = −ξ,

assurdo dato che ξ > 0.

Nel secondo caso si ottiene:

0 = −ξ − ξq(1− q̃(x, h̄∞(x))), (3.28)

assurdo dato che ξ > 0, ξq > 0 e (1− q̃(x, h̄∞(x))) > 0.

Di conseguenza,

q̃(x, h̄∞(x)) > 1, ∈ x ∈ supp(φ∞) (3.29)

e, quindi, nel terzo caso, che è dunque l'unico caso ammissibile, si ottiene la seguente

relazione

0 = η(φ̄− φ∞(x))(q̃(x, h̄∞(x))− 1)− ξ, x ∈ supp(φ∞), (3.30)

che si vede come un'equazione per φ∞(x). Chiaramente, dal momento che φ∞(x) ≥ 0

per ogni x ∈ [0, L] (vedasi (3.16)), se

φ̄− ξ

η

1(
q̃(x, h̄∞(x))− 1

) < 0

allora l'equazione (3.30) non ammette soluzioni φ∞(x) non-negative e, di conseguen-

za, si ha necessariamente che x 6∈ supp(φ∞), ossia φ∞(x) = 0. Altrimenti,

φ∞(x) = φ̄− ξ

η

1(
q̃(x, h̄∞(x))− 1

) . (3.31)

Ergo, in de�nitiva,

φ∞(x) = max

{
0, φ̄− ξ

η

1(
q̃(x, h̄∞(x))− 1

)} , x ∈ [0, L]. (3.32)

Osservazione D'ora in poi, per compattare la notazione si indicherà ancora con

q̃ la funzione q̃(x, h̄∞(x)) ovvero la (3.3) valutata in h̄∞:

q̃(x, h̄∞(x)) =
q(x, h̄∞(x))

θ
=
no(h̄

∞(x))qo(c
∞
o (x), c∞g (x)) + ng(h̄

∞(x))qg(c
∞
g (x))

θ
(3.33)

e con h̄∞ e φ∞, rispettivamente le funzioni h̄∞(x) e φ∞(x) con x ∈ supp(φ∞).
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3.1 Caso 1: sole variazioni fenotipiche spontanee

Si analizzi la seconda equazione del sistema (3.24) nel caso in cui non ci sia movimen-

to nello spazio �sico e non ci siano variazioni fenotipiche indotte, ovvero v(x) ≡ 0 e

w ≡ 0:

[∂hG(h, φ∞)]h=h̄∞ = 0. (3.34)

Utilizzando la (3.7), si ottiene

η(φ̄− φ∞)∂h(q̃ − 1)+(h̄∞)− ξq∂h(1− q̃)+(h̄∞) = 0. (3.35)

In particolare:

∂h(q̃ − 1)+ =

∂hq̃ se q̃ > 1,

0 se q̃ ≤ 1.
e ∂h(1− q̃)+ =

− ∂hq̃ se 1 > q̃,

0 se 1 ≤ q̃.

(3.36)

Poiché in (3.29) abbiamo concluso che h̄∞ si ha q̃ > 1, l'equazione (3.35) si sempli�ca

in:

η(φ̄− φ∞)∂hq̃(h̄
∞) = 0 (3.37)

In�ne, dato che η > 0 e φ̄− φ∞ > 0 si ha che:

h̄∞ = argmax
h∈[0,1]

q̃. (3.38)

In conclusione, il fenotipo h̄∞ è quello che massimizza la funzione q̃ ovvero la funzione

di proliferazione (φ̄− φ∞)p = η(φ̄− φ∞)(q̃ − 1)+ = η(φ̄− φ∞)(q̃ − 1).

Tramite questo risultato, dalla (3.32) si può dedurre che il fenotipo h̄∞ sia quello

che massimizza la frazione di volume occupata dalle cellule tumorali, ovvero quello

per cui φ∞ si avvicina il più possibile alla carrying capacity φ̄.

3.1.1 Funzione di �tness G lineare in h

Si studi il caso appena analizzato con l'ipotesi aggiuntiva che q = (1− h)qo + hqg =

h(qg − qo) + qo.

Dato che G(x, h, φ) è una funzione monotona in h sul compatto [0, 1] ammette unico

punto di massimo, allora si può ipotizzare che u sia ancora una funzione strettamente

concava in h e studiare il sistema (3.24)G(x, h̄∞, φ∞) = 0

[∂hG(x, h, φ∞)]h=h̄∞ = 0.
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Le osservazioni precedenti risultano ugualmente valide per cui in h̄∞ si ha che q̃ > 1

e la prima equazione restituisce φ∞ = max

{
0, φ̄− ξ

η

1(
q̃(x, h̄∞(x))− 1

)}.
La di�erenza rispetto al caso precedente risiede nella derivata rispetto alla variabile

h della funzione G che restituisce

h̄∞ = argmax
h∈[0,1]

q̃,

ma

∂hq̃ =
qg − qo
θ

(3.39)

da cui

h̄∞ =

1, se qg > qo

0, se qg < qo.
(3.40)

Se invece qo = qg, allora q̃ = qo
θ
è una funzione costante che non dipende da h e

qualsiasi valore di h soddisfa la seconda equazione del sistema.

Si osservi che situazioni intermedie non sono possibili poiché, per come è stato de�-

nito il modello si ha sempre che o (q̃ − 1)+ > 0 o (1− q̃)+ > 0 o q̃ = 1. Dunque dal

punto di vista biologico, lo scenario ipotizzato risulta poco rilevante.

3.1.2 Funzione di �tness G quadratica in h

Si noti che, anche utilizzando una funzione quadratica in h del tipo q = (1−h2)qo +

h2qg = h2(qg− qo) + qo, il massimo della funzione è determinato dal segno di qg− qo.
Se invece si utilizza la funzione

q = (1− h2)qo + [1− (1− h)2]qg = (−qo − qg)h2 + 2hqg + qo (3.41)

si ha una funzione parabolica con concavità verso il basso e un unico punto di

massimo nel vertice della parabola dato da ∂hq = 2h(−qo − qg) + 2qg = 0.

Lo scenario ipotizzato è quello per cui la funzione G in ogni punto dello spazio abbia

un unico punto di massimo in h ∈ [0, 1], ovvero si suppone che ci sia un solo tratto

che massimizza la �tness e che esso sia un valore variabile, non necessariamente uno

dei due estremi.

La funzione può essere riscritta come

q = r(qo, qg)− s(qo, qg)(h− ĥ(qo, qg))
2 (3.42)
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dove

r(qo, qg) = qo +
q2
g

qo + qg
, s(qo, qg) = qo + qg e ĥ(qo, qg) =

qg
qo + qg

, (3.43)

dunque h = ĥ(qo, qg) = qg
qo+qg

è lo stato fenotipico per cui si ottiene la massima

energia r(qo, qg) = qo +
q2g

qo+qg
.

Si osservi che ĥ(qo, qg)
qg→∞−−−→ 1 e ĥ(qo, qg)

qo→∞−−−→ 0, coerentemente con quanto

osservato precedentemente nella breve introduzione al problema biologico.

3.2 Caso 2: variazioni fenotipiche spontanee e in-

dotte

Si analizzi la seconda equazione del sistema (3.24) nel caso in cui, oltre alle variazioni

spontanee ci siano anche quelle indotte, ovvero v(x) ≡ 0 e w 6≡ 0.

La prima equazione del sistema (3.24) è modi�cata dall'introduzione di w 6≡ 0

e si risolve nello stesso modo, invece dalla seconda non si riesce ad ottenere una

caratterizzazione esplicita di h̄∞(x). Esplicitando la seconda equazione del sistema

(3.24) si ottiene:

[∂hG(x, h, φ∞)]h=h̄∞ − [∂hw(x, h)∂hu
∞(x, h)]h=h̄∞ − w(x, h̄∞)[∂2

hhu
∞(x, h)]h=h̄∞ = 0

(3.44)

Tenendo conto del vincolo max
h∈[0,1]

u∞(x, h) = u∞(x, h̄) = 0 (3.25), in particolare si ha

che h̄∞ è un punto di massimo per u∞(x, h) da cui

∂hu
∞(x, h̄∞) = 0 (3.45)

e la (2.17) diventa

[∂hG(x, h, φ∞)]h=h̄∞ − w(x, h̄∞)[∂2
hhu
∞(x, h)]h=h̄∞ = 0. (3.46)

Inoltre, ci si aspetta che u sia una funzione strettamente concava ∂2
hhu
∞(x, h) < 0.

In�ne, tenendo conto della de�nizione del tasso w in (2.17) e dell'assunzione di

partenza per cui w 6= 0, si ha che w > 0. Allora

−w(x, h̄∞)[∂2
hhu
∞(x, h)]h=h̄∞ > 0
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e la (3.46) diventa:

[∂hG(x, h, φ∞)]h=h̄∞ +
∣∣∣w(x, h̄∞)[∂2

hhu
∞(x, h)]h=h̄∞

∣∣∣ = 0

⇒ [∂hG(x, h, φ∞)]h=h̄∞ < 0.
(3.47)

Nel caso in cui la q sia de�nita come in (3.1.2), dalla (3.47) si ha che

η(φ̄− φ∞)∂h[q̃(x, h)]h=h̄∞ < 0 ⇒ h̄∞ >
qg

qo + qg
. (3.48)

poiché η > 0, φ̄− φ∞ > 0 e ∂hq̃ = −2h(qo+qg)+2qg
θ

.

Ovvero, a di�erenza del caso precedente, il modello non seleziona le cellule che massi-

mizzano il tasso netto di proliferazione G. In altre parole, la presenza del termine di

drift γ∂h(fw) modi�ca la posizione del punto in cui si concentra la massa di Dirac [6].

3.3 Caso 3: variazioni fenotipiche spontanee e tra-

sporto nello spazio �sico

Si analizzi la seconda equazione del sistema (3.24) nel caso in cui, oltre alle variazioni

spontanee, ci sia anche movimento delle cellule tumorali nello spazio �sico v(x) 6≡ 0

e w ≡ 0.

Analogamente al caso precedente, la prima equazione del sistema (3.24) è modi�cata

dall'introduzione di w 6≡ 0 e si risolve nello stesso modo, invece dalla seconda non si

riesce ad ottenere una caratterizzazione esplicita di h̄∞(x). Esplicitando la seconda

equazione:

[∂hG(x, φ, h)− ∂2
hhu
∞(t, x, h)µ(h)(∂xφ)∂xh]h=h̄∞ = 0. (3.49)

Poiché ci si aspetta che u sia strettamente concava, si ha che:

[∂hG(x, h, φ∞)]h=h̄∞ < 0, se µ(h̄∞)(∂xφ
∞∂xh̄

∞) > 0

[∂hG(x, h, φ∞)]h=h̄∞ > 0, se µ(h̄∞)(∂xφ
∞∂xh̄

∞) < 0

[∂hG(x, h, φ∞)]h=h̄∞ = 0, se µ(h̄∞)(∂xφ
∞∂xh̄

∞) = 0

(3.50)

Come nel caso precedente, il modello non seleziona le cellule che massimizzano il

tasso netto di proliferazione G a meno che µ(h̄∞)(∂xφ
∞∂xh̄

∞) = 0. In altre parole,

il movimento delle cellule nello spazio �sico modi�ca la posizione del punto in cui si

concentra la massa di Dirac.
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3.4 Caso 4: variazioni fenotipiche spontanee, varia-

zioni fenotipiche indotte e trasporto nello spazio

�sico

Nel caso in cui ci siano variazioni fenotipiche spontanee, variazioni fenotipiche e

movimento delle cellule nello spazio �sico, il sistema da risolvere è:G(x, φ∞, h̄∞) = 0

[∂hG(x, φ∞, h)− ∂h(w∂hu∞(x, h))− ∂2
hhu
∞(x, h)µ(h)(∂xφ

∞∂xh)]h=h̄∞ = 0,

(3.51)

ovvero la prima equazione e la sua relativa analisi restano invariate mentre, svi-

luppando la seconda equazione con le osservazioni già fatte nei casi precedenti, si

ottiene

{∂hG(x, h, φ∞)− ∂2
hhu
∞(x, h)[w(x, h)− µ(h)(∂xφ

∞∂xh)]}h=h̄∞ = 0 (3.52)

A meno che

[w(x, h)− µ(h)(∂xφ
∞∂xh)]h=h̄∞ = 0,

anche in questo caso il modello non seleziona le cellule che massimizzano il tasso

netto di proliferazione G. Il termine di trasporto nel fenotipo h e il movimento delle

cellule modi�cano la posizione del punto in cui si concentra la massa di Dirac. In

particolare,

[∂hG(x, h, φ∞)]h=h̄∞ =
∣∣∣[∂2

hhu
∞(x, h)]h=h̄∞

∣∣∣[µ(h)(∂xφ
∞∂xh)− w(x, h)

]
h=h̄∞

cioè

[∂hG(x, h, φ∞)]h=h̄∞ < 0, se µ(h̄∞)(∂xφ
∞∂xh̄

∞) < w(x, h̄∞)

[∂hG(x, h, φ∞)]h=h̄∞ > 0, se µ(h̄∞)(∂xφ
∞∂xh̄

∞) > w(x, h̄∞).
(3.53)



Capitolo 4

Simulazioni numeriche

Parametrizzazione, condizioni al bordo e condizioni iniziali Nelle simula-

zioni numeriche svolte si utilizzano le concentrazione di ossigeno e glucosio �ssate

così da poter confrontare i risultati numerici con quelli ottenuti analiticamente nel

Capitolo 3. Inoltre si studia il caso monodimensionale in spazio, ovvero Ω = [0, L],

e variabile fenotipica h ∈ [0, 1].

Viste le osservazioni fatte nella sezione 3.1.2, le funzioni in (2.9) sono de�nite nel

modo seguente:

no(h) = 1− h2 e ng(h) = 1− (1− h)2. (4.1)

I valori scelti per le condizioni al bordo x = 0 in (2.2) corrispondono ai livelli medi

di ossigeno e di glucosio in prossimità di un vaso sanguigno riportati in [12]

co(t, 0) = c̄o = 2.08× 10−6gcm−3 e cg(t, 0) = c̄g = 1.35× 10−4gcm−3. (4.2)

In accordo con i dati sperimentali mostrati in [12], lontano dal vaso sanguigno

(ovvero L = 4 × 10−4 m) le concentrazioni di ossigeno e glucosio corrispondono

rispettivamente allo 0.1% e all'1% di c̄o e c̄g, dunque

co(t, L) = co = 2× 10−10g cm−3 e cg(t,L) = cg = 10−2g cm−3,

come suggerito anche in [9].

Le simulazioni svolte considerano le concentrazioni di ossigeno e di glucosio asse-

gnate. Inoltre, si considera il caso in cui le concentrazioni di ossigeno e glucosio

sono normalizzate rispetto alla condizione al bordo in x = 0. Conoscendo i valori

al bordo, si assume che l'andamento dei fattori abiotici decada in spazio come un

31
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Figura 4.1: Concentrazioni normalizzate di ossigeno e glucosio nello stato d'equili-

brio.

esponenziale decrescente, dunque

c̃o(x) = exp

(
− x

L
ln(c̃o)

)
e c̃g(x) = exp

(
− x

L
ln(c̃g)

)
,

dove

c̃o =
co
c̄o

e c̃g =
cg
c̄g
.

Poiché si utilizzano solo le concentrazioni normalizzate, per sempli�care la notazione,

d'ora in avanti si utilizzeranno co e cg.

Per quanto riguarda le funzioni che tengono conto della disponibilità di ossigeno e

glucosio (2.3)(2.6)(2.4)(2.5), in ogni simulazione presentata si speci�ca quali funzioni

sono state scelte.

Inizialmente si utilizzano le equazioni di Michaelis-Menten (2.4) (2.5) in quanto

più regolari (Figura 4.2a, 4.2b) ma nelle simulazioni successive si valutano anche le

funzioni de�nite a tratti (2.3) (2.6)(Figura 4.2c, 4.2d). Come mostrato in Figura 4.3,

in base alle funzioni a(co) e b(cg) scelte, variano anche le funzioni qo, qg e q̃(h̄∞(x))

de�nite rispettivamente in (2.7) e (3.33).

La funzione q scelta per le simulazioni è quella de�nita in (3.41). Alcuni parametri

non noti, come ad esempio κo e θ, sono stati scelti arbitrariamente, in accordo con le

osservazioni del problema biologico e i risultati attesi dall'analisi qualitativa formale.

La condizione iniziale di f in Figura 4.4 è

f(0, x, h) = f0(x, h) := 0.5 exp

(
− x

σ1

− (h− 0.5)2

σ2

)
,
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(a) a(co) = co
Mo+co

(b) b(cg) =
cg

Mg+cg

(c) a(co) de�nita a tratti (d) b(cg) = 1

Figura 4.2: Funzioni di disponibilità dei fattori abiotici

(a) (b) (c)

Figura 4.3: Funzioni q̃(h̄∞(x)) nel caso si utilizzino: (a) a(co) = co
Mo+co

e b(cg) =
cg

Mg+cg
, (b) nel caso si utilizzino a(co) = co

Mo+co
e b(cg) = 1 e (c) nel caso si utilizzino

a(co) de�nita a tratti in (2.3) e b(cg) = 1.
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(a) (b)

Figura 4.4: Distribuzione iniziale f(0, x, h) (a) e della frazione di volume delle cellule

tumorali φ(0, x) (b).

con σ1 e σ2 costanti positive. Dunque il numero di cellule decresce esponenzialmente

in spazio e ad ogni posizione x lo stato fenotipico è distribuito secondo una gaussiana

di media 0.5 e varianza σ2.

La costante C = 0.5 è scelta in modo che sia rispettata la condizione iniziale

0 < φ0(x) < 1. Infatti, φ0(x) è un esponenziale decrescente in spazio che nel

punto di massimo x = 0 vale φ0(0) = 0.09 come mostrato in Figura (4.4).

Metodo numerico Le seguenti simulazioni numeriche sono state svolte con l'uti-

lizzo del software Comsol Multiphisics® [29]. COMSOL Multiphysics è un program-

ma di simulazione numerica basato sul metodo degli elementi �niti il quale consente

di ottenere soluzioni approssimate di problemi matematici descritti tramite siste-

mi di equazioni alle derivate parziali, eventualmente accoppiate con equazioni alle

derivate ordinarie o integrali. Per discretizzare le equazioni del modello è necessa-

rio creare la griglia (mesh) del dominio. Nelle prime simulazioni di questo lavoro,

comprendenti solamente il termine di�usivo (4.1), è stato su�ciente utilizzare una

mesh triangolare non strutturata con 11735 gradi di libertà, mentre nei casi in cui

si è considerato il termine di trasporto in fenotipo o in spazio (4.2)(4.3), è stata

utilizzata una mesh adattiva. Le mesh adattative possono essere generate auto-

maticamente all'interno del programma, speci�cando un'opportuna espressione per

l'errore da minimizzare e il fattore di riduzione dell'intervallo.



CAPITOLO 4. SIMULAZIONI NUMERICHE 35

Il time step utilizzato è adattativo ed opportunamente selezionato in modo da ri-

spettare la stabilità dell'agoritmo BDF (backward di�erentiation formula) di ordine

massimo 5. Per quanto riguarda il calcolo di φ(t, x) =
∫ 1

0
f(t, x, h)dh si utilizza

l'operatore di accoppiamento non locale proiezione lineare, implementato in Com-

sol, con ordine di integrazione pari a 4. Per de�nirne la derivata nel caso in cui si

considera anche il movimento delle cellule nello spazio �sico (4.3) è stato necessario

proiettare φ sulle funzioni di base degli elementi �niti utilizzati (ossia esprimere φ

come combinazione lineare delle funzioni di base). In questo caso sono stati utilizzati

elementi �niti di ordine 3 che hanno restituito risultati più soddisfacenti. Inoltre,

per stabilizzare la soluzione numerica, è stato necessario aggiungere un termine di

di�usione arti�ciale nella variabile spaziale. Dal punto di vista del fenomeno bio-

logico modellizzato si ottiene uno scenario realistico. Infatti, l'utilizzo di questo

metodo consolidato di stabilizzazione equivale ad includere un movimento casuale

delle cellule tumorali nella direzione spaziale.

In�ne, i parametri utili per l'implementazione del modello in Comsol sono riportati

nella tabella 4.1. I risultati delle seguenti simulazioni sono valutati per t ∈ [0, T ],

dove T è un tempo su�cientemente grande per il quale si può supporre che la solu-

zione numerica abbia raggiunto lo stato stazionario e sia quindi confrontabile con i

valori analitici ottenuti nel Capitolo 3.

4.1 Caso 1: variazioni fenotipiche spontanee

Nel caso in cui l'equazione considerata comprenda solo il termine di reazione e il

termine di di�usione nello stato fenotipico, si risolve la seguente equazione:

∂tf − β∂2
hhf = Gf.

Per tempi molto lunghi, dall'analisi svolta nella sezione 3.1, si è concluso che

h̄∞ =
qg

qo + qg
eφ∞(x) = max

{
0, φ̄− ξ

η

1(
q̃(x, h̄∞(x))− 1

)} , x ∈ [0, L], (4.3)

dove si ricorda che q̃ =
no(h̄

∞(x))qo(c
∞
o (x), c∞g (x)) + ng(h̄

∞(x))qg(c
∞
g (x))

θ
.

In particolare, si noti che per come sono state de�nite le funzioni qo e qg in (2.7) si
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Parametro Valore Riferimento

Mo 6.4× 10−9 g cm−3 [12]

Mg 9× 10−6 g cm−3 [12]

β 3× 10−19 s−1 ad hoc

γ 10−12 s−1 ad hoc

α 10−18 m3 s kg−1 ad hoc

η 3.54× 10−7 s −1 -

Om 8.2× 10−9 g cm−3 [26]

OM 4.3× 10−7 g cm−3 [26]

ξ 2.5× 10−7 s−1 [7]

ξq ξ -

E 100 Pa ad hoc

κo 1/3s−1 ad hoc

κg 10× κo ad hoc

L 4× 10−4 m [9]

µ̄ 0.001 [15]

φ̄ 1 -

Tabella 4.1: Parametri
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ha che:
qg

qo + qg
=

2κgb(cg)

36κoa(co)b(cg) + 2κgb(cg)

=
1

9
5
a(co) + 1

(4.4)

dunque h̄∞ dipende solo dal tipo di funzione a(co) scelto.

Le simulazioni che seguono sono state svolte nel caso in cui κo = 1
3
s−1 e θ = 0.85

s−1 in modo che sia rispettata la condizione (3.29).

Di seguito si confrontano i risultati analitici φ∞(x) e h̄∞(x) rispettivamente con la

frazione di volume φ(T, x) e con la funzione hmax(T, x) = max
h∈[0,1]

f(T, x, h), dove T

è l'ultimo istante simulato. Dato che ci si aspetta che la soluzione si concentri co-

me una gaussiana nel fenotipo h̄∞(x), è ragionevole confrontare il risultato ottenuto

analiticamente con il valore medio della soluzione numerica. Nella maggior parte dei

casi il fenotipo medio H(T, x) =

∫ 1

0
f(T, x, h)hdh

φ(T, x)
è preferibile ad hmax(T, x) poiché

è un valore generalmente meno soggetto ad oscillazioni.

Le seguenti simulazioni sono svolte utilizzando un tasso di morte ξ che sia confron-

tabile con il tasso di proliferazione ηp(φ̄−φ), ovvero ξ = 2.5× 10−7 s−1. Il risultato

della simulazione svolta è in accordo con quanto concluso nell'analisi qualitativa

formale, come è mostrato in Figura 4.5.

(a) (b) (c)

Figura 4.5: Distribuzione delle cellule tumorali al tempo T (a) e confronto tra

risultati analitici e simulazioni, rispettivamente del fenotipo selezionato (b) e della

frazione di volume (c).

Il valore di φ∞(x) raggiunge lo zero nella parte �nale del dominio spaziale. Allora,

dato che la soluzione non occupa l'intero dominio Ω, si valutano il fenotipo medio

H(T, x) e quello ottenuto analiticamente h̄∞(x) solo �no all'ultimo punto del domi-
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nio x̂ tale che φ(T, x̂) > 0. In particolare non si ha una sovrapposizione precisa delle

due curve nei punti �nali del dominio poiché, dove il valore della frazione di cellule

è pari a zero, si hanno delle oscillazioni nel calcolo di H(T, x).

In Figura 4.6 si riporta l'evoluzione di f(t, x, h) e φ(t, x) per alcuni istanti temporali.

Come già osservato, la soluzione inizialmente è concentrata in x = 0 e in h = 0.5.

Nei gra�ci 4.6c e 4.6d che mostrano l'evoluzione al tempo t1 = 150 day, si nota che

le cellule tumorali hanno già occupato buona parte della frazione di volume atte-

sa subendo solo piccole variazioni nel fenotipo. Nei gra�ci in 4.6e e 4.6f al tempo

t2 = 800 day si osserva che le cellule continuano a proliferare iniziando a modi�care

il loro metabolismo in modo più evidente. Nei gra�ci in Figura 4.6g e 4.6h la fra-

zione di volume analitica è stata quasi raggiunta e contemporaneamente si osserva

che il fenotipo h tende a diminuire in prossimità del vaso sanguigno e ad aumentare

man mano che ci si avvicina al bordo più distante in x = L. In�ne, negli ultimi due

gra�ci in 4.6i e 4.6j è stata raggiunta la condizione d'equilibrio. La distribuzione

delle cellule tumorali è concentrata nel fenotipo atteso e si raggiunge la frazione di

volume φ∞(x). In particolare, è interessante notare come nella zona più vicina al

vaso sanguigno già ai primi tempi simulati ci sia una corrispondenza precisa tra la

frazione di volume attesa e quella simulata mentre il fenotipo ancora non è giunto

all'equilibrio. Questo conferma che la frazione di volume restituisce un'informazione

parziale del problema in esame.

Genericamente si ritiene che il glucosio sia un fattore su�cientemente presente nei

tessuti biologici e che non sia il fattore discriminante nella scelta del path energetico.

Allora, è stata e�ettuata una simulazione nel caso in cui la funzione che tiene conto

della disponibilità di glucosio è sempre pari al massimo, ovvero b(cg) = 1 (2.6). I

risultati ottenuti sono mostrati in Figura 4.7.

Al bordo destro le curve non sono esattamente sovrapposte poichè la distribuzione

raggiunge il bordo dove subentrano alcuni errori al bordo e il fenotipo medio risulta

essere un dato meno accurato.

Si nota che, utilizzando b(cg) = 1, la frazione di volume delle cellule riempie quasi

completamente lo spazio disponibile, con una piccola variazione di circa 0.06 ai due

bordi del dominio.

Siccome θ (tasso di energia necessario per il sostentamento e per la crescita delle

cellule) è stato scelto arbitrariamente a patto che la (3.29) sia rispettata, è interes-



CAPITOLO 4. SIMULAZIONI NUMERICHE 39

(a) t0 = 0 day (b) t0 = 0 day

(c) t1 = 150 day (d) t1 = 150 day

(e) t2 = 800 day (f) t2 = 800 day

(g) t3 = 2000 day (h) t3 = 2000 day

(i) t4 = 6000 day (j) t4 = 6000 day

Figura 4.6: Evoluzione nel tempo di f(t, x, h) (gra�ci a sinistra) e di φ(t, x) (gra�ci

a destra).
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(a) (b) (c)

Figura 4.7: Distribuzione delle cellule tumorali al tempo T (a) e confronto tra

risultati analitici e simulazioni rispettivamente del fenotipo selezionato (b) e della

frazione di volume (c) nel caso in cui b(cg) = 1.

(a) (b) (c)

Figura 4.8: Distribuzione delle cellule tumorali al tempo T (a) e confronto tra

risultati analitici e simulazioni rispettivamente del fenotipo selezionato (b) e della

frazione di volume (c) nel caso in cui b(cg) = 1 e θ = 3 s−1.

sante notare come tale parametro in�uenzi l'andamento di h̄∞(x), H(T, x), φ∞(x) e

di φ(T, x).

I risultati in cui in cui b(cg) = 1 e θ = 3 s−1 sono mostrati in Figura 4.8.

In particolare, coerentemente con quanto previsto in (4.4), le funzioni h̄∞ e H(T, x)

non variano. Invece varia l'andamento della frazione di cellule nello spazio, infatti i

valori assunti variano tra 0.8 e 0.4 circa anziché tra 0.96 e 0.9.

Per completezza, in Figura 4.9 si presentano i risultati di una simulazione svolta nel

caso in cui la funzione che tiene conto della disponibilità di ossigeno sia de�nita a

tratti come in (2.3).

Nel primo gra�co in Figura 4.9 si osserva che il fenotipo medio H(T, x) non raggiun-
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(a) (b) (c)

Figura 4.9: Distribuzione delle cellule tumorali al tempo T (a) e confronto tra

risultati analitici e simulazioni rispettivamente del fenotipo selezionato (b) e della

frazione di volume (c) nel caso in cui b(cg) = 1, θ = 3 s−1 e a(co) è de�nita a tratti.

ge h̄∞(x) ma hmax(T, x) = max
h∈[0,1]

f(T, x, h) all'ultimo istante temporale simulato si

avvicina maggiormente al valore atteso. Il risultato è ragionevole poiché la soluzione

si concentra sul bordo dove il valore medio non fornisce un risultato accurato del

fenotipo medio. Inoltre, il livello di espressione del gene HIF-1α cresce in spazio più

rapidamente rispetto ai casi precedenti. Si osserva la stessa di�erenza nell'andamen-

to della frazione di volume per il valore minimo 0.4 circa. Dunque si conclude che

utilizzando la funzione a(co) a tratti (come in Figura 4.2c), dove si distingue una

condizione di normossia, una di ossigenazione moderata e una di ipossia, il tumore

cresce meno in termini di frazione di volume (confrontare 4.8c e 4.9c) ma assume

generalmente un metabolismo maggiormente anaerobico (confrontare 4.8b e 4.9b).

4.2 Caso 2: variazioni fenotipiche spontanee e in-

dotte

Nel caso in cui ci siano sia variazioni fenotipiche sontanee che variazioni fenotipiche

indotte si risolve la seguente equazione:

∂tf + ∂h(fw)− β∂2
hhf = Gf.

Per tempi molto lunghi, dall'analisi svolta sezione 3.2, si è concluso che:

h̄∞(x) >
qg

qo + qg
e φ∞ = max

{
0, φ̄− ξ

η

1(
q̃(x, h̄∞(x))− 1

)} .
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(a) (b) (c)

Figura 4.10: Distribuzione delle cellule tumorali al tempo T (a) e confronto tra

risultati analitici e simulazioni rispettivamente del fenotipo selezionato (b) e della

frazione di volume (c) nel caso in cui b(cg) = 1, θ = 3 s−1 e w de�nita in (2.17).

ovvero il termine di trasporto nella variabile h modi�ca i punti in cui si concentra

la distribuzione di cellule tumorali.

La simulazione seguente è svolta nel caso in cui a(co) = co
Mo+co

, b(cg) = 1 e θ = 3

s−1.

Poiché entrambe le opzioni proposte in (2.17) e (2.18) sono ragionevoli, si presentano

i risultati di entrambe le simulazioni rispettivamente in Figura 4.10 e 4.12.

Dato che in questo caso non si dispone di una caratterizzazione analitica esplici-

ta di h̄∞(x) e di φ∞(x) si confrontano i risultati ottenuti nella nuova simulazione

con H(T, x) e φ∞(x) nel caso precedente di sole variazioni fenotipiche spontanee.

In seguito, per indicare i risultati ottenuti nel caso w 6≡ 0, si utilizzerà l'apice w:

Hw(T, x) e φw(T, x).

In particolare, confrontando il fenotipo medioHw(T, x) con il fenotipo medioH(T, x),

che approssima ragionevolmente qg
qo+qg

, si osserva che la condizione (3.48) è rispet-

tata. Nel caso in cui la presenza del termine di trasporto sia determinata da una

sorta di insu�cienza di ossigeno descritta in (2.17), si nota che inizialmente le curve

di fenotipo medio e frazione di volume si sovrappongono esattamente a quelle del

caso di sola di�usione, vedi Figura 4.10b e 4.10c. Infatti, analizzando il tasso w1

in Figura 4.11, il termine di trasporto è presente solo nella zona �nale del dominio

preso in considerazione dove e�ettivamente il fenotipo medio cresce più rapidamente

raggiungendo un plateau di circa 0.96 (i.e. metabolismo quasi esclusivamente anae-

robico) per x ≈ 3 × 10−4 m. Invece, nel caso in cui si utilizza il tasso w de�nito

in 2.18, il fenotipo medio è ovunque maggiore di quello ottenuto in caso di sola
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(a) (b)

Figura 4.11: Confronto dei tassi w de�niti rispettivamente in (2.17) (a) e in (2.18)

(b).

di�usione e raggiunge il plateau di circa 0.96 per x > 3 × 10−4 m, come mostrato

in Figura 4.12b. Nel primo caso si nota una crescita inferiore in termine di frazione

di volume (Figura 4.12c) e l'adozione di un metabolismo maggiormente anaerobico,

genericamente più aggressivo. Nel secondo caso invece, la frazione di volume non

varia ma il metabolismo adottato è ovunque maggiormente anaerobico rispetto al

caso in cui si considera solo la di�usione.

4.3 Caso 3: variazioni fenotipiche spontanee e tra-

sporto nello spazio �sico

Nel caso in cui ci siano sia variazione fenotipiche spontanee che trasporto nello spazio

�sico, si risolve la seguente equazione:

∂tf + ∂x(fv)− β∂2
hhf = Gf.

Per tempi molto lunghi, dall'analisi svolta nella sezione (3.3), si è concluso che:

φ∞ = max

{
0, φ̄− ξ

η

1(
q̃(x, h̄∞(x))− 1

)}
e

[∂hG(x, h, φ∞)]h=h̄∞ < 0, se µ(h̄∞)(∂xφ
∞∂xh̄

∞) > 0

[∂hG(x, h, φ∞)]h=h̄∞ > 0, se µ(h̄∞)(∂xφ
∞∂xh̄

∞) < 0

[∂hG(x, h, φ∞)]h=h̄∞ = 0, se µ(h̄∞)(∂xφ
∞∂xh̄

∞) = 0
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(a) (b) (c)

Figura 4.12: Distribuzione delle cellule tumorali al tempo T (a) e confronto tra simu-

lazioni con w 6≡ 0 e simulazioni con w 6≡ 0 rispettivamente del fenotipo selezionato

(b) e della frazione di volume (c) nel caso in cui b(cg) = 1, θ = 3 s−1 e w de�nita in

(2.18).

In questo caso con l'apice v si indicano i risultati ottenuti dalle simulazioni in cui

v 6≡ 0 mentre i valori senza l'apice fanno riferimento ai risultati delle simulazioni con

sola di�usione. In Figura 4.13 si mostrano i risultati nel caso in cui ξ = 2.5× 10−7

s−1, b(cg) = 1, θ = 3 s−1 e la velocità è de�nita in (2.13) tramite la derivata in x di

φv(t, x).

Dato che µ(h̄∞) > 0 e le simulazioni nel caso di sola di�usione hanno restituito

risultati soddisfacenti, si può supporre ragionevolmente che in base ai gra�ci in

Figura 4.13, ∂xφ(T, x) < 0 e ∂xh̄(T, x) > 0. Dunque dalla (3.50).

[∂hG(x, h, φ∞)]h=h̄∞ > 0 ⇒ h̄∞ <
qg

qo + qg
,

come si può osservare nel gra�co in 4.13b. In Figura 4.14 sono mostrati due gra�ci in

cui si confrontano le frazioni di volume, rispettivamente nel caso in cui la velocità sia

identicamente nulla e il caso in cui sia non nulla, per uno stesso tempo �ssato t. Nel

gra�co 4.14a si osserva che per un generico tempo t1 = 700 day in cui nessuna delle

due simulazioni ha raggiunto lo stato stazionario, la frazione di volume di cellule

tumorali del modello che tiene conto della velocità si è espansa in una maggiore

porzione del dominio Ω. Invece, il gra�co 4.14b mostra che in T = 2600 day la

frazione di volume di cellule tumorali del modello che tiene conto della velocità

ha raggiunto lo stato stazionario mentre nell'altro caso la simulazione è ancora in

evoluzione.
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(a) (b) (c)

Figura 4.13: Distribuzione delle cellule tumorali al tempo T (a) e confronto tra si-

mulazioni con v 6≡ 0 e simulazioni con v 6≡ 0 rispettivamente del fenotipo selezionato

(b) e della frazione di volume (c) nel caso in cui b(cg) = 1, θ = 3 s−1 e v de�nita in

(2.13).

(a) t̄ = 700d (b) T = 2600d

Figura 4.14: Confronto tra la frazione di volume ottenuta dalla simulazione con

v 6≡ 0 e v ≡ 0 per due tempi di�erenti t1 = 700 day (a) e t2 = 2600 day (b) con

ξ = 2.5× 10−7 s−1, b(cg) = 1 e θ = 3 s−1.



Capitolo 5

Conclusioni e possibili ricerche future

Conclusioni In questo lavoro di tesi è stato proposto un modello matematico che

analizza l'evoluzione delle cellule tumorali e la loro capacità di adattamento in am-

bienti ipossici.

Il modello presentato e l'analisi svolta confermano la comparsa di variabilità intra-

tumorale e la necessità di indagare maggiormente modelli non locali che compren-

dono una variabile interna fenotipica. Si è mostrato infatti che la sola frazione di

volume delle cellule tumorali restituisce un'informazione parziale del fenomeno bio-

logico preso in esame.

L'analisi qualitativa formale è stata di grande supporto durante il lavoro di tesi. I

risultati teorici ottenuti sono stati uno strumento fondamentale nella comprensio-

ne del modello proposto e soprattutto nel corso della validazione delle simulazioni

numeriche. Queste ultime confermano che le zone scarsamente ossigenate sono mag-

giormente popolate da cellule tumorali che hanno una più elevata espressione di

fattore HIF-1α e dunque un metabolismo maggiormente anaerobico che di solito è

associato a fenotipi più aggressivi. In particolare, si è visto che l'ossigeno rappresenta

il fattore abiotico determinante nell'evoluzione fenotipica delle cellule tumorali. In-

vece, il glucosio riveste un ruolo di maggiore rilievo nella descrizione della frazione di

volume φ∞(x). Per tale motivo sono state esplorate diverse funzioni che tengono con-

to della disponibilità dei fattori abiotici coinvolti. Per quanto riguarda la transizione

fenotipica, le funzioni proposte prendono separatamente in considerazione ossigeno

e glucosio. Entrambi i casi hanno restituito risultati ragionevoli dal punto di vista

biologico e coerenti con l'analisi qualitativa. Per ottenere una conclusione che sia

maggiormente robusta, i risultati andrebbero comparati con evidenze sperimentali

46
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con l'obiettivo di supportare la comprensione di quale sia la causa dell'adozione di

un metabolismo maggiormente anaerobico anche in condizioni non ipossiche. L'in-

clusione della variazione fenotipica dovuta allo stress ipossico è comunque da tenere

in considerazione per spiegare le anormalità metaboliche caratteristiche delle cellule

tumorali.

In generale, il modello proposto è a�etto da una discreta variabilità data dalla pre-

senza di parametri chiave e funzioni non noti. Si potrebbe dunque analizzare mag-

giormente il loro impatto all'interno del modello o ricercare più approfonditamente

esperimenti che diano indicazioni in merito al range di validità di tali parametri.

Probabilmente le simulazioni svolte con il set di parametri scelto e nel caso in cui

la convezione domina sulla di�usione non sono gestite in modo adeguato dal soft-

ware utilizzato. Per tale motivo non sono stati riportate le simulazioni svolte nel

caso in cui ci sia trasporto sia nello spazio fenotipico che in quello �sico. I tempi

di simulazione risultano eccessivamente lunghi e i risultati non sono completamente

soddisfacenti. È necessario indagare più approfonditamente il set di parametri scelto

e il termine di velocità preso in considerazione. Un'alternativa è la risoluzione del

modello in MATLAB.

Per valutare il caso in cui le concentrazioni di ossigeno e di glucosio sono in equi-

librio è necessario rivedere i parametri chiave delle reazioni considerate. In�ne, è

stato simulato anche il caso in cui ossigeno e glucosio non sono assegnati ma la scel-

ta del fattore di scala che moltiplica il termine di consumo non lineare deve essere

maggiormente approfondita. Dunque, poiché i risultati sono parziali, non vengono

riportati.

Possibili ricerche future Si conclude con alcuni spunti di ricerche future.

L'estensione naturale del lavoro svolto è considerare il caso bidimensionale in spazio,

ad esempio modellizzando l'evoluzione di una corda tumorale o di un tumore vasco-

larizzato. Così facendo si potrebbero confrontare i risultati ottenuti con i modelli

proposti in [2, 1, 27].

Un'altra opzione prevede di estendere il modello proposto al caso di due variabili

interne. La seconda variabile potrebbe tenere conto della resistenza ad acidità che

sviluppano i tumori poiché è noto che lo switch metabolico causi un'acidi�cazione

del tessuto circostante. Questo signi�cherebbe dover includere tra i fattori abiotici

considerati anche il lattato, elemento di scarto della glicolisi e responsabile dell'aci-
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di�cazione [28]. Seguendo questa linea si potrebbe studiare il caso di a�usso non

costante di ossigeno e glucosio.

Un ultimo spunto di ricerca proposto si concentra invece sul considerare le relazioni

tra la frazione di volume di cellule tumorali e la frazione di volume di cellule sane.

Sarebbe utile inserire maggiori dettagli riguardo la velocità delle cellule e studiare

le interazioni meccaniche tra cellule. Inoltre, sempre considerando il mezzo poroso

saturo, si può estendere il modello con un vincolo di saturazione non costante ma

variabile in spazio, ovvero φ̄(x).
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