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Introduzione

L’idea di fare calcoli attraverso la ricorsione è antica quanto il calcolare
stesso. Come raccontato nel documento [1], intorno al 1600 il calcolo delle dif-
ferenze finite fu usato da diverse personalità, come Newton, Leibniz, Harriet,
Briggs e molti altri, soprattutto per lo studio della teoria dell’interpolazione.
La teoria base delle equazioni alle differenze lineari fu sviluppata nel diciot-
tesimo secolo da de Moivre, Eulero, Lagrange, Laplace e altri, generando
funzioni, prima usate da de Moivre per risolvere l’equazione di Fibonacci, e
poi sfruttate da Laplace come parte del suo studio sulla teoria della proba-
bilità.
La base per uno studio approfondito delle proprietà asintotiche delle soluzio-
ni delle equazioni alle differenze lineari è stata posta nel 1880 da Poincare,
che formalizzò il concetto di serie asintotica e mostrò anche che in condizioni
favorevoli il rapporto di valori consecutivi di una soluzione deve avvicinarsi
ad una radice caratteristica. Nel 1909, Perron diede una significativa esten-
sione di questo risultato, e la teoria asintotica fu portata a un certo livello di
completezza da Birkhoff e dai suoi studenti nel 1930.
L’idea di usare le equazioni delle differenze per approssimare le soluzioni del-
le equazioni differenziali ebbe origine nel 1769 con il metodo poligonale di
Eulero, per il quale la prova della convergenza fu data da Cauchy intorno
al 1840. L’urgente necessità di approssimazioni numeriche durante la prima
guerra mondiale stimolò notevolmente la ricerca in questo settore e il numero
di pubblicazioni esplose in seguito con lo sviluppo dei computer. Dahlquist
ha avviato la teoria moderna della convergenza dei metodi multistep.
Durante gli anni ’50, diversi ecologisti usarono semplici equazioni alle diffe-
renze non lineari, inclusa l’equazione logistica, per studiare il cambiamento
delle popolazioni da un anno (o stagione) all’altro ponendo l’attenzione sul-
la stabilità dell’iterazione. Tuttavia, all’inizio degli anni ’70 May studiò la
varietà di comportamenti complessi esibiti dall’equazione logistica e rifletté
sulla possibile relazione di questi con le fluttuazioni osservate nelle popolazio-
ni reali. Ulteriori scoperte sulle equazioni logistiche e correlate furono presto
fatte da York, Sarkovskii, Feigenbaum, e le proprietà straordinariamente in-
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tricate di queste equazioni le portarono a diventare un punto focale nell’area
in via di sviluppo dei sistemi dinamici caotici. L’eccitazione di queste sco-
perte ha attirato l’attenzione dei ricercatori che hanno cercato di applicare i
risultati in campi dall’economia alla medicina.
È proprio l’applicazione in campo economico che abbiamo deciso di trattare
in questi capitoli.
Nel primo capitolo è presente un’introduzione generale alle equazioni alle
differenze, la loro definizione, la ricerca dei punti di equilibrio e le loro carat-
teristiche di stabilità sia per il caso univariato che multivariato con l’analisi
della funzione logistica presa come esempio.
Il secondo capitolo presenta un’analisi di alcuni modelli economici descrit-
ti attraverso le equazioni alle differenze lineari univariate di primo ordine.
Vengono prima descritte le metodologie per la ricerca delle soluzioni a queste
equazioni, sia omogenee che non omogenee e poi presentati alcuni esempi. Si
parte dal modello Cobweb, usato per fare un’analisi dell’equilibrio dinamico
che prende in considerazione la fluttuazione dei prezzi, che in questa prima
analisi, avvengono su un mercato unico e senza la possibilità di immagaz-
zinare i beni. Il secondo modello descritto è quello di Solow, che ci mostra
come il risparmio, la crescita della popolazione ed i miglioramenti tecnologici,
sono fattori che influenzano la crescita di un sistema economico, inteso come
un ente che produce ricchezza. Nel primo caso, senza progresso tecnologico,
la crescita della ricchezza fino a livello stazionario, è causata dall’aumento
di capitale. L’unico elemento che potrebbe spostare l’equilibrio e quindi so-
stenere ancora la crescita per un tempo limitato, è un aumento del tasso di
risparmio. Mentre la crescita della popolazione porterebbe ad una diminu-
zione della ricchezza. Questo modello, dunque, spiega come i paesi con un
tasso di crescita della popolazione più elevato hanno livelli di PIL più bassi.
Ciò che invece non riesce a spiegare è la crescita prolungata della ricchezza
che oggi avviene nei paesi più sviluppati e che può essere ottenuta solo con
l’inclusione del progresso tecnologico tra le variabili del modello. L’ultimo
modello presente in questo capitolo è quello di iperinflazione di Cagan. Il fe-
nomeno dell’iperinflazione si presenta quando la media dei prezzi delle merci
aumenta, mente il potere di acquisto della moneta diminuisce in modo acce-
lerato. I periodi di iperinflazione di breve durata possono essere utilizzati per
lo studio del rapporto tra offerta monetaria e livello dei prezzi, perché altri
fattori come le variazioni della produzione in questo caso saranno trascurabili
o comunque di portata estremamente inferiore. Le due soluzioni ottenute in
questo caso, una operando forward e l’altra backward, dipenderanno princi-
palmente dal tipo di aspettative dell’agente, se adattive o razionali.
Nel terzo capitolo, sulla scia del precedente, sono presenti alcuni modelli eco-
nomici descritti tramite equazioni alle differenze lineari univariate di ordine
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superiore al primo, in particolare ci siamo soffermati su quelle di secondo ordi-
ne. Anche qui, si parte con la ricerca delle soluzioni a questo tipo di equazioni
e lo studio del loro comportamento limite e della loro stabilità, partendo dalle
equazioni caratteristiche associate e dalle loro radici, che possono essere reali
distinte, uguali o complesse. Successivamente, il primo modello presentato
è quello di Samuelson, che affronta la teoria del ciclo economico, in questo
caso, generato esclusivamente dal lato della domanda. Per l’equazione del
guadagno, calcolato rispetto alle spese pubbliche e private e agli investimenti,
vengono analizzati l’equilibrio e la stabilità e viene utilizzato il metodo dei
coefficienti indeterminati per trovare una soluzione particolare all’equazione.
Vengono inoltre discussi degli esempi numerici per mostrare meglio il compor-
tamento del modello a seconda del valore dei coefficienti e quindi delle radici
dell’equazione caratteristica associata alle risposte impulsive, che rappresen-
tano l’effetto sull’output di uno stimolo nelle spese pubbliche. Il secondo
modello riprende il modello di Cobweb trattato nel capitolo precedente, con
l’aggiunta della possibilità di immagazzinamento dei beni e delle aspettative
razionali che equivalgono ad una perfetta previsione. Le esigenze di stock
incorporano un elemento speculativo perché i beni saranno immagazzinati
se ci si aspetta che i prezzi aumentino al tempo t successivo. L’equazione
di compensazione del mercato dimostra che l’offerta rimasta invenduta vie-
ne utilizzata per costituire le scorte; allo stesso modo, la domanda non può
essere soddisfatta solo da beni di nuova fornitura, ma anche dal magazzino.
Anche in questo caso viene utilizzato il metodo dei coefficienti indeterminati
per trovare la soluzione all’equazione di secondo ordine e viene presentato un
esempio numerico per mostrare come, sia il prezzo che il livello di magazzi-
no, vengono influenzati dai fattori esogeni che agiscono sull’offerta. L’ultimo
caso è rappresentato dal modello di Taylor che tratta lo scaglionamento dei
contratti salariali tramite tre equazioni, che generano un’equazione alle dif-
ferenze del secondo ordine. Come per i due esempi precedenti, calcoliamo
l’equazione caratteristica associata, le sue radici, applichiamo il principio di
sovrapposizione per ottenere la soluzione globale e il metodo dei coefficienti
indeterminati per trovare la soluzione particolare.
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Capitolo 1

Equazioni alle differenze

Tutto il lavoro di tesi fa riferimento ad alcune parti del libro [2]; per
quanto riguarda lo studio delle equazioni alle differenze vengono presi come
riferimento i libri [3] e [4].
Un’equazione alle differenze descrive l’evoluzione nel tempo di una variabile
di interesse, denotata con xt, che prende valore nello spazio degli stati X. La
maggior parte delle volte identificheremo questo spazio con Rd, d = 1, 2, . . . ,
dotato della norma Euclidea, in cui d indica la dimensione del sistema. Chia-
meremo univariato e multivariato, rispettivamente, i casi in cui d = 1 e d > 1.
Un’equazione alle differenze è una funzione che ci dice come calcolare il valore
di una variabile al tempo t + 1, dati i valori passati, presente e il tempo t.
Nella forma più generale possiamo scriverla come:

F (xt+1, xt, xt−1, . . . , xt−p+1, t) = 0 (1.1)

La differenza tra il più grande e il più piccolo indice di tempo della varia-
bile dipendente esplicitamente coinvolta, in questo caso p, è chiamato ordine
dell’equazione alle differenze. Nella formula (1.1) il tempo appare esplicita-
mente come argomento della funzione F , in questo caso si parla di equazione
alle differenze non autonoma o non omogenea. Nel caso in cui, invece, appare
solamente come indice della variabile di stato, l’equazione è detta autonoma
o omogenea. In molte applicazioni, il termine non autonomo è rappresentato
da una variabile bt ∈ Rd, chiamata endogena o dipendente.
In molti casi, sarà sufficiente considerare il caso di primo ordine:

xt+1 = f(xt, t) (1.2)

Il sistema può essere inizializzato ad un dato t0, che nella maggior parte
dei casi coincide con lo 0 e, dato uno stato iniziale, l’equazione (1.2) deter-
mina tutti i valori seguenti di xt, t = 1, 2, . . . tramite iterazione. Nel caso
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autonomo, si ottiene:

x0 = x

x1 = f(x0) = f(x)
x2 = f(x1) = f(f(x)) = f ◦ f(x) = f 2(x)
. . .

xt = f(xt−1) = f ◦ · · · ◦ f(x) = f t(x)

Perciò il valore della variabile di stato nel periodo t è una funzione del
valore iniziale x. Esplicitando questa dipendenza, il risultato dell’iterazione
genera una sequenza xt = ϕ(t, x), t = 0, 1, 2, . . . chiamata traiettoria. L’in-
sieme dei valori raggiunti da una particolare traiettoria è chiamato orbita po-
sitiva ed è denotato conO+(x) = {ϕ(t, x) | t = 0, 1, 2, ...}. Se f è continua con
inversa continua, ovvero se è omeomorfismo, si può iterare il sistema indietro
nel tempo, ottenendo x−1 = f−1(x0) = f−1(x), x−2 = f−2(x0) = f−2(x),...
Collezionando tutti i valori si ottiene l’orbita completa:

O(x) = {. . . , x−2, x−1, x0, x1, x2, . . . }
= {ϕ(t, x) | t ∈ Z}.

La tripletta (X,Z, ϕ) definisce un sistema dinamico discreto che si svilup-
pa nel tempo Z, nello spazio degli stati X con una funzione ϕ : Z × X → X
che segue le seguenti proprietà:

• ϕ(0, x) = x per tutte le x ∈ X;

• ϕ(t+ s, x) = ϕ(t, ϕ(s, x)) per tutti i t, s ∈ Z e tutte le x ∈ X.

Vista come funzione di t, ϕ(., x) = ϕx : Z → X definisce una soluzione
dell’equazione alle differenze. Perciò ogni funzione ϕ : Z → X tale che ϕ(t)
soddisfa l’equazione alle differenze (1.1), ovvero

F (ϕ(t+ 1), ϕ(t), ϕ(t− 1), . . . , ϕ(t− p+ 1), t) = 0 ∀t ∈ Z (1.3)

è chiamata soluzione dell’equazione alle differenze. Per selezionare un’u-
nica soluzione sono necessarie condizioni al contorno (nella forma di valo-
re iniziale e valore finale), in questo caso il modello è detto determinato,
altrimenti sarà indeterminato.
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1.1 Punti di equilibrio e stabilità
Solitamente, siamo interessati non solo a descrivere l’evoluzione nel tem-

po della variabile dipendente, ma vogliamo anche conoscere alcune pro-
prietà qualitative delle soluzioni, come il loro comportamento asintotico.
Consideriamo un’equazione alle differenze di primo ordine non autonoma
xt+1 = f(xt, t). Un punto di equilibrio è definito come segue:

Definizione 1.1.1 (Punto di equilibrio). Un punto x∗ ∈ X nel dominio di
f è chiamato punto di equilibrio o punto fisso se soddisfa l’equazione

x∗ = f(x∗, t), ∀t ∈ Z (1.4)

In modo equivalente, una soluzione ϕ(t, x∗) con condizione iniziale ϕ(0, x∗) =
x∗ soddisfa ϕ(t, x∗) = x∗ ∀t ∈ Z. Di conseguenza, l’orbita di x∗ consiste solo
in O(x∗) = {x∗}.
Nel caso univariato è conveniente una rappresentazione grafica dei punti di
equilibrio. A questo scopo si disegna prima il grafico della funzione y = f(x)
nel piano (xt, xt+1) e poi la funzione identità y = x. Un equilibrio è la coor-
dinata x del punto in cui il grafico di f interseca la bisettrice del primo e
terzo quadrante.

A regime, una volta raggiunto un punto di equilibrio, dobbiamo chiederci
cosa accade al sistema nelle sue vicinanze, per questo facciamo riferimento
alla teoria della stabilità.

Definizione 1.1.2 (Stabilità). Un punto di equilibrio x∗ è detto:

• stabile se ∀ε > 0 ,∃δε > 0 tale che

ë x0 − x∗ ë< δε allora ë xt − x∗ ë< ε ∀t > 0, (1.5)

o equivalentemente

ë x− x∗ ë< δε allora ë ϕ(t, x) − x∗ ë< ε ∀t > 0.

Perciò se il sistema è inizializzato ad una distanza δε dall’equilibrio,
tutti i valori seguenti rimarranno ad una distanza ε dal punto di equi-
librio (figura 1.1).
Se x∗ non è stabile, esso è chiamato instabile (figura 1.2).

• attrattivo se esiste η > 0 tale che

ë x0 − x∗ ë< η allora lim
t→+∞

xt = x∗, (1.6)
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Figura 1.1: x∗ punto di equilibrio stabile.

o equivalentemente

ë x− x∗ ë< η allora lim
t→+∞

ϕ(t, x) = x∗.

Se η = ∞, x∗ è chiamato globalmente attrattivo. Quindi, se il sistema
è inizializzato con una distanza η dall’equilibrio, la sequenza {xt =
ϕ(t, x)} converge a questo punto di equilibrio.

• asintoticamente stabile o se è stabile e attrattivo (figura 1.3). Se η = ∞,
x∗ è chiamato globalmente asintoticamente stabile (figura 1.4).

• esponenzialmente stabile se ∃δ > 0, M > 0, e η ∈ (0, 1) tale che per la
soluzione ϕ(t, x0) si ha

ë ϕ(t, x0)−x∗ ë≤ Mηt ë ϕ(0, x0)−x∗ ë per qualunque ë x0−x∗ ë< δ.

Definizione 1.1.3. Una soluzione ϕ(t, x0) è detta limitata se esiste una
costante positiva M < ∞ tale che

ë ϕ(t, x0) ë≤ M, ∀t.

Analizziamo due semplici esempi per applicare le definizioni sopra enun-
ciate.

1. L’esempio più semplice è il caso di primo ordine lineare univariato:
xt+1 = φxt con xt ∈ R e φ ∈ R{0}. La soluzione di questa equazione è
data da xt = φtx0. Per quanto riguarda i punti di equilibrio, dobbiamo
distinguere due casi a seconda dei valori di φ: se φ Ó= 1 allora x∗ = 0 è
l’unico punto di equilibrio, se invece φ = 1 ogni punto appartenente aX
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Figura 1.2: x∗ punto di equilibrio instabile.

Figura 1.3: x∗ punto di equilibrio asintoticamente stabile.

Figura 1.4: x∗ punto di equilibrio globalmente asintoticamente stabile.
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è un punto di equilibrio. Facendo riferimento alla forma della soluzione,
possiamo dedurre che: per | φ |< 1, x∗ = 0 è un punto di equilibrio
esponenzialmente stabile; per | φ |> 1, xt diverge tranne per x∗ = 0,
che quindi è un equilibrio instabile; rimane tale anche per φ = −1, in
cui xt oscilla tra −x0 e x0 ed infine per φ = 1, xt = x0 ∀t ∈ Z.

2. Una modifica del caso precedente è data da una funzione f affine, per
cui abbiamo xt+1 = φxt+b dove b ∈ R\{0}. In quest’equazione l’unico
punto di equilibrio è dato da x∗ = b/(1−φ) per φ Ó= 1, mentre per φ = 1
non esiste nessun punto di equilibrio. Tutte le soluzioni dell’equazione
possono essere scritte nella seguente forma xt = φt(x0 − x∗) + x∗, per
cui l’analisi della stabilità di x∗ è analoga all’esempio precedente, con
la differenza che nel caso di φ = −1, xt oscilla tra x0 e −x0 + b.

1.2 Caratterizzazione della stabilità
Le definizioni appena citate definiscono la stabilità in senso intuitivo. Ora

andiamo a definire dei semplici criteri applicabili, focalizzandoci per primi
sul caso univariato con f : R → R.

1.2.1 Caso univariato
Un criterio utile per la definizione della stabilità asintotica di un punto

fisso in cui f è continua ma non necessariamente differenziabile, ci viene dato
dal seguente teorema.

Teorema 1.2.1 (Criterio di Stabilità Asintotica). Un punto fisso x∗ di una
funzione continua f è asintoticamente stabile se e solo se esiste un intervallo
aperto (a, b) contenente x∗ tale che f 2(x) > x per a < x < x∗ e f 2(x) < x
per x∗ < x < b.

Nel caso di equazioni non lineari, lo studio viene fatto tramite una li-
nearizzazione nel punto fisso. Questo permette un’analisi della stabilità
locale.

Teorema 1.2.2 (Condizione sufficiente di stabilità di un’equazione non li-
neare). Sia x∗ un punto di equilibrio di un’equazione alle differenze autonoma
non lineare

xt+1 = f(xt)

dove f è continua e differenziabile in x∗. Allora,
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• se | f Í(x∗) |< 1, allora x∗ è un punto di equilibrio asintoticamente
stabile;

• se | f Í(x∗) |> 1, allora x∗ è instabile.

Possiamo notare che il caso | f Í(x∗) |= 1 non è trattato da questo teore-
ma, esso coinvolge un’analisi più dettagliata con derivate di ordine superiore.
In letteratura un punto fisso x∗ è chiamato iperbolico se | f Í(x∗) |Ó= 1.

Esempio: La funzione logistica. Il modello di Malthus descrive la
crescita esponenziale della popolazione in assenza di fattori che ne limitano
l’incremento. Sia y(t) la dimensione di una popolazione al tempo t. Se µ è il
tasso di crescita della popolazione da una generazione ad un’ altra, possiamo
considerare il modello matematico nella forma

y(t+ 1) = µy(t), µ > 1.

Se la popolazione iniziale è data da y(0) = y0, attraverso una semplice
iterazione, troviamo la soluzione dell’equazione

y(t) = µty0.

Se µ > 1, y(t) cresce in modo indefinito e limt→+∞ y(t) = ∞. Se µ = 1,
allora y(t) = y0 ∀t > 0, ciò significa che la dimensione della popolazione è
costante nel tempo. Mentre per µ < 1, abbiamo il limt→+∞ y(t) = 0, quindi
la popolazione si estinguerebbe. Per la maggior parte delle specie, nessuno
dei casi analizzati è plausibile, poiché la popolazione cresce fino a raggiungere
un certo limite superiore.

Nella realtà quindi, il fenomeno è più complesso e si deve tener conto di
altri fattori. Ad esempio:

• gli organismi esauriscono le riserve di cibo o non hanno più accesso alla
luce del sole o non hanno spazio sufficiente;

• le temperature scendono troppo oppure cessano le piogge;

• un maggior numero di predatori scopre la popolazione;

• i prodotti di rifiuto degli organismi cominciano a essere tossici per la
stessa popolazione che li produce, ecc.

E’ realistico assumere che la capacità di riproduzione decresca con l’au-
mentare della popolazione. Infatti, a causa delle risorse disponibili limitate,
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Figura 1.5: Diagramma di stabilità per la funzione logistica: f(x) = 2.5x(1−
x) e x0 = 0.1

gli esseri viventi sono coinvolti in una competizione che è proporzionale al
numero di conflitti, dato da y(t)2. E’ questa l’idea chiave che spinse il biologo
belga Pierre F. Verhulst, nel 1838, ad introdurre una variante al modello di
crescita malthusiana.

Il modello, include b, una costante di proporzionalità maggiore di 0, che
rappresenta la limitatezza delle risorse al crescere della popolazione. La nuova
equazione diventa:

y(t+ 1) = µy(t) − by2(t).

Sostituendo x(t) = b

µ
y(t), si ottiene

x(t+ 1) = µx(t)(1 − x(t)) = f(x(t)), (1.7)

che è un’equazione alle differenze non lineare. Per cercare i suoi punti di
equilibrio andiamo a studiare f(x∗) = µx∗(1 − x∗) = x∗, da cui si ottiene
x∗ = 0 e x∗ = (µ − 1)/µ. La funzione f(x) raggiunge un valore massimo di
µ/4 per x = 1/2.
Per quanto riguarda la stabilità, da una prima analisi grafica, mostrata in
Figura 1.5 in cui è rappresentato il diagramma nel piano (xt, xt+1) per l’e-
quazione con valori di µ = 2.5 e x0 = 0.1, si possono osservare due punti di
equilibrio x∗ = 0 e x∗ = 0.6, di cui il primo instabile ed il secondo stabile.
Partendo da (xt, 0) ci muoviamo verticalmente fino ad itersecare il grafico di
f in (xt, f(xt)), poi ci si sposta orizzontalmente fino a colpire la bisettrice in
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(f(xt), f(xt)) = (xt+1, xt+1) e si prosegue ripetendo questi due passi. Questo
metodo ci mostra che la soluzione ϕ(t, 0.1) converge e raggiunge x∗ = 0.6 in
modo circolare.
Formalmente, la stabilità dell’equazione logistica dipende dall’inclinazione di
f Í(x∗) = µ− 2µx∗ = 2 − µ. Perciò, seguendo il Teorema 1.2.2, x∗ è asintoti-
camente stabile per 1 < µ < 3, ovvero iniziando da un qualunque valore di
x ∈ (0, 1), x(t) convergerà a x. Per valori di µ > 3 emergono dinamiche più
complicate, inclusi comportamenti cosiddetti caotici.

1.2.2 Caso multivariato
Iniziamo studiando il caso lineare autonomo

xt+1 = Axt (1.8)

con xt ∈ Rd e A ∈ GL(d). Queste equazioni alle differenze hanno zero come
punto fisso e le loro soluzioni sono date da xt = ϕ(t, x) = Atx. Per questi
sistemi la stabilità è strettamente correlata agli autovalori di A, soprattutto
al suo raggio spettrale ρ(A) = {maxi(|λi|) i = 1, . . . , n}, ovvero il più grande
autovalore in valore assoluto.

Teorema 1.2.3 (Stabilità). Per il sistema lineare omogeneo in X = Rd

xt+1 = Axt, A ∈ GL(d),

le seguenti affermazioni sono vere:

• Lo zero è una soluzione stabile se e solo se ρ(A) 6 1 e gli autovalori
con ρ(A) = 1 sono semplici.

• Lo zero è una soluzione asintoticamente stabile se e solo se ρ(A) < 1.
In questo caso la soluzione è anche esponenzialmente stabile.

Definizione 1.2.1 (Matrice iperbolica). Una matrice iperbolica è una ma-
trice con nessun autovalore λ = 1. Se A è una matrice iperbolica, allora la
corrispondente equazione alle differenze lineare omogenea xt+1 = Axt è anche
chiamata iperbolica.

Un’implicazione immediata per le matrici iperboliche è che lo zero come
soluzione è l’unico punto fisso dell’equazione alle differenze lineare autonoma.

Definizione 1.2.2 (Punto fisso iperbolico). Sia x∗ un punto fisso di una
mappa continua e differenziabile f : Rd → Rd, allora x∗ è chiamato punto
fisso iperbolico se e solo se la derivata di f in x∗, ovvero la matrice Jacobiana
Dx∗f , è invertibile e non ha autovalori sul cerchio unitario.
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Consideriamo una matrice iperbolica A con spettro σ(A) = {λ1, ..., λs},
1 6 s 6 d e partizioniamolo in autovalori stabili σs(A) = {λ ∈ σ(A) : |
λ |< 1} e instabili σu(A) = {λ ∈ σ(A) : | λ |> 1}. Si denoti con Ls spazio
generato dagli autovettori corrispondenti agli autovalori in σs(A) e con Lu

quello generato dagli autovettori associati agli autovalori in σu(A). La somma
diretta dei due sottospazi ci dà lo spazio degli stati Rd = Ls ⊕ Lu.

Teorema 1.2.4 (Varietà stabile). Data un’equazione alle differenze lineare,
autonoma, iperbolica

xt+1 = Axt, A ∈ GL(d)

valgono le seguenti proprietà:

• Se ϕ(t, x) è una soluzione con x0 ∈ Ls, allora ϕ(t, x) ∈ Ls ∀t. In più,

lim
t→+∞

ϕ(t, x) = 0.

• Se ϕ(t, x) è una soluzione con x0 ∈ Lu, allora ϕ(t, x) ∈ Lu ∀t. In più,

lim
t→−∞

ϕ(t, x) = 0.

Definizione 1.2.3 (Punto di sella). Lo zero come soluzione dell’equazione
alle differenze iperbolica lineare xt+1 = Axt è chiamato punto di sella se
esistono almeno due autovalori di A, λs e λu, tali che | λs |< 1 e | λu |> 1.

Linearizzazione. L’analogia con le equazioni alle differenze in una dimen-
sione ci suggerisce di analizzare le proprietà di stabilità dei sistemi multiva-
riati non lineari attraverso un’approssimazione intorno allo stato di equili-
brio. Consideriamo quindi il sistema non lineare omogeneo xt+1 = f(xt) con
f : Rd → Rd e punto fisso x∗, l’equazione alle differenze linearizzata è data
da

Xt+1 −X∗ = A(Xt −X∗)

dove A è la derivata di f calcolata in x∗, ovvero la matrice Jacobiana delle
derivate parziali Dx∗f . Diciamo che A è la linearizzazione di f se e solo se f
è coniugata con A, cioè se esiste un omeomorfismo h tale che A ◦ h = h ◦ f .
In questo caso possiamo dedurre le proprietà di stabilità di f da quelle di
A. Quali sistemi hanno una linearizzazione e un sistema è vicino ad un
altro lineare ad esso coniugato? A queste domande risponde il teorema di
Hartman-Grobman.
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Teorema 1.2.5 (Hartman-Grobman). Se f è una funzione continua differen-
ziabile con un punto fisso iperbolico x∗, allora esistono gli intorni U1, U2 ⊂ Rd

di x∗ e V1, V2 ⊂ Rd di 0 e un omeomorfismo h : U1∪U2 → V1∪V2 che coniuga-
no localmente f ad A = Dx∗f , ovvero per ogni x ∈ U1 h(f(x)) = Dx∗f(h(x))
oppure

U1 ⊂ Rd f−−−→ U2 ⊂ Rd

h

ù ùh
V1 ⊂ Rd −−−−−→

A=Dx∗f
v2 ⊂ Rd

Pertanto, se un punto fisso x∗ è iperbolico, possiamo analizzare la sua
stabilità studiando l’equazione alle differenze lineare omogenea associata, in
particolare gli autovalori della matrice delle derivate parziali.
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Capitolo 2

Applicazioni economiche delle
equazioni alle differenze lineari
univariate di primo ordine

In questo capitolo tratteremo le equazioni alle differenze in modo più
concreto tramite applicazioni in ambito economico. Studieremo in particolare
equazioni alle differenze lineari non autonome o autonome, di dimensione uno
(d = 1) e ordine p = 1 con coefficienti costanti:

xt = φ1xt−1 + zt, φ1 Ó= 0, (2.1)

dove φ1 é una costante reale. La variabile zt ∈ R rappresenta la parte
non autonoma dell’equazione che influenza l’evoluzione di xt nel tempo ed è
chiamata variabile esogena o forzante.

2.1 Soluzioni di equazioni alle differenze di
primo ordine

Consideriamo un’equazione di primo ordine (p = 1) affine non omogenea:

xt = φxt−1 + zt, φ Ó= 0 (2.2)

a cui corrisponde un’equazione lineare omogenea:

xt = φxt−1. (2.3)

Partendo al tempo t=0 in uno stato iniziale arbitrario x0 = x, tutti i
valori seguenti posso essere calcolati ricorsivamente
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x0 = x

x1 = φx0 = φx

x2 = φx1 = φ2x

. . .

xt = φxt−1 = φtx

Questa iterazione ci suggerisce di prendere

xt = φtx (2.4)

come soluzione generale dell’equazione alle differenze di primo ordine lineare
omogenea. L’equazione (2.4) ci fornisce un’intera famiglia di soluzioni, indi-
cizzate dal parametro x ∈ R. Ad ogni valore di x corrisponde una traiettoria
{xt} = {φtx}. Si noti che le traiettorie di due soluzioni differenti ϕ(t, c1) e
ϕ(t, c2), con c1 Ó= c2, non possono incrociarsi. Supponiamo, per esempio, che
esista τ tale che ϕ(τ, c1) = ϕ(τ, c2), allora avremmo φτc1 = φτc2. Questo
implicherebbe c1 = c2 poichè φ Ó= 0, contraddicendo l’ipotesi. Il parametro x
può essere fissato mettendo una singola condizione al contorno, ipotizzando
ad esempio che xt assuma un particolare valore c in un qualche istante t0,
ovvero che ϕ(t0, x) = c. In questo caso si parla di problema al valore iniziale
e il valore di x può essere dedotto risolvendo l’equazione xt0 = φt0x = c, che
ci da x = φ−t0c. La soluzione dell’equazione (2.3) può essere scritta come

xt = ϕ(t, x) = φt−t0c = ϕ(t− t0, c).

Nella maggior parte dei casi fisseremo t0 = 0 e conseguentemente x = c.

Supponiamo di avere due soluzioni dell’equazione omogenea, x(1)
t e x(2)

t .
La combinazione lineare di queste due soluzioni, a1x

(1)
t + a2x

(2)
t , a1, a2 ∈ R,

è ancora una soluzione. Questo implica che l’insieme di tutte le soluzioni
dell’equazione omogenea forma uno spazio lineare. Per definire tale spazio,
è necessario introdurre le seguenti definizioni.

Definizione 2.1.1 (Dipendenza e Indipendenza Lineare). La sequenza x(1), x(2), . . . , x(r)

con r ≥ 2 è definita linearmente dipendente per t ≥ t0 se esistono delle
costanti a1, a2, . . . , ar ∈ R, non tutte uguali a zero, tale che

a1x
(1)
t + a2x

(2)
t + · · · + arx

(r)
t = 0, ∀t ≥ t0

Se le soluzioni non sono linearmente dipendenti, sono dette linearmente
indipendenti.
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Definizione 2.1.2 (Insieme fondamentale di soluzioni). Un insieme di r so-
luzioni linearmente indipendenti dell’equazione omogenea è chiamato insieme
fondamentale di soluzioni

Definizione 2.1.3 (Matrice di Casorati). La matrice di Casorati di x(1), x(2), . . . , x(r)

con r ≥ 1 è definita come

C(t) =


x

(1)
t x

(2)
t . . . x

(r)
t

x
(1)
t+1 x

(2)
t+1 . . . x

(r)
t+1

... ... . . . ...
x

(1)
t+r−1 x

(2)
t+r−1 . . . x

(r)
t+r−1


Queste definizioni ci permettono di affrontare la questione della dimensio-

ne dello spazio lineare dato da tutte le soluzioni all’equazione alle differenze
lineare di primo ordine omogenea.

Teorema 2.1.1 (Dimensione dell’equazione lineare di primo ordine). L’in-
sieme delle soluzioni dell’equazione alle differenze lineare di primo ordine
omogenea (2.3) è uno spazio lineare di dimensione uno.

Dimostrazione. Supponiamo di avere due soluzioni x(1) ed x(12) linearmente
indipendenti. Secondo la definizione 2.1.1, per ogni costante a1 e a2, non
entrambe uguali a zero,

a1x
(1)
t + a2x

(2)
t Ó= 0

a1x
(1)
t+1 + a2x

(2)
t+1 Ó= 0

Inserendo nella seconda disuguaglianza φx(1)
t per x(1)

t+1 e φx(2)
t per x(2)

t+1, otte-
niamo

a1x
(1)
t + a2x

(2)
t Ó= 0

a1φx
(1)
t + a2φx

(2)
t Ó= 0

o equivalentemente C
x

(1)
t x

(2)
t

φx
(1)
t φx

(2)
t

D C
a1
a2

D
Ó= 0

Poichè questo vale per ogni a1, a2, non entrambi uguali a zero, il determinante
della matrice di Casorati

C(t) =
C
x

(1)
t x

(2)
t

φx
(1)
t φx

(2)
t

D
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deve essere diverso da 0. In questo caso però detC(t) = φx
(1)
t x

(2)
t −φx(1)

t x
(2)
t =

0. Questo è in contraddizione con l’assunzione iniziale di due soluzioni li-
nearmente indipendenti. Dunque, possiamo concludere che esiste una sola
soluzione indipendente.

L’unica soluzione indipendente è quella data dall’equazione 2.4.

Per arrivare alla soluzione dell’equazione non omogenea, è invece neces-
sario introdurre il seguente teorema.

Teorema 2.1.2 (Principio di sovrapposizione). Ogni soluzione φ(t, x) del-
l’equazione (2.2) può essere rappresentata come la somma della soluzione
generale dell’equazione omogenea (2.4), x(g)

t , e la soluzione particolare del-
l’equazione non omogenea, x(p)

t :

xt = x
(g)
t + x

(p)
t . (2.5)

Nel caso di equazione di primo ordine x(g)
t = φtx, la soluzione è data da

xt = φtx + x
(p)
t e dipende ancora da alcune costanti. Per arrivare ad una

soluzione unica è necessario avere delle condizioni addizionali, in forma di
valori iniziali o di caratteristiche qualitative che la soluzione deve rispettare.

Presentiamo un primo esempio in ambito economico che sfrutta l’uso delle
equazioni alle differenze di primo ordine.

Prestito ammortizzato. Prendiamo in esame l’evoluzione di un debito.
Si denoti con Dt il debito da saldare all’inizio del tempo t. Il debito al tempo
successivo t+ 1, Dt+1, è ottenuto dalla seguente regola contabile:

Dt+1 = Dt + rDt − Zt = (1 + r)Dt − Zt (2.6)

dove rDt è l’interesse accumulato alla fine del periodo t, usando per sem-
plicità un tasso di interesse costante r. Il debito contratto è riparato pagando
un importo Zt alla fine del periodo t, che include una parte di interessi e una
parte di prestito iniziale. L’equazione (2.6) rappresenta un equazione alle
differenze di primo ordine non omogenea con φ = 1 + r. Dato il debito al-
l’inizio del periodo 0, D0, l’importo di debito residuo nei periodi successivi
può essere calcolato ricorsivamente usando la regola contabile (2.6):
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D1 = (1 + r)D0 − Z0

D2 = (1 + r)D1 − Z1 = (1 + r)2D0 − (1 + r)Z0 − Z1

. . .

Dt+1 = (1 + r)t+1D0 − Zt − (1 + r)Zt−1 − · · · − (1 + r)tZ0

= (1 + r)t+1D0 −
tØ
i=0

(1 + r)iZt−i

Si può notare come Dt+1 è determinato dalla somma di due parti, di cui
la prima (1+r)t+1D0 corrisponde alla soluzione dell’equazione omogenea e la
seconda −qt

i=0(1 + r)iZt−i ad una particolare soluzione dell’equazione non
omogenea, in accordo con quanto affermato dal Teorema 2.1.2. Poiché il
valore iniziale del debito è dato, il valore del parametro c è bloccato e uguale
a D0.
Se i rimborsi Zt sono costanti nel tempo, è possibile portare Z fuori dalla
sommatoria ed usare la formula per delle serie geometriche, ottenendo:

Dt+1 = (1 + r)t+1D0 − ((1 + r)t+1 − 1)Z
r
.

Supponiamo che il debito debba essere completamente sanato all’inizio
del periodo T + 1, quindi la rata di rimborso costante Z può essere calcolata
imponendo DT+1 = 0. Si ottiene:

Z = r

1 − (1 + r)−T−1D0

che diminuisce all’aumentare di T , fino ad arrivare a rD0 per T → +∞.
In questo caso il pagamento è uguale solo agli interessi accumulati in ogni
periodo, perciò non c’è nessun rimborso di capitale. Il debito non viene mai
ripagato ed è uguale al debito iniziale D0 in ogni periodo. Se invece il paga-
mento Z è maggior di rD0, il debito viene estinto in un tempo finito.

Ora andiamo a discutere un modo più sistematico di trovare una solu-
zione particolare all’equazione non omogenea (2.2). Iniziamo con l’inserire
ricorsivamente l’equazione (2.2) in se stessa:

xt = φxt−1 + zt

xt = φ(φxt−2 + zt−1) + zt = φ2xt−2 + φzt−1 + zt

. . .

xt = φtx0 + φt−1z1 + φt−2z2 + · · · + φzt−1 + zt

= φtx0 +
t−1Ø
j=0

φjzt−j
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Prendendo il valore assoluto della differenza tra xt e il secondo termine a
destra dell’uguale, si ottiene:----xt −

t−1Ø
j=0

φjzt−j

---- =| φtx0 |=| φt || x0 |

Quando c’è un tempo iniziale, come nell’esempio del prestito ammortizza-
to, fermiamo l’iterazione backward a questo istante e prendiamo x

(p)
t =qt−1

j=0 φ
jzt−j come soluzione particolare. Posto che in molti casi non c’è

un tempo iniziale, ha senso continuare l’iterazione backward verso infinito.
Poichè | φt |→ 0 per t → ∞ se | φ |< 1, possiamo considerare

x
(b)
t =

∞Ø
j=0

φjzt−j | φ |< 1 (2.7)

come soluzione particolare dell’equazione (2.2), purché la sommatoria sia
ben definita. Questo accade sicuramente se {zt} è una sequenza limitata, in
particolare se zt è costante e uguale a z. La soluzione in questo caso diventa:

x
(b)
t =

∞Ø
j=0

φjz = z

1 − φ
, | φ |< 1.

Il requisito che zt rimanga limitato può essere rilassato se, per esempio, zt
stesso soddisfa l’equazione alle differenze omogenea zt = ψzt−1, che implica
zt = ψtc per qualche c Ó= 0. Inserendo questa nell’equazione (2.7), si ottiene:

x
(b)
t =

∞Ø
j=0

φjψt−jc = ψt
∞Ø
j=0

1φ
ψ

2j
c

che converge se e solo se | φ
ψ

|< 1. Questo ci mostra che sono richieste
condizioni addizionali a seconda della variabile esogena, per far si che la
soluzione x(b)

t sia ben definita.
Se consideriamo il caso | φ |> 1, l’iterazione precedente non è più applicabile
perché la soluzione nell’equazione (2.7) non è più ben definita, nemmeno
per valori di z costanti. Un modo per risolvere questo problema è usare
l’iterazione forward, da cui abbiamo:

xt = φ−1xt+1 − φ−1zt+1

= φ−1(φ−1xt+2 − φ−1zt+2) − φ−1zt+1 = φ−2xt+2 − φ−2zt+2 − φ−1zt+1

. . .

= φ−hxt+h − φ−1
hØ
j=1

φ−j+1zt+j per h ≥ 1.
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Prendendo il valore assoluto della differenza tra xt e il secondo termine a
destra dell’uguale, si ottiene:

----xt + φ−1
hØ
j=1

φ−j+1zt+j

---- = |φ−hxt+h| = |φ−h||xt+h|.

Se non c’è un istante di tempo finale, ovvero per h → ∞, poiché |φ| > 1, la
parte destra dell’equazione converge a zero, posto che xt+h rimanga limitato.
Questo ci suggerisce la soluzione particolare:

x
(f)
t = −φ−1

∞Ø
j=1

φ−j+1zt+j, |φ| > 1. (2.8)

Anche in questo caso è necessario che la sommatoria sia ben definita e ciò
è garantito se, per esempio, la sequenza {zt} è limitata.
Infine, facciamo alcune considerazioni per |φ| = 1, per cui né l’iterazione
backward, né la forward portano ad una soluzione particolare ben definita.
In questo caso o non esistono punti di equilibrio, come per φ = 1, oppure il
punto di equilibrio esiste ma è instabile, per φ = −1, con la soluzione xt che
oscilla tra x0 e −x0 + z.

Per riassumere, assumendo la serie {zt} limitata, consideriamo due rap-
presentazioni delle soluzioni generali, la prima ottenuta tramite un’iterazione
backward e la seconda con una forward:

xt = φtx+ x
(b)
t , dove x

(b)
t =

∞Ø
j=0

φjzt−j

xt = φtx+ x
(f)
t , dove x

(f)
t = −φ−1

∞Ø
j=1

φ−j+1zt+j

A seconda del valore di φ possiamo distinguere tre casi:

|φ| < 1 : la soluzione backward è asintoticamente stabile. Qualsiasi deviazione di
xt da x(b)

t svanisce nel tempo, indipendentemente dal valore di x scelto,
infatti limt→+∞ |xt − x

(b)
t | = limt→+∞ |φtx| = |x| limt→+∞ |φt| = 0. La

soluzione forward, spesso, non ha significato, perché x(f)
t non è ben

definita.

|φ| > 1 : entrambe le soluzioni hanno un comportamento esplosivo a causa del
termine φt. L’unica soluzione che rimane limitata è data x = 0, che
implica xt = x

(f)
t .
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|φ| = 1 : nessuna delle due soluzioni converge per zt Ó= 0.
La soluzione più appropriata dipende dal problema economico preso
in considerazione, in particolare, le condizioni al contorno richiedono
informazioni più precise e non possono essere determinate in modo
generale.

2.2 Il modello Cobweb
La fluttuazione dei prezzi degli ortaggi è normale nel mercato economi-

co. Come descritto anche nei documenti [5] e [6], il livello del prezzo e le sue
variazioni non solo hanno un’influenza significativa sugli agricoltori e i consu-
matori, ma un prezzo ragionevole e stabile ha anche un effetto insostituibile
sul funzionamento sicuro del mercato agricolo. Negli anni 30, il modello Cob-
web è stato sviluppato osservando i cicli di produzione ricorrenti e i prezzi di
particolari materie prime facendo riferimento ad un mercato agricolo unico.
Questo modello ha difficoltà a spiegare le fluttuazioni irregolari osservate nei
dati reali, che richiedono l’analisi di fattori incerti o stocastici come buone
o cattive condizioni atmosferiche o fattori complicati come ritardi di produ-
zione multiperiod. La letteratura recente, che tiene conto degli sviluppi nelle
dinamiche economiche non lineari, dimostra che il modello Cobweb può ge-
nerare fluttuazioni irregolari del prezzo o della produzione se la curva della
domanda e/o la curva dell’offerta hanno forti non linearità (Homes, 1994).
Questi risultati dunque, indicano che fluttuazioni irregolari possono deriva-
re, oltre che da fattori esogeni come cambiamenti climatici o disordini potici,
anche dal funzionamento intrinseco di fattori economici puri nel modello de-
terministico Cobweb, in cui le aspettative dei produttori in merito ai prezzi
futuri su cui basare la loro offerta, si fondano sulle osservazioni dei prezzi
precedenti, che possono anche essere affette da un errore dovuto all’osserva-
zione solo dei dati del recente passato.
La teoria di Cobweb è quindi un tipo di analisi dell’equilibrio dinamico che
prende in esame la variazione del prezzo di mercato e del rendimento e si
propone di spiegare l’impatto dell’uno sull’altro quando la domanda e l’offer-
ta di alcune merci diventano squilibrate. I principali prodotti studiati nella
teoria di Cobweb hanno bisogno di un lungo ciclo di produzione che non può
essere modificato a metà strada fino al termine del processo. Di conseguenza
la variazione del prezzo di mercato può solo influenzare la produzione nel
ciclo successivo.
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2.2.1 Tipologie del modello Cobweb
1. Cobweb convergente

Quando l’elasticità dell’offerta è inferiore a quella della domanda (Es <
Ed), l’entità dell’effetto della variazione del prezzo di mercato sui vo-
lumi dell’offerta sarà inferiore a quella della domanda. In questo caso,
l’effetto della fluttuazione dei prezzi sulla produzione sarà sempre più
debole e il range di oscillazione del prezzo e del rendimento sarà più
piccolo andando spontaneamente verso l’equilibrio, come mostrato nel
grafico di Figura 2.1.

2. Cobweb divergente
Quando l’elasticità dell’offerta è superiore a quella della domanda (Es >
Ed), la variazione del prezzo di mercato avrà un’influenza maggiore sui
volumi dell’offerta rispetto alla domanda. In questo caso, l’effetto della
fluttuazione dei prezzi sulla produzione sarà sempre più forte e il range
di fluttuazione del prezzo e del rendimento sarà sempre più grande
allontanandosi dal punto di equilibrio, come illustrato in Figura 2.2.

3. Cobweb chiuso
Quando l’elasticità dell’offerta uguale all’elasticità della domanda (Es =
Ed), l’influenza dell’evoluzione dei prezzi di mercato sulla quantità of-
ferta è uguale a quella della quantità richiesta. In questa occasione,
il prezzo e il volume della produzione subiscono la stessa fluttuazione
intorno al punto di equilibrio in loop infinito, come mostrato in Figura
2.3.

2.2.2 Cobweb senza inventario
Il modello, nella sua forma più semplice, analizza le fluttuazioni dei prezzi

a breve termine in un mercato unico e senza la possibilità di immagazzinare
i beni. Le ipotesi alla base sono le seguenti:

• l’offerta nell’istante t, St, è una funzione lineare del prezzo nel periodo
precedente Pt−1, che aumenta all’aumentare del prezzo;

• la domanda nell’istante t, Dt, è una funzione lineare del prezzo nello
stesso periodo Pt, che diminuisce all’aumentare del prezzo;

• in ogni istante, il prezzo di mercato è determinato equiparando doman-
da e offerta.
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Figura 2.1: Modello di Cobweb convergente

Figura 2.2: Modello di Cobweb divergente
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Figura 2.3: Modello di Cobweb chiuso

Secondo le ipotesi di cui sopra, un modello Cobweb può essere presentato
con le tre seguenti equazioni:

Dt = a− βPt

St = u+ γPt−1

Dt = St

in cui a, β, u, γ sono costanti positive. In particolare, la costante β
rappresenta la sensibilità dei consumatori ai prezzi, mentre γ rappresenta la
sensibilità dell’offerta ai prezzi. L’inclinazione della curva di domanda è ne-
gativa perché un aumento di una unità di prezzo, produce una diminuzione
di β unità nella domanda. Analogamente, un aumento di una unità di prez-
zo provoca un aumento di γ unità nell’offerta, producendo un’inclinazione
positiva per questa curva. Dalle tre equazioni di partenza, possiamo ricavare
un’unica espressione per descrivere il modello di Cobweb:

a− βPt = u+ γPt−1 (2.9)

da cui:
Pt =

3
− γ

β

4
Pt−1 + a− u

β
(2.10)

Per trovare la traiettoria dei prezzi, iniziando da P = P0, dobbiamo
trovare una soluzione per l’equazione alle differenze di primo ordine (2.10).
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Possiamo procedere iterando:

Pt =
3

− γ

β

4
Pt−1 + a− u

β

=
3

− γ

β

453
− γ

β

4
Pt−2 + a− u

β

6
+ a− u

β
=
3

− γ

β

42
Pt−2 + a− u

β

3
1 − γ

β

4
= . . .

=
3

− γ

β

4t
P0 + a− u

β

5
1 +

3
− γ

β

4
+
3

− γ

β

42
+ · · · +

3
− γ

β

4t−16

=
3

− γ

β

4t
P0 + a− u

β
·

3
− γ

β

4t
− 13

− γ
β

4
− 1

=
3

− γ

β

4t
P0 + a− u

β + γ

5
1 −

3
− γ

β

4t6
=
3
P0 − a− u

β + γ

43
− γ

β

4t
+ a− u

β + γ
.

L’equazione (2.9) è utile anche per calcolare il prezzo all’equilibrio Pe =
Pt = Pt−1 che si ottiene dall’intersezione delle curve di domanda e offerta e
rappresenta l’unico punto fisso di (2.10)

Pe = a− u

β + γ

che sostituito nella soluzione appena trovata ci da:

Pt = (P0 − Pe)
3

− γ

β

4t
+ Pe (2.11)

Dall’analisi di questa soluzione emergono tre casi:

• se γ < β, il prezzo si muoverà intorno al prezzo di equilibrio, la fluttua-
zione diventerà sempre più piccola e infine convergerà verso il punto di
equilibrio. Perciò per t → ∞, Pt → Pe, abbiamo quindi un punto di
equilibrio stabile.

• se γ > β, il prezzo si muoverà intorno al prezzo di equilibrio, la flut-
tuazione diventerà sempre più grande e non convergerà mai al punto
di equilibrio. Perciò per t → ∞, Pt → ∞, con un equilibrio instabile.

• se γ = β, al crescere del tempo il prezzo si muoverà intorno al prezzo
di equilibrio, mantenendo sempre la stessa distanza da esso. Si ha che
per t → ∞, indipendentemente dal valore iniziale, Pt oscillerà sempre
tra P0 e P1 = −P0 + a−u

β
.
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La teoria di Cobweb impone quindi al produttore di tenere d’occhio i
prezzi reali nel periodo precedente su cui basare la produzione successiva
della quantità di prodotto, di evitare la crescita cieca della produzione suc-
cessiva esclusivamente perché il prezzo del prodotto è superiore al prezzo di
equilibrio e infine di studiare attentamente le relazioni tra le variazioni dei
prezzi e quantità prodotta, analizzare correttamente l’andamento dei prezzi
sul mercato, e poi razionalmente prendere decisioni sulla scala di produzione.

2.3 Il modello di Solow
Anche se questo capitolo si occupa delle equazioni alle differenze lineari

o affini, il comportamento locale delle equazioni alle differenze non lineari
può essere studiato linearizzando l’equazione nel punto fisso ed applicando il
Teorema 1.2.2.
A questo proposito un esempio è rappresentato dal modello di Solow, de-
scritto anche nei documenti [7], [8], [10]. Conosciuto anche come modello di
Solow-Swan, prende il nome dai due economisti Robert Solow e Trevor Swan
che diedero vita a questo famosissimo modello, vincitore del premio Nobel
nel 1956. Il modello di Solow-Swan dimostra come il risparmio, che determi-
na l’accumulazione di capitale, la crescita della popolazione, che incide sulla
forza lavoro, ed i miglioramenti tecnologici, sono i fattori che influenzano la
crescita di un sistema economico. Per sistema economico, dunque, si inten-
de un ente che produce ricchezza Yt sulla base di alcuni input, che possono
essere, ad esempio, il capitale Kt e il lavoro Lt. Il capitale Kt rappresenta
la somma in valore di tutti i macchinari, gli impianti, gli uffici, ecc...; in
questo contesto ciascun "bene capitale", cioè strumentale alla produzione,
ha il medesimo ruolo nel processo produttivo. Il lavoro Lt è inteso come
numero totale di occupati, senza distinzione in base all’esperienza professio-
nale, alle conoscenze tecniche o al tipo di impiego. Una versione semplice di
questo modello descrive un’economia chiusa senza progresso tecnologico, in
cui viene utilizzata una funzione di produzione neoclassica Yt = F (Kt, Lt).
Questa funzione di produzione è definita nell’ortante non negativo di R2 ed
è caratterizzata dalle seguenti proprietà:

• è due volte differenziabile;

• ha derivate marginali strettamente positive: ∂F (K,L)
∂K

> 0 e
∂F (K,L)

∂L
> 0;
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• ha derivate seconde marginali strettamente negative: ∂
2F (K,L)
∂K2 < 0 e

∂2F (K,L)
∂L2 < 0;

• ha rendimenti di scala costanti, ovvero se aumentiamo di una certa
quantità sia il lavoro che il capitale, avremo un uguale aumento della
produzione: F (λK, λL) = λF (K,L) ∀λ > 0;

• soddisfa le condizioni di Inada:

lim
K→+∞

∂F (K,L)
∂K

= 0, lim
L→+∞

∂F (K,L)
∂L

= 0

lim
K→0

∂F (K,L)
∂K

= +∞, lim
L→0

∂F (K,L)
∂L

= +∞.

Le condizioni di Inada di solito non sono elencate tra le proprietà di
una funzione di produzione neoclassica, tuttavia, risultano necessarie per
garantire uno stato stazionario strettamente positivo. L’esempio classico per
una funzione di produzione con queste proprietà è quello di Cobb-Douglas,
per cui F (K,L) = AK1−αLα, con 0 < α < 1 esponente che rappresenta le
quote di produzione imputabili a ciascun fatto e A > 0 che indica lo stato
della tecnologia. Le proprietà di cui sopra hanno due importanti implicazioni
riassunte dai seguenti lemmi.
Lemma 2.3.1. Sia F una funzione di produzione neoclassica descritta dalle
proprietà sopra elencate, allora entrambi gli input sono essenziali, ovvero
F (K, 0) = 0 e F (0, L) = 0.
Dimostrazione. Supponiamo che Y → ∞ per K → ∞, allora per il Teorema
di De l’Hopital e le condizioni di Inada, abbiamo:

lim
K→∞

Y

K
= lim

K→∞

∂Y/∂K

1 = lim
K→∞

∂Y

∂K
= 0.

Se invece, Y rimane finito quando K → ∞, otteniamo immediatamente:

lim
K→∞

Y

K
= 0.

Il rendimento di scala costante implica che, per L > 0 fissato,

lim
K→∞

Y

K
= lim

K→∞
F (1, L/K) = F (1, 0) = 0.

E quindi,
F (K, 0) = KF (1, 0) = 0

Gli stessi passaggi vengono seguiti per dimostrare F (0, L) = 0.
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Lemma 2.3.2. Sia F una finzione di produzione neoclassica descritta dalle
proprietà sopra elencate, allora, prendendo K > 0 fissato, limL→∞ F (K,L) =
+∞, così come, prendendo L > 0 fissato, limK→∞ F (K,L) = +∞.

Dimostrazione. Omettendo il pedice t, definiamo k = K/L come l’intensità
di capitale. L’assunzione di rendimenti di scala costanti implica che

F (K,L) = LF (K/L, 1) = Lf(k) = Kf(k)/k

dove f(k) = F (k, 1). Prendendo K > 0 fissato,

lim
L→∞

F (K,L) = K lim
k→0

f(k)
k

= K lim
k→0

f Í(k) = ∞

dove abbiamo usato una delle condizioni di Inada per l’ultima uguaglianza e il
risultato trovato nel Lemma precedente che ci dice che il capitale è essenziale,
ovvero che f(0) = 0.
La dimostrazione del limK→∞ F (K,L) = ∞, L > 0 fissato, è analoga.

Il nostro output, ovvero la ricchezza prodotta, può essere utilizzata in due
modi, spesa in consumi, Ct, oppure investita, It:

Yt = Ct + It. (2.12)

Il risparmio è rappresentato da una frazione costante s ∈ (0, 1) dell’output.
Poiché in un’economia chiusa il risparmio equivale all’investimento, abbiamo:

It = sYt (2.13)

Quest’ultimo, che è un flusso, si aggiunge al capitale esistente, che essendo
uno stock, si deprezza secondo un tasso costante δ ∈ (0, 1), che rappresenta
la percentuale di beni produttivi che si usurano nel tempo:

Kt+1 = (1 − δ)Kt + It = (1 − δ)Kt + sYt = (1 − δ)Kt + sF (Kt, Lt). (2.14)

Se l’investimento eccede il deprezzamento, il capitale aumenta e di conse-
guenza anche la produzione di ricchezza, viceversa entrambi diminuiscono.
Si presuma invece che il lavoro cresca ad un tasso costante µ > 0:

Lt+1 = (1 + µ)Lt, L0 > 0 dato. (2.15)

A partire dal tempo 0 con un capitale positivo K0 > 0, il sistema costitui-
to dalle due equazioni alle differenze (2.14) e (2.15) descrive completamente
l’evoluzione dell’economia nel tempo. Se siamo interessati ad un analisi di
stabilità, è più utile guardare il rapporto delle due variabili, nel nostro caso
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K/L. Questo ci porta alcuni vantaggi, come la riduzione della dimensione
del sistema ad uno e la migliore interpretazione economica dei risultati. Di-
vidiamo quindi l’equazione (2.14) per Lt+1 e, usando i rendimenti di scala
costanti, otteniamo:

kt+1 = Kt+1

Lt+1
= 1 − δ

1 + µ
kt + s

1 + µ
f(kt) = g(kt) (2.16)

dove kt = Kt
Lt

è conosciuto come intensità di capitale e f(kt) = F
1
Kt
Lt
, 1
2
.

La funzione di produzione in termini di intensità di capitale, eredita le
proprietà della funzione di produzione originale: f Í(k) > 0, f ÍÍ(k) < 0,
limk→∞ f Í(k) = 0 e limk→0 f

Í(k) = ∞. Queste proprietà riguardano an-
che g, con l’eccezione data dal limk→∞ gÍ(k) = (1−δ)

(1+µ) < 1.
Consideriamo uno sviluppo economico che inizia al tempo zero con un’inten-
sità di capitale k0 > 0. L’equazione alle differenze non lineare di primo ordine
(2.16) inseme alla condizione iniziale, determina in modo univoco l’evoluzione
dell’intensità di capitale nel tempo e conseguentemente tutte le altre varia-
bili del modello. Dunque, risolvendo l’equazione (2.16) per kt, tutte le altre
variabili del modello sono determinate.

Proposizione 2.3.1. Date le assunzioni del modello di Solow, l’equazione
fondamentale di Solow (2.16) ha due stati stazionari k∗ = 0 e k∗ > 0.

Dimostrazione. Gli stati stazionari devono soddisfare l’equazione non lineare:

k∗ = g(k∗).

Questo implica
k∗ = s

µ+ δ
f(k∗). (2.17)

Dato che f(0) = 0, k∗ = 0 è uno stato stazionario. Inoltre, le condizioni
di Inada garantiscono l’esistenza di un unico stato stazionario strettamen-
te positivo k∗ > 0. In particolare, le proprietà g(0) = 0, limk→0 g

Í(k) = ∞,
limk→∞ gÍ(k) = 1−δ

1+µ < 1 e gÍ(k) > 0, assicurano che la funzione g sia sufficien-
temente ripida all’origine e diventi abbastanza piatta alla fine, da attraversare
una volta dall’alto la bisettrice del primo quadrante.

Lo stato di equilibrio k∗ = 0 non ha nessun significato economico. La
stabilità asintotica di k∗ > 0 è facilmente dedotta osservando che kt cresce in
modo monotono per k0 ∈ (0, k∗) e decresce in modo monotono per k0 > k∗.
Quindi, kt converge in modo monotono a k∗ indipendentemente dal valore
iniziale k0 > 0. Questo mostra che k∗ > 0 è attrattivo. La monotonia implica
anche stabilità, perché ∀ε > 0, prendendo δε = ε, |k0 − k∗| < δε implica
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Figura 2.4: Intensità di capitale nel modello di Solow

|kt − k∗| < ε ∀t ≥ 0. Dunque k∗ > 0 è stabile e anche asintoticamente
stabile.
Un altro modo per arrivare alla medesima conclusione è quello di sfruttare il
Teorema 1.2.2. Per fare ciò, dobbiamo linearizzare l’equazione (2.16) intorno
allo stato di equilibrio k∗ > 0. Questo equivale a prendere l’approssimazione
di Taylor al primo ordine:

kt+1 ≈ k∗ + ∂g(k)
∂k

----
k=k∗

(kt − k∗) (2.18)

e studiarne le caratteristiche.

Proposizione 2.3.2. 0 < φ = ∂g(k)
∂k

----
k=k∗

< 1.

Dimostrazione. Ricordiamo che g(kt) soddisfa l’equazione (2.16), perciò g(kt) =
kt+1. Per le caratteristiche della funzione di produzione gÍ(k) esiste ed è sem-
pre strettamente positiva per ogni k > 0. Dall’equazione (2.17), abbiamo che
l’intensità stazionaria di capitale soddisfa sf(k∗)

k∗ = δ + µ.
Poiché f è una funzione strettamente concava e differenziabile ed f(0) = 0,
si ha che f(k) > f(0) + kf Í(k) = kf Í(k). Quest’ultima equazione implica

s
f(k∗)
k∗ = δ + µ > sf Í(k∗). (2.19)
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Sapendo che gÍ(k∗) = s
1+µf

Í(k∗) + 1−δ
1+µ e applicando la disequazione (2.19) si

ottiene che gÍ(k∗) < 1.

Iniziando al tempo t = 0 con un’intensità di capitale k0 > 0, la soluzione
a questo problema al valore iniziale è:

kt = k∗ + φt(k0 − k∗)

Poiché 0 < φ < 1, lo stato stazionario k∗ è asintoticamente stabile.
In conclusione, nel modello di Solow, un paese che ha un capitale pro capite
iniziale k inferiore a k∗ tenderà ad accrescerlo fino a raggiungere l’equilibrio
di stato stazionario, in cui l’investimento deve essere pari alla riduzione del
capitale pro capite. La crescita di y, fino al livello di produzione stazionaria
y∗, è causata dall’aumento del capitale. In questo modello l’unico elemento
che potrebbe sostenere ancora la crescita è un aumento del tasso di risparmio
s, come mostrato in figura 2.5 in cui s2 > s1, ma una volta raggiunto il
nuovo livello di stato stazionario k∗, la crescita rimarrà costante; dunque un
aumento di s non implica un aumento perpetuo della crescita. Se invece la
popolazione cresce, come mostrato in figura 2.6 con µ2 > µ1, il livello di
investimento necessario per mantenere k invariato cresce e la produzione pro
capite all’ equilibrio è inferiore. Il modello di Solow prevede dunque che i
paesi con un tasso di crescita della popolazione più elevato hanno livelli di
PIL pro capite più bassi.
Il risparmio e la crescita della popolazione determinano lo stock di capitale di
stato stazionario dell’economia, e quindi il livello di reddito pro capite di stato
stazionario. Ciò che il modello non riesce a spiegare è la crescita prolungata
che osserviamo in molti paesi. Nel modello fin’ora studiato, una volta che
l’economia raggiunge lo stato stazionario, la produzione per lavoratore cessa
di crescere. Per spiegare il perdurare della crescita occorre introdurre nel
modello il progresso tecnologico.

2.3.1 Il ruolo del progresso tecnologico nella crescita
della produzione

Il prodotto complessivo di un paese non dipende però solo dalla quantità
fisica dei fattori utilizzati ma dal modo in cui essi si combinano tra di lo-
ro e cioè dallo "stato della tecnologia", come illustrato nel documento [11];
anche disponendo delle medesime quantità di capitale e lavoro, paesi con tec-
nologie più avanzate produrranno di più rispetto a paesi con tecnologie più
arretrate. Quindi oltre che dalla quantità dei fattori K ed L, la produzione
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Figura 2.5: Effetti di un aumento del risparmio sull’equilibrio

Figura 2.6: Effetti della crescita della popolazione sull’equilibrio

36



è influenzata anche da una variabile che sintetizza la capacità di un paese di
combinare capitale e lavoro. Questa capacità può essere interpretata sia in
senso stretto come utilizzo di specifiche tecniche produttive, sia in senso più
ampio come buon funzionamento dei mercati, delle imprese, della pubblica
amministrazione, in una parola del sistema economico. Di conseguenza la
funzione di produzione non avrà più rendimenti di scala costanti, ma occorre
introdurre un elemento esterno (esogeno), che rappresentanti l’effetto "resi-
duo" dopo avere conteggiato quello dell’aumento dei fattori. Da un punto di
vista formale, il progresso tecnologico può entrare nella funzione di produ-
zione in diversi modi, in relazione alle ipotesi che facciamo su di esso.
Il caso che consideriamo è quello di un progresso tecnologico che mira a
migliorare l’efficienza del lavoro (labour – augmenting). Possiamo quindi
riscrivere la funzione di produzione come F (K,L,A) = K1−α(LA)α, chiama-
ta funzione di produzione di Harrod. A partire da quest’ultima, seguendo
il procedimento precedente, arriviamo ad un nuovo equilibrio, per il qua-
le il capitale per unità di efficienza è costante: k∗ = s

µ+δ+gf(k∗), dove

f(kt) = F
3

Kt
AtLt

, 1
4

ed g rappresenta il tasso di progresso tecnologico, che
incide sulla produzione migliorando l’efficienza dei lavoratori. Otteniamo
quindi che il progresso tecnologico, porterebbe ad un reddito di stato stazio-
nario y∗ = [s/(δ + n + g)](1−α)/α inferiore a quello raggiunto in sua assenza.
Tuttavia ciò che viene considerato qui è il reddito per unità di efficienza e non
per occupato. Il capitale per unità di efficienza è definito come: ke = K/AL.
Ricordando che K/L non è altro che la definizione di capitale per occupato,
ko, si ha che: ke = ko/A. Dunque, la dotazione di capitale e il reddito per
occupato di stato stazionario e in presenza di progresso tecnologico posso-
no essere espresse come segue: k∗

o = k∗
eA e y∗

o = y∗
eA. Queste ultime due

relazioni portano ad una conclusione importante: in presenza di progresso
tecnologico, anche in stato stazionario (che è, infatti, stazionario in relazione
alle sole unità di efficienza) si verifica una crescita della dotazione di capitale
per occupato e quindi del reddito per occupato. Infatti, il tasso di crescita
di quest’ultimo sarà:

gy = ∆y
y

= ∆(yA)
yA

⇒ gy∗ = y∗(∆A)
y∗A

= ∆A
A

= g,

così come anche la dotazione di capitale crescerà allo stesso tasso g. Dun-
que, i singoli lavoratori stanno beneficiando di un quantitativo di capitale
che cresce costantemente al tasso del progresso tecnologico, generando più
produzione ovvero più reddito.
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Spostando il punto di vista dell’analisi sulle grandezze aggregate va evi-
denziato che il progresso tecnologico ha effetti persino maggiori su di esse. Se
ogni singolo lavoratore sperimenta un incremento della dotazione di capitale
e di reddito e il numero di lavoratori aumenta, ovviamente anche il sistema
economico nel suo intero farà altrettanto. In sostanza, il sistema economico
che è stato delineato in presenza di incremento demografico e progresso tec-
nologico, consente non solo di garantire una crescita di reddito costante ad
ogni lavoratore ma riesce a farlo per un numero sempre crescente di lavora-
tori. Ricordando che y = Y/L e che in stato stazionario y cresce al tasso g,
il tasso di crescita del prodotto aggregato sarà:

GY = ∆Y
Y

= ∆(yL)
yL

= ∆y
y

+ ∆L
L

+ ∆y
y

∆L
L

= gy + µ+ gyµ.

Il fattore gyµ è considerato trascurabile per la sua dimensione relativamente
piccola.
Concludendo, l’inserimento del progresso tecnologico (nella fattispecie del ti-
po labour – augmenting) nel modello di Solow consente di spiegare una cresci-
ta del prodotto (e quindi del reddito) per occupato persistente, coerentemente
con quanto avviene in quelli che oggi sono i paesi più sviluppati.

2.3.2 Il modello di Solow con due paesi
Un’ulteriore aggiunta al modello precedente è quella di considerare due

paesi A e B, che condividono le stesse tecnologie, hanno cioè la stessa funzione
di produzione f(k) dove k è l’intensità di capitale. Il tasso di risparmio s,
0 < s < 1, il tasso di deprezzamento δ, 0 < δ ≤ 1, e il tasso di crescita
della popolazione µ > 0 ipotizziamo che siano anche uguali in entrambi i
paesi. Dunque, in un contesto di economia chiusa, l’intensità di capitale in
entrambi i paesi segue l’equazione alle differenze di Solow (2.16):

kt+1 = 1 − δ

1 + µ
kt + s

1 + µ
f(kt) = g(kt)

dove f ha le stesse proprietà della Sezione 2.3. L’unica differenza tra i due
paesi è che l’intensità di capitale al tempo 0 è più elevata nel paese A rispetto
al paese B. In particolare, assumiamo che

kB0 < kA0 < k∗

dove k∗ denota lo stato stazionario dell’equazione alle differenze. Al tempo
0 entrambi i paesi accettano di aprire le loro frontiere e di commerciare
beni di investimento nuovi. Si presume che il capitale e il lavoro già presenti
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rimangano immobili. I risparmi, e quindi gli investimenti, vanno verso il paese
con rendimento più alto. Il rendimento del capitale è restituito al proprietario
sotto forma di beni di consumo. Poichè kB0 < kA0 , allora f Í(kB0 ) > f Í(kA0 ),
tutti i risparmi maturati dal paese A confluiranno come investimenti nel
paese B. Dunque, finchè kB0 < kA0 , l’evoluzione dell’intensità di capitale in
entrambi i paesi è data dalle seguenti equazioni:

kAt+1 = 1 − δ

1 + µ
kAt

kBt+1 = 1 − δ

1 + µ
kBt + s

1 + µ
[f(kAt ) + f(kBt )].

Da queste due equazioni è chiaro che l’intensità di capitale nel paese A di-
minuisce monotonicamente, mentre l’intensità di capitale nel paese B cresce
monotonicamente. Poichè kBt+1 tenderà a k∗ e kAt+1 < kA0 < k∗, esiste un tem-
po t∗ in cui le intensità di capitale si eguagliano. Da questo istante in poi,
entrambe le intensità si muoveranno in parallelo e arriveranno all’equilibrio
comune k∗. Questa forte implicazione di convergenza può essere osservata so-
lo parzialmente nella realtà, come discusso anche in altri modelli come quello
di Lucas (1990).

2.4 Un modello di crescita ottimale
A differenza del modello Solow precedentemente discusso, il modello di

crescita ottimale cerca di determinare la decisione di risparmio-consumo
in modo ottimale. Se Ct ed Lt indicano il consumo aggregato e il lavo-
ro aggregato nel periodo t, il consumo pro capite è dato da ct = Ct/Lt.
Come nel modello precedente, il lavoro cresce ad un tasso µ > 0, ovvero
Lt+1 = (1 + µ)Lt. L’obiettivo è quello di massimizzare la seguente funzione
obiettivo di Bentham:

V (c0, c1, . . . ) =
∞Ø
t=0

βtLtU(ct)

= L0

∞Ø
t=0

(β(1 + µ))tU(ct), 0 < β(1 + µ) < 1.
(2.20)

La costante β è il tasso di sconto. L’utility function U : R+ → R è continua-
mente differenziabile, crescente, strettamente concava e soddisfa limc→0 U

Í(c) =
∞. Le altre specifiche del modello sono esattamente quelle del modello di
Solow, in cui il guadagno segue una funzione di produzione neoclassica che
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soddisfa le condizioni di Inada. Riprendendo la precedente relazione per gli
investimenti al tempo t,

It = Kt+1 − (1 − γ)Kt

la ricchezza prodotta, per un’economia chiusa, soddisfa la seguente equazione:

Ct + It = Ct +Kt+1 − (1 − γ)Kt = F (Kt, Lt)

o in termini di ricchezza pro-capite

ct + (1 + µ)kt+1 − (1 − γ)kt = f(kt)
ct + (1 + µ)kt+1 = f(kt) + (1 − γ)kt = h(kt)

(2.21)

La condizione di primo ordine per l’ottimo è data dall’equazione di Eulero,
chiamata anche regola di Keynes-Ramsey:

U Í(ct) = βhÍ(kt+1)U Í(ct+1) (2.22)

Il sistema di equazioni costituito dall’equazione di transizione (2.21) e dall’e-
quazione di Eulero (2.22) costituisce un sistema di equazione alle differenze
non lineare. Per l’analisi di questo sistema, in primo luogo, calcoliamo lo
stato stazionario. Poi linearizziamo il sistema intorno allo stato stazionario.
Questo dà un’equazione alle differenze lineare omogenea in termini di de-
viazioni dallo stato stazionario. Troviamo la soluzione di questa equazione
usando il principio di sovrapposizione. Infine, scegliamo, se possibile, una
soluzione usando le condizioni iniziali e gli argomenti di limitazione.

2.4.1 Lo stato stazionario
Lo stato stazionario (k∗, c∗) si trova ponendo c∗ = ct = ct+1 e k∗ = kt =

kt+1 nelle equazioni (2.21) e (2.22). Nel sistema di equazioni non lineari si
ottiene:

∆k = 0 : c∗ = f(k∗) − (δ + µ)k∗ (2.23)
∆c = 0 : βhÍ(k∗) = β(f(k∗) + 1 − δ) = 1 (2.24)

L’equazione ∆c = 0 è indipendente da c e dalla forma dell’utility function U
e da questa, quindi, viene determinato il valore di k∗. La prima equazione
vista come funzione di k, ha una forma ad u invertita nel piano (k, c), come
può essere dedotto dal ragionamento seguente:

• k = 0 implica c = 0. La derivata dc
dk

= f Í(k)−(δ+µ) = 0 è strettamente
positiva per le condizioni di Inada.
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Figura 2.7: Diagramma del modello di crescita ottimale

• La funzione raggiunge un massimo a k∗∗ determinato da dc
dk

= f Í(k∗∗)−
(δ + µ) = 0. Poichè β(1 + µ) < 1 per ipotesi, k∗ < k∗∗. k∗∗ è maggiore
del capitale azionario ottimale a causa del tasso d sconto.

• Per k > k∗∗, la sequenza ∆k = 0 diminuisce in modo monotonico e
attraversa l’asse c = 0 in kmax, che corrisponde al valore massimo del
capitale sostenibile nel lungo periodo e si ottiene quando il consumo si
riduce a zero. kmax è determinato dall’equazione f(kmax) = (γ+µ)kmax.

Entrambe le equazioni sono rappresentate in blu in figura 2.7. Esse si inter-
secano nel punto E, che corrisponde all’unico stato stazionario del sistema
diverso da zero.

2.4.2 Il sistema linearizzato
Le equazioni (2.21) e (2.22) formano un sistema bidimensionale di equa-

zioni alle differenze non lineari di ordine uno o, dopo aver inserito h(kt) −
(1 + µ)kt+1 per ct e h(kt) − (1 + µ)kt+2 per ct+1, una singola equazione alle
differenze non lineare di ordine due. Sono necessarie, quindi, due condizioni
al contorno per determinare una soluzione unica. Una condizione è data dal

41



valore iniziale dello stock di capitale pro-capite k0 > 0.

Per studiare le dinamiche del sistema nel dettaglio, riscriviamo l’equazione
di Eulero (2.22) come

U Í(ct+1) − U Í(ct) = [1 − βhÍ(kt+1)]U Í(ct+1). (2.25)

Da questa equazione possiamo dedurre che ct+1 ≥ ct per kt+1 < k∗ e vicever-
sa. Dunque, dalla sinistra di ∆c = 0 i consumi salgono, mentre dalla parte
destra scendono. In modo simile, l’equazione (2.21) implica che kt+1 ≥ kt
quando ct < c∗. Così, le due equazioni ∆c = 0 e ∆k = 0 dividono l’ortante
non negativo del piano (k, c) in quattro regioni. Come mostrato in figura
2.7, nella regione di nord-ovest il consumo aumenta, mentre, l’intensità di
capitale diminuisce. Queste dinamiche procedono fin quando non si interse-
ca l’asse c. Quando accade questo, l’economia ha terminato il suo capitale,
dunque non produce nulla, ma ha un consumo positivo, il che rappresenta
una situazione impossibile e ci porta ad escludere cammini con queste carat-
teristiche. Partendo da k0, c’è, tuttavia, un percorso, rappresentato in rosso,
che porta l’economia allo stato stazionario. L’analisi algebrica richiede la
linearizzazione del sistema non lineare delle equazioni (2.21) e (2.22).A

1 + µ 0
βU Í(c∗)hÍÍ(k∗) U ÍÍ(c∗)

BA
kt+1 − k∗

ct+1 − c∗

B
=
A
β−1 −1
0 U ÍÍ(c∗)

BA
kt − k∗

ct − c∗

B

dove sfruttiamo βhÍ(k∗) = 1. Dato che µ > 0 e U ÍÍ(c∗) < 0, la matrice a
sinistra è invertibile. Questo porta quindi al seguente sistema omogeneo di
primo ordine lineare:A
kt+1 − k∗

ct+1 − c∗

B
= 1

1 + µ

A
β−1 −1

R−1
A (c∗)hÍÍ(k∗) −βR−1

A (c∗)hÍÍ(k∗) + (1 + µ)

BA
kt − k∗

ct − c∗

B

= Φ
A
kt − k∗

ct − c∗

B

dove RA(c∗) uguale a −U ÍÍ(c∗)/U Í(c∗) > 0, è il coefficiente di avversione al
rischio assoluto valutato allo stato stazionario. La dinamica di questo sistema
è determinata dagli autovalori di Φ. Denotiamo il polinomio caratteristico
di Φ con P (λ) e i corrispondenti autovalori con λ1 e λ2, dunque abbiamo:

P (λ) = (λ− λ1)(λ− λ2) = λ2 − tr(Φ)λ+ detΦ
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con
trΦ = λ1 + λ2 = 1 + [β(1 + µ)]−1 − [βR−1

A (c∗)hÍÍ(k∗)]/(1 + µ) > 2

detΦ = λ1λ2 = 1
β(1 + µ) > 1

∆ = (trΦ)2 − 4detΦ

= [1 − (β(1 + µ))−1]2 + βR−1
A (c∗)hÍÍ(k∗)

1 + µ

C
βR−1

A (c∗)hÍÍ(k∗)
1 + µ

− 2 − 2
β(1 + µ)

D
> 0

P (1) = 1 − trΦ + detΦ = βR−1
A (c∗)hÍÍ(k∗)

1 + µ
< 0

dove ∆ denota il discriminante dell’equazione quadratica in cui sfruttia-
mo hÍÍ < 0. Le disuguaglianze appena rappresentate hanno le seguenti
implicazioni per i due autovalori:

• ∆ > 0 implica che gli autovalori sono reali e distinti;

• trΦ > 2 implica che almeno un autovalore è > 1;

• P (1) < 0 implica che si trovano dalla parte opposta rispetto ad 1.

• P (0) = detΦ > 1 implica che un autovalore, diciamo λ1, è maggiore di
1, mentre il secondo autovalore, λ2, si trova tra 0 e 1.

Poichè gli autovalori sono distinti, possiamo diagonalizzare Φ come Φ =
QΛQ−1 dove Λ è una matrice diagonale con λ1 e λ2 sulla sua diagonale.
Prendiamo λ1 > 1 > λ2 > 0. Le colonne della matrice Q = (qij) sono
formate dagli autovettori di Φ. Quindi, la soluzione può essere scritta come

kt − k∗ = c1q11λ
t
1 + c2q12λ

t
2 (2.26)

ct − c∗ = c1q21λ
t
1 + c2q22λ

t
2 (2.27)

Poichè λ1 > 1, questo rappresenta un sistema instabile. Con l’evolvere del
tempo l’autovalore instabile alla fine dominerà. Per evitare questo compor-
tamento esplosivo, poniamo c1 = 0. Per quanto riguarda la seconda costante
c2, supponiamo che il sistema inizi al periodo 0 con un valore k0 dell’intensità
di capitale. Secondo l’equazione (2.26), c2 = (k0−k∗)

q12
, con q12 Ó= 0. Combinan-

do tutti questi elementi con le equazioni (2.26) e (2.27), si ottiene l’equazione
della sella:

ct = c∗ + q22

q12
(kt − k∗) (2.28)

Ora, mostriamo che la sella ha un inclinazione positiva, ovvero q22
q12

> 0.
Questo può essere dimostrato manipolando le equazioni definite per l’au-
tovettore corrispondente al secondo autovalore λ2. Essi si ottengono da
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(φ11 − λ2)q12 + φ12q22 = 0 e φ21q12 + (φ22 − λ2)q22 = 0 Poichè (φ11 − λ2) > 0
e φ12 < 0, q12 e q22 hanno lo stesso segno. Alla stessa conclusione si giun-
ge usando la seconda equazione. Questo ragionamento mostra anche che
q12 Ó= 0. Supponiamo infatti per assurdo che q12 = 0, allora anche q22 = 0
perchè φ12 = −1

1+µ < 0. Questo contraddice l’assunzione che (q12, q22)Í è un
autovettore. Si noti che anche se l’autovettore non è determinato in modo
univoco, la sua direzione e quindi la pendenza della sella lo è.

2.4.3 Un caso particolare istruttivo
Il sistema non lineare di equazioni (2.21) e (2.22) non ha in generale

una soluzione analitica, si deve quindi ricorrere alla versione linearizzata per
studiare il suo comportamento locale intorno allo stato stazionario. Ci so-
no, tuttavia, delle specifiche particolari che consente una soluzione analitica.
Poniamo µ = 0 e consentiamo l’ammortamento completo entro un periodo,
cioè δ = 1, inoltre assumiamo l’utility function logaritmica, U(c) = ln c e la
funzione di produzione di Cobb-Douglas, ovvero f(k) = Akα. Con queste
semplificazioni, le equazioni (2.21) e (2.22) diventano:

ct + kt+1 = Akαt
1
ct

= αβAkα−1
t+1

1
ct+1

Questo sistema può essere riscritto come una singola equazione alle differenze
non lineare per l’intensità di capitale, eliminando ct e ct+1:

1
Akαt − kt+1

= αβAkα−1
t+1

Akαt+1 − kt+2

1
(Akαt /kt+1) − 1 = αβ

1 − (kt+2/Akαt+1) .

Questa equazione di secondo ordine può essere ridotta ad un’equazione di pri-
mo ordine riconoscendo che st+1 = kt+2

Akαt+1
e st = kt+1

Akαt
sono i tassi di risparmio

dell’economia al tempo t+ 1 e t:

st+1 = g(st) = (1 + αβ) − αβ

st
(2.29)

Analizzando il grafico della funzione g in figura 2.8 per st > 0, osserviamo
che ci sono due stati stazionari s∗ = αβ e s∗ = 1. La stabilità di questi due
punti fissi può essere studiata applicando il teorema 1.2.2. Infatti, la derivata
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Figura 2.8: Equazione differenziale per il tasso di risparmio con αβ = 0.3

di g calcolata nei due punti fissi è:

gÍ(s) = αβ

(s∗)2 =


1
αβ
> 1, s∗ = αβ;

αβ < 1, s∗ = 1.

Dunque, possiamo concludere che s∗ = αβ è un punto fisso instabile,
mentre s∗ = 1 è un punto fisso esponenzialmente stabile. Dalla forma par-
ticolare della funzione possiamo derivare ulteriori proprietà. Se s0 >

αβ
1+αβ ,

l’intera orbita produrrà tassi di risparmio positivi. Oltretutto, se s0 Ó= αβ,
i tassi di risparmio convergeranno monotonicamente ad uno, limt→∞ st =
limt→∞ ϕ(s0, t) = 1. Se ammettiamo che il sistema economico preveda dei
prestiti senza nessun tasso di interesse, tale che st possa diventare negativo,
il punto fisso s∗ = 1 è globalmente stabile, purchè s0 Ó= αβ.
Confrontando i due punti fissi da un punto di vista economico, s∗ = 1 signi-
fica che gli agenti non spenderanno nulla e conserveranno l’intera ricchezza.
Una situazione del genere ovviamente non può essere quella ottimale. Dun-
que, l’unico punto di equilibrio economicamente ammissibile, è s∗ = αβ.
In base a queste considerazioni, il logaritmo di k seguirà un’equazione alle
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differenze di primo ordine:

ln kt+1 = ln(αβA) + α ln(kt).

Lo stato stazionario per questa equazione in forma logaritmica è rappresen-
tato da:

ln(k∗) = ln(αβA)
1 − α

.

Abbiamo quindi, ln kt+1 − ln(k∗) = α(ln kt − ln(k∗)) e la soluzione è

ln kt − ln(k∗) = αt(ln k0 − ln(k∗)), ∀k0 > 0.

2.5 Un modello di prezzi azionari
Si consideri un’economia in cui gli investitori hanno due assets a loro

disposizione. Il primo è un titolo di Stato senza rischio che paga un tasso
d’interesse costante r > 0 in ogni istante t. Il secondo è un’azione comune
che dà al proprietario il diritto a un flusso di dividendi noto per azione. Il
problema è quello di determinare il prezzo delle azioni pt in funzione del flusso
di dividendi futuro (dt+h)h=0,1,... e il tasso di interesse r. Eliminando l’incer-
tezza in questo esempio, l’arbitraggio assicura che il rendimento di entrambi
gli investimenti deve essere uguale. Dato che il rendimento dell’investimento
nell’azione consiste nel pagamento del dividendo dt più la variazione attesa
di prezzo pet+1 − pt, questa condizione di arbitraggio porta a:

r = dt + pet+1 − pt
pt

⇔ pet+1 = (1 + r)pt − dt (2.30)

dove pet+1 indica il prezzo atteso nel prossimo istante di tempo. Supponendo
che le aspettative degli investitori siano razionali, il che equivale ad assumere
una perfetta lungimiranza in un contesto di assenza di incertezza, l’equazione
(2.30) si trasforma in una semplice equazione alle differenze di primo ordine:

pt+1 = (1 + r)pt − dt (2.31)

con φ = 1 + r e zt = −dt−1.
L’obiettivo è trovare un prezzo iniziale. Considerando che la soluzione genera-
le dell’equazione omogenea si trova facilmente, essendo x(g)

t = φtcf , per qual-
che cf ∈ R, la ricerca di una soluzione particolare richiede altre considera-
zioni. Poiché φ = 1 + r > 1, non possiamo considerare la soluzione backward
dato che la somma infinita non convergerà per un flusso di dividenti constan-
te. Pertanto, utilizziamo la soluzione forward x

(f)
t = −φ−1q∞

j=1 φ
−j+1zt+j,
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come indicato nell’equazione (2.8). La soluzione dell’equazione alle differenze
(2.31) diventa:

pt = (1+ r)tcf +x
(f)
t = (p0 −x

(f)
0 )(1+ r)t+(1+ r)−1

∞Ø
j=0

(1+ r)−jdt+j. (2.32)

La soluzione forward è ben definita solo se la sommatoria converge. Una
condizione sufficiente per far si che questo accada è l’esistenza di un indice
j0 tale che |dt+j/(1 + r)j| < M j, per j > j0 ed M < 1. Questo è garantito, in
particolare, da un flusso di dividenti costante dt+j = d per ogni j = 0, 1, 2, . . .
Il termine (1 + r)tcf è solitamente chiamato "bubble" perché il suo compor-
tamento non è correlato al flusso di dividendi, al contrario del termine x(f)

t

che riflette il valore intrinseco dell’azione.

Supponiamo di trovarci nell’istante t = 0 ed avere cf = p0 − x
(f)
0 >

0. Ciò significa che il prezzo dell’azione corrente è superiore a quello che
può essere giustificato dal flusso di dividendi futuri. Secondo l’equazione
(2.30) questo può accadere solo con un’adeguata plusvalenza, vale a dire
un adeguato aumento di prezzo previsto nel successivo istante temporale.
In questo modo il nuovo prezzo sarà maggiormente diverso dal flusso dei
dividendi, che devono essere giustificati da una plusvalenza ancora maggiore
nel periodo successivo, e così via. Alla fine, il termine "bubble" prende il
sopravvento e il prezzo delle azioni diventa quasi indipendente dal flusso di
dividendi. Questa situazione, tuttavia, non è sostenibile nel lungo periodo.
Di conseguenza, l’unico prezzo ragionevole dell’azione corrente p0 è proprio
x

(f)
0 , il che implica cf = 0. Questo elimina efficacemente il termine "bubble"

ed è in realtà l’unica soluzione non esplosiva. Quindi, abbiamo un’unica
soluzione di equilibrio razionale, data da:

pt = x
(f)
t = (1 + r)−1

∞Ø
j=0

(1 + r)−jdt+j. (2.33)

Pertanto, il prezzo di un’azione è sempre uguale all’attuale valore scontato
del corrispondente flusso di dividendi. Tale soluzione è ragionevole in una
situazione senza incertezza e con tutte le informazioni a disposizione.
Questa soluzione implica che il prezzo risponde immediatamente a qualsiasi
cambiamento nel flusso atteso di dividendi. L’effetto di un cambiamento in
dt+h, h = 0, 1, 2, . . . su pt è è dato da

∂pt
∂dt+h

= (1 + r)−h−1 h = 0, 1, 2, . . .
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Perciò l’effetto è minore quanto più il cambiamento è lontano nel tempo.
In alternativa, si consideri una variazione permanente dei dividendi, ad esem-
pio un cambiamento in cui tutti i dividendi aumentano di un certo importo
costante ∆d. La variazione ∆pt di prezzo corrispondente equivale a

∆pt = (1 + r)−1
∞Ø
j=0

(1 + r)−j∆d = ∆d
r
.

Analogamente, un aumento proporzionale di tutti i dividendi porterebbe
allo stesso aumento proporzionale del prezzo delle azioni. Questi esempi
dimostrano che la soluzione razionale che elimina il termine "bubble" ha senso.

2.5.1 L’iperinflazione di Cagan
Tutte le economie presentano un certo grado di inflazione, la quale si

presenta quando la media dei prezzi delle merci aumenta, mentre il potere
d’acquisto della moneta diminuisce. In genere, governi e istituzioni finanzia-
rie collaborano per garantire che l’inflazione si verifichi gradualmente e senza
scosse. Tuttavia, la storia presenta molti casi in cui il tasso d’inflazione è
accelerato a un livello senza precedenti, causando la notevole diminuzione
della valuta nazionale in proporzioni allarmanti. Questo tasso d’inflazione
accelerato è ciò che chiamiamo iperinflazione.
Nel suo libro del 1956, "The Monetary Dynamics of Hyperinflation", l’eco-
nomista Philip Cagan afferma che i periodi di iperinflazione hanno inizio
quando il prezzo di beni e servizi registra un aumento maggiore del 50 per
cento nell’arco di un mese. Per esempio, se il prezzo di un sacco di riso passa
da 10 a 15 dollari in meno di 30 giorni, e da 15 a 22.50 entro la fine del mese
successivo, avremmo iperinflazione. Se questo trend continua, il prezzo per
lo stesso sacco di riso potrebbe raggiungere 114 in sei mesi, e oltre 1000 in
un anno.
È raro che il tasso di iperinflazione rimanga fermo al 50 per cento. Nella
maggior parte dei casi, questi tassi accelerano in modo talmente rapido che
il prezzo di vari beni e servizi può aumentare drasticamente nell’arco di un
solo giorno o persino di poche ore. A causa dell’aumento dei prezzi, la fiducia
del consumatore diminuisce e il valore della valuta del paese crolla. Episodi
rinomati di iperinflazione si sono verificati in Germania dopo la prima guerra
mondiale, Venezuela e Zimbabwe, ma diversi altri paesi hanno vissuto una
simile crisi, tra cui Ungheria, Jugoslavia, Grecia e tanti altri.
L’esempio del Venezuela è quello di una grave crisi economica tutt’ora in atto.
Grazie alle sue grandi riserve petrolifere, questo Stato ha mantenuto un’eco-
nomia regolare durante il XX secolo, ma la sovrabbondanza di petrolio negli
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anni 80, seguita da una cattiva gestione economica e corruzione all’inizio del
XXI secolo, hanno portato a una forte crisi socioeconomica e politica. La
crisi è iniziata nel 2010 ed è attualmente considerata una delle peggiori nella
storia. La banca centrale non ha rilasciato alcuna stima o analisi dei tassi di
inflazione del paese per anni. Nel 2018 la banca di Caracas è stata costretta
ad affermare che l’aumento dei prezzi è stato pari a 130.060 per cento. Il
prodotto interno lordo (Pil) del paese si è dimezzato dal 2013 al 2018. Il 20
agosto dello stesso anno il presidente Nicolás Maduro ha annunciato l’emis-
sione di una nuova valuta (bolivar sovrano) per combattere l’iperinflazione,
sostituendo il bolivar esistente a un tasso di 1/100.000. Tuttavia, l’efficacia di
un tale approccio è altamente discutibile, infatti nel 2019, è stato dichiarato
un tasso di inflazione del 9.585 per cento ma il Fondo monetario internazio-
nale (FMI) ha stimato che il livello dei prezzi nel 2019 abbia raggiunto un
incremento pari a 200.000 per cento.

Considerando periodi di iperinflazione di breve durata, questi possono
essere usati per lo studio del rapporto tra offerta monetaria e livello dei
prezzi, perché altri fattori come le variazioni della produzione reale possono
essere ignorati. Denotiamo con mt il logaritmo dello stock di moneta al
tempo t e con pt il logaritmo del livello di prezzo. Il primo modello proposto
da Cagan nel 1956 consiste nelle seguenti tre equazioni.

md
t − pt = α(pet+1 − pt), α < 0
ms
t = md

t = mt

pet+1 − pt = γ(pt − pt−1), γ > 0
La prima equazione rappresenta la domanda di moneta in forma loga-

ritmica. Si riferisce alla domanda registrata per la massa monetaria reale,
md
t − pt, dove d sta per domanda, rispetto al tasso di inflazione atteso al

tempo t + 1, pet+1 − pt. Questo rapporto è negativo perché le famiglie e le
imprese riducono le loro scorte di denaro se si aspettano che il valore rea-
le di quest’ultimo scenda nel periodo successivo a causa degli alti tassi di
inflazione, per questo motivo α < 0. In questo modello, la banca centrale
controlla perfettamente lo stock di moneta e lo fissa indipendentemente dal-
l’andamento del livello dei prezzi. Questo denaro iniettato nell’economia è
completamente assorbito da questa, in modo che in ogni momento l’offerta di
denaro, ms

t , sia uguale alla domanda. Il comportamento del modello dipende
soprattutto dal modo in cui si formano le aspettative. Seguendo il contribu-
to originale di Cagan, abbiamo postulato che le aspettative sono formate in
modo adattivo, ovvero che gli agenti basano le loro aspettative sull’inflazio-
ne passata. A questo proposito, la terza equazione rappresenta uno schema
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di aspettativa adattiva: l’inflazione attesa nel prossimo istante di tempo è
proporzionale all’inflazione corrente. In tal modo, il fattore proporzionale γ
è assunto positivo, significando che l’inflazione attesa cresce all’aumentare di
quella attuale. Combinando le tre equazioni del modello e risolvendo rispet-
to a pt, si arriva alla seguente equazione alle differenze di primo ordine non
omogenea:

pt = αγ

1 + αγ
pt−1 + 1

1 + αγ
mt = φpt−1 + zt (2.34)

dove φ = αγ

1 + αγ
e zt = 1

1 + αγ
mt.

Sappiamo che la soluzione generale di questa equazione è data dalla
somma della soluzione generale dell’equazione omogenea associata e di una
soluzione particolare, p(p)

t , dell’equazione non omogenea:

pt = φtc+ p
(p)
t

Una soluzione particolare può essere trovata ricorsivamente

p1 = φp0 + z1

p2 = φp1 + z2 = φ2p0 + φz1 + z2

. . .

pt = φtp0 + φt−1z1 + φt−2z2 + · · · + φzt−1 + zt

= φtp0 +
t−1Ø
i=0

φizt−i

La prima componente della sommatoria è una funzione di p0, mentre la se-
conda è una somma pesata degli stock di denaro passati. In economia non
c’è un tempo di inizio naturale, perciò si potrebbe iterare l’equazione di cui
sopra, all’infinito nel passato:

pt = lim
i→∞

φipt−i +
∞Ø
i=0

φizt−i

Da un punto di vista matematico questa espressione ha senso solo se il limite
della somma infinita esiste, quindi sono necessarie ulteriori assunzioni. Sup-
poniamo che la massa monetaria rimanga costante, ovvero mt = m < ∞ ∀t,
allora la logica del modello ci suggerisce che il livello di prezzo registrato do-
vrebbe rimanere anch’esso finito. In termini matematici questo significa cheq∞
i=0 φ

i dovrebbe convergere. Si tratta, tuttavia, di una somma geometrica,
quindi la convergenza è raggiunta se e solo se

|φ| =
---- αγ

1 + αγ

---- < 1 (2.35)
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Supponendo che questa condizione di stabilità sia valida, la soluzione generale
dell’equazione alle differenze (2.34) è:

pt = φtc+
∞Ø
i=0

φizt−i

dove la costante c può essere calcolata a partire da una condizione iniziale.
Tale condizione viene fuori naturalmente perché la formazione di aspettative
adattive richiede la conoscenza del prezzo precedente che può quindi servire
come condizione iniziale.
La condizione di stabilità di φ implica che, indipendentemente dal valore di
c, il primo termine della soluzione, φtc, diventa sempre meno importante.
Quindi, per un valore di t abbastanza elevato, il livello del prezzo sarà domi-
nato dalla soluzione particolare q∞

i=0 φ
izt−i. In questa sommatoria infinita, i

valori più recenti dello stock di denaro sono più importanti per la determi-
nazione del livello di prezzo. Supponendo che lo stock di denaro aumenti di
un valore costante ∆m in ogni istante t, l’effetto sul livello di prezzo è dato
da

∆pt =
∞Ø
i=0

φi
3 1

1 + αγ
∆m

4
= 1

1 − φ

1
1 + αγ

∆m = ∆m.

Perciò prezzo e valore di stock variano della stessa quantità. Invece, l’effetto
di un cambiamento transitorio di mt, ∆m in un istante t, sul livello di prezzo
in un istante t+ h per qualche h ≥ 0 è dato da

∆pt+h = φh
1

1 + αγ
∆m =

3
αγ

1 + αγ

4h 1
1 + αγ

∆m.

I valori ∆pt+h
∆m visti come funzione di h ≥ 0 sono chiamati risposta impulsiva.

E’ ben chiaro dalla formula, come la condizione di stabilità (2.35), implica
che l’effetto sul livello di prezzo diminuisce esponenzialmente nel tempo.
Le caratteristiche del modello cambiano drasticamente se assumiamo delle
aspettative razionali. Nel contesto di un modello deterministico ciò equivale
ad assumere una perfetta lungimiranza, quindi la terza equazione del modello
è sostituita da

pet+1 = pt+1.

Con questo cambiamento la nuova equazione alle differenze diventa:

pt+1 = α− 1
α

pt + mt

α
= φpt + zt (2.36)
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con zt = mt/α. Poiché φ = α−1
α

> 1, la condizione di stabilità è violata. Si
può, tuttavia, trovare una soluzione particolare significativa iterando forward:

pt = φ−1pt+1 − φ−1zt

= φ−1(φ−1pt+2 − φ−1zt+1) − φ−1zt = φ−2pt+2 − φ−2zt+1 − φ−1zt

. . .

= φ−hpt+h − φ−1
h−1Ø
i=0

φ−izt+i per h > 0

Il livello di prezzo registrato nel periodo t, pt, dipende dal prezzo atteso in
futuro, pt+h, e dallo stock di denaro futuro. Poiché non c’è un limite futuro
nell’andamento dell’economia consideriamo

pt = lim
h→∞

φ−hpt+h − φ−1
∞Ø
i=0

φ−izt+i

Posto che lo stock di denaro rimanga limitato e dato che 0 < φ−1 < 1, il
limite e la somma infinita sono ben definiti. Di conseguenza anche il livello
di prezzo dovrebbe assumere un valore limitato. Questo ci suggerisce la
seguente soluzione particolare:

p
(p)
t = −φ−1

∞Ø
i=0

φ−izt+i

per il principio di sovrapposizione, la soluzione generale dell’equazione non
omogenea (2.36) sarà:

pt = φtc+ p
(p)
t = φtc− φ−1

∞Ø
i=0

φ−izt+i

A causa del termine φtc, pur prevedendo una massa monetaria limitata,
il livello dei prezzi registrati cresce esponenzialmente, a meno che c = 0.
Questa condizione ci garantisce una soluzione non esplosiva.
Riassumendo, il modello di Cagan ci propone due soluzioni:

pt = φtcb + p
(b)
t , p

(b)
t =

∞Ø
i=0

φizt−i

pt = φtcf + p
(f)
t , p

(f)
t = −φ−1

∞Ø
i=0

φ−izt+i

Quale delle soluzioni è appropriata dipende dal valore di φ.
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• Se |φ| < 1 (aspettative adattive): solo per la prima soluzione vale la non
esplosività di pt per valori limitati di zt. In ogni caso, in questo modo
abbiamo un’intera famiglia di soluzioni parametrizzate dalla costante
cb e solo quando le verrà assegnato un particolare valore, l’andamento
del prezzo pt sarà unicamente determinato.

• Se |φ| > 1 (aspettative razionali): solo la seconda soluzione è signi-
ficativa per valori limitati di zt. La soluzione generale dell’equazione
omogenea, però, implica un livello di prezzo esplosivo per tutti i valori
di cf Ó= 0, quindi, in questo caso, c’è solo una soluzione non esplosiva:
pt = p

(f)
t . Il livello dei prezzi è uguale in ogni istante al livello stazio-

nario. L’assunzione di aspettative razionali, di una variabile forzante
limitata e di cf = 0, portano alla definizione di un livello di prezzo
unicamente determinato.

Dunque, sulla base delle stime ottenute dei coefficienti della domanda di
moneta, Cagan osservò che in alcuni degli episodi studiati di iperinflazione la
condizione di convergenza non era soddisfatta. Se la condizione di stabilità
non è rispettata il fenomeno della elevata e crescente inflazione è in qualche
misura endogeno al sistema economico in esame, a prescindere dal compor-
tamento più o meno accomodante delle autorità. In generale, a prescindere
da questi fenomeni di instabilità endogena, il modello spiega le variazioni dei
prezzi come determinate essenzialmente dalle variazioni dello stock nominale
di moneta. Tuttavia, se le attese sull’inflazione futura sono adattive, esse
dipendono solo dai valori passati delle variazioni dei prezzi. In altre parole,
gli agenti commettono errori sistematici di previsione: non imparano mai
dalla storia che i prezzi aumentano sempre di più, ed ogni volta sottostima-
no l’inflazione effettiva. Con le aspettative razionali, elaborate per la prima
volta da Muth nel 1961, arriviamo a una teoria delle aspettative che esclude
qualsiasi errore sistematico di previsione, coerentemente con il postulato di
razionalità assunto alla base dei comportamenti dei singoli operatori. Gli
agenti del sistema economico formulano quindi le proprie aspettative sulle
variabili in esame come se conoscessero il modello vero dell’economia reale.

2.5.2 Il modello di Cagan applicato ai Bitcoin
Partiamo dal modello di Cagan con aspettative razionali, focalizzando-

ci sull’incertezza nell’adozione dei Bitcoin e nella tecnologia dei pagamenti,
come illustrato nel documento [13]. L’analisi dell’iperinflazione si concentra,
come abbiamo già visto, sulle fluttuazioni dell’offerta di moneta. L’offerta di
denaro di Bitcoin cresce ad un ritmo costante, essenzialmente deterministico.
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Tuttavia, la sua adozione è aumentata nel tempo e a tassi variabili. Nel mo-
dello, sono le transazioni che guidano la domanda di Bitcoin e il suo prezzo.
Con la crescita dell’utilizzo di Bitcoin, le difficoltà nel gestire l’aumento dei
volumi di transazione hanno portato a cambiamenti nella sua tecnologia di
pagamento, che hanno influenzato la velocità di transazione e il prezzo dei
Bitcoin.
Consideriamo tutte le variabili in termini del logaritmo naturale, l’equazione
di Cagan si presenta nel modo seguente:

mt − pt = τt − vt (2.37)

in cui viene uguagliata l’offerta di moneta, mt−pt, alla domanda, τt−vt, che
dipende dal volume delle transazioni e τt e dalla loro velocità vt. Durante i
periodi di iperinflazione la velocità implicita aumenta e, in modo equivalente,
gli individui riducono le loro disponibilità liquide reali. Inoltre, la velocità
fluttua drasticamente di mese in mese. Sulla base di ciò, si propone una
teoria per la velocità del denaro nel periodo di iperinflazione. Assumiamo
una velocità che aumenta con l’inflazione, perché questa misura la perdita di
valore attesa per il possesso della valuta in deprezzamento:

vt = α(pet+1 − pt) + γ (2.38)

con γ costante e α > 0 che rappresenta l’elasticità della velocità o, equiva-
lentemente, la domanda di moneta negativa, rispetto al tasso di inflazione.
Per adattare il modello di Cagan all’andamento dei Bitcoin, assumiamo una
parità di potere d’acquisto tra Bitcoin e dollaro, avendo

st = pUSDt − pt.

In cui st è il logaritmo del valore di una unità di Bitcoin in dollari. Norma-
lizziamo il prezzo in dollari ad 1, quindi pUSDt = 0 e il prezzo di Bitcoin in
dollari, ovvero il tasso di cambio, è il logaritmo negativo del livello di prezzo
in Bitcoin

st = −pt.
Come deviazione dal modello di Cagan, presumiamo che il termine residuo
nella domanda di moneta non sia una costante ma una variabile stocastica
dipendente dal tempo, γt. Si presume che γt sia un processo esogeno che
rappresenta gli shock di velocità. Questo cattura l’idea che la tecnologia di
pagamento in Bitcoin è in fase di cambiamento tecnologico. Nel modello,
un aumento di γt, migliora la capacità di gestire le transazioni e aumenta la
velocità, riducendo la domanda di Bitcoin. Sotto queste assunzioni, il nostro
modello diventa

mt + st − τt = −vt = α(set+1 − st) − γt (2.39)
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L’offerta di Bitcoin in termini reali per unità di transazione, mt + st − τt,
è pari alla domanda per unità di transazione, che è una funzione positiva
dell’apprezzamento atteso di Bitcoin (equivalentemente, il negativo del log
della velocità). Se ci si aspetta che i Bitcoin apprezzino, le persone sono
disposte a tenere più Bitcoin semplicemente come un investimento senza
necessariamente richiedere che sia utile per le transazioni. Per accogliere un
aumento della domanda, l’offerta di Bitcoin può aumentare in termini reali
attraverso un aumento del prezzo corrente di bitcoin, cioè st. Per risolvere il
modello per il prezzo corrente di Bitcoin st, partiamo dall’equazione (2.39),
ottenendo

st = τt −mt + α(set+1 − st) − γt (2.40)

Analizzando il modello con aspettative razionali, possiamo sostituire il valore
atteso in modo coerente,

st = 1
1 + α

{τt−mt−γt}+ α

1 + α
Et

C
1

1 + α
{τt+1−mt+1−γt+1}+ α

1 + α
Et+1st+2

D
,

assumendo che l’effetto dell’ultimo termine alla fine si estingue. La soluzione
implicita per il prezzo dei Bitcoin è data da

st = 1
1 + α

Et
∞Ø
j=0

A
α

1 + α

Bj
{τt+j −mt+j − γt+j}. (2.41)

I volumi delle transazioni correnti, l’offerta di denaro e gli shock di veloci-
tà, così come le loro aspettative future, determinano il prezzo corrente dei
bitcoin. Il valore di mt non è particolarmente volatile nel tempo, è quindi
improbabile che giochi un ruolo significativo per spiegare le fluttuazioni dei
prezzi, che sono principalmente guidate dai volumi di transazioni attuali e
futuri e dagli shock di velocità che rappresentano i cambiamenti della tecno-
logia dei pagamenti. Nell’analisi di questo modello, viene escluso il fattore
di rischio, solitamente presente in molti modelli tipici per la determinazione
del prezzo di stocks nei mercati azionari, che non sarebbe compatibile con il
modello di Cagan. Poiché, finora, le fluttuazioni del prezzo dei Bitcoin sono
state essenzialmente non correlate con i mercati azionari, ignorare i premi di
rischio può anche essere giustificato da una prospettiva empirica.
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Capitolo 3

Applicazioni economiche delle
equazioni alle differenze lineari
univariate di ordine superiore
al primo

In questo capitolo ci occuperemo ancora di applicazioni economiche delle
equazioni alle differenze, in questo caso di ordine p ≥ 1:

xt = φ1xt−1 + φ2xt−2 + · · · + φpxt−p + zt, φp Ó= 0, (3.1)
dove φ1, . . . , φp sono costanti reali e la variabile esogena zt ∈ R rappresenta
la parte non autonoma.

3.1 Soluzioni di equazioni alle differenze di
ordine p

Per trovare una soluzione generale dell’equazione omogenea, supponiamo
che questa sia nella stessa forma della soluzione all’equazione di primo ordi-
ne, ovvero del tipo λtc, c Ó= 0. Inseriamo la soluzione nell’equazione (3.2),
ottenendo:

λtc = φ1λ
t−1c+ φ2λ

t−2c+ · · · + φpλ
t−pc

dopo aver eliminato c, dividendo per λt e sostituendo z con 1/λ, abbiamo:
1 − φ1z − φ2z

2 − · · · − φpz
p = 0.

Quest’ultima è chiamata equazione caratteristica. Per far si che λtx sia una
soluzione dell’equazione omogenea, z = 1/λ deve essere una radice dell’e-
quazione caratteristica. Queste radici sono chiamate radici caratteristiche e
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l’assunzione di φ Ó= 0, implica che nessuna di queste radici sia uguale a zero.
Dal Teorema Fondamentale dell’Algebra sappiamo che ci sono p radici pos-
sibilmente complesse dell’equazione caratteristica. Denotiamo queste radici
con z1, . . . , zp e le corrispondenti λtc con λ1, . . . , λp.

Consideriamo il caso di p radici distinte.

Teorema 3.1.1 (Insieme fondamentale per l’equazione di ordine p). Se tut-
te le radici dell’equazione caratteristica sono distinte, l’insieme {λt1, . . . , λtp}
forma un insieme fondamentale di soluzioni.

Dimostrazione. E’ sufficiente mostrare che il detC(t) Ó= 0, dove C(t) è la
matrice di Casorati rispetto a {λt1, . . . , λtp} .

detC(t) = det


λt1 λt2 . . . λtp
λt+1

1 λt+1
2 . . . λt+1

p
... ... . . . ...

λt+p−1
1 λt+p−1

2 . . . λt+p−1
p



= λt1λ
t
2 . . . λ

t
pdet


1 1 . . . 1
λ1 λ2 . . . λp
... ... . . . ...

λp−1
1 λp−1

2 . . . λp−1
p


Questa seconda matrice è chiamata matrice di Vandermonde, il cui de-

terminante è dato da r1≤i<j≤p(λj −λi), che è diverso da zero poiché le radici
sono distinte. Dunque, anche detC(t) Ó= 0.

Il teorema appena dimostrato implica che la soluzione generale dell’equa-
zione omogenea x(g)

t è data da

x
(g)
t = λt1c1 + λt2c2 + · · · + λtpcp (3.2)

dove c1, . . . , cp sono costanti determinate dalle condizioni al contorno. Con
la stessa tecnica usata nel teorema 2.1.1, si può dimostrare che la soluzione
forma uno spazio lineare di dimensione p.

Consideriamo ora il caso di radici multiple.
Denotiamo le r radici distinte con z1, . . . , zr, r < p, e le loro rispettive mol-
teplicità con m1, . . . ,mr. Riscrivendo l’equazione alle differenze omogenea
tramite l’operatore di shift 1, si ottiene:

(1 − φ1L− · · · − φpL
p)xt = (1 − λ1L)m1 . . . (1 − λrL)mrxt = 0 (3.3)

1L’operatore di shift trasforma una sequenza {xt} in {xt−1}, ovvero Lxt = xt−1
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dove L indica l’operatore di shift e λi = 1/zi, 1 ≤ i ≤ r. Prima di trovare
una soluzione generale, notiamo come prima cosa che se ψt è una soluzione
dell’equazione

(1 − λiL)miψt = 0, (3.4)
sarà anche soluzione dell’equazione (3.3).

Lemma 3.1.1. Per ogni k ≥ 1 (1 − L)kts = 0, 0 ≤ s < k

Dimostrazione. L’operatore L − 1 applicato a ts restituisce un polinomio di
grado s−1, poiché ts viene eliminato nell’espressione (1−L)ts = ts−(t−1) e
rimangono solo i termini di grado minore di s. Applicando 1−L nuovamente,
viene ridotto il grado del polinomio di uno. Infine, (1 − L)sts ci fa ottenere
una costante. Dunque, (1 − L)s+1ts = 0. Questo dimostra il lemma, dato
che ulteriori applicazioni dell’operatore 1 − L darebbero ancora zero.

Lemma 3.1.2. L’insieme Gi = {λti, tλti, t2λti, . . . , tmi−1λti} rappresenta un set
fondamentale di soluzioni dell’equazione (3.4).

Dimostrazione. Prendiamo s, 1 ≤ s ≤ mi − 1, allora

(1 − λiL)mi(tsλti) = λti(1 − L)mi(ts) = 0

poiché per il Lemma 3.1.1, (1−L)mits = 0 2. Quindi tsλti è una soluzione del-
l’equazione (3.4). L’insieme Gi è linearmente indipendente perchè l’insieme
{1, t, t2, . . . , tmi−1} è linearmente indipendente.

Di conseguenza, ancheG = tr
i=1Gi è un insieme fondamentale di soluzioni

dell’equazione (3.3). Dunque, la soluzione generale può essere scritta come

xt =
rØ
i=1

(ci,0 + ci,1t+ ci,2t
2 + · · · + ci,mi−1t

mi−1)λti (3.5)

dove ci,0, . . . , ci,mi−1, i = 1, . . . , r, sono costanti determinate dalle condizioni
al contorno. Come per il caso di radici distinte, l’insieme di soluzioni forma
uno spazio lineare di ordine p poichè qr

i=1 mi = p.

La soluzione generale all’equazione non omogenea può essere definita
sempre tramite il principio di sovrapposizione, secondo cui

xt = x
(g)
t + x

(p)
t

dove x(g)
t è la soluzione generale dell’equazione omogenea data dalla (3.5)

e x(p)
t è una soluzione particolare della non omogenea. Per la ricerca della

2Qui viene usata la relazione P (L)(λtg(t)) = λtP ((λ−1L))g(t)
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soluzione particolare, può essere utilizzata la stessa idea mostrata per le
equazioni di primo ordine. Se la parte non omogenea è costante, ovvero
zt = z, lo stato stazionario, se esiste, rappresenta una soluzione particolare
dell’equazione non omogenea. Se, invece, la parte non omogenea è dipendente
dal tempo, una soluzione particolare può essere trovata iterando l’equazione
backwards e/o forwards a seconda della posizione delle radici.

3.1.1 Comportamenti limite delle soluzioni
Prima di passare nuovamente ad esempi in campo economico, classifichia-

mo il comportamento qualitativo delle soluzioni. In particolare andiamo ad
analizzare le proprietà di stabilità degli stati stazionari e il comportamento
limite delle soluzioni, quando il tempo va ad infinito. Prendiamo in esame,
per semplicità, il caso delle equazioni omogenee di secondo ordine:

xt − φ1xt−1 − φ2xt−2 = 0, φ2 Ó= 0. (3.6)

Assumendo 1 −φ1 −φ2 Ó= 0, l’unico punto fisso dell’equazione omogenea è 0.
L’equazione caratteristica corrispondente è data da:

1 − φ1z − φ2z
2 = 0

e la soluzione di quest’equazione è data dalla formula:

z1,2 = −
φ1 ±

ñ
φ2

1 + 4φ2

2φ2

che in termini di λ = 1/z, diventa:

λ1,2 = −
φ1 ±

ñ
φ2

1 + 4φ2

2 (3.7)

Per capire il comportamento qualitativo di xt, distinguiamo 3 casi:
• λ1 e λ2 sono radici reali distinte: la soluzione generale è data da

xt = λt1c1 + λt2c2 = λt1

5
c1 +

3
λ2

λ1

4t
c2

6

Supponiamo, senza perdita di generalità che |λ1| > |λ2|, quindi
1
λ2
λ1

2t
→

0 per t → ∞. Questo implica che il comportamento di xt è guidato
dalla radice più grande, λ1:

lim
t→+∞

xt = lim
t→+∞

λt1c1.

A seconda del valore di λ1 abbiamo sei casi differenti mostrati anche in
figura 3.1:
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(a) caso 1: λ1 = 1.1. (b) caso 2: λ1 = 1. (c) caso 3: λ1 = 0.8.

(d) caso 4: λ1 = −0.8. (e) caso 5: λ1 = −1. (f) caso 6: λ1 = −1.1.

Figura 3.1: Comportamento di xt = λt1 a seconda del valore di λ ∈ R.

1. λ1 > 1: λt1c1 → ∞ per t → ∞.
2. λ1 = 1: λt1c1 rimane costante e xt tende asintoticamente a c1.

Avendo come condizioni iniziali x1 = x0 = x, che equivale a c1 = x
e c2 = 0, xt rimarrà costante sul valore di x.

3. 0 < λ1 < 1: λt1c1 decresce monotonicamente a zero. Zero è un
punto fisso asintoticamente stabile.

4. −1 < λ1 < 0: λt1c1 oscilla con segno alternato intorno allo zero e
convergendo ad esso. Zero è ancora un punto fisso asintoticamente
stabile.

5. λ = −1: λt1c1 oscilla tra i valori c1 e −c1. La sequenza (xt) avrà
due punti di accumulazione c1 e −c1.

6. λ < −1: λt1c1 oscilla con segno alternato, divergendo a +∞. Il
punto fisso, zero, è instabile.

• λ = λ1 = λ2 sono radici uguali: secondo la (3.5), la soluzione è
data da: xt = (c1 + c2t)λt. Se λ ≥ 1, xt diverge monotonicamente; per
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λ ≤ −1, xt diverge con segno alternato e infine con |λ| < 1, la soluzione
converge a zero poiché limt→+∞ tλt = 0.

• radici complesse: le due radici complesse coniugate possono essere
scritte come λ1 = α + iβ e λ2 = α − iβ con β Ó= 0. In termini di
coordinate polari, diventano λ1 = reiθ e λ2 = re−iθ dove r =

√
α2 + β2

e θ = tan−1
1
β
α

2
. La soluzione è data da

xt = λt1c1 + λt2c2 = (α + iβ)tc1 + (α− iβ)tc2

= rteiθtc1 + rte−iθtc2

= rt[c1(cos(θt) + isin(θt)) + c2(cos(θt) − isin(θt))]
= rt[(c1 + c2)cos(θt) + i(c1 − c2)sin(θt)]

Poichè xt deve essere un numero reale, c1 + c2 deve essere anch’esso
reale, mentre c1 − c2 sarà puramente immaginario. Questo implica che
anche c1 e c2 devono essere complessi coniugati. Ovvero, in coordinate
polari c1 = ρeiω e c2 = ρe−iω per qualche p e ω. Inserendoli nella
soluzione appena trovata, si ha:

xt = ρrt[ei(θt+ω) + e−i(θt+ω)]
= 2ρrtcos(θt+ ω)

Chiaramente la soluzione oscilla a causa della presenza della funzione
coseno. A seconda del posizionamento delle radici, possiamo distingue-
re tre casi:

1. r > 1: entrambe le radici sono fuori dal cerchio di centro (0, 0)
e raggio= 1. xt oscilla con ampiezza sempre maggiore, perciò il
punto fisso zero è instabile.

2. r = 1: entrambe le radici si trovano sul cerchio unitario. xt oscilla,
con un’ampiezza costante.

3. r < 1: entrambe le radici sono all’interno del cerchio unitario. La
soluzione oscilla, ma con ampiezza decrescente e converge a 0 per
t → ∞. Quindi il punto fisso zero è asintoticamente stabile.

Possiamo sintetizzare i comportamenti limite delle soluzioni con il seguente
teorema.

Teorema 3.1.2. Le seguenti affermazioni valgono nel caso di equazioni alle
differenze lineari omogenee di secondo ordine:

• Tutte le soluzioni oscillano intorno allo zero se e solo se l’equazione
non ha radici caratteristiche reali positive.
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• Tutte le soluzioni convergono a zero se e solo se max{|λ1|, |λ2|} < 1.

Anche se il comportamento limite di xt è più semplice da capire in termini
di radici dell’equazione caratteristica, possiamo analizzare anche le proprietà
dell’equazione alle differenze con i parametri originali φ1 e φ2. Consideriamo
quindi un’equazione non omogenea di secondo ordine del tipo:

xt = φ1xt−1 + φ2xt−2 + z, z Ó= 0, costante. (3.8)

Lo zero non è più un equilibrio. Il nuovo punto di equilibrio, x∗ può essere
trovato risolvendo l’equazione:

x∗ = φ1x
∗ + φ2x

∗ + z ⇒ x∗ = z

1 − φ1 − φ2
.

Si può notare che un equilibrio esiste solo se 1−φ1−φ2 Ó= 0. Poichè lo stato di
equilibrio è candidato ad essere la soluzione particolare dell’equazione (3.8),
la soluzione generale diventa

xt = x∗ + x
(g)
t

Perciò, xt converge al suo equilibrio se e solo se x(g)
t converge a zero per

t → ∞. Secondo quanto appena affermato e in base al teorema 3.1.2, valgono
i seguenti due teoremi.

Teorema 3.1.3 (Comportamento limite delle equazioni di secondo ordine).
Assumendo 1 − φ1 − φ2 Ó= 0, valgono le seguenti affermazioni:

• Tutte le soluzioni dell’equazione non omogenea (3.8) oscillano intorno
al punto di equilibrio x∗ se e solo se l’equazione caratteristica non ha
radici caratteristiche positive.

• Tutte le soluzioni dell’equazione non omogenea (3.8) convergono ad x∗

se e solo se max{|λ1|, |λ2|} < 1, dove λ1 e λ2 sono radici caratteristiche
dell’equazione omogenea.

I teoremi 3.1.2 e 3.1.3, ci danno condizioni necessarie e sufficienti per la
stabilità asintotica di una soluzioni di un’equazione alle differenze di secondo
ordine. In molte applicazioni, però, abbiamo bisogno di criteri più espliciti
per la stabilità, basati sui valori dei coefficienti φ1 e φ2 delle equazioni (3.6)
e (3.8). A questo proposito enunciamo il seguente teorema:

Teorema 3.1.4 (Condizioni di stabilità delle equazioni di secondo ordine).
Il punto di equilibrio x∗ è asintoticamente stabile, ovvero tutte le soluzioni
convergono ad x∗, se e solo se le seguenti tre condizioni sono soddisfatte:
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1. 1 − φ1 − φ2 > 0

2. 1 + φ1 − φ2 > 0

3. 1 + φ2 > 0

Dimostrazione. Assumiamo che x∗ sia un punto di equilibrio asintoticamente
stabile.
Per il teorema 3.1.2, questo significa che entrambe, λ1 e λ2 devono essere più
piccole di uno in valore assoluto. Per l’equazione (3.7), questo implica che:

|λ1| =
-----φ1 +

ñ
φ2

1 + 4φ2

2

----- < 1 e |λ2| =
-----φ1 −

ñ
φ2

1 + 4φ2

2

----- < 1

Distinguiamo 2 casi:

• radici reali (φ2
1 + 4φ2 > 0): questo implica le seguenti disuguaglianze:

−2 < φ1 +
ñ
φ2

1 + 4φ2 < 2

−2 < φ1 −
ñ
φ2

1 + 4φ2 < 2

o , in modo equivalente,

−2 − φ1 <
ñ
φ2

1 + 4φ2 < 2 − φ1

−2 − φ1 < −
ñ
φ2

1 + 4φ2 < 2 − φ1.

Elevando al quadrato la seconda disuguaglianza della prima riga, si
ottiene: φ2

1 + 4φ2 < 4 − 4φ1 + φ2
1, che verifica la prima condizione del

teorema. Allo stesso modo, elevando al quadrato la prima disuguaglian-
za della seconda riga, si ha: 4+4φ1+φ2

1 > φ2
1+4φ2, che corrisponde alla

seconda condizione del teorema. L’assunzione che |λ1| < 1 e |λ2| < 1
implica λ1λ2| = | − φ2| < 1 che dimostra la terza condizione.

• radici complesse (φ2
1 + 4φ2 < 0): questo implica che 0 < φ2

1 < −4φ2.
Pertanto

4(1 − φ1 − φ2) > 4 − 4φ1 + φ2
1 = (2 − φ1)2 > 0

che equivale alla prima condizione. Procedendo allo stesso modo si ha,

4(1 + φ1 − φ2) > 4 + 4φ1 + φ2
1 = (2 + φ1)2 > 0
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che equivale alla seconda condizione. Per ottenere l’ultima condizione,
prendiamo le due radici complesse coniugate, che saranno nella forma

λ1 = φ1

2 + i

2

ñ
φ2

1 + 4φ2 e λ2 = φ1

2 − i

2

ñ
φ2

1 + 4φ2.

Poichè per ipotesi, |λ1| < 1 e |λ2| < 1, abbiamo |λ1λ2| = | − φ2| < 1,
che rappresenta la terza condizione.

Assumiamo ora che le tre condizioni siano soddisfatte.
Questo implica immediatamente che −2 < φ1 < 2 e −1 < φ2 < 1. Se
le radici sono real, allora

−1 <
−2 +

ñ
φ2

1 + 4φ2

2 < λ1 =
φ1 +

ñ
φ2

1 + 4φ2

2

<
φ1 +

ñ
φ2

1 + 4 − 4φ1

2

=
φ1 +

ñ
(2 − φ1)2

2
= φ1 − φ1 + 2

2 = 1

Allo stesso modo,

1 >
2 +

ñ
φ2

1 + 4φ2

2 > λ2 =
φ1 −

ñ
φ2

1 + 4φ2

2

>
φ1 −

ñ
φ2

1 + 4 + 4φ1

2

=
φ1 −

ñ
(2 + φ1)2

2
= φ1 − φ1 − 2

2 = −1

Se le radici sono complesse, λ1 e λ2 sono numeri complessi coniugati.
I loro moduli al quadrato sono uguali a λ1λ2 = φ2

1−(φ2
1+4φ2)
4 = −φ2.

Poiché dalle ipotesi −φ2 < 1, il modulo di λ1 e λ2 è per entrambe
minore di uno.
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Figura 3.2: Proprietà di stabilità dell’equazione: xt − φ1xt−1 − φ2xt−2 = 0

Le tre condizioni elencate nel teorema, determinano un triangolo nel piano
(φ1, φ2), con vertici (−2,−1), (0, 1), e (2,−1). I punti all’interno del triangolo
implicano un comportamento asintoticamente stabile, mentre i punti all’e-
sterno portano ad un comportamento instabile. La parabola φ2

1 + 4φ2 = 0
determina la regione delle radici complesse. I valori di φ1 e φ2 sopra la para-
bola, ci restituiscono radici reali, mentre quelli al di sotto, radici complesse.

3.2 Il modello di Samuelson
La teoria del ciclo economico è stata una delle aree di ricerca più vitali

in economia per più di un secolo e le spiegazioni offerte sono state molto
diverse. In vari periodi sono state realizzate indagini generali, come quelle
di von Haberler (1937) e quella più recente di Glasner (1997) descritte nel
documento [14]. Le più sofisticate teorie del ciclo economico utilizzano diversi
meccanismi per spiegare la ripresa e la recessione, che coinvolgono sia il lato
della domanda che quello dell’offerta, le questioni monetarie, la fiducia e
le aspettative delle imprese. Quello che noi prendiamo in considerazione
è il modello Samuelson, riportato nel documento [15] e detto anche modello
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moltiplicatore-acceleratore, in cui i cicli sono generati esclusivamente dal lato
della domanda. Il modello si distingue lasciando che un unico meccanismo
sia responsabile sia della ripresa che della flessione, per questa ragione può
essere visto come poco sofisticato e meccanicistico, ma ciò gli conferisce una
certa solidità. È anche molto ricco di risultati potenziali che sono stati ripresi
soprattutto tra il 1939 e 1950.

Il modello moltiplicatore-acceleratore può essere definito per un’economia
chiusa come segue:

Ct = βYt−1 0 < β < 1 (consumo)
It = α + k(Ct − Ct−1) k > 0

= α + γ(Yt−1 − Yt−2) γ > 0 (investimento)
Yt = Ct + It +Gt (market clearing)

in cui Ct, It, Yt eGt rappresentano rispettivamente le spese per consumi pri-
vati, gli investimenti, il guadagno e la spesa pubblica. Nella prima equazione
vediamo come il consumo al tempo t dipenda dal guadagno nazionale al
tempo precedente, in cui il parametro β indica la propensione marginale al
consumo ed è assunto essere tra zero e uno. La seconda equazione ci mostra
come gli investimenti sono in parte autonomi e indipendenti dal ciclo di bu-
siness, denotati con α, e in parte proporzionali alle variazioni dei consumi,
con coefficiente di accelerazione γ = βk. L’ultima equazione rappresenta
la condizione di equilibrio per un economia chiusa, in cui il guadagno na-
zionale è dato dal totale del consumo delle famiglie, degli investimenti delle
imprese e della spesa pubblica. L’inserimento dell’equazione dei consumi e
degli investimenti nell’identità del guadagno porta alla seguente equazione
alle differenze non omogenea di secondo ordine:

Yt = (β + γ)Yt−1 − γYt−2 + (α +Gt) (3.9)

Se la spesa pubblica rimane costante nel tempo e uguale a G, il punto di
equilibrio Y ∗ per l’equazione (3.9) può essere calcolato nel modo seguente:

Y ∗ = (β + γ)Y ∗ − γY ∗ + α +G ⇒ Y ∗ = α +G

1 − β

La stabilità di questo equilibrio può essere dedotta verificando le tre condi-
zioni del teorema 3.1.4:

1. 1 − (β + γ) + γ = 1 − β > 0

2. 1 + (β + γ) + γ = 1 + β + 2γ > 0
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3. 1 − γ > 0

Date le assunzioni del modello, le prime due condizioni sono automaticamente
soddisfatte. La terza condizione è valida solo se il coefficiente di accelerazione
non è troppo grande, ovvero se γ < 1. In questo caso, lo stato stazionario
Y ∗ è asintoticamente stabile se si impone una condizione aggiuntiva. Inoltre,
tutte le soluzioni Yt oscillano intorno allo stato di equilibrio se, secondo il teo-
rema 3.1.4, non c’è nessuna radice reale positiva dell’equazione caratteristica.
Calcoliamo

λ1,2 =
β + γ ±

ñ
(β + γ)2 − 4γ
2

Se le radici sono reali, esse sono entrambe strettamente positive e stretta-
mente minori di 1. Quindi, Yt può oscillare intorno al suo stato stazionario
se e solo se le radici sono complesse, cioè se (β + γ)2 − 4γ < 0. Se sono
complesse, i loro moduli sono strettamente minori di uno.
Nel caso generale in cui le spese pubbliche non sono costanti, ma variano nel
tempo, applichiamo il metodo dei coefficienti indeterminati per trovare una
soluzione particolare, Y (p)

t , all’equazione (3.9). Questo metodo ipotizza un
certo tipo di soluzione da inserire nell’equazione alle differenze. In questo
caso particolare, pensiamo ad una soluzione nella forma:

Y
(p)
t = c+

∞Ø
i=0

ψiGt−i

dove i coefficienti ψj sono chiamati risposte impulsive o moltiplicatori dina-
mici. Essi rappresentano l’effetto sull’output di un impulso (stimolo) nelle
spese pubbliche nel corso del tempo. Pertanto un impulso unitario è spe-
cificato come ∆Gt = 1 e ∆Gt−i = 0 per i Ó= 0. L’effetto sull’output viene
rappresentato da

∆Y (p)
t+h =

∞Ø
i=0

ψi∆Gt+h−i = ψh∆Gt = ψh, h = 0, 1, 2, . . .

Inserendo questa idea di soluzione nell’equazione alle differenze, si ottiene

c+
∞Ø
i=0

ψiGt−i =

c(β + γ) + (β + γ)
∞Ø
i=0

ψiGt−1−i − cγ − γ
∞Ø
i=0

ψiGt−2−i + α +Gt

Uguagliano i termini costanti, si ottiene un’equazione in c:

c(1 − (β + γ) + γ) = α ⇒ c = α

1 − β
> α > 0

67



Uguagliano i termini per Gt−i, i = 0, 1, . . . si ha:

ψ0 = 1
ψ1 = (β + γ)ψ0 = β + γ

ψ2 = (β + γ)ψ1 − γψ0

. . .

ψj = (β + γ)ψj−1 − γψj−2, j ≥ 2

Dunque, i coefficienti ψj, j ≥ 2, seguono la forma della soluzione di un’e-
quazione omogenea di secondo ordine, con valori iniziali ψ0 = 1 e ψ1 =
β + γ,

ψj = d1λ
j
1 + d2λ

j
2

dove i coefficienti d1 e d2 possono essere determinati dalle condizioni iniziali:

ψ0 = 1 = d1 + d2

ψ1 = β + γ = d1λ1 + d2λ2

Per mostrare meglio il comportamento del modello di Samuelson, discu-
tiamo degli esempi numerici.

• β = 4
5 e γ = 1

5 : in questo caso entrambe le radici sono reali e uguali a

λ1 = 1
2 +

√
5

10 = 0.7236 λ2 = 1
2 −

√
5

10 = 0.2764

Dunque i coefficienti delle risposte impulsive ψj per j ≥ 0 sono dati
da ψj = d1λ

j
1 + d2λ

j
2. Le costanti d1 e d2 possono essere ricavate dalle

condizioni iniziali: ψ0 = 1 = d1 +d2 e ψ1 = 1 = d1λ1 +d2λ2. Risolvendo
queste due equazioni rispetto a d1 e d2 si ottiene:

d1 = 1 − λ2

λ1 − λ2
= 1.6180

d2 = λ1 − 1
λ1 − λ2

= −0.6180

L’impulso corrispondente è riportato in blu in figura 3.3. L’aumento
iniziale della spesa pubblica di un’unità aumenta la produzione nel
periodo corrente e nel periodo successivo di una unità. Quindi l’effetto
dell’impulso si spegne monotonicamente. Dopo dieci periodi l’effetto
quasi scomparso.
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• β = 3
4 e γ = 1

4 : in questo caso abbiamo una radice multipla λ = 0.5.
Per l’equazione (3.5) i coefficienti della risposta impulsiva sono uguali a
ψj = (d0+d1t)λt. Le costanti d0 e d1 possono essere nuovamente trovate
risolvendo il sistema di equazioni: ψ0 = 1 = d0 e ψ1 = 1 = (d0 + d1)λ.
Si ottengono d0 = 1 e d1 = 1. L’andamento dei coefficienti di risposta
impulsiva corrispondenti è mostrato in rosso in figura 3.3 ed è molto
simile al caso precedente. Essi sono persino smorzati più rapidamente.

• β = 2
3 e γ = 2

3 : in questo caso il discriminante è negativo, perciò
abbiamo due radici complesse coniugate:

λ1,2 = 1
3(2 ± i

√
2).

Le costanti possono essere trovate nuovamente risolvendo il sistema di
equazioni: ψ0 = 1 = d1 + d2 e ψ1 = 3

4 = d1λ1 + d2λ2. La soluzione è
data da

d1 = 1
2 − i

√
2

2

d2 = 1
2 + i

√
2

2
L’impulso corrispondente è illustrato in verde in figura 3.3. Esso mostra
chiaramente un comportamento oscillatorio. A causa dell’acceleratore,
infatti, l’impulso iniziale viene amplificato nel primo periodo. L’effetto
è di circa 1,3. Dopo il primo periodo l’effetto diminuisce rapidamente
e diventa anche negativo nel quarto. Tuttavia, nel periodo sette l’ef-
fetto comincia ad aumentare e diventa di nuovo positivo nel periodo
dieci. Come risulta anche dalla figura, questi movimenti oscillatori si
estinguono.

Una delle principali critiche alla teoria del ciclo economico lineare è che i
cambiamenti nell’attività economica, nei casi generali, si estinguono o esplo-
dono, ma non sono persistenti. In reazione a questa carenza si è sviluppata la
teoria non lineare del ciclo economico. In particolare, nel lavoro seminale di
Hicks (1950) l’evoluzione di una crescita altrimenti esplosiva è stata limitata
proponendo limiti superiori e inferiori per gli investimenti. Questi semplici
quadri di Samuelson e Hicks sono ancora utilizzati come base per studiare
nuovi elementi aggiuntivi che possono stimolare i cicli di business.

3.3 Il modello Cobweb con inventario
In questo esempio estendiamo il semplice modello Cobweb, analizzato

nella sottosezione 2.2.2, con la possibilità di immagazzinare dei beni. Ipo-
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Figura 3.3: Coefficienti di risposta impulsiva del modello di Samuelson

tizziamo che le aspettative siano razionali, che nel contesto di un modello
deterministico è equivalente a una perfetta previsione. Queste estensioni
porteranno a ulteriori approfondimenti sul metodo dei coefficienti indetermi-
nati introdotto nell’esempio precedente. Le nuove equazioni che descrivono
il modello sono le seguenti:

Dt = −βpt, β > 0 (domanda)
St = γpet + ut, γ > 0 (offerta)
It = α(pet+1 − pt), α > 0 (esigenze di stock)
St = Dt + (It − It−1), (mercato)
pet = pt, (previsione perfetta)

dove ut rappresenta i fattori esogeni. Le esigenze di stock incorporano un
elemento speculativo perché i beni saranno immagazzinati se ci si aspetta
che i prezzi aumentino al tempo t successivo. L’equazione di compensazione
del mercato dimostra che l’offerta rimasta invenduta viene utilizzata per
costituire le scorte; allo stesso modo, la domanda non può essere soddisfatta
solo da beni di nuova fornitura, ma anche dal magazzino.
Combinando queste equazioni si ottiene la seguente equazione alle differenze
lineare di ordine due:

pt+1 = γ + 2α + β

α
pt − pt−1 + ut

α
. (3.10)
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Ponendo φ = γ + 2α + β

α
, l’equazione caratteristica diventa:

1 − φz + z2 = 0

Calcoliamo da qui le radici caratteristiche z1 e z2

z1,2 = φ±
√
φ2 − 4
2

Come prima cosa, possiamo osservare che, poiché φ > 2, le radici sono reali,
distinte e positive. Esse sono anche in rapporto reciproco, ovvero z1z2 =
1, dunque una radice sarà minore di uno, mentre un’altra necessariamente
maggiore di uno. Abbiamo quindi una radice stabile ed una esplosiva. La
soluzione dell’equazione omogenea, può essere scritta anche come

pt = c1λ
t + c2λ

−t

in cui, senza perdita di generalità, z1 = λ < 1 e z2 = 1
λ
. c1 e c2 sono costanti

ancora da determinare.
Poiché gli agenti in questo modello hanno aspettative razionali, il che implica
che sono lungimiranti, includeranno i fattori esogeni attesi nella loro decisio-
ne. Tuttavia, le decisioni prese in passato si riflettono nelle scorte dell’ultimo
periodo. Quindi, ipotizziamo che la soluzione abbia sia una componente
forward che una backward.

pt =
+∞Ø
j=−∞

ψjut−j

Seguendo il metodo dei coefficienti indeterminati, sostituiamo questa ipo-
tesi di soluzione nell’equazione alle differenze e otteniamo:

+∞Ø
j=−∞

ψjut+1−j = φ
+∞Ø
j=−∞

ψjut−j −
+∞Ø
j=−∞

ψjut−1−j + ut
α

Rappresentiamo questa equazione in forma estesa:

· · · +ψ−1ut+2 + ψ0ut+1 + ψ1ut + ψ2ut−1 + ψ3ut−2 + . . .

= · · · + φψ−2ut+2 + φψ−1ut+1 + φψ0ut + φψ1ut−1 + φψ2ut−2 + . . .

− · · · − ψ−3ut+2 − ψ−2ut+1 − ψ−1ut − ψ0ut−1 − ψ1ut−2 − · · · + ut
α
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Uguagliando i termini per ut−j j = . . . ,−2,−1, 0, 1, 2, . . . si ha:

. . .

ut+2 : ψ−1 = φψ−2 − ψ−3

ut+1 : ψ0 = φψ−1 − ψ−2

ut : ψ1 = φψ0 − ψ−1 + 1
α

ut−1 : ψ2 = φψ1 − ψ0

ut−2 : ψ3 = φψ2 − ψ1

. . .

Questo mostra che le ψj seguono due equazioni alle differenze di secondo
ordine:

ψj = φψj−1 − ψj−2 j ≥ 1
ψ−j = φψ−j−1 − ψ−j−2 j ≥ 1

Le soluzioni di queste equazioni sono:

ψj = d1λ
j + d2λ

−j

ψ−j = e1λ
j + e2λ

−j

dove d1, d2, e1, e2 sono costanti da determinare. Una soluzione economica
ragionevole richiede che, se i fattori esogeni che hanno influito sull’offerta
sono stati costanti in passato e ci si aspetta che rimangano costanti in futuro,
anche il prezzo deve essere costante. Perciò, potremmo eliminare le parti
esplosive delle soluzioni, imponendo d2 = 0 e e2 = 0. Osserviamo anche
che le due soluzioni dovranno coincidere per j = 0, il che implica che d1 =
e1 = d. d può essere ottenuto osservando che le soluzioni devono soddisfare la
condizione iniziale: ψ1 = φψ0−ψ−1+ 1

α
. Inserendo le soluzioni per ψ1, ψ0, ψ−1

e riconoscendo che φ = λ+ λ−1, si ha:

dλ = φd− dλ+ 1
α

⇒ d = α−1

λ− λ−1 .

La soluzione generale al modello Cobweb con inventario rappresentato dal-
l’equazione (3.10) è data da:

pt = c1λ
t + c2λ

t + α−1

λ− λ−1

+∞Ø
j=−∞

λ|j|ut−j (3.11)

Se supponiamo nuovamente che il prezzo sia finito se i fattori esogeni sono
costanti e ci aspettiamo che rimangano costanti anche in futuro, dobbiamo
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imporre c1 = 0 e c2 = 0 per ottenere la soluzione:

pt = α−1

λ− λ−1

+∞Ø
j=−∞

λ|j|ut−j (3.12)

Questo implica che {pt} è una sequenza limitata dipendente solo da tutti i
fattori esogeni passati e da quelli che ci aspettiamo in futuro.
Un altro modo per rappresentare questa soluzione è quello di esprimere pt
come

pt = λpt−1 − α−1λ
∞Ø
j=0

λjut+j.

In questa espressione, la doppia sommatoria infinita è sostituita da una singo-
la sommatoria a cui si aggiunge l’evoluzione passata dell’offerta, sintetizzata
dal termine pt−1, che supponiamo essere noto al tempo t. Per capire meglio
le dinamiche di questo modello, analizziamo un esempio numerico. Prendia-
mo α = 20

9 e i parametri β e γ sono tali che φ = 2.05. Questo implica che
β+γ = 1

9 . Le radici sono date da λ = 0.8 e λ−1 = 1.25. La soluzione limitata
è la seguente

pt = −
+∞Ø
j=−∞

0.8|j|ut−j

Supponendo che i fattori esogeni siano sempre costanti, il prezzo pt sarà
pari a −9u e It = 0. Se si verificasse un shock dell’offerta inaspettato e
transitorio di valore 1, dovuto a fattori esogeni, al tempo t = 0, il prezzo
scenderebbe immediatamente di 1, come mostrato nel primo grafico in fi-
gura 3.4. Contemporaneamente, il livello di inventario salirebbe perchè ci
si aspetta un aumento dei prezzi nell’immediato futuro, a causa della natu-
ra transitoria del fenomeno. Qui abbiamo un tipico movimento dei prezzi:
il prezzo scende, ma si prevede che aumenti. Dopo lo shock, il mercato si
adegua gradualmente riportando man mano i prezzi al loro vecchio livello e
riducendo le scorte.
Consideriamo ora il secondo grafico in figura 3.4. In questo caso abbiamo uno
shock dell’offerta che ci aspettiamo colpisca il mercato al tempo t = 5. Al
tempo t = 0, quando lo shock positivo è già previsto per t = 5, gli operatori
di mercato si aspettano che il prezzo scenda in futuro, per questa ragione vo-
gliono ridurre le loro scorte cercando di vendere da subito. Di conseguenza,
il prezzo e le scorte iniziano a diminuire già prima che lo shock dell’offerta
abbia effettivamente luogo. Al tempo t = 5, quando lo shock dell’offerta
colpisce finalmente il mercato e il prezzo ha raggiunto il suo minimo, gli ope-
ratori di mercato si aspettano che il prezzo aumenti nuovamente in futuro,
il che porta all’accumulo di scorte. Da qui in poi, il mercato si adegua come
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Figura 3.4: Risposta impulsiva dopo uno shock dell’offerta

nel caso precedente perché si assume che lo shock dell’offerta sia di nuovo di
natura transitoria.

3.4 Il modello di Taylor
Il contratto di Taylor fu formulato nel 1979 in "Staggered wage setting in a

macro model" e nel 1980 in "Aggregate Dynamics and Staggered Contracts".
Come riportato nel documento [16], egli sosteneva che una delle proprietà
dei contratti salariali, importante dal punto di vista macroeconomico, fosse
quella che le decisioni contrattuali fossero scaglionate, ovvero che tutte le
decisioni contrattuali nell’economia non fossero prese nello stesso momento.
Per semplificare il modello, supponiamo che i contratti salariali durino un
anno e che le date di decisione siano uniformemente scaglionate: una metà
dei contratti sono fissati a gennaio e un’altra metà in luglio. Se lasciamo
che gli intervalli di sei mesi (semestrali) siano il periodo di misurazione, e
w, sia il registro del salario contrattuale per i periodi t e t + 1, fissato all’i-
nizio del periodo t, allora un semplice modello di determinazione del salario
contrattuale è dato da:

wt = 0.5wt−1 + 0.5wt+1 + h(yt + yt+1), h > 0 (3.13)
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Pertanto, i salari che fissiamo al tempo t, tengono in conto dei contratti anco-
ra in vigore, wt−1, e dei contratti che si stipuleranno nel periodo successivo,
wt+1. Poiché i due gruppi sono di uguale dimensione e importanza, li pe-
siamo ugualmente, moltiplicandoli per 0.5. Inoltre i salari dipendono dallo
stato dell’economia per tutta la durata del contratto, qui rappresentato dalla
domanda aggregata media nel periodo corrente e successivo.
Al fine di derivare una rappresentazione dinamica per il comportamento del
salario contrattuale, è necessario specificare un salario complessivo nel pe-
riodo t, Wt, che è semplicemente la media sui salari esistenti in vigore nel
periodo t:

Wt = 1
2(wt + wt−1) (3.14)

In secondo luogo è necessario definire una policy, partendo dalle due equazioni
seguenti:

mt = yt +Wt − vt mt = gWt

dove mt è la domanda di moneta, yt è la domanda aggregata e vt rappresenta
uno shock derivante da un fattore esogeno alla domanda. Tutte queste misure
sono dei log e rappresentano deviazioni dal trend. La seconda equazione ci
mostra una politica per la domanda di moneta di tipo log-lineare. Da qui è
possibile ottenere la relazione di domanda aggregata:

yt = −γWt + vt (3.15)

dove γ = 1 − g < 0 è un parametro che indica il grado di adattamento di
quest’ultima alle variazioni salariali.
Mettendo insieme le equazioni (3.13), (3.14) e (3.15), arriviamo ad un’equa-
zione alle differenze lineare di ordine 2:

(1 + hγ)wt+1 − 2(1 − hγ)wt + (1 + hγ)wt−1 = −2h(vt + vt+1)

o equivalentemente
wt+1 − φwt + wt−1 = Zt (3.16)

con φ = 2 (1−hγ)
(1+hγ) e Zt = − 2h

(1+hγ)(vt + vt+1). L’equazione caratteristica per
questa equazione alle differenze è:

1 − φz + z2 = 0.

La natura simmetrica dei coefficienti polinomiali implica che le radici appa-
iono in coppie, tali che una radice è l’inversa dell’altra. Ciò significa che, ad
esempio, λ1, è più piccola di uno, mentre λ2 = 1/λ1 > 1. Per notare questo,
osserviamo come prima cosa il discriminante ∆ = −hγ > 0. Di conseguenza
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le radici sono reali e λ1λ2 = 1. Se denotiamo con λ, λ1, allora λ2 = 1/λ e
abbiamo φ = λ+λ−1. Applicando il principio di sovrapposizione, la soluzione
diventa:

wt = c1λ
t + c2λ

−t + w
(p)
t (3.17)

dove i coefficienti c1 e c2 e la soluzione particolare w(p)
t devono ancora essere

determinati. Iniziamo eliminando le soluzioni esplosive, ponendo c2 = 0. Per
trovare la soluzione particolare, ipotizziamo sempre che w(p)

t sia nella forma:

w
(p)
t =

+∞Ø
j=−∞

ψjZt−j

la inseriamo nell’equazione (3.17) e facciamo un confronto dei coefficienti,
come nell’esempio precedente. Questo procedimento porta alla definizione di
due equazioni alle differenze omogenee per i coefficienti (ψj) e (ψ−j), j ≥ 1,
con soluzioni:

ψj = d1λ
j + d2λ

−j

ψ−j = e1λ
j + e2λ

−j

dove i coefficienti d1, d2, e1, e2 devono essere ancora determinati. L’eliminazio-
ne delle sequenze dei coefficienti esplosivi porta a definire d2 = e2 = 0. Inol-
tre entrambe le soluzioni devono portare allo stesso ψ0, perciò d1 = e1 = d.
Uguagliando i coefficienti per Zt e osservando che φ = λ + λ−1, si riesce a
ricavare il valore di d come segue:

ψ1 = φψ0 − ψ−1 + 1 ⇒ dλ = φd− dλ+ 1

⇒ d = 1
λ− λ−1 < 0.
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Conclusioni

Il presente lavoro di tesi ha inizialmente affrontato la teoria generale delle
equazioni alle differenze, con particolare attenzione ai punti di equilibrio e alle
sue caratteristiche di stabilità, mostrando alcuni semplici esempi di equazio-
ni alle differenze di primo ordine lineari univariate e dell’equazione logistica.
Si sono poi approfonditi i teoremi relativi al caso univariato e multivariato
con un accenno al caso non lineare, trattato mediante un’approssimazione
intorno allo stato di equilibrio.
L’obiettivo principale dell’elaborato è stato quello di analizzare alcuni mo-
delli economici tramite queste equazioni alle differenze. Proprio per questa
ragione, sono stati presi in considerazione per primi i modelli descritti da
equazioni alle differenze lineari di primo ordine. Sono state analizzate i me-
todi per la ricerca delle soluzioni di queste equazioni, sia omogenee che non
omogenee, mediante l’iterazione sia backward che forward.
Il primo modello preso in considerazione è stato quello Cobweb, che descrive
le fluttuazioni dei prezzi di mercato, dipendenti oltre che da fattori esoge-
ni, anche dal modello puramente economico, in cui i produttori basano la
loro offerta sulle osservazioni dei prezzi nei periodi precedenti. Nella sua
formulazione più semplice, viene trattato un unico mercato che non prevede
l’immagazzinamento dei beni. La traiettoria dei prezzi è descritta da un’e-
quazione di primo ordine non omogenea, di cui viene trovata la soluzione e
la cui stabilità dipenderà dai parametri che rappresentano la sensibilità di
domanda e offerta ai prezzi. A seconda di questi valori, avremo tre casi, uno
di equilibrio stabile e due di equilibrio instabile.
Il modello successivo che si prende in considerazione è quello di Solow, de-
scritto tramite un equazione alle differenze non lineare, linearizzata nel suo
punto fisso. Questo modello vuole descrivere l’andamento di crescita di un
sistema economico, quindi della sua ricchezza, in base ad alcuni input, come
il capitale e la forza lavoro. Viene analizzata una funzione di produzione neo-
classica che soddisfa alcune condizioni, tra le quali quelle di Inada, e trovata
l’equazione di primo ordine per il capitale. Da qui si calcola l’equilibrio asin-
toticamente stabile k∗ e la soluzione generale kt. La crescita della ricchezza
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seguirà quella del capitale, fino a raggiungere l’equilibrio, dopo di che l’unico
elemento che potrà aumentarla ulteriormente per un periodo limitato, è un
aumento del tasso di risparmio. Mentre un aumento della forza lavoro, por-
terebbe ad una diminuzione del capitale e quindi anche della ricchezza. Ciò
spiega perchè i paesi con un tasso di crescita della popolazione più elevato,
hanno livelli di PIL più bassi. Per spiegare invece la crescita prolungata di
alcuni paesi sviluppati, come la Cina, è necessario introdurre nel modello
anche un fattore di sviluppo tecnologico nella funzione di produzione. Allo
stesso modo si arriva ad un nuovo equilibrio e si osserva che, in questo caso,
anche nello stato stazionario si osserva una crescita del PIL pari al tasso di
progresso tecnologico. Alla fine dell’analisi, viene anche presentato quello
che accadrebbe considerando due paesi che hanno la stessa funzione di pro-
duzione con l’unica differenza dell’intensità di capitale iniziale, maggiore in
un paese rispetto all’altro. Ciò che si osserva è che i risparmi vanno verso
il paese con rendimento maggiore, fino ad arrivare ad un tempo t in cui le
intensità di capitale di eguagliano fino all’equilibrio comune.
Come esempio di un sistema di equazione, viene analizzato un modello di
crescita ottimale, che ha le stesse specifiche del modello di Slow, ma il cui
l’obiettivo è quello di massimizzare la funzione obiettivo di Bentham, dipen-
dente dal consumo pro-capite. Quello che si ottiene, è un sistema di equazioni
alle differenze non lineare, studiato cercando prima l’equilibrio e poi tramite
una linearizzazione intorno ad esso. La dinamica del sistema lineare è deter-
minata dai suoi due autovalori distinti, di cui uno instabile. Ponendo alcune
condizioni, si arriva infine all’equazione della sella nel piano (k, c). Analiz-
zando un caso particolare di questo modello, viene anche determinata una
soluzione analitica del sistema non lineare.
L’ultimo caso preso in considerazione come esempio di equazione alle diffe-
renze di primo ordine è quello del modello di iperinflazione di Cagan. Egli
affermava che i periodi di iperinflazione avevano inizio quando il prezzo dei
beni e servizi, registrava un aumento maggiore del 50 per cento nell’arco di
un mese. Ciò è quello che è accaduto in molti paesi, come in Germania dopo
la prima guerra mondiale e in Venezuela e Grecia ai giorni nostri. Questi
periodi di iperinflazione possono essere usati per lo studio del rapporto tra
offerta monetaria e livello dei prezzi. Considerando un modello con aspet-
tative adattive, ovvero che si basa sull’inflazione del periodo precedente per
il calcolo di quella attuale, si ottiene un’equazione alle differenze di primo
ordine non omogenea che descrive l’andamento dei prezzi. Da qui si procede
con il calcolo della soluzione particolare tramite ricorsione. Si osserva che
il livello del prezzo sarà dominato dalla soluzione particolare e di questa sa-
ranno maggiormente determinanti i valori più recenti dell’offerta monetaria.
Nel caso invece di aspettative razionali, ovvero con perfetta lungimiranza, l’e-
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quazione di primo ordine si modifica e la soluzione particolare viene trovata
iterando forward. L’unico risultato non esplosivo per pt = φtcf +p(f)

t , a causa
della soluzione generale dell’equazione omogenea, è quello in cui cf = 0.
Si passa successivamente all’analisi delle soluzioni che fanno riferimento ad
equazioni alle differenze univariate di ordine superiore al primo. Viene stu-
diato principalmente il comportamento limite delle soluzioni alle equazioni
di secondo ordine, tramite le radici caratteristiche.
Il primo modello a cui si fa riferimento in questo ambito è quello di Sa-
muelson, detto anche modello moltiplicatore-acceleratore. Viene descritto
un ciclo economico generato dal lato della domanda, in cui al guadagno com-
plessivo contribuiscono le spese per i consumi privati, gli investimenti e la
spesa pubblica. Questo guadagno può essere descritto tramite un’equazione
alle differenze di secondo ordine, di cui viene calcolato l’equilibrio e studiata
la sua stabilità asintotica. Applicando il metodo dei coefficienti indetermi-
nati, si trova una soluzione particolare, i cui i coefficienti rappresentano i
moltiplicatori dinamici, ovvero l’effetto sull’output di un impulso nelle spese
pubbliche e seguono a loro volta la forma della soluzione di un’equazione
omogenea di secondo ordine. Infine, vengono riportati alcuni esempi dell’an-
damento dei coefficienti impulsivi in base ai valori di propensione marginale
al consumo e del coefficiente di accelerazione. Nel caso in cui questi para-
metri producono radici reali distinte dell’equazione caratteristica associata,
abbiamo che l’aumento iniziale della spesa pubblica porta ad un aumento
dell’output di una unità nel periodo corrente e successivo, per poi affievolirsi
e scomparire. Quando si ha una radice multipla l’effetto è analogo al prece-
dente con un aumento iniziale maggiore dell’output, ma allo stesso tempo un
crollo più rapido. Nel caso di due radici complesse coniugate, l’impulso, pri-
ma di estinguersi, mostra invece un comportamento oscillatorio, diventando
anche negativo.
Si passa dunque nuovamente al modello Cobweb, a cui viene aggiunta la possi-
bilità di immagazzinamento dei beni. Analizzando il modello con aspettativa
razionali, si ha che la traiettoria dei prezzi viene descritta da un’equazione al-
le differenze di secondo ordine lineare, studiata allo stesso modo del modello
di Samuelson. In questo caso, l’esempio analizzato ci porta ad osservare che,
nel caso in cui si verificasse uno shock dell’offerta inaspettato e transitorio
di valore 1, al tempo t = 0, il prezzo scenderebbe immediatamente di 1 e
contemporaneamente il livello di inventario salirebbe, perchè ci si aspetta un
aumento dei prezzi nell’immediato futuro. Se invece ci si aspetta uno shock
dell’offerta che colpirà il mercato al tempo t = 5, già nell’istante di tempo
iniziale gli agenti iniziano a ridurre le loro scorte e di conseguenza il prezzo
inizia a calare. Al momento dello shock, il prezzo raggiunge il suo minimo
e gli agenti portano al massimo il livello di inventario perchè come nel caso
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precedenti, ci si aspetta un aumento dei prezzi nei periodi successivi.
Si conclude con una semplice presentazione del modello di Taylor che trat-
ta lo scaglionamento dei contratti salariali, la cui registrazione nel periodo
corrente, descritta da un’equazione alle differenze di secondo ordine, dipende
dai contratti ancora in vigore, da quelli che si stipuleranno nel periodo suc-
cessivo e dalla domanda aggregata media che descrive lo stato dell’economia.
Anche per questo modello si arriva ad una soluzione particolare con lo stesso
metodo descritto precedentemente.
Per tutti i modelli trattati sono state fatte delle semplificazioni e si sono
applicate delle condizioni sui parametri che portassero a delle soluzioni più
semplici e ragionevoli sia dal punto di vista matematico che economico. Molti
rappresentano la base su cui si sono poi sviluppate teorie non lineari sempre
più complesse e che meglio descrivono l’evoluzione dei cicli di business e le
fluttuazioni dei prezzi di mercato.
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Glossario

• Azione: è l’unità minima di partecipazione di un socio al capitale sociale
di una “società per azioni”. Le azioni devono avere tutte lo stesso
valore nominale, cioè devono essere quote di uguale valore. Il titolare
di un’azione diventa socio o azionista, vuol dire che possiede un pezzetto
della società, con tutti i diritti (partecipa agli utili) e gli oneri (sopporta
le perdite).

• Asset: nel mondo finanziario, il termine asset si riferisce a tutto quello
che viene scambiato sul mercato finanziario, come azioni, bond, valute
o materie prime al fine di ottenere un profitto o un vantaggio nel futuro.

• Dividendo: è una quota degli utili di una società, distribuita agli azio-
nisti in contanti o in azioni che possono essere a loro volta reinvestiti.

• Arbitraggio: Operazione finanziaria che consente di ottenere un profitto
(profitto di arbitraggio) in assenza di rischio, sfruttando disallineamenti
di prezzo esistenti sul mercato.

• Ammortamento: è un procedimento amministrativo-contabile con cui
il costo di un bene è ripartito su più anni in ragione della sua durata
economica; rappresenta dunque l’estinzione graduale di un debito.

• Market clearing: in economia, il market clearing è il processo attraverso
il quale, in un mercato economico, l’offerta di ciò che viene scambiato
è equiparata alla domanda in modo che non ci sia più offerta o doman-
da. La nuova economia classica presuppone che in un dato mercato,
supponendo che tutti gli acquirenti e i venditori abbiano accesso al-
le informazioni e che non vi sia "attrito" che impedisca le variazioni
di prezzo, i prezzi si adattino sempre verso l’alto o verso il basso per
garantire la compensazione del mercato.
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