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Sommario

Nella fase di progetto delle strutture aeronautiche si deve fare particolare attenzione a
due requisiti molto importanti: la struttura deve essere leggera, ma al contempo deve
presentare adeguate proprietà di rigidezza e robustezza.
Come è facile intuire, questi due aspetti sono contrapposti ed è necessario trovare un
compromesso dettato dalle esigenze del progetto. In questa ricerca uno dei fenomeni più
delicati da trattare è quello dell’instabilità strutturale: in determinate condizioni (carico,
geometria, vincoli, etc.) la struttura può giungere al collasso molto prima di raggiungere
i limiti imposti dal materiale.
Partendo dagli studi di Eulero, passando per la teoria della stabilità elastica di Koiter (con-
siderato il fondatore della moderna teoria della stabilità delle strutture), fino ai giorni
nostri, sono stati condotti innumerevoli studi e ricerche sul fenomeno dell’instabilità. Il
presente lavoro di tesi vuole porre l’attenzione su uno di questi lavori: PANDA2 (PANnel
Design Analysis).
PANDA2 è un programma di analisi preliminare, sviluppato da David Bushnell. Questo
permette di ottimizzare il peso di pannelli irrigiditi, piatti o cilindrici, inmateriale compos-
ito, in presenza di imperfezioni e sottoposti a diversi set di carico combinato, per l’impiego
in stato di post-buckling.
La tesi si concentra sull’analisi di parte delle teorie utilizzate in questo programma. Il fine
è quello di valutare, tramite l’utilizzo del FEM e in particolar modo di NASTRAN, i campi
di validità di queste.
Il lavoro è svolto in collaborazione con Leonardo S.p.A. divisione Airframe, dove PANDA2
viene sfruttato come software per definire, in modo preliminare, il progetto di pannelli
irrigiditi.
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1 | Introduzione

1.1 PANDA2

PANDA2 è un programma che permette di definire il progetto di peso minimo di un pan-
nello liscio o irrigidito, in una o due direzioni, sia per configurazioni piane che cilindriche.

Gli irrigidimenti presi in considerazione sono quelli classici I, J, T e omega (blade, angle,
tee e hat), tuttavia sono analizzati anche casi particolari quali i Truss-core sandwich e i
pannelli isogrid. Nel seguito si farà riferimento solo ai primi.

I pannelli possono essere soggetti a diverse combinazioni di carico nel piano, momenti
applicati sui bordi, pressione normale e carichi termici. Tutti i carichi sono uniformi ad
eccezione del carico assiale in buckling, che può variare linearmente lungo la larghezza
del pannello. A tal proposito si faccia riferimento alla tabella 1.1.

Possono essere incluse nelle analisi anche le imperfezioni di forma locali.

I carichi sono suddivisi in due tipologieA eB. Nella prima rientrano tutti quei termini che in
seguito verranno indicati con il pedice "e" e che rappresentano i carichi di buckling, ovvero
tutti quei contributi che vengono moltiplicati per il fattore di carico critico.
Nella seconda tipologia, invece, rientrano tutti quei termini che in seguito sono indicati
con il pedice "pre", che rappresentano il carico di pre-buckling e, al contrario dei prece-
denti, non sono moltiplicati per il fattore di carico critico.

Carico Tipo Definizione Unità Proprietà

Nx A carico assiale F/L
uniforme o
lineare

Ny A carico circonferenziale F/L uniforme
Nxy A carico a taglio F/L uniforme
Mx A momento assiale L · F/L uniforme
My A momento circonferenziale L · F/L uniforme
Nx0 B carico assiale F/L uniforme
Ny0 B carico circonferenziale F/L uniforme
p A oB pressione normale F/L2 uniforme

thermal B
carico indotto

dalla polimerizzazione uniforme

Table 1.1: Carichi relativi al panello ammessi in PANDA2

1



2 CHAPTER 1. INTRODUZIONE

Il programma può essere sfruttato in 5modalità di�erenti:

1. Optimization - l’utente sceglie alcuni parametri (dimensioni geometriche, angoli di
laminazione, etc.) come variabili decisionali. Viene poi eseguita una serie di passi
di iterazione, in ognuno dei quali vengono fatte variare queste variabili al fine di
diminuire il peso della struttura. Il tutto mantenendo i margini positivi (un margine
di buckling positivo indica che carico critico relativo alla struttura è maggiore del
carico applicato);

2. Fixed design - PANDA2 esegue un’analisi a buckling/stress di una geometria fissa,
soggetta fino a 5 set di carico. Restituisce i margini di buckling, ma anche gli stress
massimi negli strati del laminato e il margine relativo al carico di popo�;

3. Test simulation - PANDA2 simula un test di un pannello fixed design (con geome-
tria, laminazione emateriale fissato) dove viene fatto aumentare il carico applicato;

4. Design sensitivity - vengono calcolati i margini mantenendo fisse tutte le variabili
di progetto, tranne una selezionata dall’utente. Questa viene fatta variare in modo
crescente in un intervallo definito a priori;

5. Load-interaction - i margini e le curve di interazione sono calcolate per una combi-
nazione di due carichi nel piano,N1 eN2, definiti dall’utente:

(N1, N2) = (Nx, Ny) o (Nx, Nxy) o (Ny, Nxy)

PANDA2 svolge ognuna di queste modalità eseguendo tremacro categorie di analisi:

1. Legge costitutiva

(a) Ottiene lamatrice costitutiva [C]6×6 relativa adogni segmentodelmodulopan-
nello;

(b) Ottiene le risultanti termiche e le deformazioni indotte, dal ciclo di polimeriz-
zazione, in ogni segmento;

(c) Ottiene la matrice costitutiva in cui o gli stringer o i ring o entrambi sono spal-
mati sull’intero pannello [Cs]6×6;

(d) Ottiene i momenti e le deformazioni residue dovute al processo di polimeriz-
zazione di skin e irrigidimenti (stringer e ring);

(e) Ottiene la matrice di rigidezza tangente CTAN nello stato di deformazione lo-
cale. Quella relativa allo skin e web dell’irrigidimento;

(f) Ottiene la matrice di rigidezza tangenteCSTAN , quella relativa allo skin con gli
irrigidimenti spalmati.

2. Equilibrio

(a) Ottiene l’inarcamento del pannello legato al ciclo di polimerizzazione;
(b) Ottiene la risposta statica del pannello soggetto al carico p, il tutto usando una

teoria non lineare, in due casi:
i. Intero pannello con irrigidimenti spalmati;
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ii. Singolo modulo di pannello con sezione trasversale discretizzata;
(c) Ottiene la deformazione media e la distribuzione risultante in ogni parte del
pannello;

(d) Ottiene le tensioni in ogni strato, nel relativo sistemadi riferimento, per la con-
figurazione di pannello perfetta o deformata localmente. Nell’ultimo caso la
deformazione ha forma pari all’imperfezione utilizzata nel modo di instabilità
biforcativa locale, con ampiezza definita dall’utente;

(e) Determina le forze di trazione nei web degli irrigidimenti, quelle che tendono a
separarlo dallo skin. Le stesse che poi vengono confrontate con il valore mas-
simo di "peel force" definito dall’utente;

3. Instabilità (in figura 1.1 sono mostrati, seppur in modo schematico, alcuni dei prin-
cipali tipi di instabilità analizzati in PANDA2)

(a) Ottiene i fattori di carico critico definiti nel programma originale PANDA-type.
Questi sono determinati utilizzando formulazioni analitiche in forma chiusa;
I fattori sono quelli relativi all’instabilità generale e locale del pannello (solo
skin, skin e stringer spalmati o skin e ring spalmati), crippling e rolling degli
irrigidimenti;

(b) Ottiene i fattori di carico critico legati al modello BOSOR-type, dove la sezione
trasversale di un singolomodulo di pannello è discretizzata; I fattori sono quelli
relativi all’instabilità locale dello skin e all’instabilità wide column;

(c) PANDA2 esegue anche un’analisi di post-buckling locale relativa a un singolo
modulo di pannello; Da questa, oltre a determinare il fattore di carico critico lo-
cale (denominato "Local buckling fromKoiter theory"), è possibile determinare
tutte quelle grandezze utili a ricavare le tensioni in ogni strato e il carico di
popo� nel web degli irrigidimenti;

La filosofia alla base di PANDA2 è quella di utilizzare diversi modelli relativamente sem-
plici, ognuno relativo ad un dato fenomeno, piuttosto che utilizzare un singolomodello di
elementi finiti con un gran numero di gradi di libertà. L’obiettivo è quello di avere un pro-
gramma che sia in grado, in via preliminare, di generare il progetto di ottimo, dal punto di
vista del peso, di un pannello piuttosto complesso. Il tutto considerando comportamenti
complessi, includendo anche e�etti non lineari, senza gli inconvenienti legati all’uso di
programmi di analisi più sofisticati e generici: tempi di calcolo elevati, grande quantità di
memoria occupata, etc.

In PANDA2 è possibile distinguere 3 tipologie dimodelli:

1. modello PANDA-type

2. modello discretizzato di un singolo modulo

3. modello discretizzato dell’intero pannello con gli irrigidimenti spalmati

Nel primo,PANDA-type, rientrano una serie dimodelli analitici grazie al quale verrà anal-
izzata l’instabilità generale, semi-generale e locale del pannello, il crippling dei segmenti
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(a) Instabilità locale dello skin (b) Crippling

(c) Rolling con partecipazione dello skin (d) Rolling senza partecipazione dello skin

(e) Instabilità locale modulo singolo

(f) Instabilità wide column

Figure 1.1: Principali tipi di instabilità analizzati in PANDA2.
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Singolo modulo

pannello

Figure 1.2: Singolo modulo di pannello per la sezione T -type.

degli irrigidimenti e il rolling degli sti�ener (stringer, ovvero gli irrigidimenti longitudinali,
o ring, ovvero quelli circonferenziali) con o senza la partecipazione dello skin.

Tramite il secondo è possibile calcolare i fattori di buckling locale e post-puckling locale
relativi al modello discreto del singolo modulo di pannello (un irrigidimento più lo skin
con larghezza pari alla distanza tra due sti�ener adiacenti - vedi figura 1.2).
Il modulo singolo è suddiviso in segmenti, ognuno è discretizzato e analizzato tramite il
metodo delle di�erenze finite. Il tutto assumendo un campo di spostamenti armonico.
Questo è un modello molto simile a quello analizzato in un altro programma sviluppato
da Bushnell, BOSOR che permette di analizzare shell di rivoluzione.
Tramite questo è possibile analizzare sia l’instabilità locale che quella wide-column rapp-
resentate in 1.1, applicando opportune condizioni al contorno sui bordi destro e sinistro.

Per altri dettagli relativi al programma rimando all’articolo [1]. In questo, oltre ad altri as-
petti che verranno in parte discussi nei prossimi capitoli, è presente un tutorial chemostra
come l’utente può interagire con l’interfaccia di PANDA2, in modo da definire la geome-
tria, il materiale, i vincoli, i carichi e la modalità di calcolo desiderata.

Nel seguito l’attenzione verrà focalizzata sulle analisi di stabilità PANDA-type e su quella
relativa al post-buckling locale. Nel primo caso si entrerà nel dettaglio di quanto discusso
nell’articolo [2] e [3], mentre, nel secondo si riprenderanno i concetti esposti in [4].

Oss: Come appena detto, PANDA2dispone di un’interfaccia con cui interagire, ma in tutti
i capitoli, tranne l’ultimo, le formule verranno implementate ed eseguite in in MATLAB,
utilizzando per lo più il simbolico. Si fa questo al fine di avere un controllo maggiore sulla
parte di codice-teoria che si sta analizzando.
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1.2 Teoria classica dei laminati

Nel presente lavoro di tesi è fatto largo uso della teoria classica dei laminati, quindi è op-
portuno richiamarne qualche dettaglio.
Per maggiori informazioni inerenti alle ipotesi di partenza complete e ai vari passaggi
analitici rimando a testi specifici. Nel seguito sono schematizzate solo le informazioni
rilevanti.
Le ipotesi fondamentali sono:

• Qualsiasi segmento trasversale durante la deformazione:

– Rimane piano;
– Rimane perpendicolare al piano medio: γxz = γyz = 0;
– Mantiene invariata la sua altezza: εz = 0.

• Stato piano di tensione: σz = τxz = τyz = 0 [Pa]

(0)

(0)

(0)

(0)

(0)

Figure 1.3: Cinematica del punto P nel piano x-z

Sotto queste ipotesi è possibile definire i vari campi in gioco: spostamenti, deformazioni
e tensioni.
Il campo di spostamenti, mostrato in figura 1.3, risulta:

u(x, y, z) =u(0)(x, y)− zw(0)
,x (x, y)

v(x, y, z) =v(0)(x, y)− zw(0)
,y (x, y)

w(x, y, z) =w(0)(x, y)

(1.1)

Il campo di deformazioni, ottenuto tramite le relazioni cinematiche lineari, è il seguente:
εx =u(0)

,x − zw(0)
,xx

εy =v(0)
,y − zw(0)

,yy

γxy =u(0)
,y + v(0)

,x − 2zw(0)
,xy

(1.2)



1.2. TEORIA CLASSICA DEI LAMINATI 7

che può essere espresso in formamatriciale compatta

{εγ} =
{
ε(0)
γ

}
+ z {κ} (1.3)

dove {
ε(0)
γ

}
=


u

(0)
,x

v
(0)
,y

u
(0)
,y + v

(0)
,x

 e {κ} = −


w

(0)
,xx

w
(0)
,yy

2w
(0)
,xy

 (1.4)

Il campo delle tensioni è ottenuto tramite le relazioni costitutive del singolo strato:
σx
σy
τxy


k

=

Q11 Q12 Q13

Q21 Q22 Q23

Q21 Q32 Q33


k


εx
εy
γxy

 =⇒ {σ}k = [Q]k {εγ} (1.5)

dove [Q] è la matrice delle rigidezze ridotte. Questa si ricava dalla stessa nel sistema di
riferimento principale [Q̄], moltiplicata opportunamente per la matrice rotazione [Γ]k:

[Q]k = [Γ]−1
k [Q̄][Γ]−Tk (1.6)

dove le due matrici sono così definite:

[Q̄] =


EL

1− νLT νTL
νLTEL

1− νLT νTL
0

νLTEL
1− νLT νTL

ET
1− νLT νTL

0

0 0 GLT

 (1.7)

con le grandezzeEL,ET , νLT eGLT note una volta definito il composito utilizzato per ogni
strato (può essere diverso per ogni strato), e

[Γ]k =

 c2 s2 2cs
s2 c2 −2cs
−cs cs c2 − s2


k

con :
s = sin(ϑk)
c = cos(ϑk)

(1.8)

In figura 1.4 è ra�gurato il sistema di riferimento utilizzato e sonomostrate le grandezze
relative alla stratificazione.

Dal campo di tensioni, integrando sullo spessore, è possibile ricavare le risultanti di sol-
lecitazione (in figura 1.5 è indicata la notazione utilizzata) e quella che comunemente è
detta legge costitutiva delmonostrato equivalente:

{N} =
∫ h

2

−h
2

{σ}k dz

{N} =
∫ h

2

−h
2

z {σ}k dz
=⇒

{
{N}
{M}

}
=

[
[A] [B]
[B] [D]

]{{
ε

(0)
γ

}
{κ}

}
(1.9)
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x

y

LT

k

x

y
z

1
2

k

NS

zp

h

h/2piano di mezzeria

x

z

z2
z1

z0

zk‐1
zk

zp‐1

Figure 1.4: Sistema di riferimento per il laminato

Dove [A], [B] e [D] sono rispettivamente le matrici di rigidezza membranale, di accoppia-
mento e flesso-torsionale:

[A] =

∫ h
2

−h
2

[Q]k dz

[B] =

∫ h
2

−h
2

z [Q]k dz

[D] =

∫ h
2

−h
2

z2 [Q]k dz

(1.10)

Nyx
Ny

My
Myx

Mx Nx�
Nx

Mx�
dx

dy

�x�
�yx

�y

�x

dy

dx

x

y

z

Figure 1.5: Notazione risultanti di sollecitazione
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1.2.1 Laminati a strati identici e parametri di laminazione

Nel seguito si è fatto largo uso di una sottoclasse delle piastre multistrato, ovvero i lami-
nati a strati identici. Con questa nomenclatura si vuole indicare un laminato che presenta
layer di uguale spessore, aventi tutti lo stesso materiale ([Q̄] è uguale in ogni strato).
Sotto queste assunzioni è possibile riscrivere le matrici di rigidezza [A], [B] e [D] come
segue (per semplicità di notazione n = NS):

[A] =
h

n

n∑
k=1

[Q]k

[B] =
1

2

h2

n2

n∑
k=1

bk [Q]k

[D] =
1

12

h3

n3

n∑
k=1

dk [Q]k

(1.11)

dove
bk =2 k − n− 1

dk =12 k(k − n− 1) + 4 + 3n(n+ 2)
se k = 1, .., n (1.12)

Per le formule successive, tuttavia, risulta utile adottare una notazione equivalente:

bk =

2 k se n = 2p+ 1

2 k − k

|k|
, b0 = 0 se n = 2p

dk =

{
12 k2 + 1 se n = 2p+ 1

12 k2 − 12 |k|+ 4, d0 = 0 se n = 2p

se k = −p, .., p

(1.13)

dove

p =


1

2
(n− 1) se n è dispari

1

2
n se n è pari

(1.14)

Se gli strati sono identici, le matrici di rigidezza dipendono, da un lato dalle caratteris-
tiche elastiche dello strato di base, e dall’altro da una combinazione di funzioni circolari
delle orientazioni delle fibre. Questi fattori, parte elastica e parte geometrica, si possono
separare in vari modi, uno è quello mostrato in seguito, valido per materiali ortotropi:

S11

S22

S12

S66

S16

S26


= a



1 ξS1 ξS2 0 0
1 −ξS1 ξS2 0 0
0 0 −ξS2 1 0
0 0 −ξS2 0 1
0 ξS3/2 ξS4 0 0

0 ξS3/2 −ξS4 0 0




U1

U2

U3

U4

U5

 (1.15)
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doveS èun terminegenerico per indicare, inmodo compatto, lematrici di rigidezzamem-
branale, di accoppiamento e flesso-torsionale

S = A, B oD (1.16)

il parametro a è una costante

a =



h se S = A

h2

2
se S = B

h3

12
se S = D

(1.17)

gli Ui sono i parametri di Tsai e Pagano legati solamente al materiale

U1 =
1

8
(3Q̄11 + 2Q̄12 + 3Q̄22 + 4Q̄66)

U2 =
1

2
(Q̄11 − Q̄22)

U3 =
1

8
(Q̄11 − 2Q̄12 + Q̄22 − 4Q̄66)

U4 =
1

8
(Q̄11 + 6Q̄12 + Q̄22 − 4Q̄66)

U5 =
1

8
(Q̄11 − 2Q̄12 + Q̄22 + 4Q̄66)

(1.18)

e le ξi sono i parametri di laminazione funzione solo della geometria

{ξA} =


ξA1

ξA2

ξA3

ξA4

 =
1

n

p∑
k=−p


cos(2ϑk)
cos(4ϑk)
sin(2ϑk)
sin(4ϑk)

 (1.19)

{ξB} =


ξB1
ξB2
ξB3
ξB4

 =
1

n2

p∑
k=−p

bk


cos(2ϑk)
cos(4ϑk)
sin(2ϑk)
sin(4ϑk)

 (1.20)

{ξD} =


ξD1

ξD2

ξD3

ξD4

 =
1

n3

p∑
k=−p

dk


cos(2ϑk)
cos(4ϑk)
sin(2ϑk)
sin(4ϑk)

 (1.21)

Per maggiori informazioni e per un livello di dettaglio superiore all’argomento si faccia
riferimento a [9], in questo vengono approfonditi molti aspetti inerenti ai materiali com-
positi, tra cui quello presentato qui.
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1.3 Materiale e laminazione

Nei successivi capitoli si avrà bisogno di laminati in cui è necessario variare uno o più co-
e�cienti della matrice di rigidezza del monostrato equivalente.

Essenzialmente si avrà bisogno di due tipologie di laminati simmetrici [B] = 0:

• Laminato tipo 1− Il monostrato equivalente deve presentare le seguenti proprietà:

A16 = A26 = 0; D16 = D26 = f(ε);
Aij ,Dij 6= f(ε) per (i, j) 6= (1, 6) o (2, 6)

ovvero deve essere ortotropo in membrana ma non necessariamente in flessione,
inoltre tutti i termini ortotropi devono rimanere costanti al variare di un parametro
meccanico ε, mentre quelli non ortotropi devono essere funzione di esso;

• Laminato tipo 2− Il monostrato equivalente deve presentare le seguenti proprietà:

A16 = A26 = f(ε) e Aij 6= f(ε) per (i, j) 6= (1, 6) o (2, 6)

ovvero deve presentare tutti i termini ortotropi della matrice di rigidezza indipen-
denti dal parametro ε, mentre quelli non ortotropi dipendenti da esso.

Per semplificare la ricerca si adotterà un laminato a strati identici dove ogni strato è cos-
tituito da un materiale ortotropo con le seguenti caratteristiche meccaniche:

E1 = 48000(1 + ε) [MPa]; E2 = 48000(1− ε) [MPa];
ν12 = 0 e G12 = 20330 [MPa]

Dopo varie ricerche e tentativi si sono adottate le seguenti laminazioni (t = 0.2mm):

• Per il laminato tipo 1

[45, −45, −45, 45]

• Per il laminato tipo 2

[45, 45, 90, 0, 0, 90, 45, 45]

Sfruttando la parametrizzazione di Tsai e Pagano, è possibile dimostrare che queste lam-
inazioni rispettano i requisiti prima indicati.

Per quanto riguarda il primo tipo di laminazione, sfruttando le relazioni 1.19 e 1.21 si
hanno i seguenti parametri di laminazione:

{ξA} =


0
−1
0
0

 e {ξD} =


0
−1
0.75

0

 (1.22)
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mentre, attraverso le formule 1.18 e il materiale scelto, si ottiene:

U1 =
1

8
(3E1 + 3E2 + 4G12) = cost

U2 =
1

2
(E1 − E2) = 48000 ε = E0ε

U3 = U4 =
1

8
(E1 + E2 − 4G12) = cost

U5 =
1

8
(E1 + E2 + 4G12) = cost

(1.23)

e mediante la formula 1.15 è facile verificare che tutti i coe�cienti di [A] sono costanti al
variare di ε, come anche tutti i coe�cienti di [D] tranne i termini non ortotropi:

D11 =D22 =
t3

12
(U1 − U3) = cost

D12 =
t3

12
(U3 + U4) = cost

D66 =
t3

12
(U3 + U5) = cost

D16 =D26 =
t3

12

ξD3

2
U2 =

t3

12

ξD3 E0

2
ε = cost · ε

(1.24)

questi risultati sono riassunti nella prima delle due tabelle 1.2.
Per quanto riguarda il secondo tipo di laminazione, sfruttando le relazioni 1.19 e 1.21 si
hanno i seguenti parametri di laminazione:

{ξA} =


0
0

0.5
0

 e {ξD} =


−0.094
−0.75
0.875

0

 (1.25)

Attraverso le formule 1.18 e il materiale scelto, si ottengono le stesse relazioni 1.23. At-
traverso queste e le precedenti, combinate con la formula 1.15, è facile verificare che al
variare di ε tutti i coe�cienti di [A], tranne i termini non ortotropi, sono costanti:

A11 =A22 = tU1 = cost
A12 = tU4 = cost
A66 = tU5 = cost

A16 =A26 = t
ξA3

2
U2 = t

ξA3 E0

2
ε = cost · ε

(1.26)

questi risultati sono riassunti nella seconda delle due tabelle 1.2.
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(a) Laminato 1

(b) Laminato 2

Table1.2: Coe�cienti dellamatricedi rigidezzadelmonostrato equivalenteper i due lam-
inati presi in considerazione.
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2 | Distribuzione del carico

Nel seguito verrà discusso e approfondito il concetto della distribuzione del carico tra skin
e irrigidimenti. Questo è un aspetto che viene richiamato in molti dei capitoli successivi
per cui risulta più logico descriverlo in anticipo.

Come anticipato nell’introduzione e come sarà più chiaro nei capitoli successivi, PANDA2
calcola, attraverso vari modelli matematici, diversi coe�cienti di carico critico. Questi
possono essere inerenti al solo skin del pannello, ad un singolo irrigidimento o ad una
porzione di pannello (come ad esempio un modulo).

Nel momento in cui si devono fornire nel programma i dati inerenti ai carichi, deve essere
indicato un valore di Nx, Ny e Nxy (positivi come indicati in figura 2.1). Tuttavia, questi
valori si riferiscono a tutto il pannello, quindi è necessario in qualche modo distribuire
questo carico sulle varie parti del pannello.

Skin

Ring

Stringer

Rxy
Nx Nx�

Nx
Nx�

Nx�
Ny

Nx�
Ny

Figure 2.1: Carichi applicati al pannello.

Questo è un problema molto importante, se non cruciale, in quanto se si distribuisce il
carico inmodo errato, anche i fattori di carico critico ottenuti a valle risentiranno di questo
errore, oltre a quelli insiti nel modello matematico utilizzato.

15
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Nel programma, per quanto concerne la distribuzione del carico, esiste una porzione di
codice che fa riferimento al caso non lineare, ovvero, si ha redistribuzione di carico an-
che in presenza di post-buckling locale dello skin. Quest’ultimo aspetto verrà presentato
nell’ultimo capitolo, ma non verrà trattato nello specifico. Nel seguito si farà riferimento
solo al caso lineare.

Nel capitolo seguente, in un primomomento verrà presentato comePANDA2 suddivide il
carico alle varie parti del pannello. Successivamente verrà a�rontato lo stesso problema
anche per il FEM. Infine verranno confrontati alcuni risultati ottenuti da modelli numerici
che sono presentati nello specifico nei capitoli successivi.

2.1 Modello PANDA

Come anticipato l’utente fornisce come input i carichiNx,Ny eNxy. L’ultimo, per ipotesi,
viene assorbito dal solo skin, mentre gli altri due devono essere ripartiti tra skin e stinger,
perNx, e tra skin e ring, perNy.

Il problema nella direzione assiale x e quella circonferenziale y è a�rontato alla stessa
maniera, per cui per semplicità si adotta la direzione x per descrivere i vari passaggi.

Le ipotesi alla base di tutto il processo di ripartizione sono

• Il carico per unità di lunghezzaNx, costante lungo la larghezza del pannello, è sud-
diviso in tantiNxi quanti sono i segmenti che costituiscono il pannello, e questi sono
costanti lungo la larghezza del segmento i-esimo;

• Gli irrigidimenti, come verrà precisato più volte in seguito, sono essenzialmente
costituiti da un monostrato equivalente, simmetrico ed ortotropo;

Si parte dalla teoria classica dei laminati e dalle relazioni membranali tra risultanti di sol-
lecitazione e deformazioni del piano medio del singolo segmento (i coe�cienti non or-
totropi dello skin vengono trascurati in questa fase):

Nx

Ny

Nxy


i

=

A11 A12 0
A21 A22 0

0 0 A66


i


ε

(0)
x

ε
(0)
y

γ
(0)
xy


i

(2.1)

si pongono a zero le deformazioni ε(0)
y e γ(0)

xy e invertendo la formula precedente si calcola
la rigidezza assiale del segmento i-esimo:

Ā11i =

(
A11 −

A21

A22
A12

)
i

(2.2)

da cui è possibile calcolare la rigidezza assiale membranale media di tutto il pannello

A∗11 =
1

bs

NS∑
i

Ā11ibi (2.3)
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dove bs è la larghezza dello skin e NS è il numero totale di segmenti che costituiscono il
pannello.

Fatto questo è possibile calcolare la deformazione assiale di tutto il pannello

Nx = A∗11ε
(0)
x =⇒ ε(0)

x =
Nx

A∗11

(2.4)

A questo punto PANDA ipotizza che, sotto l’azione del caricoNx, ogni segmento del pan-
nello si deforma assialmente di una sessa quantità (ε(0)

xi = cost), ovvero, per ogni seg-
mento è verificata l’uguaglianza

Nxi = Ā11iε
(0)
x (2.5)

sfruttando quest’ipotesi e la precedente relazione è possibile calcolare il carico per unità
di lunghezza che agisce sul segmento i-esimo:

Nxi = Nx
Ā11i

A∗11

ε(0)
x (2.6)

Nei capitoli successivi, dove verranno illustrati uno per uno i modelli analitici utilizzati, si
avrà spesso a che fare con i soli irrigidimenti. In questo caso il ragionamento è analogo,
ma dalla formulazione spariscono i termini inerenti allo skin. Per cui si avrà a che fare con
una rigidezza assiale del singolo segmento

EAi = Ā11ibi (2.7)

ed una rigidezza assiale dell’intero irrigidimento

(EA) =

NS∑
i

EAi (2.8)

dove quiNS è l’insieme degli indici dei segmenti dell’irrigidimento considerato.

Considerando un carico N applicato a tutto l’irrigidimento (non una forza/lunghezza ma
semplicemente una forza) il carico per unità di lunghezza agente sul segmento i-esimo
risulta essere

N = (EA)ε(0)
x ⇒ Nxi =

EAi
b1

ε(0)
x = N EAi

(EA)

1

bi
(2.9)

2.2 Modello PATRAN-NASTRAN

L’obiettivodel confrontoPANDA-NASTRANèquello di verificare il campodi validità delle
formule appena presentate, fornendo delle indicazioni qualitative su come comportarsi
con il programma in questione.

Per quanto riguarda la geometria, per semplicità, si focalizzerà l’attenzione solamente su
un singolo irrigidimento. A tal proposito si faccia riferimento ai capitoli 4 e 6 dove sono
illustrati nello specifico tutti i casi geometrici analizzati.
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Per quanto riguarda il materiale e la laminazione, lo scopo è quello di eseguire un con-
fronto in presenza di una laminazione dei segmenti non ortotropa in membrana. Questo
perché, come verrà mostrato nei risultati, la presenza dei coe�cientiN16 eN26 va ad in-
fluire sulla distribuzione di caricoNxi che risulta variabile lungo la larghezza del segmento
e non costante come previsto da PANDA.
A tal proposito si è adottato un laminato a strati identici simmetrico con laminazione:

[45, −45, −45, 45]

dove il materiale del singolo strato presenta le caratteristiche meccaniche seguenti:

E1 = 48000(1 + ε) [MPa]; E2 = 48000(1− ε) [MPa];
ν12 = 0 e G12 = 20330 [MPa]

(2.10)

e dove ε è il parametro con cui è possibile dar variare i coe�cienti A16 e A26, come di-
mostrato nel capitolo precedente.
Per quanto riguarda la suddivisione in elementi, i vincoli e il tipo di analisi si faccia rifer-
imento ai capitoli 4 e 6, dove questi aspetti sono spiegati nel dettaglio e che in questo
capitolo risultano forvianti.
L’unico aspetto che bisogna approfondire in questa sezione è quello inerente ai carichi. In
PANDA gli irrigidimenti sono caricati da sola componente assiale che genera sola defor-
mazione assiale. Per includere nel modello NASTRAN ciò si potrebbe agire in vari modi:

1. Definire per ogni segmento lo stesso carico per unità di lunghezza calcolato dalla
teoria classica dei laminati.

2. Conoscendoapriori la posizionedel centrodi taglio, si applica una forza in talepunto
e, tramite MPC, la si trasferisce alla sezione trasversale in questione.

Tuttavia, la prima soluzione non permette di mettere alla luce le di�erenze della dis-
tribuzione del carico sui segmenti rispetto al caso ortotropo. La seconda risulta poco
pratica, in quanto bisogna di volta in volta andare a determinare la posizione del centro
di taglio prima di poter eseguire l’analisi di instabilità vera e propria.
Esiste una terza soluzione, quella che verrà adottata, che può essere suddivisa in due step:

1. Caricare l’irrigidimento in modo indiretto, ovvero, si applica a tutti i nodi che ap-
partengono alla sezione trasversale di estremità uno spostamento definito di com-
pressione;

2. Eseguire un analisi lineare elastica (Sol 101) e da questa risalire al carico applicato
corrispondente alla deformazioneassiale imposta (si osservi l’esempiodella sezione
successiva).

Quanto detto fino a questo punto, inerente ai carichi, risulta vero a patto di considerare
solamente lo sforzo assiale. Nel momento in cui esiste anche una componente di taglio
è necessario eseguire un passo in più. Bisogna prima di tutto eseguire un’analisi lineare
con la sola componente Nx e successivamente, in una seconda analisi, rimuovere la de-
formazione costante imposta e applicare la distribuzione di carichi nodali prima ottenuta
attraversoquello cheèdefinito inPATRANnodal discrete vector spatial field selezionando
il metodo FEM. Questo sarà utile nell’ultimo capitolo.
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2.3 Risultati

Nel seguito viene illustrata la procedura utilizzata per ottenere il carico critico per ogni
irrigidimento considerato (tutti valori presentati nelle sezioni Risultati dei capitoli 4 e 6) e
la distribuzione del carico lungo la lunghezza del singolo segmento dell’irrigidimento.
Nel seguito, a titolo di esempio è mostrata la procedura per la sola sezione T -type di un
caso specifico, ma in modo analogo quanto segue è applicato a tutti i casi analizzati.
Per trovare il carico critico dell’irrigidimento si eseguono i seguenti passi (si faccia riferi-
mento all’esempio mostrato nella figura 2.2):

a) si ricavano le "costraint forces" nodaliNi;

b) si sommano tutti i contributi nodali ottenendoN ;

c) si moltiplica il fattore di instabilità ricavato (λ = 96.109) per la precedente quantità,
ottenendo il carico critico

Ncr = Nλ = 53158.4 [N ]

(a) risultati per ε = 0 (b) Geometria

Figure 2.2: Costraint forces nodali ottenute da NASTRAN, per l’irrigidimento T -type.

I valori presentati nella tabella della figura2.2 sonoquelli ottenuti da un’analisi con εnullo,
invece, nella parte superiore della tabella 2.1 sono riassunti tutti gli altri valori.
Nella parte inferioredella stessa sono invece riassunti tutti i dati inerenti alladistribuzione
di carico lungo ogni segmento e al variare di ε. Per ricavare questi valori, in primo luogo è
necessario valutare su quale lunghezza li deve essere distribuito il carico nodale:

• Nodi di estremità− il carico è distribuito solo su metà distanza dal nodo adiacente;

• Nodi di confluenza − il carico è distribuito sulla somma della metà distanza dei tre
nodi adiacenti;

• Nodi centrali − il carico è distribuito sulla somma della metà distanza dei due nodi
adiacenti.
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In seguito, note queste lunghezze li, è possibile andare a valutare la distribuzione normal-
izzata sul segmento i-esimo attraverso

Nxi

Nxtot

=
Ni
li

ltot
Ni

con ltot =

NS∑
i

bi (2.11)

doveNS è il numero di segmenti che compone la sezione trasversale dell’irrigidimento.

Table 2.1: Influenza del parametro ε sulle nodal forces e sulla distribuzione del carico
lungo i segmenti.

Nella figura 2.3 è mostrato il risultato di tale operazione per un caso di sezione T -type. A
titolo comparativo è mostrato in figura 2.4 anche un caso di sezione Hat-type.
Nella teoria PANDA su ogni segmento agisce un carico per unità di lunghezza costante.
Per gli spessori e la laminazione assegnata su ogni segmento si ha:

(Nxi/Nxtot)PANDA = 1 (2.12)

Facendo riferimento alla sezione T -type, solamente per valori di ε vicini al valore nullo
si ha una corrispondenza accettabile tra NASTRAN e PANDA. In tutti gli altri casi la dis-
tribuzione è fortemente non costante, in particolar modo nel web dove si ha uno scosta-
mento rispetto a PANDA che arriva anche al 40%.
Un risultato analogo è ottenuto per la sezione Hat-type, dove però in una delle flange si
ha uno scostamento che arriva anche al 150% per ε unitario.
In sintesi si può concludere che il modo in cui PANDA ripartisce il carico è compatibile al
FEM solo per valori di ε piccoli tali da non generareA16 eA26 rilevanti rispetto aA11.
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Figure 2.3: Distribuzione di carico lungo i segmenti della sezione T -type. In legenda sono
indicati i valori di ε.
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Figure 2.4: Distribuzione di carico lungo le due flange e il web della sezione Hat-type. Per
semplicità è indicata solo la coordinata Y . In legenda sono indicati i valori di ε.
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3 | Instabilità locale, generale
e semi-generale

Nel seguito si entrerà nel dettaglio di quanto discusso nella prima parte dell’articolo [2],
che descrive in generale tutti i tipi di instabilità trattati nel codice originale PANDA. Verrà
approfondito il discorso inerente ai seguenti tipi di instabilità trattati da PANDA2:

• General instability - gli irrigidimenti (stringer e ring) sono spalmati sull’intera area
del pannello;

• Local instability– l’attenzione è focalizzata sulla porzione di pannello compresa tra
stringer e ring adiacenti;

• Panel instability – si considera la porzione di pannello compresa tra stringer adia-
centi (panel instability between stringers) o tra ring adiacenti (panel instability be-
tween rings).

Il modello matematico utilizzato in tutti i casi è essenzialmente quello relativo ad un pan-
nello multistrato semplicemente supportato su quattro lati. Nel caso si abbia un vincolo
di incastro, due lati opposti incastrati o tutti e quattro i lati incastrati, l’analisi è la stessa
del caso semplicemente supportato, ma si considera una lunghezza e/o larghezza (gener-
icamente l) ridotta di un opportuno fattore fattore:

lincastro =
lappoggio√

3.85

In PANDA2 sono proposti due metodi analitici inerenti a questi tipi di instabilità:

• PANDA-type - metodo che rientra nel codice originale di PANDA in cui, per descri-
vere il problema in gioco, viene utilizzato un campo di spostamenti relativamente
semplice: una sola componente di seni e coseni;

• PANDA-alternate - metodo più oneroso dal punto di vista computazionale, perché
include un campo di spostamenti più completo: sommatoria di più componenti di
seni e coseni.

L’utente, in fase di compilazione del file di input, in funzione delle proprie esigenze, farà
una scelta su quale metodo utilizzare.

23
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Alla fine del capitolo, i risultati ottenuti tramite questi sono confrontati con quelli ottenuti
da analisi agli elementi finiti NASTRAN-PATRAN di un modello numerico equivalente,
valutandone lo scostamento percentuale.
Nel lavoro seguente si fa la seguente assunzione: si ha simmetria geometrica e di mate-
riale. Questo vuol dire che tutti i risultati che sono presentati sono validi per un pannello
irrigidito che presenta una laminazione simmetrica, con irrigidimenti uguali sia interni che
esterni.

3.1 Modello PANDA-type

3.1.1 Campo di spostamenti, deformazioni e rotazioni

Il campo di spostamenti preso in considerazione per il pannello costituito da skin con o
senza irrigidimenti spalmati (stringer e/o ring) risulta:

u =U
[
n2

2m1 sin(n1y −m1x) + n2
1m2 sin(n2y −m2x)

]
v =V [n2 sin(n1y −m1x)− n1 sin(n2y −m2x)]

w =W [cos(n1y −m1x)− cos(n2y −m2x)]

(3.1)

dove:

- m̄ e n̄ sono rispettivamente le semi-onde assiali e trasversali nel modo di buckling
considerato

n1 = n+mc m1 = m+ nd
n2 = n−mc m2 = m− nd e n =

n̄π

ymax
m =

m̄π

xmax
(3.2)

- xmax e ymax sono rispettivamente la lunghezza e la larghezza del pannello (si faccia
riferimento alla tabella 3.1.1 e alla figura 3.1);

- x è la coordinata assiale e y quella circonferenziale;

- c e d rappresentano la pendenza delle linee nodali (vedi figura 3.2);

- U , V eW sono le costanti da determinare minimizzando il potenziale totale.

Tipi di instabilità xmax ymax

Generale a b

Semi-generale
con stringer spalmati a0 b

Semi-generale
con stringer spalmati a b0

Locale a0 b0

Table 3.1: Carichi relativi al panello ammessi in PANDA2
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a0b0

Skin Stringer
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R
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Figure 3.1: Geometria pannello cilindrico irrigidito.
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Figure 3.2: Pendenza linee nodali in presenza di taglio e/o laminazione non bilanciata.
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Per comodità, dal punto di vista computazionale e di sintesi, si adottata una notazione
matriciale, quindi:

{d} =
⌊
u v w

⌋T
= [φ]{D} (3.3)

dove sono state separate le costanti di combinazione lineare incognite

{D} =
⌊
U V W

⌋T (3.4)

dalle funzioni in termini delle incognite x e y

[φ] =



n2
2m1 sin(n1y −m1x)+

+n2
1m2 sin(n2y −m2x)

0 0

0
n2 sin(n1y −m1x)+
−n1 sin(n2y −m2x)

0

0 0
cos(n1y −m1x)+
− cos(n2y −m2x)

 (3.5)

Il campo di deformazione, che sarà utile per determinare l’energia potenziale elastica,
invece risulta essere:

{ε} =



εx
εy
γxy
kx
ky
kxy


= [∂]{d} = [∂][φ]{D} = [∂φ]{D} (3.6)

dove [∂] è un operatore matriciale così definito (viene trascurata la curvatura nei ring):

[∂] =

(·),x 0 (·),y 0 0 0
0 (·),y (·),x 0 0 0
0 0 0 −(·),xx −(·),yy −2(·),xy

T (3.7)

Infine, il campodelle rotazioni, che è utili per definire il lavoro dei carichi applicati, risulta:

{r} =

{
rx
ry

}
= [∂r]{d} = [∂r][φ]{D} = [∂rφ]{D} (3.8)

dove [∂r] è un operatore matriciale così definito:

[∂r] =

[
0 0 (·),x
0 0 (·),y

]
(3.9)

In questomodello viene trascurata la componente di rotazione rxy e la curvatura del pan-
ello nella componente di rotazione ry. Nel modello PANDA-alternate, come verrà dis-
cusso in seguito, si hauncampo relativoalle rotazioni più completo, dovenonsono trascu-
rate queste componenti.
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3.1.2 Energia potenziale totale

Noto il campo di spostamenti, di deformazioni e rotazioni, come anche il carico applicato
e la matrice di rigidezza del monostrato equivalente è possibile valutare l’energia di de-
formazione elastica:

U =
1

2

∫ ymax

0

∫ xmax

0
{ε}T [C]{ε}dx dy = {D}T [A]{D} (3.10)

dove [C] è la matrice di rigidezza del laminato equivalente

[C] =

[
[A] [B]
[B] [D]

]
(3.11)

e [A] è una matrice 3× 3 così definita

[A] =
1

2

∫ ymax

0

∫ xmax

0
[∂φ]T [C][∂φ] dx dy (3.12)

Come anche è possibile calcolare il lavoro dei carichi applicati:

W = −1

2

∫ ymax

0

∫ xmax

0
{r}T [N ]{r}dx dy = {D}T [B]{D} (3.13)

dove [N ] è la matrice contenente le componenti delle risultanti di sollecitazione

[N ] =

[
[Nx] [Nxy]
[Nxy] [Ny]

]
(3.14)

e [B] è una matrice 3× 3 così definita (Bjk = 0 per j, k 6= 3)

[B] = −1

2

∫ ymax

0

∫ xmax

0
[∂rφ]T [N ][∂rφ] dx dy (3.15)

Sapendo che il carico applicato è composto dalla componente di pre-buckling ("pre") e da
quella di buckling ("e") si ha:

{N} =
⌊
Nx Ny Nxy

⌋T
= {Npre}+ λ {Ne} ⇒ [B] = [Bpre] + λ [Be] (3.16)

A questo punto è possibile esprimere il potenziale totale relativo al pannello:

Π = U −W = {D}T ([A]− [Bpre]− λ [Be]) {D} (3.17)

Determinazione dell’autovalore

Per la determinazionedell’autovalore, in gioco ci sono4 variabili: i due valori di semi-onde
assiali e circonferenziali m̄ e n̄; i due valori della pendenza delle linee nodali c e d.
Le ultime due entrano in gioco solo se si ha una componente di taglio Nxy e/o se si è in
presenza di una laminazione non ortotropa in membrana, in flesso torsione e/o in accop-
piamento (Ai6, Bi6 e/oDi6 6= 0 per i 6= 0).
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Inoltre, una delle due viene considerata nulla, la discriminante è la lunghezza preferen-
ziale del pannello. In sostanza PANDA calcola la seguente quantità:

L̄ =
xmax
ymax

√
C55N

C44N

(3.18)

Dove con il pedice "N" si indica che la quantità è riferita all’asse neutro. Dopo aver spal-
mato le proprietà degli irrigidimenti è necessario calcolare anche l’asse neutro del pan-
nello e definire le proprietà del monostrato rispetto a questo (si faccia riferimento a [1]
per maggiori dettagli).
In funzione del valore assunto da L̄ si possono avere due situazioni:

1. Pannello "lungo" nella direzione x

R/ymax ≥ e L̄ ≥ 1 ⇒ d = 0 (3.19)

2. Pannello "lungo" nella direzione y

R/ymax < 1 o L̄ < 1 ⇒ c = 0 (3.20)

Per una maggior chiarezza di quanto appena detto si faccia riferimento alla figura 3.2.
Oss: Lapresenza omenodi unodi questi due coe�cienti, come sarà più chiaro alla finedel
capitolo dove verranno presentati i risultati, implica la non congruenza degli spostamenti
con le condizioni al contorno geometriche.
Fatta questa precisazione si può procedere al calcolo dell’autovalore, per farlo si uguaglia
a zero la variazione prima del potenziale totale rispetto alle costanti di proporzionalità

∂Π

∂D
= 0 ⇒ ([A]− [Bpre]− λ [Be]) {D} = 0 (3.21)

e si ottiene il classico problema agli autovalori

det ([A]− [Bpre]− λ [Be]) = 0 (3.22)

Questa non è altro che un unica equazione in cui compaiono le incognite λ, m̄, n̄, c o d.
Portando a sinistra i termini moltiplicati per λ e a destra tutti gli altri, svolgendo tutti i
conti, si perviene alla soluzione indicata nell’articolo [2] (equazione 57) e tale rimando
per quanto riguarda i coe�cienti aij indicati nella formula seguente:

λ =

a33 +
a23(a12a13 − a11a23) + a13(a12a23 − a13a22)

a11a22 − a2
12

−Nxe(m
2
1 +m2

2)−Nye(n
2
1 + n2

2)− 2Nxye(m2n2 −m1n1)
(3.23)

Successivamente, inmodo iterativo, si determina il minimo autovalore λ in funzione di m̄,
n̄, c o d:

- Si fissa m̄k+1 e n̄k+1;
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- Si determina il minimo di λk+1 facendo variare c o d di un incremento pari a 0.01 se
il valore è inferiore a 0.1 e 1.2 se il valore è superiore a 0.1

- Se λk+1 è maggiore del precedente l’iterazione finisce, altrimenti si riprende il ciclo
dall’inizio.

Oss: Il discorso sul minimo autovalore termina qui solo per quanto riguarda i pannelli
piatti, per quelli chepresentanouna curvatura si hannodei casi particolari in cui si possono
avere minimi non unici. In questa trattazione, parlando esclusivamente di pannelli piatti,
si tralascia questo aspetto e rimando all’articolo [2] per approfondimenti vari.

3.2 Modello PANDA-alternate

Ci sono delle situazioni in cui la teoria PANDA-type porta a dei risultati che sono com-
pletamente incongruenti con la realtà. Alcuni casi sono indicati nell’articolo [3], un altro
verrà mostrato nei risultati alla fine del capitolo. In linea di principio PANDA-type pre-
senta problemi per pannelli con xmax/ymax vicino al valore unitario, o nelle situazioni in
cui il monostrato equivalente presenta termini non ortotropi (Ai6, Bi6 e/o Di6 6= 0 per
i 6= 0) rilevanti.
Sulla base di queste riflessioni è stata proposta una soluzione alternativa in cui viene adot-
tato un campo di spostamento più complesso. Come espresso nell’articolo, quanto verrà
discusso si basa su una trattazione indicata nel libro di Timoshenko [5], Whitney, Jones
[6] e altri.

3.2.1 Campo di spostamenti, deformazioni e rotazioni

Il campo di spostamenti preso in considerazione per il pannello costituito da skin con o
senza irrigidimenti spalmati (stringer e/o ring) si presenta così composto:

u =

m̄max∑
m̄=1

n̄max∑
n̄=1

[U1(m̄, n̄) cos(mix) sin(niy) + U2(m̄, n̄) sin(mix) sin(niy)]

v =

m̄max∑
m̄=1

n̄max∑
n̄=1

[V1(m̄, n̄) sin(mix) cos(niy) + V2(m̄, n̄) sin(mix) sin(niy)]

w =

m̄max∑
m̄=1

n̄max∑
n̄=1

W (m̄, n̄) sin(mix) sin(niy)

(3.24)

dove:

- m̄ e n̄ sono rispettivamente le semi-onde assiali e trasversali nel modo di buckling
considerato

n =
n̄π

ymax
e m =

m̄π

xmax
(3.25)

- xmax e ymax sono rispettivamente la lunghezza e la larghezza del pannello (si faccia
riferimento alla tabella 3.1.1 e alla figura INSERIRE LA FIGURA GEOMETRIA);
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- x è la coordinata assiale e y quella circonferenziale;

- U1,U2, V1, V2 eW sono le costanti di combinazione lineare da determinareminimiz-
zando il potenziale totale.

Oss: Qui sono scomparsi i coe�cienti c e d ed è chiaro che, viste le funzioni trial scelte, il
campo di spostamenti rispetta in qualsiasi situazione le condizioni al contorno geomet-
riche in gioco.
Per comodità, come fatto in precedenza, si adottata una notazione matriciale, quindi:

{d} =
⌊
u v w

⌋T
= [φ]{D} (3.26)

dove sono state separate le costanti incognite

{D} =


{D1}
...

{DNC}

 con {Di} =
⌊
U1 U2 V1 V2 W

⌋T
NT = 5 m̄max n̄max = 5NC

(3.27)

dalle funzioni di x e y

[φ] =
[
[φ1] · · · [φNC ]

]
con [φi] =

φu1 φu2 0 0 0
0 0 φv1 φv2 0
0 0 0 0 φw


i

(3.28)

Le varie funzioni trial, φk, sono le stesse mostrate in precedenza

φ
(i)
u1 = cos(mix) sin(niy)

φ
(i)
u2 = sin(mix) sin(niy)

φ
(i)
v1 = sin(mix) cos(niy)

φ
(i)
v2 = sin(mix) sin(niy)

φ
(i)
w = sin(mix) sin(niy)

(3.29)

e con l’indice "i" si indica, in generale, una coppia ordinata dim e n

(m̄, n̄)i=1 = (1, 1)
(m̄, n̄)i=2 = (1, 2)

...
(m̄, n̄)i=n̄max+1 = (2, 1)

...

(3.30)

Il campo di deformazione, che sarà utile per determinare l’energia potenziale elastica,
invece risulta essere:

εx = u,x
εy = v,y + w/r
γxy = u,y + v,x
kx = −w,xx

ky = −w,yy + v,y/r
kxy = 2(−w,xy + v,x/r)

(3.31)
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Si osservi che, a di�erenza del caso precedente, qui è inclusa la curvatura del pannello.

Per completezza, si può riscrivere il tutto in formamatriciale come segue:

{ε} =



εx
εy
γxy
kx
ky
kxy


= [∂]{d} = [∂][φ]{D} = [∂φ]{D} (3.32)

dove [∂] è un operatore matriciale così definito

[∂] =
[
[∂1] · · · [∂NC ]

]
(3.33)

e tutti i termini [∂i] sono identici

[∂i] =



(·),x (·),x 0 0 0
0 0 (·),y (·),y 1/R

(·),y (·),y (·),x (·),x 0
0 0 0 0 −(·),xx
0 0 (·),y/R (·),y/R −(·),yy
0 0 2(·),y/R 2(·),y/R −2(·),xy

 ∀ i (3.34)

Le rotazioni, che saranno utili per definire il lavoro dei carichi applicati, risultano, sfrut-
tando la teoria di Donnel e Sanders:

rx = w,x
ry = w,y − v/r

rxy =
1

2
(u,y − v,x)

(3.35)

e anche qui, a di�erenza del caso precedente, è inclusa la curvatura del pannello.

Per completezza, anche qui, si può riscrivere il tutto in formamatriciale come segue:

{r} =


rx
ry
rxy

 = [∂r]{d} = [∂r][φ]{D} = [∂rφ]{D} (3.36)

dove [∂r] è un operatore matriciale così definito:

[∂r] =
[
[∂r1 ] · · · [∂rNC ]

]
(3.37)

e tutti i termini [∂ri ] sono identici

[∂ri ] =

 0 0 0 0 (·),x
0 0 −1/R −1/R (·),y

(·),y/2 (·),y/2 −(·),x/2 −(·),x/2 0

 ∀ i (3.38)
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3.2.2 Energia potenziale totale

Noto il campo di spostamenti, di deformazioni e rotazioni, come anche il carico applicato
e la matrice di rigidezza del monostrato equivalente è possibile valutare l’energia di de-
formazione elastica:

U =
1

2

∫ ymax

0

∫ xmax

0
{ε}T [C]{ε}dx dy = {D}T [A]{D} (3.39)

dove [C] è unamatriceNT×NT costituita da sotto-matrici identiche, tutte uguali a quella
di rigidezza del laminato equivalente

[C] =


. . .

[Cij ]
. . .

 con [Cij ] =

[
[A] [B]
[B] [D]

]
(3.40)

e [A] è una matriceNT ×NT così definita

[A] =


. . .

[Aij ]
. . .

 (3.41)

costituita da sotto-matrici 5× 5

[Aij ] =
1

2

∫ ymax

0

∫ xmax

0
[∂φj ]

T [Cij ][∂φi] dx dy (3.42)

Il lavoro dei carichi applicati risulta

W = −1

2

∫ ymax

0

∫ xmax

0
{r}T [N ]{r}dx dy = {D}T [B]{D} (3.43)

dove la matrice relativa ai carichi applicati [N ] (NT × NT ) è costituita da sotto-matrici
[Nij ] identiche

[N ] =


. . .

[Nij ]
. . .

 con [Nij ] =

 Nx Nxy 0
Nxy Ny 0

0 0 Nxy

 (3.44)

e [B] è una matriceNT ×NT così definita costituita da sotto-matrici 5× 5

[Bij ] = −1

2

∫ ymax

0

∫ xmax

0
[∂rφj ]

T [Nij ][∂rφj ] dx dy (3.45)

Sapendo che il carico applicato è composto dalla componente di pre-buckling ("pre") e da
quella di buc-kling ("e") si ha:

{N} =


Nx

Ny

Nxy

 = {Npre}+ λ {Ne} ⇒ [B] = [Bpre] + λ [Be] (3.46)
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A questo punto è tutto noto per esprimere il potenziale totale relativo al pannello:

Π = U −W = {D}T ([A]− [Bpre]− λ [Be]) {D} (3.47)

Oss: Si è deciso di organizzare le matrici come prima indicato, perché, dal punto di vista
computazionale, risulta molto oneroso valutare nella totalità tutti gli NT × NT termini.
Per svolgere i vari conti si è fatto uso del software Matlab. in questo viene utilizzato il
simbolico e risulta molto comodo e più veloce andare a valutare [Aij ] e [Bij ] generici e poi
in un secondo momento comporre la matrice [A] e [B] totale. In sostanza si integra una
sola volta su unamatrice 5×5 e poi si trasferiscono i risultati sullamatrice globale anziché
integrare direttamente la matrice globale che èNT ×NT .

Determinazione dell’autovalore

l’insieme degli autovalori in gioco si calcola uguagliando a zero la variazione prima del
potenziale totale rispetto alle incognite:

∂Π

∂{D}
= {0} ⇒ ([A]− [Bpre]− λ [Be]) {D} = {0} (3.48)

da cui si ricava il classico problema agli autovalori

det ([A]− [Bpre]− λ [Be]) = 0 (3.49)

Da questa si ricavanoNT autovalori, si individua quello minimo (in modulo) e si calcola il
relativo autovettore.
Riguardo la determinazione dell’autovalore bisogna precisare che PANDA utilizza un nu-
mero di componenti diverse per i vari spostamenti:

- Per lo spostamento fuori dal piano w

mmax = nmax = 11

- Per lo spostamento nel piano u e v

mmax = nmax =

{
5 initial search
7 final evaluations

Questo si ripercuote sulle matrici precedenti andando ad eliminare righe e colonne op-
portune.
In questo capitolo, per questioni computazionali, i vari risultati verranno ottenuti facendo
variare mmax e mmax in maniera indipendente e avendo lo stesso numero di termini per
ogni componente di spostamento (in ogni caso si è sempre al di sotto dei limiti utilizzati
da PANDA). Nei capitoli successivi verranno utilizzate le componenti indicate.
Oss: Per risolvere questo problema, nell’articolo [3], si fa cenno a tecniche di disaccop-
piamento delle matrici. Questo è possibile farlo in casi particolari, il fine è avere un risul-
tato nel minor tempo possibile. Tuttavia non viene precisato nulla sull’argomento e con
questo lavoro di tesi non si vuole entrare nel merito della questione, quindi, per risolvere
il problema agli autovalori in questione sono utilizzati gli algoritmi interni di Matlab.
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3.3 Modello PATRAN-NASTRAN

Nel seguito vengono illustrati tutti i passi utili per definire i modelli numerici NASTRAN,
che verranno poi utilizzati per ottenere i risultati da confrontare con quelli analitici del
modello PANDA-type e PANDA-alternate.

Nel seguito verrà definita la geometria, il materiale e la laminazione utilizzate, dati utili
per tutti e due i modelli: quello numerico e quelli analitici prima presentati.
Le formule analitiche indicate nella sezione precedente sono state implementate inMAT-
LAB e dai programmi risultanti sono ricavati i risultati che verranno poi confrontati con
quelli NASTRAN e presentati in seguito.

3.3.1 Geometria, materiale-laminazione ed elementi

Il primo passo per creare il modello FEM è quello di definire la geometria in gioco.
L’obiettivo è quello di valutare l’influenza del rapporto tra i lati della piastra, quindi si sono
state prese in considerazione due situazioni (a = ymax/xmax):

1. Pannello quadrato con xmax = ymax = 1000mm (ovvero a = 1);

2. Pannello rettangolare con xmax = 1000 e ymax = 300mm (ovvero a = 3);

Queste geometrie sono state scelte al fine di porre l’attenzione su unodei principali difetti
insiti nella soluzione PANDA-type, come indicato in precedenza, ovvero che si ha una va-
lutazione dell’autovalore non accurata in situazioni in cui a ≈ 1.

Una volta definita la geometria è necessario specificare ilmateriale e la laminazione.
Altro difetto della teoria PANDA-type è quello di fornire risultati non accurati in situazioni
in cui i termini non ortotropi della matrice di rigidezza del laminato equivalente risultano
rilevanti.
Avendo ipotizzato una laminazione simmetrica e aggiungendo ulteriormente il vincolo di
laminazione bilanciata, gli unici coe�cienti non ortotropi ad essere diversi da zero sono
D16 eD26.

Per enfatizzare questo aspetto si vuole adottare una laminazione ed un materiale tale da
mantenere invariati tutti i coe�cienti della matrice di rigidezza tranne questi ultimi due.
Si è adottato un laminato a strati identici (t = 0.2mm) simmetrico con la seguente lami-
nazione:

[45, −45, −45, 45]

dove il materiale del singolo strato presenta le seguenti caratteristiche meccaniche:

E1 = 48000(1 + ε) [MPa]; E2 = 48000(1− ε) [MPa];
ν12 = 0 e G12 = 20330 [MPa]

(3.50)

Questa combinazione di materiale-laminazione, come dimostrato nel primo capitolo, è
tale da generare una serie di laminati, al variare di ε, che presentano sempre gli stessi
valori dei coe�cientiD11,D22,D12 eD66 conD16 eD26 variabili.
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Figure 3.3: Suddivisione in elementi del modello.

Il passo successivo è suddividere la geometria in elementi CQUAD4 di opportune dimen-
sioni, il risultatoèmostratoa titolodi esempio infigura3.3 (per semplicità si fa riferimento
al pannello rettangolare).

Ad ogni elemento è poi stata assegnata una proprietà shell con l’opzione thin in cui è in-
dicata la laminazione opportuna.

3.3.2 Vincoli, carichi e tipo di analisi

Una volta definita la geometria degli elementi e le loro proprietà, il passo successivo è
specificare i vincoli in gioco. Facendo riferimento alla figura 3.4 si ha:

• Semplice appoggio − Il pannello risulta semplicemente supportato sui lati, per cui
è necessario bloccare la traslazione verticale, dz, sui nodi che ricadono sui quei lati;

• Spostamento nel piano x-y e rotazione attorno a z − Per bloccare i restanti gradi di
libertà non vincolati, si è scelto, per questioni di simmetria, di bloccare la rotazione
φz e lo spostamento dx e dy nel nodo che ricade sulla metà lunghezza e larghezza
del pannello.

x

y

z

dz = �

�z = �

dy = �
dx = �

Figure 3.4: Vincoli applicati al modello− traslazioni e rotazioni bloccate.
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Il passo finale per definire il modello è specificare i carichi in gioco. Nel seguito vengono
eseguite due analisi distinte:

1. Semplice sforzo normale, imponendoNx lungo i due lati paralleli all’asse y;

2. Semplice taglio nel piano, imponendo un carico Nxy lungo tutti e quattro i lati sec-
ondo la giusta direzione.

Per applicare questi carichi (Nx = 1 eNxy = 1N/mm) al modello è su�ciente definire per
ognuno un Total load di tipo 2D Element uniform ed applicarlo solamente ai nodi dello
skin che ricadono sui lati opportuni del pannello.
A questo punto tutto è pronto per impostare ed eseguire l’analisi (Sol 105) ed ottenere i
risultati utili per il confronto PANDA-NASTRAN.

3.4 Risultati

In figura 3.2 sonomostrati i grafici relativi all’errore tra PANDAeNASTRANal variare del
coe�cienteD16/D22.
In sintesi si ha un errore contenuto, inferiore al 5% in tutte le situazioni analizzate tranne
nel caso di xmax = ymax, dove nel caso di taglio puro si riscontra un errore che si aggira
intorno al 40% rispetto a quanto previsto da NASTRAN.
In figura 3.6 sono mostrati grafici relativi alla diminuzione del fattore di carico critico al
variare diD16/D22.
Quello che si evince è che all’aumentare di questo rapporto il carico critico diminuisce, sia
in presenza di taglio puro che di sforzo normale. Questa diminuzione è più accentuata per
il pannello con ymax = 300mm e in presenza di taglio puro, dove il fattore di carico critico
diminuisce di circa il 60% rispetto al caso ortotropo.
Quanto appena detto, in termini pratici, vuol dire che a parità di peso lo stesso pannello,
conD16 eD26 diversi da zero, presenta un carico critico inferiore al caso ortotropo.
Nelle figure 3.9 e 3.10 sonomostrate le formemodali ottenute in nei casi estremi indicati
e per tutte le teorie analizzate.
Si nota chiaramente che in presenza di taglio o dei coe�cienti D16 e D26 PANDA-type
prevede un campo di spostamenti che non soddisfa le condizioni al contorno su due lati.
Nelle tabelle 3.2 sonomostrati i valori dei vari parametri, imposti ed ottenuti, nelle analisi
eseguite.
In conclusione si può a�ermare che ilmodello PANDA-type, nonostante nel suo campodi
spostamenti compaia solo una componente trigonometrica, fornisce previsioni sul carico
critico particolarmente accurate, purché il rapporto tra i lati rimanga distante dal valore
unitario.
Il modello PANDA-alternate risulta più accurato del precedente, soprattutto per piastre
rettangolari, ma dal punto di vista computazionale risulta molto oneroso. Quindi è op-
portuno utilizzare questa teoria soltanto nelle situazioni in cui la precedente va in crisi.
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(a) PANDA-type− Pannello quadrato
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(c) PANDA-type− Pannello rettangolare
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(d) PANDA-alternate− Pannello rettangolare

Figure 3.5: Errore percentuale, rispetto a NASTRAN, relativo al fattore di carico critico,
ottenuto dalle teoria PANDA-type e PANDA-alternate, al variare di D16/D22. Le pro-
porzioni geometriche del pannello sono definite dal parametro a = ymax/xmax. Pannello
quadrato a = 1 e pannello rettangolare a = 3. Carico assiale Nx = 1N/mm e carico a
taglioNxy = 1N/mm.
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Figure 3.6: Diminuzione del fattore di carico critico al variare di D16/D22. Le proporzioni
geometriche del pannello sono definite dal parametro a = ymax/xmax. Pannello quadrato
a = 1 e pannello rettangolare a = 3. Carico assialeNx = 1N/mm e carico a taglioNxy =
1N/mm.
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(a) Modello PANDA-type

(b) Modello PANDA-alternate

Table 3.2: Valori, imposti e ottenuti, dei parametri in gioco nei due modelli analitici.
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(a) FEM con ε = 0 (b) FEM con ε = 1

(c) PANDA-type con ε = 0 (d) PANDA-type con ε = 1

(e) PANDA-alternate con ε = 0 (f) PANDA-alternate con ε = 1

Figure 3.7: Confronto forme modali pannello quadrato soggetto a solo sforzo assiale
Nx = 1N/mm.
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(a) FEM con ε = 0 (b) FEM con ε = 1

(c) PANDA-type con ε = 0 (d) PANDA-type con ε = 1

(e) PANDA-alternate con ε = 0 (f) PANDA-alternate con ε = 1

Figure 3.8: Confronto forme modali pannello quadrato soggetto a solo sforzo di taglio
Nxy = 1N/mm.
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(a) FEM con ε = 0 (b) FEM con ε = 1

(c) PANDA-type con ε = 0 (d) PANDA-type con ε = 1

(e) PANDA-alternate con ε = 0 (f) PANDA-alternate con ε = 1

Figure 3.9: Confronto forme modali pannello quadrato soggetto a solo sforzo assiale
Nx = 1N/mm.
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(a) FEM con ε = 0 (b) FEM con ε = 1

(c) PANDA-type con ε = 0 (d) PANDA-type con ε = 1

(e) PANDA-alternate con ε = 0 (f) PANDA-alternate con ε = 1

Figure 3.10: Confronto forme modali pannello quadrato soggetto a solo sforzo di taglio
Nxy = 1N/mm.
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4 | Instabilità locale degli
irrigidimenti (crippling)

Nel seguito si andrà a valutare l’instabilità degli irrigidimenti e più nello specifico quella
locale, nota anche come crippling.
In un primo momento verrà presentato il modello analitico assunto in PANDA2. Questo
è lo stesso utilizzato nel codice originale PANDA. Successivamente verrà presentato il
modello PATRAN-NASTRAN utilizzato, focalizzando l’attenzione sui vincoli utilizzati e il
metodo di caricamento della struttura.
Infine verranno messi a confronto i risultati ottenuti dai due casi precedenti, in modo
da quantificarne lo scostamento percentuale, il tutto sfruttando due tipologie di irrigidi-
menti: T-type e Hat-type.

4.1 Modello PANDA-type

In PANDA ogni irrigidimento (stringer e ring) è costituito da segmenti (si faccia riferi-
mento alla figura 4.1). Esistono due tipologie di segmento:

1. Internal - entrambi i lati assiali sono collegati ad un altro segmento (uno o più) e/o
allo skin;

2. End– solo un lato assiale è collegato ad una parte della struttura (segmento/i o skin)
e l’altro è libero.

Per quanto riguarda questo tipo di instabilità PANDA adotta un’assunzionemolto forte,
ovvero che tutti i segmenti sonovisti comepannellimultistratopiani con laminazione sim-
metrica ed ortotropa (Ai6, Di6 con i 6= 6 e [B] = [0]).

PANDA, in fase di input, permette di inserire una qualsiasi laminazione per i segmenti, ma
nel nei vari modelli ignora completamente alcuni termini dellamatrice [ABD] delmonos-
trato equivalente. Sfruttando la teoria classica dei laminati, assegnato il materiale della
singola lamina e la laminazione, è possibile ottenere la matrice di rigidezza del monos-
trato equivalente del segmento i-esimo:

[C]i = [ABD]i =

[
[A] [B]
[B] [D]

]
i

(4.1)

45
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skin

internal
segment

end
segment

Figure 4.1: Tipi di segmento

Nota questa, prendendo in considerazione solo alcuni termini della matrice di rigidezza
membranale, vengono calcolati i moduli elastici e il poisson e�ettivi:

E
i(e�)
11 =Ai11/t

i

ν
i(e�)
12 =Ai12/A

i
22

E
i(e�)
22 =Ai22/t

i

Gi(e�) =Ai66/t
i

con ti =
N∑
k=1

tik (4.2)

Noti questi coe�cienti sono note le matrici di rigidezza membranale e flesso-torsionale
e�ettive del monostrato equivalente del segmento i-esimo

[A]
(e�)
i =

A11 A12 0
A12 A22 0

0 0 A66


i

e [D]
(e�)
i =

D11 D12 0
D12 D22 0
0 0 D66


i

(4.3)

dove i termini della matrice di rigidezza flesso-torsionale e�ettiva sono

Di11 =E
i(e�)
11 ti

3
/12

Di12 =ν
i(e�)
12 E

i(e�)
11 ti

3
/12

Di22 =E
i(e�)
22 ti

3
/12

Di66 =Gi(e�)ti
3
/12

(4.4)

4.1.1 Campo di spostamenti e deformazioni

Il campodispostamentidei segmenti interniutilizzato è lo stessodel pannellomultistrato
semplicemente supportato del capitolo precedente, dove c = d = 0

ui =2Umin
2
i cos(mix̄) sin(ni ¯̄y)

vi =− 2V ni sin(mix̄) cos(ni ¯̄y)

wi =2W sin(mix̄) sin(ni ¯̄y)

(4.5)
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Invece, riguardo il campodi spostamenti dei segmenti terminali, si assume che la sezione
trasversale non si deforma nel modo di buckling, quindi

ui =0

vi =0

wi =W ¯̄y sin(mix̄)

(4.6)

dove

- m̄i e n̄i sono rispettivamente le semi-onde assiali e trasversali, del segmento i-
esimo, nel modo di buckling considerato

mi =
m̄iπ

l
e ni =

n̄iπ

bi
(4.7)

- l e bi sono rispettivamente la lunghezza e la larghezza del segmento i-esimo;

- x̄ è la coordinata longitudinale e ¯̄y quella lungo la larghezza del segmento. Si adotta
questo sistemadi riferimento così da poter includere tutti e due i tipi di irrigidimento
trattati da PANDA, ovvero stringer e ring;

- U , V eW sono le costanti di combinazione lineare da determinare minimizzando il
potenziale totale.

Come fatto in precedenza, per comodità, verrà adottata una notazionematriciale, quindi:

{di} =
⌊
u v w

⌋T
i

= [φi]{D} (4.8)

dove sono state separate le costanti incognite

{Di} = bU V W cT (4.9)

dalle funzioni trial dipendenti da x̄ e ¯̄y

[φi]internal = 2

min
2
i cos(mix̄) sin(ni ¯̄y) 0 0

0 −ni sin(mix̄) cos(ni ¯̄y) 0
0 0 sin(mix̄) sin(ni ¯̄y)


[φi]end =

0 0 0
0 0 0
0 0 ¯̄y sin(mix̄)


(4.10)

Il campo di deformazione, invece, risulta essere:

{εi} =



εx
εy
γxy
kx
ky
kxy


i

= [∂]{di} = [∂][φi]{D} = [∂φi]{D} (4.11)

dove [∂] è un operatore matriciale così definito (viene trascurata la curvatura nei ring):

[∂] =

(·),x̄ 0 (·),¯̄y 0 0 0
0 (·),¯̄y (·),x̄ 0 0 0
0 0 0 −(·),x̄x̄ −(·),¯̄y ¯̄y −(·),x̄¯̄y

T (4.12)
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4.1.2 Energia potenziale totale

Noto il campo di spostamenti, lamatrice di rigidezza delmonostrato equivalente, il carico
applicato (in questo caso si ha solamente il caricoNx̄i ) e indicando con pedice i tutti i con-
tributi del segmento i-esimo, relativi all’irrigidimento considerato, è possibile andare a
valutare l’energia di deformazione elastica:

Ui =
1

2

∫ bi

0

∫ l

0
{εi}T

[
C(e�)i

]
{εi}dx̄ d¯̄y = {D}T [Ai]{D} (4.13)

dove
[
C(e�)i

]
è la matrice di rigidezza e�ettiva del laminato equivalente del segmento i-

esimo [
C(e�)i

]
=

[
[A(e�)] [0]

[0] [D(e�)]

]
(4.14)

e [Ai] è una matrice 3× 3 così definita

[Ai] =
1

2

∫ bi

0

∫ l

0
[∂φi]

T
[
C(e�)i

]
[∂φi] dx̄ d¯̄y (4.15)

e il lavoro dei carichi applicati:

Wi = −1

2

∫ bi

0

∫ l

0
Nx̄iw

2
i,x̄ dx̄ d¯̄y = {D}T [Bi]{D} (4.16)

dove

B33i = −1

2

∫ bi

0

∫ l

0
Nx̄i φ33

2
i,x̄ dx̄ d¯̄y e Bjki = 0 per j, k 6= 3 (4.17)

Per la determinazione diNx̄i per ogni segmento si faccia riferimento al capitolo 2.
Sapendo che il carico applicato è composto dalla componente di pre-buckling ("pre") e da
quella di buckling ("e") si ha:

Nx̄i = Nx̄ipre + λNx̄ie ⇒ [B]i = [Bpre]i + λ [Be]i (4.18)

A questo punto è possibile esprimere il potenziale totale relativo al al segmento i-esimo:

Πi = Ui −Wi = {D}T ([A]− [Bpre]− λ [Be])i {D} (4.19)

Determinazione dell’autovalore

Per i segmenti interni si assume che ognuno vada in buckling con un proprio m̄i e n̄i.
Questo vuol dire che può esistere un’incongruenza degli spostamenti tra due segmenti
adiacenti (se m̄i 6= m̄j).
Sotto questa assunzione, si determina l’autovalore uguagliando a zero la variazione prima
del potenziale totale rispetto ai coe�cienti {D} del singolo segmento

∂Πi

∂{D}
= {0} ⇒ ([A]− [Bpre]− λ [Be])i {D} = {0} (4.20)
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ottenendo il classico problema agli autovalori

det ([A]− [Bpre]− λ [Be])i = 0 (4.21)

Questa altro non è che un’equazione lineare nell’incognitaλ, dipendente dai parametri m̄i

e n̄i. L’autovalore minimo si ottiene minimizzando λ rispetto a questi due.
Per i segmenti di estremità si assume che vadano in instabilità con un m̄i che dipende dal
valore m̄j della parte di struttura a cui sono collegati (non esiste un valore di n̄i):

- Per un irrigidimento blade-type

m̄i = m̄skin (4.22)

si sostituisce poi questo valore all’interno del problema agli autovalori precedente.

- Per un irrigidimento con Ks segmenti di estremità collegati con un solo segmento
j-esimo (o lo skin), si assume che questi vadano in instabilità a m̄j . Si determina il
potenziale totale

Π =
Ks∑
k

Πk con m̄k = m̄j (4.23)

si ricava la derivata prima rispetto {D} e si uguaglia il tutto a zero

∂Π

∂{D}
= {0} (4.24)

infine, si determina l’autovalore di questiKs end-segment confinanti

det

Ks∑
k

([A]− [Bpre]− λ [Be])i = 0 (4.25)

Per i segmenti di estremità l’autovalore trovato è assunto come autovalore minimo, in
quanto m̄ non è un parametro fissato.
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4.2 Modello PATRAN-NASTRAN

Nel seguito vengono illustrati tutti i passi utili per definire i modelli numerici NASTRAN,
che verranno poi utilizzati per ottenere i risultati da confrontare con quelli analitici del
modello PANDA2.
Nel seguito verrà definita la geometria, il materiale e la laminazione utilizzate, dati utili
per tutti e due i modelli: quello numerico e quello analitico prima presentato.
Le formule analitiche indicate nella sezione precedente, come fatto in precedenza, sono
state implementate in MATLAB e dal programma risultante sono ricavati i risultati che
verranno illustrati in seguito.

4.2.1 Geometria, materiale-laminazione ed elementi

Il primo passo per creare il modello FEM è quello di definire la geometria in gioco.
Per semplicità, si è scelto di utilizzare le sezioni T -type e Hat-type, con dimensioni sim-
metriche rispetto all’asse Z e con lunghezza pari a 1000mm.
Sono stati presi in esame quattro casi di�erenti per ogni tipologia di irrigidimento: due
variando la larghezza relativa dei vari segmenti e due scalando tutti i valori bi di una stessa
quantità (per maggior chiarezza si faccia riferimento alle figure 4.2).
Come discusso nella sezione precedente, la teoria analitica permette di individuare dei
coe�cienti di instabilità per i singoli segmenti o gruppi di segmenti, sfruttando ipotesi
diverse. Nei diversi casi geometrici analizzati si vuole andare a focalizzare l’attenzione su
ognunodi questi inmododa avere un confronto indipendente: aumentandoodiminuendo
la larghezza di un segmento si diminuisce o si aumenta il coe�ciente di carico critico di
quel segmento.
Una volta definita la geometria è necessario specificare ilmateriale e la laminazione.
La scelta è stata fatta focalizzando l’attenzione sull’ipotesi considerata da PANDA, quella
inerente alla stratificazione, ovvero, qualsiasi sia la laminazione assegnata dall’utente,
PANDA considera ogni segmento con laminazione simmetrica ed ortotropa (Ai6, Di6 con
i 6= 6 e [B] = [0]).
L’obiettivo è eseguire un confronto PANDA-NASTRAN in cui ci si discosta poco da questa
ipotesi. Quindi, si è scelto di adottare una laminazione-materiale tale da generare un
monostrato equivalente simmetrico ma non ortotropo in membrana.
Ogni segmento è una piastra multistrato a strati identici con laminazione simmetrica

[45, 45, 90, 0, 0, 90, 45, 45]

dove il materiale del singolo strato presenta le seguenti caratteristiche meccaniche:

E1 = 48000(1 + ε) [MPa]; E2 = 48000(1− ε) [MPa];
ν12 = 0 e G12 = 20330 [MPa]

(4.26)

Questa combinazione di materiale-laminazione, come dimostrato nel primo capitolo, è
tale da generare una serie di laminati, al variare di ε, che presentano sempre gli stessi
valori dei coe�cientiA11,A22,A12 eA66 conA16 eA26 variabili.
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Figure 4.2: Geometria irrigidimenti

(a) Irrigidimenti T -type

(b) Irrigidimenti Hat-type

Figure 4.3: Suddivisione in elementi del modello.
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Il passo successivo è suddividere la geometria in elementi CQUAD4 di opportune dimen-
sioni, il risultatoèmostratoa titolodi esempio infigura4.3 (per semplicità si fa riferimento
al caso con irrigidimenti T -type e Hat-type in uno dei quattro casi analizzati).
Ad ogni elemento è poi stata assegnata una proprietà shell con l’opzione thin in cui è in-
dicata la laminazione opportuna, che in questo caso risulta identica per tutti i segmenti.

4.2.2 Vincoli, carichi e tipo di analisi

Una volta definita la geometria degli elementi e le loro proprietà, il passo successivo è
specificare i vincoli in gioco. Facendo riferimento alla figura 4.4 si ha:

• Disaccoppiare il comportamento dello stringer da quello dello skin (come fatto an-
che nel modello analitico) − In linea di principio si potrebbe bloccare la traslazione
lungo z e y rotazione lungo x, applicando questo vincolo lungo la linea o le linee di
collegamento del/i segmento/i con lo skin.
Tuttavia questo tipo di vincolo risulta troppo rigido in quanto lo skin ha una pro-
pria cedevolezza emodellizzare il collegamento come un incastro porta a dei carichi
critici più alti di quelli e�ettivi. Per ovviare a questo problema si è scelto di bloc-
care solamente la traslazione nel piano y-z (ovvero dy = dz = 0) in modo da essere
conservativi riguardo il carico critico;

• Continuità di rotazione all’interfaccia del web dell’irrigidimento − In PANDA2 la
porzione di irrigidimento presa sotto esame presenta una lunghezza pari alla dis-
tanza tra due ring. In genere ogni ring è l’interfaccia tra due porzioni di irrigidimenti
adiacenti. Quindi, è necessario garantire la continuità di spostamenti e rotazioni in
tutti i segmenti. Per fare ciò, nei nodi che ricadono in questa zona, sono state bloc-
cate le rotazioni:

– Per la sezioneT -type− rotazione attorno all’asse z per il web e attorno all’asse
y per la flangia ovvero φy = φz = 0);

– Per la sezione Hat-type− rotazioni attorno all’asse y1 e y2 per i web e attorno
all’asse y per la flangia (ovvero φy = φy1 = φy1 = 0);

• Spostamento e rotazione lungoe attorno l’assex−Per bloccare la traslazione rigida
del modello lungo l’asse x è su�ciente, per questioni di simmetria,

– Per la sezione T -type − annullare lo spostamento dx del nodo sulla mezzeria
della linea di collegamento skin-web;

– Per la sezione Hat-type − imporre a zero lo spostamento dx dei due nodi che
ricadono sulla mezzeria della due linee di collegamento skin-web;

A questo punto l’irrigidimento T -type presenta ancora un grado di libertà, quello di
rotazione attorno all’asse x. Per ovviare a questo problema si può agire in duemodi
analoghi

– Bloccare la rotazione attorno x dello stesso nodo precedente;
– Bloccare la traslazione lungo y del nodo sempre sullamezzeria della lunghezza
ma all’estremità opposta del web rispetto al nodo precedente;
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Figure 4.4: Vincoli applicati al modello− traslazioni e rotazioni bloccate.
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Il passo finale per definire il modello è specificare i carichi in gioco.

In PANDA gli irrigidimenti sono caricati da sola componente assiale,Nx, che genera sola
deformazione assiale. Per fare ciò l’irrigidimento è caricato in modo indiretto, ovvero si
applica a tutti i nodi della sezione trasversale di estremità uno spostamento definito di
compressione. Per risalire al carico applicato si agisce come illustrato nel capitolo 2.

A questo punto tutto è pronto per impostare ed eseguire l’analisi (Sol 105).

A tal proposito bisogna fare una premessa. L’obiettivo del modello FEM in questione è
quello di andare ad indagare l’instabilità locale dell’irrigidimento, ovvero il crippling, non
altri tipi di instabilità quali ad esempio quella torsionale (si faccia riferimento alla figura
4.5 dove vengono mostrati due esempi di formemodali).

Adi�erenzadeimodelli analitici, doveesisteuna separazionenetta tra i vari tipi di instabil-
ità analizzati, dovuta proprio all’approccio utilizzato per svolgere un determinato calcolo,
nel FEM questa di�erenza netta non sempre esiste.
Ad esempio, con le ipotesi e i vincoli utilizzati nel FEM, per la sezione T -type non è pos-
sibile rendere indipendente il comportamento locale da quello globale a torsione.
Questo amenodi nonandare adaggiungereulteriori vincoli, che in lineadi principio vanno
ad irrigidire in maniera fittizia la struttura, portando ad autovalori più alti rispetto a quelli
che la struttura realmente potrebbe presentare.

A tale scopo si è preferito vincolare ilmeno possibile la struttura inmodo da non incorrere
in questa problematica e successivamente ignorare quelle formemodali che implicano la
sola instabilità torsionale.

(a) Instabilità torsionale

(b) Instabilità locale dell’irrigidimento (crippling)

Figure 4.5: Tipi di instabilità che è possibile osservare con il modello FEM presentato.
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4.3 Risultati

In tabella 4.1 sono riassunti i risultati inerenti al caso di studio. Lungo le righe è mostrata
l’influenza del parametro ε e lungo le colonne l’influenza della geometria sul carico critico.
Riguardo il parametro ε, come noto dalla teoria di PANDA, qualsiasi sia la laminazione dei
segmenti, questi sono costituiti sempre da materiale equivalente simmetrico ortotropo
in membrana e in flessione. Quindi esiste un solo valore di carico critico, mentre in NAS-
TRAN si ha un carico critico per ogni valore di ε.
Riguardo la geometria i casi sono così organizzati:

• Nel caso 1 e 2 la geometria è tale da avere un fattore di carico critico più basso nella
flangia, per la sezione T -type, e nei due web, per la sezione Hat-type;

• Nel caso 3 e 4 la geometria è tale da avere un fattore di carico critico più basso nel
web, per la sezione T -type, e nella flangia, per la sezione Hat-type.

Quanto appena detto è mostrato nelle figure 4.8 e 4.9. La di�erenza tra caso 1-2 e 3-4 è
che 2 e 4 presentano una geometria che è doppia rispetto a quella dei casi 1 e 3.
Si è adottata questa scelta geometrica in primo luogo, come già anticipato in precedenza,
al fine di poter valutare singolarmente i fattori di carico critico che si verificano in ogni
segmento e in secondo luogo per valutare comequesti fattori variano al variare della scala
della sezione trasversale.
In figura 4.6 èmessa in evidenza l’influenzadel coe�ciente ε (nello specificoA16/A11) nei
vari casi analizzati.
Per quanto riguarda l’irrigidimento T -type, per ε nullo la teoria PANDA per l’instabilità
della flangia rispecchia molto bene quelli che sono i risultati ottenuti attraverso il FEM,
stessa cosa non vale per il fattore di instabilità relativo al web, che risulta abbastanza con-
servativo.
Dai risultati è possibile evincere anche che la teoria PANDA permette di dare dei risultati
soddisfacenti per valori di A16/A11 < 0.1, per quanto concerne la flangia, e valori infe-
riori 0.15, per quanto riguarda il web, quest’ultimo avvantaggiato dal fatto che i risultati
previsti dalla teoria sono abbastanza conservativi.
In sintesi PANDA è in grado di trattare monostrati equivalenti con laminazione non or-
totropa purché il rapporto A16/A11 rimanga piccolo, in modulo inferiore a circa 0.1, su-
perato questo valore, già intorno a 0.2, l’errore relativo riscontrato rispetto a NASTRAN
risulta inaccettabile, raggiungendo valori di oltre il 30%.
Per quanto riguarda l’irrigidimento Hat-type, si ha un risultato analogo al caso prece-
dente. I fattori di carico critico per lo stesso segmento (di casi diversi) hanno un compor-
tamento che è praticamente invariante rispetto alla scala in gioco, l’influenza di questa
inizia a farsi sentire per valori diA16/A11 > 0.25.
Per ε nullo la teoria PANDA, in tutti i casi, fornisce un risultato conservativo. Questo as-
petto è più marcato nel fattore di carico critico relativo alla flangia dove si ha uno scosta-
mento percentuale rispetto al FEM pari al 20%. Quest’ultimo penso sia dovuto al fatto
che le ipotesi di semplice appoggio previste da PANDA non rispecchiano e�ettivamente
la realtà dei fatti: i segmenti sono collegati l’un l’altro e tramite questo collegamento
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(a) Irrigidimenti T -type

(b) Irrigidimenti Hat-type

Table 4.1: Influenza del parametro ε sul carico critico nei vari casi di studio analizzati.

viene trasferita, al segmento considerato, la rigidezza di quello adiacente. Questa però
in PANDA viene completamente trascurata in quanto considera ogni segmento interno
indipendente dagli altri.
Dai risultati è possibile evincere anche che la teoria PANDA permette di dare dei risul-
tati conservativi, seppur non pienamente soddisfacenti per valori di A16/A11 < 0.15, per
quanto concerne i dueweb, e valori inferiori al 0.20, per quanto riguarda la flangia (avvan-
taggiato dal fatto che i risultati previsti dalla teoria sono più conservativi).
Ultimo aspetto che si vuole mettere in risalto è la diminuzione del carico critico al variare
dei coe�cientiD16 eD26 (che nel presente caso di studio risultano uguali). Questo aspetto
è già stato riscontrato nel caso dell’instabilità del solo skin soggetto a sforzo normale e
taglio.
Come si vede dalle figure 4.7, più il rapportoD16/D16 diventa grande e più il carico critico
risulta più piccolo di quello che la struttura potrebbe e�ettivamente sopportare, se questa
presentasse laminazione completamente ortotropa in flessione.
Altra conclusione rilevante, che si evince dai risultati ottenuti, è che questa diminuzione è
sostanzialmente indipendente da geometria e forma dell’irrigidimento: in tutti e quattro
i casi analizzati per tutti e due gli irrigidimenti considerati le curve mostrano di�erenze
molto piccole.
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Figure 4.6: Errore relativo percentuale inerente al confronto PANDA-NASTRAN sulla
previsione di carico critico in presenza di una laminazione non ortotropa in membrana.
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Figure 4.7: Diminuzione di carico critico al variare diD16/D11 (conD16 = D26).
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(a) Caso 1 con ε = 0 (b) Caso 1 con ε = 1

(c) Caso 2 con ε = 0 (d) Caso 2 con ε = 1

(e) Caso 3 con ε = 0 (f) Caso 3 con ε = 1

(g) Caso 4 con ε = 0 (h) Caso 4 con ε = 1

Figure 4.8: Forme modali irrigidimento T -type nei vari casi analizzati. Viene messo in
risalto quale segmento va in instabilità, ovvero quello in cui sono presenti i picchi dimagli-
tude traslational modal displacement.
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(a) Caso 1 con ε = 0 (b) Caso 1 con ε = 1

(c) Caso 2 con ε = 0 (d) Caso 2 con ε = 1

(e) Caso 3 con ε = 0 (f) Caso 3 con ε = 1

(g) Caso 4 con ε = 0 (h) Caso 4 con ε = 1

Figure 4.9: Forme modali irrigidimento Hat-type nei vari casi analizzati. Viene messo in
risalto quale segmento va in instabilità, ovvero quello in cui sono presenti i picchi dimagli-
tude traslational modal displacement.



5 | Instabilità torsionale con
partecipazione dello skin

Nel seguito si andrà a valutare l’instabilità torsionale degli irrigidimenti con la parteci-
pazione dello skin. Facendo riferimento all’articolo [2], in sostanza, si entrerà nel det-
taglio dei punti 5 e 6 della tabella 1. In questo caso PANDA fa due distinzioni:

1. Local Rolling con partecipazione dello skin compreso tra gli irrigidimenti (stringer
e ring)− in sostanza è la stessa formulazione vista nel capitolo 3 inerente alla "local
instability", ma nel potenziale totale compaiono anche i contributi energetici legati
agli irrigidimenti, quindi non solo quelli dello skin.

2. Rolling instability− il concettoèanalogoal panel instability del capitolo3,maanche
qui si sommano i contributi energetici legati ad uno dei due tipi di irrigidimento:

- Rolling instability with smeared stringers, si somma al potenziale totale rela-
tivo a skin e stringer spalmati i contributi energetici legati ai ring;

- Rolling instability with smeared rings, si somma al potenziale totale relativo a
skin e ring spalmati i contributi energetici legati agli stringer;

Come è facile intuire, a parte il processo che permette di spalmare un tipo di irrigidimento
sullo skin, il modello matematico utilizzato in questi casi è lo stesso.
A tal proposito, nelle analisi seguenti l’attenzione è focalizzata sul primo caso, inoltre, si
considera la presenza dei soli irrigidimenti assiali (gli stringer). In sostanza il modello è
quello di un pannello semplicemente supportato sui lati in cui sono presenti anche i due
stringer sui bordi assiali.
Nel codice PANDA2 sono presenti due modelli analitici in grado di osservare ciò:

• PANDA-type − modello analitico che rientra nel codice originale di PANDA (arti-
colo [2]). In questo il campo di spostamento è trigonometrico, costituito da una
sola componente (lo stesso del capitolo 3), in cui i segmenti degli irrigidimenti sono
visti come piastre multistrato;

• PANDA-alternate − modello analitico che rientra nella soluzione alternativa de-
scritta in [3]. Il campo di spostamenti è costituito da una serie trigonometrica e gli
irrigidimenti sono visti come elementi trave discreti.

Questi risultati sono poi messi a confronto con quelli ottenuti da un’analisi agli elementi
finiti NASTRAN-PATRAN, valutandone lo scostamento percentuale.

61
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5.1 Modello PANDA-type

5.1.1 Campo di spostamenti, deformazioni e rotazioni

Riguardo lo skin, il campo di spostamenti e tutto ciò che ne consegue è il medesimo di
quanto discusso nel capitolo 3 e rimando a quello.
L’analisi che segue è valida per irrigidimenti che presentano solo segmenti perpendico-
lari e paralleli allo skin. Per quanto riguarda il singolo irrigidimento si assume che, nella
configurazione deformata del modo di buckling, la sezione trasversale rimanga piana e i
segmenti, verticali ed orizzontali, rimangano dritti e perpendicolari tra di loro.
Il campo di spostamenti per gli stringer è il seguente:

u∗ =−mγȳz̄ cos(mx̄)

v∗ =γz̄ sin(mx̄)

w∗ =− γȳ sin(mx̄)

(5.1)

mentre quello relativo ai ring risulta

u∗ =− nγȳz̄ cos(nx̄)

v∗ =γz̄ sin(nx̄)

w∗ =− γȳ sin(nx̄)

(5.2)

dove:

- m̄ e n̄ sono le semi-onde assiali e trasversali nel modo di buckling considerato

m =
m̄π

xmax
e n =

n̄π

ymax
(5.3)

- x̄ è la coordinata longitudinale e ¯̄y quella lungo la larghezza del segmento consid-
erato. Si adotta questo sistema di riferimento così da poter includere nei vari conti
tutti e due i tipi di irrigidimento trattati da PANDA, ovvero stringer e ring

ȳ =cost e z̄ = ±¯̄y per segmenti perpendicolari
z̄ =cost e ȳ = ±¯̄y per segmenti paralleli

(5.4)

il segno dipende dalla posizione relativa rispetto all’asse z̄ o ȳ del segmento preso
in considerazione (maggiori dettagli sono forniti nell’articolo [2], formula 91)

- xmax e ymax sono rispettivamente la lunghezza e la larghezza del pannello (si faccia
riferimento alla tabella 3.1.1 e alla figura INSERIRE LA FIGURA GEOMETRIA). In
generale questeduegrandezze saranno chiamate inmodounivoco con l, poi il valore
assunto da l dipenderà da cosa si è preso in considerazione (stringer o ring);

- Nel parametro γ compare solamente la costante di combinazione lineare W , che
sarà determinata insieme alle altre minimizzando il potenziale totale:

γ =

{
−2Cn per gli stringer
2Cm per i ring

(5.5)

Si osservi che le costanti sono le stesse per skin e irrigidimenti, ovvero U , V eW .
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Figure 5.1: Rolling dell’irrigidimento con partecipazione dello skin
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Per quanto riguarda il campo di deformazioni, in seguito, si prenderà in considerazione
solo la componente di deformazione assiale ad ogni segmento parallelo allo skin

ε∗x = u∗,x̄ (5.6)

e le curvature per i soli segmenti verticali

kx̄ =− v∗,x̄x̄
kz̄ =− v∗,z̄z̄
kx̄z̄ =− v∗,x̄z̄

(5.7)

Infine riguardo il campo di rotazioni, nel seguito, si farà riferimento solamente alla com-
ponente attorno all’asse z̄ e a quella attorno l’asse ȳ:

ωz̄ =
1

2

(
v∗,x̄ − v∗,ȳ

)
ωȳ =

1

2

(
u∗,z̄ − w∗,x̄

) (5.8)

Oss: In questo caso risulta più conveniente non adottare la notazione matriciale. In un
primo luogoperché nelle formule compare solamente la costante di combinazione lineare
W , quindi, tutti i contributi energetici che verranno calcolati, andranno a riempire solo i
termini di indice i = j = 3 delle matrici che compaiono nel potenziale totale.
In secondo luogo risulta molto più chiaro esprimere il tutto in forma estesa.

5.1.2 Energia potenziale totale

Energia di deformazione elastica

Per quanto riguarda i segmenti paralleli allo skin viene trascurata la componente di ener-
gia di deformazione flesso-torsionale, mentre, di quella membranale si considera solo il
contributo legato a ε∗x:

U im =
1

2

∫ bi

¯̄yi=0

∫ l

x̄=0
ε∗x

2Ai11 dx̄ d¯̄yi per i 6= web (5.9)

Mentre, per quanto riguarda i segmenti perpendicolari allo skin si considera nulla la com-
ponente di energia di deformazione membranale, mentre quella flesso-torsionale è

U im =
1

2

∫ bi

¯̄yi=0

∫ l

x̄=0

⌊
kx̄ kz̄ kx̄z̄

⌋ [
Di
]

kx̄
kz̄
kx̄z̄

 dx̄ d¯̄yi (5.10)

per i = web o altri segmenti attaccati lungo ȳ = z̄ = 0

dove per la determinazione di Ai11 e della matrice di rigidezza flesso-torsionale e�ettiva
del segmento i-esimo ([Di]) si faccia riferimento alle equazioni 4.2, 4.3 e 4.4.
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Lavoro dei carichi applicati

Sui segmenti agisce solamente il carico normaleNx̄i e per la sua determinazione si faccia
riferimento al capitolo 2.

Perquanto riguarda i segmentiparalleli, la componentemembranaledel lavorodei carichi
applicati è espressa come segue:

W i
m = −1

2

∫ bi

¯̄yi=0

∫ l

x̄=0
Nx̄i

(
ω2
z̄ + ω2

ȳ

)
dx̄ d¯̄yi (5.11)

per i 6= web o altri segmenti attaccati lungo ȳ = z̄ = 0

Invece, riguardo i segmenti perpendicolari, la componente flesso-torsionale del lavoro
dei carichi applicati è definita da:

W i
m = −1

2

∫ bi

¯̄yi=0

∫ l

x̄=0
Nx̄iv

∗
,x̄

2 dx̄ d¯̄yi (5.12)

per i = web o altri segmenti attaccati lungo ȳ = z̄ = 0

Determinazione dell’autovalore

Noti tutti i contributi di skin e irrigidimenti, è possibile determinare l’energia potenziale
totale che rappresenta il problema in questione:

Π = U −W = Uskin +
∑
i

U im +
∑
j

U jb −Wskin +
∑
i

W i
m +

∑
j

Wj
b (5.13)

dove con i e j si intende che devono essere considerati tutti i contributi di eventuali ir-
rigidimenti multipli. Ad esempio nel seguito è stato preso in esame un modello in cui
sono presenti due stringer, quindi, nel potenziale totale devono essere inclusi lo skin e i
due irrigidimenti assiali.
A proposito di ciò, è opportuno fare una precisazione inerente alle integrazioni riferite
agli irrigidimenti, ovvero, se questi sono collocati lungo y = z = 0 o x = z = 0 allora
gli integrali rimangono invariati, altrimenti l’intervallo di integrazione va traslato inmodo
opportuno secondo i parametri c e d:

x̄ ∈ [ϕ; l + ϕ] con ϕ =


xmax
m̄
− c ymax per stringer

ymax
n̄
− d xmax per ring

(5.14)

Tornando al discorso del potenziale totale, sapendo che il carico applicato è composto
dalla componente di pre-buckling ("pre") e da quella di buckling ("e") si ha:

{N} =


Nx

Ny

Nxy

 = {Npre}+ λ {Ne} ⇒ W =Wpre + λWe (5.15)
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e indicando con {D} le tre costanti di combinazione lineare (U , V eW ) si può riscrivere il
tutto come segue:

Π = {D}T
(
[Askin] + [Asti�ener]−

[
Bpreskin

]
−
[
Bpresti�ener

]
+

−λ ([Beskin] + [Besti�ener])) {D}
(5.16)

l’unico autovalore in gioco (le matrici [B] presentano un valore diverso da 0 solo per i =
j = 3) si calcola uguagliando a zero la variazione prima del potenziale totale rispetto alle
incognite:

∂Π

∂{D}
= {0} ⇒ ([A]− [Bpre]− λ [Be]) {D} = {0} (5.17)

da cui si ricava il classico problema agli autovalori

det
(
[Askin] + [Asti�ener]−

[
Bpreskin

]
−
[
Bpresti�ener

]
− λ ([Beskin] + [Besti�ener])

)
= 0
(5.18)

Questa altro non è che un’equazione lineare in λ, che dipende dai parametri m̄, n̄ e c o d.
Il minimo autovalore si determina come già discusso nel capitolo 3.

5.2 Modello PANDA–alternate

5.2.1 Campo di spostamenti, deformazioni e rotazioni

Nel modello alternativo proposto in PANDA2, come già anticipato all’inizio del capitolo,
gli irrigidimenti sono visti comeelementimonodirezionali discreti. Quindi l’intero irrigidi-
mento (stringer o ring) è descritto dal campo di spostamenti riferito al suo asse baricen-
trico. Questo, nelmododi buckling considerato, è trascinato dallo skin inmaniera analoga
a come accade nel modello PANDA-type (si faccia riferimento alla figura 5.1).

Per quanto riguarda il campo di deformazione, si fa ricorso alla shallow shell theory.
Per gli stringer si ha

ε1 =u,x − w,xx estr
k1 =− w,xx
k2 =v,xx − w,yxx estr
k12 =w,xy

(5.19)

e per i ring

ε1 =v,y + w/R− w,yy ering
k1 =− w,yy
k2 =u,yy − w,xyy ering
k12 =w,xy

(5.20)

dove estr e ering sono le distanze tra il pianomedio dello skin e il centro di taglio di stringer
e ring, rispettivamente.
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Per entrambi i casi si può esprimere il tutto in formamatriciale

{ε∗} =


ε1

k1

k2

k12

 = [∂∗]{d} = [∂∗][φ]{D} = [∂∗φ]{D} (5.21)

dove {d} è lo stesso campo di spostamenti illustrato nel capitolo 3 (rimando a questo per
eventuali notazioni, pedici e apici che in questo capitolo non sono richiamate) e [∂∗] è un
operatore matriciale così definito

[∂] =
[
[∂1] · · · [∂NC ]

]
(5.22)

e tutti i termini [∂∗i ] sono identici

[∂∗i ]str =


(·),x (·),x 0 0 −(·),xx estr

0 0 0 0 −(·),xx
0 0 (·),xx (·),xx −(·),yxx estr
0 0 0 0 (·),xy

 ∀ i (5.23)

[∂∗i ]ring =


0 0 (·),y (·),y 1/R− (·),yy ering
0 0 0 0 −(·),yy

(·),yy (·),yy 0 0 −(·),yxx ering
0 0 0 0 (·),xy

 ∀ i (5.24)

Oss: Come descritto nell’articolo [3], è utile applicare la teoria delle travi discrete solo se
la lunghezza delle semi-onde del modo di buckling è dello stesso ordine della distanza
tra gli irrigidimenti, altrimenti è su�ciente spalmarli sullo skin. Infatti si presume che
la spaziatura degli irrigidimenti sia su�cientemente piccola in modo che la sezione del
pannello delimitata da due irrigidimenti adiacenti sia un "guscio poco profondo" (shallow
shell).
Infine il campo di rotazioni risulta, per gli stringer

r1 =w,x

r2 =v,x − w,yx zp
(5.25)

e per i ring

r1 =w,y

r2 =u,y − w,xy zp
(5.26)

dove zp è la distanza dell’asse baricentrico, del segmento p-esimo dell’irrigidimento k-
esimo, rispetto al piano medio dello skin.
Anche qui si può adottare la formulazione matriciale

{r∗} =

{
r1

r2

}
= [∂∗r ]{d} = [∂∗r ][φ]{D} = [∂∗rφ]{D} (5.27)

dove [∂∗r ] è un operatore matriciale così definito:

[∂∗r ] =
[
[∂r1 ] · · · [∂rNC ]

]
(5.28)
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e tutti i termini [∂∗ri ] sono identici

[∂∗ri ]str =

[
0 0 0 0 (·),x
0 0 (·),x (·),x −(·),yx zj

]
∀ i (5.29)

[∂∗ri ]ring =

[
0 0 0 0 (·),y

(·),y (·),y 0 0 −(·),xy zj

]
∀ i (5.30)

5.2.2 Parametri trave

Avendo assunto che l’irrigidimento è un elemento trave discreto, le informazioni inerenti
a geometria e materiale sono riassunte dai classici parametri trave (E,G,A, Ix e Iy).

Come verrà descritto in seguito verranno presi in considerazione irrigidimenti con mate-
riale e stratificazione simmetrica, identica in tutti i segmenti. Sotto queste ipotesi è facile
identificare i parametri trave prima indicati.

Per ricavare il modulo elastico longitudinale, E, e trasversale, G, si parte dalle relazioni
costitutive della piastra multistrato descritta dall’equazione 1.9. Si ipotizza di avere in un
caso solo il caricoNx e nell’altro soloNxy, si inverte la parte membranale della relazione
1.9 e si ottiene

Nx =

(
A11 −

A21

A22
A12

)
ε(0)
x e Nxy = A66 γ

(0)
xy

[
N

m

]
(5.31)

successivamente, facendo ricorso alle classiche relazioni sforzo-deformazione

σ = Eε e τ = Gγ [Pa]

per analogia si ottiene

E =
1

t

(
A11 −

A21

A22
A12

)
e G =

1

t
A66 [Pa] (5.32)

Per ricavare l’area e imoduli d’inerzia in gioco si fa ricorso alla geometria delle aree. In-
dicando conX l’asse orizzontale e con Y quello verticale della sezione dell’irrigidimento
(sono diversi dagli assi x e y del sistema di riferimento pannello) si ha:

A =

∫∫
sez

dX dY ; IX =

∫∫
sez
Y 2 dX dY e IY =

∫∫
sez
X2 dX dY ;

(5.33)

Riguardo alla rigidezza torsionale si fa ricorso alla teoria di De Saint Venant per sezioni
aperte in parete sottile:

J = Jt-DSV =
1

3

∑
k

bk s
3
k (5.34)

dove bk e sk sono la larghezza e lo spessore del segmento k-esimo.
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5.2.3 Energia potenziale totale

A questo punto è possibile determinare l’energia di deformazione elastica legata ad sin-
golo irrigidimento (stringer o ring) k-esimo

Uk =
1

2

∫ ymax

0

∫ xmax

0
{ε∗k}T [Gk]{ε∗k}dx dy = {D}T [Ak]{D} (5.35)

dove [Gk] è una matriceNT ×NT costituita da sotto-matrici identiche (Ixy è trascurato)

[Gk] =


. . .

[Gkij ]
. . .

 con [Gkij ] =


E A 0 0 0

0 E Ix 0 0
0 0 E Iy 0
0 0 0 GJ


k

(5.36)

e [Ak] è anch’essa una matriceNT ×NT così definita

[Ak] =


. . .

[Akij ]
. . .

 (5.37)

costituita da sotto-matrici 5× 5

[Akij ] =
1

2

∫ ymax

0

∫ xmax

0
[∂∗φj ]

T [Gkij ][∂
∗φi] dx dy (5.38)

Il lavoro dei carichi applicati agenti sull’irrigidimento k-esimo risulta

Wk = −1

2

∑
p

∫
l
{r∗}TNp{r∗} dl = {D}T [Bk]{D} (5.39)

doveNp è la forza agente sul segmento p-esimo dell’irrigidimento k-esimo e l è la gener-
ica lunghezza dell’irrigidimento considerato (xmax o ymax).
La matrice [Bk] ha dimensioneNT ×NT

[Bk] =


. . .

[Bkij ]
. . .

 (5.40)

ed è costituita da sotto-matrici identiche di dimensione 5× 5

[Bkij ] = −1

2

∑
p

∫
l
[∂∗rφj ]

T [∂∗rφi] dl (5.41)

Oss: Per risolvere gli integrali 5.35 e 5.39 è necessario porre x = cost o y = cost in fun-
zione di cosa si sta considerando, se un ring o uno stringer (dove per cost si ha 0 o l ).
A questo punto sono noti tutti i contributi energetici di skin e irrigidimenti, quindi, è pos-
sibile determinare l’energia potenziale totale che rappresenta il problema in questione:

Π = U −W = Uskin +
∑
k

Uksti� −Wskin +
∑
k

Wk
sti� (5.42)
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Sapendo che il carico applicato è composto dalla componente di pre-buckling ("pre") e da
quella di buckling ("e")

{N} =


Nx

Ny

Nxy

 = {Npre}+ λ {Ne} ⇒ W =Wpre + λWe (5.43)

si può riscrivere il tutto come segue:

Π = {D}T
(
[Askin] + [Asti�]−

[
Bpreskin

]
−
[
Bpresti�

]
+

−λ ([Beskin] + [Besti�])) {D}
(5.44)

l’insieme degli autovalori in gioco si calcola uguagliando a zero la variazione prima del
potenziale totale rispetto alle incognite:

∂Π

∂{D}
= {0} ⇒ ([A]− [Bpre]− λ [Be]) {D} = {0} (5.45)

da cui si ricava il classico problema agli autovalori

det
(
[Askin] + [Asti�]−

[
Bpreskin

]
−
[
Bpresti�

]
− λ ([Beskin] + [Besti�])

)
= 0 (5.46)

Da questa si ricavano NT autovalori, si individua quello minimo (in modulo) e si calcola
il relativo autovettore. Anche qui restano valide le stesse osservazioni fatte nel capitolo
3, quelle relative alla soluzione alternativa e al numero di componenti usate, e ad esso
rimando per chiarimenti.
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5.3 Modello PATRAN-NASTRAN

Nel seguito vengono illustrati tutti i passi utili per definire i modelli numerici NASTRAN,
che verranno poi utilizzati per ottenere i risultati da confrontare con quelli analitici del
modello PANDA2.

Nel seguito verrà definita la geometria, il materiale e la laminazione utilizzate, dati utili
per tutti e due i modelli: quello numerico e quello analitico prima presentato.
Le formule analitiche indicate nella sezione precedente, come fatto nei capitoli prece-
denti, sono state implementate in MATLAB e dal programma risultante sono ricavati i
risultati che verranno illustrati in seguito.

5.3.1 Geometria, materiale-laminazione ed elementi

Il primo passo per creare il modello FEM è quello di definire la geometria in gioco.

Riguardo l’analisi a rolling con partecipazione dello skin, il modello PANDA-type prende
in considerazione solo irrigidimenti con segmenti verticali e orizzontali, mentre PANDA-
alternate permette di analizzare solo le sezioni a I, J , T e Z.

Escludendo la sezione aZ, che PANDA-type tratterebbe come sezione J , nel seguito ver-
ranno perse in considerazione solo la sezione I, J e T -type. Le dimensioni base sono in-
dicate nella figura 5.2.
Il fine è quello di eseguire più analisi, facendo variare il parametro geometrico d, in modo
da valutare l’influenza della geometria sui risultati.

Il modello preso in considerazione è costituito dalla porzione di pannello tra due stringer,
semplicemente supportata sui quattro lati, e da due stringer posizionati sui due lati lungo
l’asse x (come esempio si osservi la figura 5.3 chemostra il caso con irrigidimenti T-type).

La lunghezza e la larghezza del pannello sono fisse e pari a 1000mm e 300mm, rispettiva-
mente.

2 d

d

t

dd

Figure 5.2: Parametri geometrici degli irrigidimenti T , J e I-type.

Una volta definita la geometria è necessario specificare ilmateriale e la laminazione per
lo skin e per ogni segmento dell’irrigidimento.
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A di�erenza del capitolo precedente e del successivo, l’obiettivo delle analisi fatte non
è quello di indagare nello specifico cosa succede al variare di alcuni dei coe�cienti della
matrice di rigidezza del monostrato equivalente, ma quello di eseguire un confronto su
due modelli che abbiano le stesse ipotesi di partenza.
Quindi, come materiale è stato usato lo stesso delle analisi relative al solo skin (quelle
del capitolo 3), scelta indirizzata anche dal fatto di voler mettere a confronto l’influenza
dell’irrigidimento sul carico critico:

E1 = E2 = 48000 [MPa]; G12 = 20330 [MPa] e ν = 0 (5.47)

Stessa cosa per la stratificazione, infatti, si è fatto ricorso a un laminato a strati identici
simmetrico uguale per ogni parte del modello (skin e segmenti dell’irrigidimento):[

45 −45 −45 45
]

(5.48)

Comedimostrato nel primo capitolo questa combinazionedimateriale e laminazioneper-
mette di ottenere unamonostrato equivalente simmetrico ed ortotropo sia in membrana
che in flesso-torsione (Ai6, Di6 con i 6= 6 e [B] = [0]).

Figure 5.3: Suddivisione in elementi del modello con irrigidimenti T -type.

Il passo successivo è suddividere la geometria in elementi CQUAD4 di opportune dimen-
sioni, il risultatoèmostratoa titolodi esempio infigura5.3 (per semplicità si fa riferimento
al caso con irrigidimenti T -type, che è quella che in qualche modo ingloba tutte e tre).
Ad ogni elemento è poi stata assegnata una proprietà shell con l’opzione thin in cui è in-
dicata la laminazione opportuna, che in questo caso risulta identica per skin e segmenti
degli irrigidimenti.

5.3.2 Vincoli, carichi e tipo di analisi

Una volta definita la geometria degli elementi e le loro proprietà, il passo successivo è
specificare i vincoli in gioco. Facendo riferimento alla figura 5.4 si ha:

• Semplice appoggio − Il pannello risulta semplicemente supportato sui lati, per cui
è necessario bloccare la traslazione verticale, dz, sui nodi che ricadono sui quei lati;

• Continuità di rotazione all’interfaccia del web e della flangia dell’irrigidimento− In
PANDA2 la porzione di pannello presa sotto esame presenta una lunghezza pari
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alla distanza tra due ring. In genere ognuno di questi è l’interfaccia tra due porzioni
di pannello adiacenti. Quindi, è necessario garantire la continuità di spostamenti e
rotazioni nel web e nella flangia in questo punto. Per fare ciò, nei nodi che ricadono
in questa zona, sono state bloccate, per il web, le rotazioni lungo l’asse z (ovvero
φz = 0) e, per la flangia, quelle attorno l’asse y (ovvero φy = 0);

• Spostamento nel piano x-y − Per bloccare i restanti gradi di libertà non vincolati, la
traslazione nel piano x-y, si è scelto, per questioni di simmetria, di bloccare questo
spostamento nel nodo che ricade sulla metà lunghezza e larghezza dello skin.

x

y

z

dz = �
�z = �

�y = �

Figure 5.4: Vincoli applicati al modello− traslazioni e rotazioni bloccate.

Il passo finale per definire il modello è specificare i carichi in gioco. Nel seguito vengono
eseguite due analisi distinte:

1. Semplice sforzo normale, applicato in maniera indiretta imponendo uno sposta-
mento di compressione costante a tutte e due le sezioni trasversali di estremità del
pannello. Per risalire al carico applicato si agisce come illustrato nel capitolo 2.

2. Semplice taglio nel piano, andando ad applicare un carico uniforme al solo skin.
Per applicareNxy è su�ciente definire un Total load di tipo 2D Element uniform ed
applicarlo solamente ai nodi dello skin che ricadono sui lati del pannello.

A questo punto tutto è pronto per impostare ed eseguire l’analisi (Sol 105) ed ottenere i
risultati utili per il confronto PANDA-NASTRAN.
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5.4 Risultati

I risultati ottenuti al variare del parametro geometrico d sono riassunti nelle tabelle 5.1
(caso con solo sforzo normale la 5.0(a) e con solo taglio nel piano la 5.0(b)).

(a) Caso con solo sforzo normaleNx = 1N/mm

(b) Caso con solo taglio nel pianoNxy = 1N/mm

Table 5.1: Influenza del parametro geometrico d sui risultati forniti.

Da queste tabelle è possibile fare diverse osservazioni:

• Fintanto che la geometria-materiale-laminazione dell’irrigidimento rimane entro
certi limiti, tali da non violare le ipotesi utilizzate per includere tale irrigidimento
all’interno della formulazione, esiste una certa congruenza tra NASTRAN e metodi
analitici.
Ovvero, nel momento in cui gli e�etti tridimensionali legati alla deformazione degli
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irrigidimenti diventano rilevanti, il fatto di trascurare la deformazione della sezione
trasversale porta a dei risultati incongruenti con la realtà dei fatti.
In questo contesto, la soluzione PANDA-alternate riesce ad avere un range di valid-
ità più ampio, lo svantaggio è che questo tipo di soluzione risulta molto onerosa dal
punto di vista computazionale. Per questa ragione, nella guida di PANDA è indicato
di usare questo modello solo per finalizzare i passi di iterazione.

• Si hanno valori di errore rispetto al FEM molto più alti in presenza di solo sforzo
normale, nel caso di taglio puro questi sono molto più contenuti.

• La presenza dell’irrigidimento induce un incremento di carico critico tanto più mar-
cato quanto più la dimensione d aumenta. Questo e�etto è più marcato nel caso di
semplice sforzo normale, in quanto gli stringer subiscono parte di questo carico, e
per la sezione T -type, in quanto presenta una componente strutturale di maggior
rilievo rispetto alla sezione J-type e quella I-type.

Per concludere, nelle figure inerenti alle formemodali dell’irrigidimento I-type (figura5.5
e 5.6), J-type (figura 5.7 e 5.8) e T -type (figura 5.9 e 5.10) sono messe in risalto tutte le
di�erenze che si hanno tra i vari modelli:

• Il modello FEM include e�etti tridimensionali che negli altri due sono trascurati.
Questo aspetto è particolarmente visibile per le sezioni J-type e T -type quando il
parametro geometrico d diventa rilevante (d = 15mm)

• Il modello PANDA-type riesce amodellizzare gli irrigidimenti come piastre, ma non
sempre è in grado di rispettare le condizioni al contorno geometriche su due lati
opposti (in questo caso quelli paralleli all’asse y). Quest’ultimo e�etto è visibile nel
caso di carico con solo taglio nel pianoNxy.

• Ilmodello PANDA-alternate rispetta sempre le condizioni al contornogeometriche,
ma l’irrigidimento è modellizzato come un elemento monodimensionale.
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(a) Nx = 1N/mm − FEM (b) Nxy = 1N/mm − FEM

(c) Nx = 1N/mm − PANDA-type (d) Nxy = 1N/mm − PANDA-type

(e) Nx = 1N/mm − PANDA-alternate (f) Nxy = 1N/mm − PANDA-alternate

Figure 5.5: Irrigidimento T -type con d = 7.5mm
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(a) Nx = 1N/mm − FEM (b) Nxy = 1N/mm − FEM

(c) Nx = 1N/mm − PANDA-type (d) Nxy = 1N/mm − PANDA-type

(e) Nx = 1N/mm − PANDA-alternate (f) Nxy = 1N/mm − PANDA-alternate

Figure 5.6: Irrigidimento T -type con d = 22.5mm
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(a) Nx = 1N/mm − FEM (b) Nxy = 1N/mm − FEM

(c) Nx = 1N/mm − PANDA-type (d) Nxy = 1N/mm − PANDA-type

(e) Nx = 1N/mm − PANDA-alternate (f) Nxy = 1N/mm − PANDA-alternate

Figure 5.7: Irrigidimento J-type con d = 7.5mm
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(a) Nx = 1N/mm − FEM (b) Nxy = 1N/mm − FEM

(c) Nx = 1N/mm − PANDA-type (d) Nxy = 1N/mm − PANDA-type

(e) Nx = 1N/mm − PANDA-alternate (f) Nxy = 1N/mm − PANDA-alternate

Figure 5.8: Irrigidimento J-type con d = 15mm
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(a) Nx = 1N/mm − FEM (b) Nxy = 1N/mm − FEM

(c) Nx = 1N/mm − PANDA-type (d) Nxy = 1N/mm − PANDA-type

(e) Nx = 1N/mm − PANDA-alternate (f) Nxy = 1N/mm − PANDA-alternate

Figure 5.9: Irrigidimento T -type con d = 7.5mm
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(a) Nx = 1N/mm − FEM (b) Nxy = 1N/mm − FEM

(c) Nx = 1N/mm − PANDA-type (d) Nxy = 1N/mm − PANDA-type

(e) Nx = 1N/mm − PANDA-alternate (f) Nxy = 1N/mm − PANDA-alternate

Figure 5.10: Irrigidimento T -type con d = 15mm
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6 | Instabilità torsionale dei soli
irrigidimenti

Nel seguito si andrà a valutare l’instabilità torsionale degli irrigidimenti senza la parteci-
pazione dello skin. Facendo riferimento all’articolo [2] si entrerà nel dettaglio dei punti 7,
8 e 9 della tabella 1. In questo caso PANDA fa due distinzioni:

1. Rolling of sti�eners − questo modo di buckling prevede che la sezione trasversale
dell’irrigidimento (stringer o ring) vada in instabilità con una o più semi-onde lungo
la propria lunghezza, mentre lo skin non si deforma.
Questo tipo di instabilità relativa ai ring in genere, nel settore dei sottomarini, è
detta anche "frame tripping";

2. Axisymmetric rolling of rings − questo tipo di instabilità è simile al precedente ad
eccezione del fatto che il ring non presenta semi-onde lungo la direzione circon-
ferenziale.

Nel seguito, in un primo momento, verrà posta l’attenzione sul modello presente nel
codice PANDA2, che in questo caso è solamente quello che rientra nel codice originale
PANDA, mostrando le formule analitiche utilizzate. Queste sono poi implementate in
MATLAB per ottenere i risultati sul modello analitico.
Successivamente verrà presentato il modello PATRAN-NASTRAN, ponendo l’attenzione
sui vincoli applicati e il metodo di caricamento della struttura.
Infine verranno messi a confronto i risultati ottenuti, da modello analitico e numerico,
in modo da quantificarne lo scostamento percentuale, il tutto sfruttando tre tipologie di
irrigidimento: T -type, J-tipe e I-tipe.

6.1 Modello PANDA-type

Questo tipo di analisi è limitato alle sole geometrie di irrigidimento T -type e J-tipe,men-
tre quella I-type è un caso particolare di queste ultime due. Il modello prevede che il web
sia trattato come un anello flessibile (un particolare tipo di shell) e la flangia come uno
shell cilindrico molto corto.
Nella figura 6.1 èmostrato il sistemadi coordinate utilizzato e le varie grandezze geomet-
riche in gioco. La curvaturaR è presente solo nel caso di ring.

83
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Si faccia particolare attenzione al sistema di riferimento, in cui, a di�erenza dai capitoli
precedenti, si è assunta y come coordinata longitudinale, mentre si ha x come coordinata
trasversale sul web e s quella sulla possibile flangia.

web

y, v x l

flange

R

x, uw
www f

s, u f

R
x, uw

u f

w f

s, u f

bw

ww

�

Figure 6.1: sistema di riferimento e campo di spostamenti per l’instabilità torsionale
dell’irrigidimento senza partecipazione dello skin

6.1.1 Campo di spostamenti e deformazioni

In questo contesto si segue una logica un po’ diversa dagli altri casi analizzati fino a questo
punto, si fa ora una distinzione tra spostamenti e deformazioni in pre-buckling "0" e in
buckling "e".

Per ricavare i campi prima citati vengono fatte le seguenti ipotesi:

• Prebuckling – si assume una deformazione uniforme su web e flangia in ogni seg-
mento i-esimo:

ε0
y = ε0

yi
= N0

i /A22i (6.1)
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• Buckling – sia per il web che per la flangia si assume che le deformazioni lungo la
direzione trasversale al carico e quella nel piano, in condizioni di instabilità, siano
nulle. Inoltre ci si aspetta un comportamento sinusoidale lungo la direzione longi-
tudinale e senza semi-onde lungo quella trasversale.

Quanto detto può essere riassunto come segue, per ilweb

wWb (x, y) =

[
Cx2 +Dx2

(
1− x

bw

)]
sin
( n̄πy

l

)
εbx =0

εbxy =0

(6.2)

e per la flangia

wfb (s, y) =uwb (x = bw, y) + sβ sin
( n̄πy

l

)
ufb (s, y) =∓ wwb (x = bw, y) = ufb (y)

εbx =0

εbxy =0

(6.3)

dove con± o∓ si vuole di�erenziare il comportamento di un irrigidimento esterno
rispetto ad uno interno. Il primo con il segno in alto e il secondo con quello in basso.

Il campodi deformazione in regime di buckling, che è utile per ricavare quello relativo agli
spostamenti, è definito dalle relazioni spostamenti-deformazioni di Novoshilov-Sanders
(per semplicità si trascura l’apice "b"). Per ilweb si ha:

εx =u′ +
w′2 + γ2

2
= 0

εy = v̇ ± u

r
+
ψ2 + γ2

2

εxy =u̇+ r
(v
r

)′
+ w′ẇ = 0

kx =w′′

ky = ẅ ± w′

r

2 kxy = 2

(
−w′· ± ẇ

r

)
(6.4)

dove

ψ = ẇ

γ = u̇− v′ ∓ v

r

e
( )′ =

∂( )

∂x

(˙) =
∂( )

∂y

(6.5)
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Invece, per la flangia

εs = 0

εy = v̇ +
w

Rf
+
ψ2 + γ2

2

εsy = u̇+ r
(v
r

)′
+ w′

(
ẇ − v

Rf

)
= 0

ks =w′′

ky = ẅ − v̇

Rf

2 ksy = 2

(
−w′· + v′

Rf

)
(6.6)

dove

ψ = ẇ

γ =
u̇− v′

2

;
( )′ =

∂( )

∂s

(˙) =
∂( )

∂y

e Rf = R± bw (6.7)

A questo punto è possibile determinare il campo di spostamenti. Per farlo si parte dal
campo delle deformazioni prima indicato e dalle ipotesi in gioco. Da ciò si ottiene un sis-
tema di equazioni di�erenziali non lineare, che opportunamente risolto permette di ri-
cavare le componenti di spostamento mancanti.
Per quanto riguarda ilweb si ha: 

εx = 0

εxy = 0

ww dato
(6.8)

da cui, dopo opportune manipolazioni, si ottiene

uw =

[
−2(C +D)2x

3

3
+ 3(C +D)D

x4

2 bw
− 9D2 x5

10 b2w

]
sin2

( n̄πy
l

)
vw = − n̄π

l

[
(C +D)2x

4

6
− 2(C +D)D

x5

5 bw
+D2 x6

5 b2w

]
sin
( n̄πy

l

)
cos
( n̄πy

l

) (6.9)

In maniera analoga, per la flangia si ha:
εsy = 0

uf dato
wf dato

(6.10)

e risolvendo si ottiene

vf = ± n̄π
l
C b2w s cos

( n̄πy
l

)
+ vw(x = bw) (6.11)

Oss: In queste espressioni compaiono le costanti di combinazione C e D, inoltre si deve
fare particolare attenzione che, a di�erenza dei capitoli precedenti, questa combinazione
presenta un ordine superiore al primo.
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6.1.2 Energia potenziale totale

Nell’ottica assunta in questo capitolo il potenziale totale risulta uguale alla sola energia
di deformazione elastica e quest’ultima si presenta nella forma:

U =
1

2

∫ l

y=0

(
N∑
i=1

∫ bi

¯̄yi=0
({εpre}+ {εb})T [Ci]({εpre}+ {εb}) d¯̄yi

)
dy (6.12)

dove la coordinata trasversale al segmento i-esimo risulta essere

¯̄yi =

{
x, per il web
s, per la flangia

(6.13)

e i campi di deformazione in pre-buckling e buckling

{εpre} =
⌊
0 ε0

y 0 0 0 0
⌋T

{εb} =
⌊
0 ε0

y 0 0 0 0
⌋T (6.14)

Svolgendo l’integrazione, trascurando i termini di ordine superiore, si ottengono i con-
tributi di energia di deformazione elastica per ilweb:

Uweb = {u}T [Uweb]{u} con [Uweb] =

[
U11 U12

U21 U22

]web
e {u} =

{
C
D

}
(6.15)

dove

Uweb11 =
l

4
(p1 + p2 + 4C44bw + q1 + q2 + 4q3 − s1 + s2)

Uweb12 =Uweb21 =
l

8

(p1

5
+
p2

3
− 4C44bw +

q1

3
− q3 + s1 − s2

)
Uweb22 =

l

4

(p1

10
+
p2

21
+ 4C44bw +

q1

21
+ 2

q3

5
+
s1

5
+
s2

4

) (6.16)

con

rawg =
R+Rf

2

n =
n̄π

l

p1 = ∓N0
i

b4w
(3ravg)

p2 = n2N0
i

b5w
5

q1 = b5w
1

5

(
C55n

4 + 4C66
n2

r2
avg

)
q2 = ∓b4wn2(C55 + 4C66)

1

ravg

q3 = b3w
1

2

(
C55

r2
avg

+ 4C66n
2

)
s1 = 4C45n

2 b
3
w

3

s2 = ±4C45
b2w
ravg

(6.17)

e l’energia di deformazione elastica per la flangia

Uf = {u}T [Uf ]{u} con [Uf ] =

[
U11 U12

U21 U22

]f
e {u} =

{
C
D

}
(6.18)
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dove

Uf11 =
l

4
[f1c2 + f2c3 + f3c

2
4 + c5(2 + e)2]

Uf12 =Uf21 =
l

8
[−f1c6 − f3 2e c4 − 2(2 + e)c5 + c7]

Uf22 =
l

8
(f1c1 + f3e

2 + c5 − 4c7)

(6.19)

con

f1 =
∑N

i=1N
0
i

b3i
3

f2 =
∑N

i=1N
0
i bi

f3 =
∑N

i=1 C22
b3i
3

f4 =
∑N

i=1 C55
b3i
3

f5 =
∑N

i=1 C66bi

i 6= web

e = ∓ bw
Rf

c1 = n2b2w

c2 = c1(2 + e)2

c3 = c1b
2
w ∓ 4

b3w
3Rf

c4 = c1 + 2e

c5 = c1(n2f4 + 4f5)

c6 = c12(2 + e)

c7 = ±f2
b3w

3Rf

(6.20)

Alfinedi ricaderenella solitanotazioneutilizzatanei capitoli precedenti, è inoltrepossibile
suddividere il contributo energetico in due parti, quello relativo ai carichi in gioco, [B], e
quello indipendente da questi , [A]:

Π = Uweb + Uf = {u}T [U ]{u} = {u}T ([A]− [Bpre]− λ [Be]) {u} (6.21)

dove, come visto in precedenza, il carico in gioco risulta composto da una parte relativa al
pre-buckling e l’altra in buckling dipendente linearmente dal fattore di carico critico λ:

N0
i = N0

ipre + λN0
ie ⇒ [B] = [Bpre]− λ [Be] (6.22)

Oss: nonostante la terminologia usata possa indurre confusione, N0
i , quindi la compo-

nente "pre" ed "e", rientra sia nella componente di deformazione di pre-buckling che
quella di buckling.

6.1.3 Determinazione dell’autovalore

La soluzione al problema di stabilità in questione è possibile ottenerla uguagliando a zero
la variazione prima del potenziale totale rispetto a {u}

∂Π

∂{u}
= {0} ⇒ ([A]− [Bpre]− λ [Be]) {u} = {0} (6.23)

da cui si ottiene il classico problema agli autovalori:

det ([A]− [Bpre]− λ [Be]) = 0 (6.24)
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Questa non è altro che un’equazione algebrica del secondo ordine in λ da cui è possibile
determinare i due autovalori che dipendono dal parametro n̄

λ1,2 = λ1,2(n̄) (6.25)

Il fattore di carico critico di interesse si ricava trovando il minimo rispetto a questa incog-
nita e dei due se ne prende il più piccolo

λmin = min (min(λ1(n̄)); min(λ2(n̄))) =⇒ n̄λmin
(6.26)

Noti λmin, n̄λmin
e gli autovettori, facilmente calcolabili, sono note tutte le quantità per

rappresentare le formemodali.

6.2 Modello PATRAN-NASTRAN

Nel seguito vengono illustrati tutti i passi utili per definire i modelli numerici NASTRAN,
che verranno poi utilizzati per ottenere i risultati da confrontare con quelli analitici del
modello PANDA2.
Nel seguito verrà definita la geometria, il materiale e la laminazione utilizzate, dati utili
per tutti e due i modelli: quello numerico e quello analitico prima presentato.
Riguardo il modello analitico, come fatto nei capitoli precedenti, si è fatto ricorso a MAT-
LAB per implementare le formule presentate.

6.2.1 Geometria, materiale-laminazione ed elementi

Il primo passo per creare il modello FEM è quello di definire la geometria in gioco.
Riguardo l’analisi di rolling, PANDA2 permette di analizzare solo irrigidimenti con sezioni
T , J e I-type. Al fine di eseguire un’analisi più strutturata e di�erenziata, nel seguito
si adottano irrigidimenti con dimensioni come quelle mostrate nella figura 6.2. Il fine è
quello di eseguire più analisi, facendo variare i parametri geometrici d e bf , in modo da
valutare l’influenza della geometria sui risultati.
La lunghezza degli irrigidimenti è fissa e pari a 1000mm.

2 d

bf  d dbf  d

t

Figure 6.2: Parametri geometrici degli irrigidimenti T , J e I-type.
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Una volta definita la geometria è necessario specificare ilmateriale e la laminazione per
ogni segmento dell’irrigidimento.
Come sarà chiaro dai risultati, uno tra gli obiettivi di questa sezione è quello di dover
indagare nello specifico cosa succede al variare dei coe�cientiA16 eA16 della matrice di
rigidezza del monostrato equivalente (stessa cosa fatta nel capitolo relativo al crippling).
Quindi, come materiale, si è fatto ricorso allo stesso utilizzato nei capitoli precedenti, le
cui caratteristiche meccaniche possono essere richiamate come segue:

E1 = 48000(1 + ε) [MPa]; E2 = 48000(1− ε) [MPa];
G12 = 20330 e ν = 0

(6.27)

dove ε è il solito parametro utilizzato permodificare le proprietàmeccaniche del laminato.
Per la laminazione, invece, si è fatto ricorso a un laminato a strati identici simmetrico
uguale per ogni parte del pannello (skin, piede e web)[

45 −45 90 0 0 90 −45 45
]

(6.28)

Comedimostrato nel primo capitolo questa combinazionedimateriale e laminazioneper-
mette di ottenere una serie di monostrati equivalenti conA16 = A16 variabili con ε.

Figure 6.3: Suddivisione in elementi dell’irrigidimento T -type.

Il passo successivo è suddividere la geometria in elementi CQUAD4 di opportune dimen-
sioni, il risultatoèmostratoa titolodi esempio infigura6.3 (per semplicità si fa riferimento
alla sezione T -type che è quella che in qualche modo ingloba tutte e tre).
Ad ogni elemento è poi stata assegnata una proprietà shell con l’opzione thin in cui è in-
dicata la laminazione opportuna, che in questo caso risulta identica per tutti i segmenti.

6.2.2 Vincoli, carichi e tipo di analisi

Una volta definita la geometria degli elementi e le loro proprietà, il passo successivo è
specificare i vincoli in gioco. Facendo riferimento alla figura 6.4 si ha:

• Il tipodi instabilità in questioneèquella torsionale dell’irrigidimento, senza laparte-
cipazione dello skin. Questo vuol dire che in buckling l’unica parte che si deforma
è l’irrigidimento. Per simulare questa condizione è necessario andare a vincolare la
linea di collegamento con lo skin bloccando la traslazione lungo le direzioni z e y e
la rotazione lungo l’asse x;
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• Continuità di rotazione all’interfaccia del web e della dell’irrigidimento.
In PANDA2 la porzione di pannello presa sotto esame presenta una lunghezza pari
alla distanza tra due ring. In genere ognuno di questi è l’interfaccia tra due porzioni
di pannello adiacenti. Quindi, è necessario garantire la continuità di spostamenti e
rotazioni nel web e nella flangia in questo punto. Per fare ciò, nei nodi che ricadono
in questa zona, sono state bloccate, per il web, le rotazioni attorno l’asse z (ovvero
φx = 0) e, per la flangia, quelle attorno l’asse y (ovvero φy = 0);

• Spostamento lungox−Per bloccare i restanti gradi di libertà delmodello non vinco-
lati, la traslazione lungo x, si è scelto, per questioni di simmetria, di bloccare questo
spostamento nel nodo che ricade sulla metà lunghezza del pannello e sulla linea di
giunzione tra skin e web.

x

y

z

dz = �

�x = �
�z = �

�y = �

dy = �

Figure 6.4: Vincoli applicati al modello− traslazioni e rotazioni bloccate.

Il passo finale per definire il modello è specificare i carichi in gioco. In PANDA gli irrigidi-
menti sono caricati da sola componente assialeNx che genera sola deformazione assiale
(Nx > 0 corrisponde ad una situazione di trazione ).
Come fatto per il caso del crippling, per simulare quanto appena detto, l’irrigidimento
è caricato in modo indiretto, ovvero si applica a tutti i nodi della sezione trasversale di
estremità uno spostamento di compressione definito. Per risalire al carico applicato si
agisce come illustrato nel capitolo 2.
A questo punto tutto è pronto per impostare ed eseguire l’analisi (Sol 105).
A tal proposito bisogna fare un’osservazione. Come già a�ermato in precedenza, nei
metodi analitici esiste una divisione netta tra le varie tipologie di buckling, e questo è
possibile proprio per via dell’approccio utilizzato per svolgere un determinato calcolo (si
fanno determinate ipotesi sul campo di spostamenti e di deformazioni).
Nel FEM questa distinzione non è possibile farla sempre, nella fattispecie, con il modello
analizzato non è possibile scindere il rolling dal crippling dell’irrigidimento (vedi figura
6.5). Ovvero tra i risultati dell’analisi si avranno diversi valori di carico critico ed ognuno
potrà appartenere ad uno dei due tipi di instabilità prima indicati.
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Nella presente sezione, l’obiettivo delmodello FEMèquello di indagare l’instabilità glob-
ale torsionale dell’irrigidimento, ovvero il rolling senza la partecipazione dello skin, quindi
vengono scartati tutti quei valori di carico critico che non appartengono a questo tipo di
instabilità.

(a) Rolling no skin partecipation (b) Crippling

Figure 6.5: Possibili tipi di buckling che si possono osservare con il modello NASTRAN.

6.3 Risultati

6.3.1 Variazione del parametro dmantenendo inalterato bf e ε

Nella tabella 6.1 sono riassunti i carichi critici, ottenuti per le tre geometrie, al variare del
parametro d e mantenendo inalterato inalterato bf e ε (il primo pari a 1 e il secondo 0).

Table 6.1: Influenza del parametro d sul carico critico.

Da questi si evince chiaramente che PANDA ha una corrispondenza ottima con alcuni
risultati forniti dal FEM, infatti per gli irrigidimenti T -type l’errore si aggira intorno al 2%,
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mentre per quanto riguarda I-type intorno al 4.5%. Valori che rientrano ampiamente nei
limiti di errore previsti nelle fasi preliminari di un progetto. Stessa cosa non si può dire
per l’irrigidimento J-type dove si riscontra un errore spropositato, che si aggira intorno
al 15%.

Sulla basedi questi risultati si puòa�ermare che sedal puntodi vistageometrico (presum-
ibilmente in combinazione con la laminazione-materiale) la geometria risulta simmetrica,
la teoria PANDA fornisce dei risultati soddisfacenti.

Quanto detto è valido a patto di rimanere entro determinati limiti. Infatti se si ipotizzando
di avere una sezione T -type con la flangia simmetrica di lunghezza df · d (dove d = 6mm)
si verifica ciò che è riassunto in tabella 6.2.

Table 6.2: Influenza della larghezza della flangia rispetto al web.

L’errore è contenutofintanto che i coe�cientiC eD risultano comparabili (nel quarto caso
l’errore aumenta di tre volte rispetto al secondo). Con l’autovalore C praticamente nullo
i "confini" tra l’instabilità torsionale e quella locale diventanomolto sottili e la validità del
campo di spostamento utilizzato non sempre è verificata. A titolo illustrativo, nella figura
6.6 sono mostrate le formemodali del primo e dell’ultimo.

(a) Caso con df = 1 (b) Caso con df = 3

Figure 6.6: Influenza della larghezza della flangia rispetto al web − Magnitude transla-
tional displacements plot.
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6.3.2 Variazione del parametro bf mantenendo inalterato d e ε

Nel seguito si vuole approfondire l’aspetto legato alla simmetria, per cui si prenderanno
in considerazione le sezioni T -type e J-type e si farà variare il parametro geometrico bf
mantenendo inalterati i parametri d e ε (il primo pari a 6mm e il secondo pari a 0).
I risultati del confronto, per i due casi citati, sono riassunti nella tabella 6.3 e mostrati in
maniera grafica nella figura 6.7.

Table 6.3: Influenza del parametro bf sul carico critico
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Figure 6.7: Influenza del parametro bf sul carico critico. Instabilità nei risultati.

Per quanto riguarda le due sezioni, PANDA fornisce risultati sempremeno corrispondenti
al FEMmanmano che l’asimmetria diventa più marcata, ovvero:

- Per la geometria T -type bf aumenta o diminuisce rispetto a 1;

- Per la geometria J-type bf aumenta rispetto a 0.
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Altro aspetto che emerge da questi dati è lo stesso già evidenziato in precedenza, ovvero,
in prossimità delle situazioni in cui l’autovalore C diventa molto piccolo rispetto a D, si
riscontra un’anomalia negli andamenti dei risultati.

L’errore così marcato, riscontrato per la sezione J-type e in generale per le situazioni
asimmetriche, è dovuto al fatto che il campo di spostamenti, supposto nella formulazione
analitica PANDA, non include qualche e�etto tridimensionale che il FEM considera.

Questi e�etti non sono particolarmente visibili né nel campo di spostamenti della sezione
trasversale (si faccia riferimento alla figura 6.8), né nella componente ww(bw, y) (figura
6.9(c)). Al contrario, se si va ad osservare la componente uw((bw, y)) e vw((bw, y)) (figure
figura 6.9(a) e figura 6.9(b)), la situazione cambia (i grafici sono realizzati considerando
l’e�ettivo valore di n̄ del caso PANDA e NASTRAN):

• Riguardo uw((bw, y)) – PANDA prevede un andamento sin2(n̄y), mentre in NAS-
TRAN questo presenta un andamento sinusoidale (si precisa che tra i due modelli,
PANDA e NASTRAN, esiste uno sfasamento di π/2 legato proprio alla definizione
dei vincoli del modello);

• Riguardo vw((bw, y)) – PANDA prevede un andamento sin(n̄y) cos(n̄y) (o in modo
equivalente sin(2n̄y)) mentre in NASTRAN questo risulta sinusoidale.

In conclusione, presumo che la forma di uw lungo y, assunta in PANDA, imponga un "vin-
colo fittizio" che irrigidisce la struttura e questo porta ad avere dei carichi critici più alti
rispetto ai risultati forniti da NASTRAN.
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Figure 6.8: Di�erenza tra FEM e NASTRAN inerente al campo di spostamenti della
sezione trasversale.
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Figure 6.9: Confronto spostamenti
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6.3.3 Variazione del parametro εmantenendo inalterato d e bf

Nel seguito, come fatto anche per il crippling, si va a valutare come varia il carico critico al
variare del rapporto A16/A11 e che errore PANDA commette nel valutarlo considerando
il materiale ortotropo in membrana e in flessione.
Prima di proseguire è necessario fare una premessa, ovvero se si è in una condizione geo-
metrica in cui il carico critico relativo al rolling èmolto vicino a quello inerente al crippling,
la presenza di una laminazione non ortotropa (ε 6= 0) porta, nel FEM, a delle formemodali
in cui si riscontra una combinazione dei duemodi. A tal proposito si faccia riferimento alla
figura 6.10.

Figure 6.10: Sovrapposizione di rolling e crippling.

In questa situazione risultamolto complicato individuare il carico critico di rolling, soprat-
tutto quando il numero delle semi-onde cresce. Quindi, per focalizzare l’attenzione solo
sul rolling, si è deciso di eseguire le analisi per la sola dimensione d = 6mm.
I risultati delle analisi sono riassunti nella tabella 6.4.

Table 6.4: Influenza del parametro ε sulla previsione del carico critico.

Da questi, come mostrato anche nelle figure 6.11, si nota che le sezioni T -type e J-type
presentano una riduzione di carico critico con lo stesso andamento al variare di ε. Invece,
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per la sezione I-type la situazione è nettamente diversa, infatti, si riscontra una riduzione
di carico critico molto più marcata rispetto agli altri due casi.
Sfruttando queste considerazioni si può dedurre che la presenza della flangia influisce in
modo positivo sulla riduzione di carico critico, infatti, se ci si allontana dalla condizione di
laminato equivalente ortotropo in membrana e in flessione, questa diminuzione è meno
marcata.
Per quanto riguarda l’errore relativo rispetto a NASTRAN:

• La sezione T -type presenta un errore ridotto, inferiore al 10%, per un ampio inter-
vallo di variazione di A16/A11. Questo dovuto all’influenza della flangia che deter-
mina una riduzione poco marcata del carico critico al variare di ε;

• La sezione J-type presenta un andamento dell’errore analogo al caso precedente,
ma per le questioni prima illustrate, risulta inmodulomolto più alto del precedente;

• La sezione I-typemostra un errore contenuto nel caso ortotropo,ma il campo in cui
questo rimane tale è più piccolo rispetto alla sezione T -type (per |A16/A11| < 0.1)
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Figure 6.11: Influenza di ε sul carico critico.
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(a) Analisi PANDA-type− Sezione T -type (b) Analisi NASTRAN− Sezione T -type

(c) Analisi PANDA-type− Sezione J-type (d) Analisi NASTRAN− Sezione J-type

(e) Analisi PANDA-type− Sezione I-type (f) Analisi NASTRAN− Sezione I-type

Figure 6.12: Forme modali per gli irrigidimenti considerati con d = 6mm. Per i risultati
NASTRAN si ha ε = 0.
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(a) Sezione T -type

(b) Sezione J-type

(c) Sezione I-type

Figure 6.13: Forme modali ottenute dal FEM per gli irrigidimenti considerati con d =
6mm e ε = 1.
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(a) Analisi PANDA-type− Sezione T -type (b) Analisi NASTRAN− Sezione T -type

(c) Analisi PANDA-type− Sezione J-type (d) Analisi NASTRAN− Sezione J-type

(e) Analisi PANDA-type− Sezione I-type (f) Analisi NASTRAN− Sezione I-type

Figure 6.14: Forme modali per gli irrigidimenti considerati con d = 15mm. Per i risultati
NASTRAN si ha ε = 0.
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(a) Analisi PANDA-type− Sezione T -type (b) Analisi NASTRAN− Sezione T -type

(c) Analisi PANDA-type− Sezione J-type (d) Analisi NASTRAN− Sezione J-type

(e) Analisi PANDA-type− Sezione I-type (f) Analisi NASTRAN− Sezione I-type

Figure 6.15: Forme modali per gli irrigidimenti considerati con d = 30mm. Per i risultati
NASTRAN si ha ε = 0.



7 | Analisi non lineare

Tutto ciò che verrà presentato nel seguito è una normale estensione di quanto discusso
da Koiter nella sua tesi di dottorato, On the Stability of Elastic Equilibrium. Per maggiori
approfondimenti si faccia riferimento al capitolo 13 di [1] e all’articolo [4].
Secondo Koiter, il modo di instabilità locale dello skin cambia forma quando il pannello
è nella fase di caricamento post-buckling locale: per carichi applicati leggermente al di
sopra del carico di instabilità biforcativo corrispondente all’instabilità locale, la forma di
post-buckling locale ricorda molto quella biforcativa locale. Tuttavia, vi è una piccola
di�erenza di curvatura, nella direzione trasversale, y, nella porzione di pannello a metà
strada tra due stringer adiacenti. In pratica, lo skin presenta una semi-onda tra i due
stringer, ma questa risulta quasi piatta. Questa regione si sviluppa solo dopo che il carico
applicato è leggermente al di sopra del carico di buckling biforcativo.
Koiter ipotizza che questa regione sia praticamente piatta e introduce un parametro per
identificarne l’estensione. Nel modello PANDA2, come sarà discusso in seguito, si as-
sume una forma diversa che varia lungo la larghezza dello skin.
PANDA2 attraverso il proprio modello non lineare permette di analizzare diversi aspetti

• Determinare le tensioni massime di trazione e compressione (apice "t" e "c"), sia
quelle longitudinale che trasversali alle fibre (pedice "L" e "T "), e le tensioni mas-
sime a taglio che si presentano nel pannello

σtL ; σcL ; σtT ; σcT e σTL (7.1)

• Determinare il carico di popo�.
Una volta risolto il problema non lineare, presentato in seguito, è possibile risalire
alle risultanti di sollecitazione interna in ogni segmento. Quella utile per deter-
minare il carico di popo� è la risultante trasversale,Ns, agente sul web (uno o due,
in base al tipo di irrigidimento) che tende a separare l’irrigidimento dallo skin.
Il valore massimo ottenuto è poi confrontato con un carico limite (forza/lunghezza)
impostato dall’utente. Questo è ottenuto per via sperimentale tramite peel test su
opportuni provini come quelli mostrati in figura 7 dell’articolo [1].

• Redistribuzione del carico in campo post-buckling locale.
PANDA2, primadi calcolare i vari fattori di carico critico, distribuisce il caricoesterno
tra skin e irrigidimenti come visto nel capitolo 2. Se l’utente sceglie di trovare il pro-
getto di pesominimodel pannello in campopost-buckling locale la distribuzione del

103



104 CHAPTER 7. ANALISI NON LINEARE

carico non è più quella precedente. Questo perché lo skin è in grado di sopportarne
una porzione inferiore rispetto allo stesso skin che non è andato in instabilità.

Nel seguito, in un primomomento verrà illustrato il modello PANDA2, mentre in un sec-
ondo, attraverso il modello PTRAN-NASTRAN, verrà eseguito un confronto sui primi due
aspetti analizzati in precedenza.

7.1 Modello PANDA2

Nel seguito non si entrerà troppo nel dettaglio, ma quanto basta per avere un’idea gen-
erale di com’è impostato il modello.
In PANDA2 la teoria di Buckling locale e postbuckling si basa sull’ipotesi che il compor-
tamento dell’intero pannello è rappresentato da quello che succede in un singolomodulo
(rappresentato nella figura 7.1 per una sezione T -type). Inoltre si assume che il pannello
sia piatto. Quindi quanto verrà discusso in seguito risulta tanto più valido quanto più lo
spazio tra stringer è piccolo e tanto più il numero degli stringer è elevato.

b2
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s ss

y
s

z

z

z

s
seg n. 4
(flange)seg n. 3

(webe)

seg n. 2
(base)seg n. 1

(skin) seg n. 5 = 1

Figure 7.1: Sistema di riferimento locale nel modulo pannello con irrigidimento T -type

7.1.1 Campo di spostamenti e deformazioni

Per quanto riguarda il campo di spostamenti dello skin (e della base dell’irrigidimento) si
considera solo la componente normale,w. Nella situazione di post-buckling locale questo
è assunto come segue:

w(x, y) = f(φ+ aφn) sin
[π
l

(x−my)
]

= W (y) sin
[π
l

(x−my)
]

(7.2)

dove

- φ(y) è la forma, normalizzata, del modo di buckling biforcativo. Questa forma è
determinata da un’analisi (simile a quella eseguita nel programma BOSOR4) su un
modulo di pannello in cui la sezione trasversale è discretizzata;
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- aè il parametrodimodificadella formamodale, detto ancheparametrodiflattening;

- f è l’ampiezza della formamodale in post buckling;

- l è metà lunghezza d’onda assiale del modo di buckling biforcativo. In modo alter-
nativo è possibile usare il parametro di lunghezza d’onda assialeN

N =
π2

4l2
(7.3)

- m è la pendenza delle linee nodali della deformata che descrive l’instabilità locale in
campo post-buckling.

- n è un parametro per indicare se la formamodale è simmetrica omeno rispetto alla
mezzeria dello skin del modulo. Ciò dipende dal tipo di irrigidimento utilizzato

n =

{
2 se lo stringer non è omega-type
3 se lo stringer è omega-type

(7.4)

- x è la coordinata assiale, mentre y quella trasversale. Quest’ultima è misurata dal
punto medio tra due stringer (per chiarezza si faccia riferimento alla figura 7.1).

In modo analogo è introdotta l’imperfezione geometrica iniziale

w0(x, y) = f0(φ+ a0φ
n) sin

[π
l

(x−my)
]

= W0(y) sin
[π
l

(x−my)
]

(7.5)

dove in questo caso l’ampiezza f0 è nota (l’utente fornisce questo dato) e a0 = 0.
Per quanto riguarda il campo di spostamenti relativo allo stringer, si assume che sia

u(x, s) =U(s) sin
(πx
l

)
v(x, s) =V (s) cos

(πx
l

)
w(x, s) =W (s) sin

(πx
l

) (7.6)

con
U(s) = V (s) = W (s) = f φ(s) (7.7)

Come per lo skin, si introduce l’imperfezione iniziale che si presenta nella forma analoga
al campo di spostamenti precedente

u0(x, s) =U0(s) sin
(πx
l

)
v0(x, s) =V0(s) cos

(πx
l

)
w0(x, s) =W0(s) sin

(πx
l

) (7.8)

con
U0(s) = V0(s) = W0(s) = f0 φ(s) (7.9)
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Non viene introdotto il campo di spostamenti relativo ai ring, perché i contributi ener-
getici ad esso legati o sono trascurati o scompaiono nelle varie operazioni di costruzione
e derivazione del potenziale totale.

Oss: Nel modello sono incluse le imperfezioni di forma perché, oltre a rappresentare
meglio il comportamento reale di un pannello, permette di rendere più stabile l’algoritmo
di risoluzione delle equazioni non lineari;

Infine, perquanto riguarda il campodideformazioni, nelmodelloPNADA2si distinguono:

- Le deformazioni membranali medie del pannello nella sua globalità

{ε} =
⌊
εx εy εxy

⌋T (7.10)

- Le deformazioni (non medie) del segmento i-esimo generico

{εi} =
⌊
εx εy εxy

⌋T
i

(7.11)

dove si sostituisce la y con s per i che individua il web o la flangia.

la relazione che esiste tra il primo e il secondo campo è espressa come segue:

{εi} = {ε}+ {∆εi} con {∆εi} =


∆εx
∆εy
∆εxy


i

(7.12)

Nell’articolo [4] si fa una distinzione tra i contributi legati allo skin, con l’aggiunta della
base dell’irrigidimento (i = s+b), da quelli legati al web e alla flangia esterna (i = w o f ). I
primi sono ricavati come fatto da Koiter nel suo lavoro di dottorato e i secondi sfruttando
le relazioni di deformazione non lineari.
Non entro oltre nel merito della determinazione di tutti questi contributi, perché esula
dagli obiettivi di questo lavoro di tesi, per cui rimando all’articolo [4] per eventuali chiari-
menti e approfondimenti.

7.1.2 Risultanti di sollecitazione

NelmodelloPANDA2, si assumeuna laminazionebilanciata, ovvero, ilmonostratoequiv-
alente della i-esima parte del pannello presenta una matrice di rigidezza (i può indicare
lo skin, il web, la flangia o la base dell’irrigidimento):

[C]i =

[
[A] [0]
[0] [D]

]
i

con A12 = A16 = A26 = 0 (7.13)

Sfruttando questo e indicando con {N i} e {M i} le generiche risultanti di sollecitazione
interna nella i-esima parte del pannello si ha

{N i} = [Ai]{εi}+ {N i
0}

{M i} = [Di]{κi}
(7.14)
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dove {N i
0} sono le risultanti di sollecitazione termiche indotte dal processo di polimeriz-

zazione del pannello. Queste nell’articolo [4] sono prese in considerazione, ma nel se-
guito sono trascurate per semplicità.

Riguardo le risultanti di sollecitazione membranale si distinguono:

- Le risultanti medie membranali nel pannello nella sua globalità, ovvero i carichi es-
terni applicati uniformi lungo i lati

{N} =
⌊
Nx Ny Nxy

⌋T (7.15)

- Le risultanti interne membranali medie nello skin e nella base dell’irrigidimento

{Ñ} =
⌊
N1 N2 N12

⌋T (7.16)

- Le risultanti interne membranali (non medie) nel segmento i-esimo generico

{Ni} =
⌊
Nx Ny Nxy

⌋T
i

(7.17)

dove si sostituisce la y con s per i che individua il web o la flangia.

La relazione tra la prima e la seconda è definita da

Nx =N1 +Nstringer

Ny =N2 +Nring

Nxy =N12

(7.18)

e assumendo che le generiche risultanti interneN i
x eN i

y siano, rispettivamente, costanti
lungo y e x, le relazioni precedenti possono essere riscritte come

Nx =
1

b

∫ b

0
N s+b
x dy +

Nwf∑
i

∫ Si

0
N i
x ds


Ny =

1

2l

∫ 2l

0
N s+b
y dx+

1

br

Nwf∑
i

∫ Si

0
N i
x ds

Nxy =N12

(7.19)

dove Nwf è l’insieme degli indici del web (può essere più di uno, come succede nella
sezione ad omega) e della flangia esterna e br è la spaziatura tra due ring adiacenti. Si noti
che conN i

x si indica la risultante di sollecitazione interna assiale all’irrigidimento (stringer
o ring) agente sul segmento i-esimo.

Oss: Questo tipo di distinzione tra le risultanti, con l’aggiunta di quest’ultima relazione,
risulta utile per semplificare alcuni contributi nell’energia di deformazione elastica (si fac-
cia riferimento all’articolo articolo [4] per ulteriori approfondimenti).
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7.1.3 Energia potenziale totale

Noto il campo di spostamenti e di deformazioni, note le relazioni tra le risultanti di sol-
lecitazione interne ed esterne è possibile esprimere tutti i contributi energetici.
Si ricorda che si è assunta l’ipotesi di laminazione bilanciata, quindi nell’energia di de-
formazione elastica appaiono solo la componente membranale "m" e flesso-torsionale
"f". Inoltre, per quanto riguarda la componentemembranale le espressioni sono riscritte
in modo da far comparire le risultanti di sollecitazione interna così da poter mettere in
risalto l’utilità della formula 7.19.
L’energia di deformazione elastica relativa allo skin e alla base dell’irrigidimento risulta:

Uskin = Umskin + Ufskin (7.20)

dove

Umskin =
1

2

∫ 2l

0

∫ b

0
{εs+b}T [Cs+b] {εs+b} dy dx =

1

2

∫ 2l

0

∫ b

0
{Ns+b}T {εs+b} dy dx

Ufskin =
1

2

∫ 2l

0

∫ b

0
{ks+b}T [Ds+b] {ks+b} dy dx

(7.21)

L’energiadi deformazioneelastica dello stringer, quindi il contributo delweb (può essere
più di uno) e della flangia esterna, risulta:

Ustringer = Umstringer + Ufstringer (7.22)

dove

Umstringer =
1

2

∫ 2l

0

Nwf∑
i

∫ Si

0
{εi}T [Ci] {εi} dsdx =

1

2

∫ 2l

0

Nwf∑
i

∫ Si

0
{Ni}T {εi} dsdx

Ufstringer =
1

2

∫ 2l

0

Nwf∑
i

∫ Si

0
{ki}T [Di] {ki} dsdy

(7.23)

L’energia di deformazione elastica del ring, quindi il contributo del web (può essere più
di uno) e della flangia esterna, risulta:

Uring = Umring + Ufring (7.24)

dove

Umring =
1

2

∫ b

0

Nwf∑
i

∫ Si

0
{εi}T [Ci] {εi} dsdx =

1

2

∫ b

0

Nwf∑
i

∫ Si

0
{Ni}T {εi}dsdx

Ufring = ≈ 0

(7.25)

Infine, il lavoro dei carichi applicati risulta

W = −2lb{N}T {ε} (7.26)
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Note tutte le componenti energetiche di deformazione e il lavoro dei carichi applicati è
possibile esprimere il potenziale totale:

Π = Um + Uf −W = Π(f, a, m, N) (7.27)

questa è una funzione non lineare, di ordine superiore al secondo, nelle quattro incognite
f , a,m eN già definite in precedenza.
La variazione prima generica del potenziale totale è indicata nell’equazione 48 di [4].
Oss: Per giustificare la mancanza del campo di spostamenti relativo al ring, la generica
variazione prima dell’energia di deformazione elastica membranale totale meno il lavoro
dei carichi applicati, sfruttando le relazioni 7.19, risulta

(Um −W)′ =

∫ 2l

0

∫ b

0
{N}T {∆ε}′ dy +

Nwf∑
i

∫ Si

0
{Ni}T {∆εi}′ ds

 dx (7.28)

doveNwf è l’insieme degli indici di web e flangia esterna.
Inoltre, per successivi passaggi algebrici indicati in [4],la stessa relazione 7.19 viene ri-
maneggiata in modo opportuno facendo scomparire i termini di deformazione del ring.

Instabilità biforcativa locale

Sfruttandoquesta teoria èpossibile calcolare il carico critico relativo all’instabilità biforca-
tiva locale, quello che nel programma è chiamato "local buckling load factor from Koiter
theory". Per fare questo si parte dalla variazione prima del potenziale totale e:

- Si azzera l’ampiezza dell’imperfezione iniziale, f0 = 0;

- Si azzera il parametro di modifica della formamodale, a = 0;

- Si trascurano tutti i termini di f di ordine 3 e 4;

- Il parametro di lunghezza d’onda assiale,N , è considerato come una costante;

- Si moltiplicano tutti i termini legati al set di carico "A" (vedi introduzione) per il fat-
tore di carico critico.

Fattoquesto, il potenziale totale risulta essere funzionedelle sole incognite f ,me lambda:

1. Tramite la variazione prima del potenziale totale rispetto a f si ottiene l’espressione
di λ in funzione dim

∂Π

∂f
= 0 ⇒ λ = λ(m) (7.29)

2. Inserendo quest’ultima nella variazione prima del potenziale totale rispetto a m si
ottiene un’equazione non lineare nella sola incognitam

∂Π

∂m
= Π,m(λ, m) = 0

λ = λ(m)
⇒ Π,m(m) = 0 (7.30)

3. Risolvendo la precedente tramite il metodo di Newton si ottiene il valore dim, che
sostituito nel primo punto, permette di trovare il valore di carico critico, λ, desider-
ato. L’incognita f è invece funzione delle altre due e risulta indeterminata.
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Problema di equilibrio non lineare

Il problema di equilibrio non lineare in campo post-buckling risulta quindi definito mini-
mizzando il potenziale totale rispetto alle incognite in gioco

∂Π

∂{d}
= {0} con {d} =

⌊
f a m N

⌋T (7.31)

Questo non è altro che un sistema di 4 equazioni non lineari nelle 4 incognite {d}. Per
risolverlo PANDA2 divide il problema in due step:

1. In un primo momento vengono risolte simultaneamente tre equazioni algebriche
non lineari, quelle ottenute dalla derivazione rispetto a f , a em;

2. In un secondo momento sono risolte le due equazioni non lineari rimanenti, quella
ottenuta derivando il potenziale totale rispetto alla variabile N e quella risultante
dal primo punto.

7.2 Modello PATRAN-NASTRAN

Nel seguito vengono illustrati tutti i passi utili per definire ilmodello numericoNASTRAN,
che verrà poi utilizzato per ottenere i risultati da confrontare con quelli analitici del mod-
ello PANDA2.
Prima di proseguire è doveroso fare una premessa. Data la natura pratica di quello che
verrà discusso in questa sezione (la precedente è stata di carattere puramente descrit-
tivo), nel seguito verrà definita la geometria, il materiale e la laminazione utilizzate in tutti
e due i modelli: quello numerico e quello analitico.
Per definire il modello analitico, a di�erenza dei capitoli precedenti in cui sono state im-
plementate le formule in MATLAB, si è fatto ricorso direttamente all’interfaccia grafica
del programma PANDA2.

7.2.1 Geometria, materiale-laminazione ed elementi

Il primo passo per creare il modello FEM è quello di definire la geometria in gioco.
Per eseguire il confronto si è sceltodi adottareper semplicità l’irrigidimento I-Type (come
si vedrà in seguito, nonostante la semplicità adottata nel modello le di�erenze tra NAS-
TRAN e PANDA2 possono essere marcate).
Facendo riferimento alla figura 7.4, che mostra un modulo di pannello della geometria di
interesse, i parametri geometrici sono:

- Lunghezza del pannello, l = 1000mm;

- Larghezza del modulo di pannello, o la distanza tra due irrigidimenti, b = 300mm;

- Lunghezza del piede dell’irrigidimento, b2 = 90mm;

- Larghezza del web dell’irrigidimento, h = 50mm;
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Una volta definita la geometria è necessario specificare ilmateriale e la laminazione per
ogni segmento del modulo del pannello.
Come sarà chiaro dai risultati, l’obiettivo di questa sezione non è quello di dover indagare
nello specifico cosa succede al variare di un dato coe�ciente della matrice di rigidezza
del monostrato equivalente, ma quello di eseguire un semplice confronto qualitativo tra
NASTRAN e PANDA.
Quindi, comemateriale, si è fatto ricorso allo stesso utilizzato nei capitoli precedenti (con
ε = 0), le cui caratteristiche meccaniche possono essere richiamate come segue:

E1 = E2 = 48000 [MPa]; G12 = 20330 [MPa] e ν = 0 (7.32)

Per la laminazione, invece, si è fatto ricorso a un laminato a strati identici simmetrico
uguale per ogni parte del pannello (skin, piede e web)[

90 0 45 −45 −45 45 0 90
]

(7.33)

Il tutto permette di ricadere nel caso preso come ipotesi dal modello PANDA2, in cui i
coe�cienti di rigidezza membranale A16 e A26 sono nulli, come anche la matrice di ac-
coppiamento [B].

Figure 7.2: Suddivisione in elementi della geometria in gioco.

Il passo successivo è suddividere la geometria in elementi CQUAD4 di opportune dimen-
sioni. A tal proposito si è scelto di adottare una discretizzazione della sezione trasversale
simile a quella adottata in PANDA2, ovvero ogni segmento è stato suddiviso in 10 ele-
menti (vedi figura 7.4 per maggior chiarezza). Per la direzione longitudinale si è scelta
una dimensione dell’elemento compatibile alle precedenti, l’obiettivo è avere elementi il
più possibile rettangoli equilateri. Il risultato è mostrato in figura 7.2.

Ad ogni elemento è poi stata assegnata una proprietà shell con l’opzione thin in cui è in-
dicata la laminazione opportuna.
A tal proposito si faccia attenzione al fatto che in tutti gli elementi che ricadono nella po-
sizione tra piede e skin è necessario tenere conto di entrambi. Quindi in questi si ha una
laminazione simmetrica pari a due volte quella indicata.
In linea di principio, in questi elementi, bisognerebbe definire anche un o�set positivo in
modo da tenere conto della geometria reale. Nella pratica si è assegnato un o�set nullo
perché nel modello PANDA non si tiene conto di questo e�etto.
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7.2.2 Vincoli, carichi e tipo di analisi

Una volta definita la geometria degli elementi e le loro proprietà, il passo successivo è
specificare i vincoli in gioco. Facendo riferimento alla figura 7.3 si ha:

• Semplice appoggio − Il pannello risulta semplicemente supportato sui lati, per cui
è necessario andare a bloccare la traslazione verticale, dz, sui nodi che ricadono sui
quei lati. Tuttavia, per essere coerente con il modello PANDA2 è necessario includ-
ere in questo vincolo anche i nodi che ricadono sulla linea di giunzione tra skin-base
e web;

• Continuità di rotazione tra unmodulo e l’altro− Il pannello è stato suddiviso inmod-
uli e solo uno di questi ne è stato creato il modello numerico. Quindi è necessario
garantire che nelle linee di giunzione tra un modulo e l’altro ci sia una continuità di
rotazione. Date le simmetrie in gioco, per fare ciò sono state bloccate le rotazioni
lungo l’asse x, φx;

• Continuità di rotazione all’interfaccia del web dell’irrigidimento − In PANDA2 la
porzione di pannello presa sotto esame presenta una lunghezza pari alla distanza
tra due ring. In genere ognuno di questi è l’interfaccia tra due porzioni di pannello
adiacenti. Quindi, è necessario garantire la continuità di spostamenti e rotazioni nel
web in questo punto. Per fare ciò, nei nodi che ricadono in questa zona, sono state
bloccate le rotazioni lungo l’asse z, φz;

• Spostamento nel piano x-y− Per bloccare i restanti gradi di libertà delmodello non
vincolati, la traslazione nel piano x-y, si è scelto, per questioni di simmetria, di bloc-
care questo spostamento nel nodo che ricade sulla metà lunghezza del pannello e
sulla linea di giunzione tra skin-base e web.

x

y

z

dz = �

�x = �

�z = �

Figure 7.3: Vincoli applicati al modello− traslazioni e rotazioni bloccate.
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Il passo finale per definire il modello è specificare i carichi in gioco. Nonostante PANDA2
sia in grado di tenere conto dei carichi di pre-buckling e dei carichi termici, si è scelto,
per semplicità, di applicare al modello solamenteNx,Ny eNxy di tipologiaA (vedi tabella
1.1). Questi sono considerati positivi se sul lato positivo del pannello sono concordi con
il sistema di coordinate in gioco (ad esempio Nx > 0 corrisponde ad una situazione di
trazione all’interno del pannello).
Per applicareNy eNxy è su�ciente definire un Total load di tipo 2D Element uniform.
RiguardoNx si deve adottare la metodologia indicata nel capitolo 2, questo perché non si
conosce a priori la distribuzione di carico in ogni segmento.

Nel seguito verranno prese in considerazione due casistiche:

• Semplice sforzo longitudinale di compressione

Nx = −1 [N/mm]

• Caso completo con sforzo normale, trasversale e taglio

Nx = −3; Ny = −1 e Nxy = 2 [N/mm]

A questo punto tutto è pronto per impostare ed eseguire l’analisi non lineare. Questo
passaggio è suddiviso in step:

1. Per prima cosa è necessario eseguire un’analisi di buckling lineare (Sol 105) inmodo
da ottenere la formamodale relativa al primomodo di instabilità;

2. In seguito bisogna simulare un’imperfezione iniziale, modificando la posizione dei
nodi secondo la prima formamodale, quella ottenuta al punto precedente;

3. Ed infine si può eseguire l’analisi non lineare (Sol 400). Si è scelto di adottare come
parametri di convergenza quelli preimpostati, in cui si hanno 50 passi di iterazione
equi-spaziati.
Il carico imposto è lo stesso di quello del primo punto, moltiplicato per il parametro
a opportuno. L’obiettivo è avere a circa il 75% del carico applicato, nei vari cicli di
iterazione, quello critico biforcativo (si osservi per chiarezza la figura 7.8).

7.3 Risultati

Comeanticipato nell’introduzione del capitolo lo scopo è quello di valutare, inmodoqual-
itativo, la veridicità dei risultati forniti da PANDA2. L’oggetto di questa sezione è incen-
trato sulle tensioni massime che sono riscontrate all’interno del laminato in uno o più
punti della struttura e il carico di popo�. Prima di fare questo, però è doverosomettere in
risalto alcuni aspetti importanti.
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7.3.1 Aspetti preliminari

Un primo aspetto è quello legato al carico critico biforcativo. Facendo riferimento alla
tabella 7.1 si nota che l’errore ottenuto sulla previsione del fattore λ è praticamente nullo.
Questo aspetto è in contrasto con quello che verrà presentato in seguito inerente agli altri
risultati, specialmente per la seconda situazione di carico.
In generale si può concludere che, nonostante la semplicità del campo di spostamenti
adottato in PANDA2, il programma è in grado di fornire valori di λ compatibili con il FEM.

λ
ε%PANDA NASTRAN

Caso 1 23.21 23.44 0.98

Caso 2 2.673 2.655 −0.69

Table 7.1: Confronto carico critico biforcativo ottenuto da PANDA e NASTRAN nelle due
situazioni di carico analizzate.

Un secondo aspetto su cui riflettere riguarda il campodi spostamentinon lineare ottenuto
dalle analisi PANDA e NASTRAN (si faccia riferimento alle figure 7.6 e 7.7). Nella prima
figura si vede chiaramente che il campo di spostamenti non è proprio lo stesso: PANDA
presenta un carattere sinusoidale, mentre il FEM no.
Nella seconda figura questa di�erenza èmenomarcatama comunque visibile soprattutto
se si osserva la vista in pianta (le iso-spostamenti nel modello PANDA risultano più ton-
deggianti). Tuttavia dovrebbe risaltare di più un altro aspetto, quello relativo al campo di
spostamenti previsto in PANDA2 che non rispetta le condizioni al contorno geometriche
sui lati paralleli all’asse y (vedi figura 7.7(b)).

Ultimo aspetto su cui bisogna porre l’attenzione è il valore dello spostamento. In figura
7.8 è rappresentato lo spostamento trasversale del nodo in cui si registra il valore di picco
(punto più rosso) in funzione della percentuale di carico applicato. Da questo si vede
chiaramente che PANDA2 fornisce una sottostima di questo valore rispetto a NASTRAN.
Questa di�erenza èmoltomarcata soprattutto nel secondo caso di carico analizzato dove
il valore cambia di un ordine di grandezza.

Oss: Per quanto riguarda gli spostamenti non lineari previsti in PANDA2, non avendo la
possibilità di ottenere la funzione φ indicata nella sezione precedente si è fatto ricorso ad
una analoga ottenuta dal FEM. Si è fatto questo per uno scopo puramente illustrativo, in
modo da mettere in risalto le di�erenze sul campo di spostamenti.

7.3.2 Tensionimassime e carico di popo�

Si può passare ora a discutere delle tensionimassime ottenute all’interno del pannello.
Come indicato nel capitolo 14 dell’articolo [1], PANDA2 calcola le tensioni in ogni strato
del laminato ma non in tutti i nodi, solamente in quelli di estremità e in quello centrale di
ogni segmento (si ipotizza che questi punti siano quelli più critici). Queste tensioni hanno
una componente seno ed una coseno lungo la direzione assiale. Il programma determina
il valore massimo di queste componenti e lo utilizza per ricavare i margini.
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Nelle figure 7.9 e 7.10 questi valori di tensione sono indicati come costanti, ma nel mod-
ello variano secondo il seno o il coseno della coordinata x.
Nelle tabelle 7.2 e 7.3 sono indicati i punti (nodo e layer) dove PANDA2 individua i valori
massimi di tensione. Avendo scelto una divisione in elementi compatibile con il modello
PANDA2 è facile ricavare dal FEM i valori di tensione in quei punti. Queste sono rappre-
sentate al variare di x nelle figure 7.9 e 7.10:

• Caso di carico 1−PANDA2 riesce a fornire dei valori di tensionemassima a trazione
lungo le fibre e trasversalmente ad essemolto simile a quelle fornite del FEM. Per le
altre tensioni PANDA2 fornisce un valore sottostimato, che comunque può essere
compensato adottando un ragionevole fattore di sicurezza;

• Caso di carico 2− I risultati forniti da PANDA2 sono completamente incoerenti con
quelli forniti da NASTRAN. Tra questi emerge una di�erenza di circa un ordine di
grandezza (stessa cosa si è osservata per gli spostamenti).

Per quanto riguarda il carico di popo�, la situazione è analoga al caso delle tensioni: per
la prima situazione di carico la previsione è accettabile, ma nel secondo caso si ha una
di�erenza di circa un ordine di grandezza tra i valori di NASTRAN e PANDA2.
Si consideri ora la configurazione di carico 2 però fissata al 76% del caricomassimo appli-
cato. Ovvero si è in una configurazione di carico in prossimità del carico critico calcolato
dall’analisi lineare.
In questa situazione le previsioni fornite dal modello PANDA2 tornano ad essere coer-
enti con quelle fornite dal FEM. A tal proposito si faccia riferimento alla figura 7.11 e alla
tabella 7.4.
Quindi in sintesi si può concludere che l’analisi non lineare fornita dal modello PANDA2
risulta accettabile per uno studio preliminare purché il carico applicato non superi dimolto
il carico critico biforcativo locale.
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Figure 7.4: Modulo di pannello con irrigidimento I-type. Dimensioni, disposizione nodi
dei segmenti e indici stratificazione. Asse x uscente dal foglio.

(a) PANDA2

Segmento Nodo Layer z σ [MPa]

σtL 4 1 1 −0.8 15.75

σcL 2 11 15 1.4 19.27

σtT 4 1 2 −0.6 12.05

σcT 2 11 16 1.6 19.96

σLT 1 1 6 0.4 10.22

(b) NASTRAN

Node location Layer Parallelo PANDA σ
x y z Segmento Nodo [MPa]

σtL 910 150 0 8 4 11 34.15

σcL 930 150 0 2 4 11 43.84

σtT 1000 −36 0 3 2 2 26.32

σcT 930 150 0 1 4 11 53.92

σLT 100 −45 0 1 1 11 33.67

Table 7.2: Tensioni massime ottenute all’interno del pannello I-type. Caso con semplice
sforzo assiale (Nx = −30N/mm). L’indice della stratificazione per i risultati NASTRAN è
concorde al sistema di riferimento x-y-z utilizzato nel FEM.
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(a) Caso con solo sforzo normale (Nx = −1N/mm)

(b) Caso completo (Nx = −3; Ny = −1; Nxy = 2N/mm)

Figure 7.5: Formemodali di un pannello con irrigidimento I-type− Sol 105−Magnitude
translational modal displacements plot. Dimensioni assi in millimetri.
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(a) Analisi NASTRAN− Sol 400

(b) Analisi PANDA2

Figure 7.6: Pannello con irrigidimento I-type sottoposto a solo sforzo normale (Nx =
−30N/mm). Campo di spostamenti ottenuto da un analisi non lineare (magnitude trans-
lational displacements plot). Dimensioni assi e scala graduata in millimetri.
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(a) Analisi NASTRAN− Sol 400

(b) Analisi PANDA2

Figure 7.7: Pannello con irrigidimento I-type sottoposto a sforzo normale, trasversale e
taglio (Nx = −10.5; Ny = −3.5; Nxy = 7N/mm). Campo di spostamenti ottenuto da un
analisi non lineare (magnitude translational displacements plot). Dimensioni assi e scala
graduata in millimetri.
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(a) Caso solo sforzo normale (Nx = −30N/mm)
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(b) Caso completo (Nx = −10.5; Ny = −3.5; Nxy = 7N/mm)

Figure 7.8: Pannello con irrigidimento I-type. Spostamento trasversale, wpicco, del nodo
in cui si osserva il picco.
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Figure 7.9: Pannello con irrigidimento I-type. Analisi non lineare caso con solo sforzo
normale (Nx = −30N/mm). Confronto tensioni ricavate da NASTRAN con quelle mas-
sime fornite da PANDA2. Le tensioni in NASTRAN sono ricavate nei nodi indicati da
PANDA2.
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Figure 7.10: Pannello con irrigidimento I-type. Analisi non lineare caso completo (Nx =
−10.5; Ny = −3.5; Nxy = 7N/mm). Confronto tensioni ricavate da NASTRAN con quelle
massime fornite da PANDA2. Le tensioni in NASTRAN sono ricavate nei nodi indicati da
PANDA2.
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Figure 7.11: Pannello con irrigidimento I-type. Analisi non lineare caso completo (Nx =
−7.98; Ny = −2.66; Nxy = 5.32N/mm). Confronto tensioni ricavate da NASTRAN con
quelle massime fornite da PANDA2. Le tensioni in NASTRAN sono ricavate nei nodi indi-
cati da PANDA2.
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(a) PANDA2

Segmento Nodo Layer z σ [MPa]

σtL 4 11 1 −0.8 6.13

σcL 1 1 8 0.8 9.61

σtT 4 11 2 −0.6 4.50

σcT 1 1 6 0.4 10.31

σLT 4 1 8 0.8 5.25

(b) NASTRAN

Node location Layer Parallelo PANDA σ
x y z Segmento Nodo [MPa]

σtL 580 150 0 8 4 11 83.33

σcL 590 150 0 1 4 11 86.12

σtT 1000 −9 0 3 2 5 60.85

σcT 590 150 0 2 4 11 61.92

σLT 980 45 0 16 2 11 60.53

Table 7.3: Tensioni massime ottenute all’interno del pannello I-type. Caso completo
(Nx = −3; Ny = −1; Nxy = 2N/mm). L’indice della stratificazione per i risultati NAS-
TRAN è concorde al sistema di riferimento x-y-z utilizzato nel FEM.

(a) PANDA2

Segmento Nodo Layer z σ [MPa]

σtL 1 5 6 0.4 1.25

σcL 1 1 5 0.2 6.02

σtT 1 5 5 0.2 1.22

σcT 1 1 6 0.4 6.05

σLT 4 1 8 0.8 3.09

(b) NASTRAN

Node location Layer Parallelo PANDA σ
x y z Segmento Nodo [MPa]

σtL 610 150 0 8 4 11 2.11

σcL 560 150 0 4 4 11 6.45

σtT 1000 0 5 7 3 2 1.46

σcT 580 150 0 3 4 11 7.02

σLT 0 87 0 1 3 5 3.85

Table 7.4: Tensioni massime ottenute all’interno del pannello I-type. Caso completo
(Nx = −7.98; Ny = −2.66; Nxy = 5.32N/mm). L’indice della stratificazione per i risultati
NASTRAN è concorde al sistema di riferimento x-y-z utilizzato nel FEM.
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PANDA2 è un programma di analisi preliminare che permette di ottimizzare il peso di
pannelli irrigiditi, piatti o cilindrici, in materiale composito, in presenza di imperfezioni e
sotto l’azione di diversi set di carico combinato, per l’impiego in stato di post-buckling.

In sostanza il programma, per trovare il progetto di ottimo, esegue vari cicli di iterazione
e ad ogni ciclo modifica il valore di alcune variabili (geometria, numero di strati, angoli di
lay-up, et.) selezionate dall’utente.

Per ogni ciclo di iterazione vengono calcolati diversi margini, ognuno dei quali è ottenuto
da diversimodelli analitici o semi-analitici. Sfruttando il valore di questimargini, omeglio
l’incremento relativo di questi tra un ciclo e l’altro, al variare delle variabili in gioco (og-
nuna presa singolarmente), il programma decide quali variabili devono cambiare e in che
quantità.

Il presente lavoro di tesi ha principalmente due obiettivi: il primo è quello di entrare nel
dettaglio in questi modelli in modo da mostrare qual è la teoria e le ipotesi utilizzate; il
secondoè valutarne la validità attraverso il FEM in situazioni che si discostanodalle ipotesi
di partenza e che sono più attinenti alla realtà.

Nel secondo capitolo si è discusso del problema inerente alla distribuzione del carico. In
PANDA il problema è a�rontato ipotizzando uno statomembranale di deformazione, una
laminazione ortotropa degli irrigidimenti e risultanti di sollecitazione costanti lungo ogni
segmento.
Quello che si è ottenuto è che nella realtà, discostandoci dalla condizione di laminazione
ortotropa in membrana, viene meno l’ipotesi di considerare costanti le risultanti di sol-
lecitazione lungo ogni segmento e questo porta ad una riduzione di carico critico che ef-
fettivamente ogni irrigidimento può sopportare.

Nel terzo capitolo, si è posta l’attenzione sull’instabilità locale, generale e semigenerale.
Il modello matematico rappresenta una piastra multistrato, semplicemente supportata
sui lati, in cui si considera nella sua laminazione, solo lo skin o skin e irrigidimenti spal-
mati (o uno o entrambi tra stringer e ring).
Nel programma sonopresenti due tipologie dimodelli, PANDA-type ePANDA-alternate,
che si di�erenziano principalmente per la complessità del campo di spostamenti.
Ciò che si è ottenuto dai vari confronti è che il primomodello, anche se molto economico
dal punto di vista computazionale, fornisce previsioni sul carico critico particolarmente
accurate. Questo a patto di avere un rapporto tra i lati, della piastra considerata, distante
dal valore unitario. Se così non fosse, è necessario utilizzare il secondo modello che for-
nisce risultati sì accurati, ma con un costo computazionale molto più elevato.
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Nel quarto capitolo si è approfondito il concetto dell’instabilità locale degli irrigidimenti,
ovvero il crippling. In sostanza il modello analitico si basa sulla formulazione del mod-
ello PANDA-type precedente, in cui sono considerati nulli alcuni parametri del campo di
spostamenti. Il fattore di carico critico di ogni segmento interno o gruppi di segmenti ter-
minali sono, quindi, calcolati come nel capitolo precedente.
Ai fini del confronto, sono stati presi sotto esame due tipologie di irrigidimento, T -type
e Hat-type, considerando diverse situazioni geometriche e diversi tipi di laminazione-
materiale. Dai risultati si è riscontrato è che: PANDA riesce a prevedere in maniera cor-
retta in quale segmento dell’irrigidimento si verifica l’instabilità; NASTRAN fornisce un
carico critico, tanto più piccolo rispetto a quello indicato da PANDA, quanto più i termini
non ortotropi della matrice di rigidezza del monostrato equivalente diventano rilevanti.
Quello che ne deriva è che esiste un ristretto range di validità dove i risultati numerici e
analitici concordano.
Nel quinto capitolo si è discusso dell’instabilità torsionale con la partecipazione dello
skin. Ilmodo considerato prevede una torsione dell’irrigidimento a seguito dell’instabilità
locale dello skin ad esso adiacente. In sostanza il modello matematico è analogo a quello
del terzo capitolo, ma nell’energia potenziale totale rientrano anche i contributi ener-
getici inerenti agli irrigidimenti. Anche per questo tipo di instabilità sono presenti nel pro-
gramma due modelli, PANDA-type e PANDA-alternate, nel primo gli irrigidimenti sono
considerati come composti da un’insieme di piastre molto lunghe e nel secondo da ele-
menti monodirezionali.
Per il confronto sono stati presi in considerazione tre tipologie di irrigidimento I, J e T -
type con laminazione ortotropa uguale dappertutto. Quello che si è riscontrato è che, se la
dimensione trasversale degli degli irrigidimenti è piccola in confronto alla larghezza dello
skin tra due irrigidimenti, allora PANDA fornisce risultati che sono comparabili a quelli
forniti da NASTRAN. Negli altri casi entrano in gioco e�etti tridimensionali che nel mod-
ello analitico non sono considerati.
Nel sesto capitolo si è posta l’attenzione sull’instabilità torsionale dei soli irrigidimenti.
Per descrivere il problema si è fatto ricorso a relazioni di deformazione non lineare, tut-
tavia l’equazione risultante ottenuta minimizzando il potenziale totale viene linearizzata.
Per il confronto, anche in questo caso, sono prese sotto esame le sezioni I, J e T -type,
considerando una laminazione uguale dappertutto.
Sono state eseguite varie analisi facendo variare la scala dell’irrigidimento rispetto alla
lunghezza, come anche facendo variare la forma. Si è ottenuto che PANDA e NASTRAN
forniscono valori di carico critico comparabili solo in situazioni in cui la geometria risulta
simmetrica, ovvero per le sezioni I e T . Per la sezione J , invece, i risultati risultano com-
pletamente incongruenti mostrando errori molto marcati. Si ipotizza che questa incon-
gruenza sia insita nel campo di spostamenti utilizzato, che non permette di tenere in con-
siderazione e�etti tridimensionali che in realtà il FEM considera.
Nell’ultimo capitolo si entra nel concetto dell’instabilità locale non lineare.
Attraverso le teorie introdotte da Koiter, rimaneggiate e adattate al caso specifico dei
pannelli irrigiditi, il programmaPANDA2 riesce principalmente a fornire indicazioni, sulle
tensioni massime (che permettono di individuare eventuali rotture nelle fibre o nella ma-
trice all’interno del laminato) e il carico di popo� (ovvero il carico responsabile della sep-
arazione dell’irrigidimento dallo skin).
Il modello numerico preso in considerazione, presenta laminazione e geometrie simmet-
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riche: pannello con irrigidimento I-type con spessori e larghezza dei segmenti simmetrici
rispetto allamezzeria delmodulodi pannello. Suquesto sono state eseguitedueanalisi: la
prima con semplice carico di compressione e la seconda con una situazione di carico più
complessa per simulare un comportamento non simmetrico del pannello. Analizzando
i risultati, a diverse percentuali di carico applicato, si è scoperto che, nella situazione più
complessa, in campopost-buckling avanzato le tensioni e i carichi ottenuti risultanomolto
più piccoli rispetto a quelli forniti da NASTRAN. Invece, per situazioni di carico a ridosso
di quello critico le tensioni previste da modello numerico e analitico sono comparabili.
Per il semplice carico di compressione, date le simmetrie in gioco, il campo di validità dei
risultati PANDA2 è più esteso. Infatti, anche in campo post-buckling avanzato i risultati
forniti sono congruenti con il FEM.
In sintesi, nonostante tutte le limitazioni riscontrate, si può a�ermare che il programma
PANDA2 risulta un ottimo strumento per il progetto preliminare di pannelli irrigiditi.
Questo però a patto di leggere i risultati ottenuti in modo critico, facendo attenzione a
tutti gli aspetti, enonsolo, che sonostatimostrati inquesto lavorodi tesi. Naturalmente, il
pannello ottenuto da questo programma, prima di passare alla successive fasi di sviluppo,
va opportunamente ispezionato e integrato attraverso tecniche di analisi più sofisticate.
Terminato quanto concerne la pura analisi del programma PANDA2, si può discutere di
un’idea che potrebbe essere oggetto di lavori futuri.
Un possibile modo per svincolarsi dalle limitazioni imposte dai modelli matematici uti-
lizzati nel programma potrebbe essere quello di sfruttare NASTRAN come solutore. In
pratica l’idea è quella di utilizzare gli stessi modelli numerici presentati nei capitoli prece-
denti, che forniscono gli stessi fattori di carico critico che PANDA2 utilizza, e sfruttarli per
determinare il progetto di peso minimo del pannello irrigidito.
I vantaggi di un approccio del genere al problema sarebbero quelli di avere analisi che non
so�rono di tutte quelle limitazioni discusse in precedenza. Tuttavia, il conseguente as-
petto negativo risulta essere il costo computazionale elevato per eseguire ogni passo di
iterazione.
Quest’ultimo aspetto, però, potrebbe essere compensato dal fatto che, avendo a dispo-
sizione analisi più accurate, si potrebbero adottare passi di iterazione più lunghi e quindi
raggiungere il progetto di ottimo più velocemente, logicamente, in termini di numero di
passi e non propriamente di tempo.
Questo programma, alla fine di tutto, va opportunamente confrontato con PANDA2 per
valutarne l’e�ettiva e�cacia.
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