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Sommario

Gli aggregati cellulari costituiscono un eccellente modello fisico-matematico per indagare la bio-
meccanica dei tessuti biologici, che da sempre gioca un ruolo fondamentale nello studio degli aspetti
fisiologici e patologici di processi di interesse in ambito biomeccanico. In questa Tesi, estenden-
do un lavoro recentemente pubblicato in letteratura, investighiamo un modello tridimensionale di
compressione uniassiale di uno sferoide multicellulare, modellizzando un contesto biologico realisti-
co. In particolare, consideriamo un aggregato cellulare, di forma sferica, soggetto a deformazione,
quindi a una variazione della sua forma, e a rimodellamento. Inoltre, poiché tale aggregato cellulare
consta di una fase solida e di una fluida, in questa tesi siamo anche in grado di studiare l’evoluzione
del fluido interstiziale e l’accoppiamento con gli altri processi. L’apparato sperimentale che consi-
deriamo è costituito da due piatti impermeabili che comprimono l’aggregato secondo una rampa
di carico imposta come dato del problema e opportune condizioni di contatto sono applicate tra lo
sferoide e i due piatti. I risultati ottenuti sono in accordo alle curve sperimentali e ad altri modelli
di rimodellamento di tessuti biologici presenti in letteratura.

Gli argomenti affrontati in questa Tesi fanno parte di una linea di ricerca attualmente seguita,
oltre che dal sottoscritto, da Salvatore Di Stefano, Chiara Giverso, Alfio Grillo e Luigi Preziosi, e i
risultati di seguito presentati, raggiunti nell’ambito di tale ricerca, costituiscono parte dei risultati
preliminari ottenuti per il manoscritto

S. Di Stefano, A. Giammarini, C. Giverso, A. Grillo, L. Preziosi. “An elasto-plastic
biphasic model of the compression of multicellular aggregate”. In preparazione (la lista
degli autori e il titolo sono provvisori),

da sottoporre a una rivista scientifica di settore.
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Capitolo 1

Introduzione

Il crescente interesse scientifico per la biomeccanica, motivato da sviluppi sempre più imponenti nel-
l’ambito, ad esempio, dei bio-materiali, ha stimolato sia un incremento dei modelli fisico-matematici
volti a descrivere i tessuti biologici sia la ricerca di una accuratezza sempre maggiore di tali modelli
[75, 13, 14, 43, 91, 64, 61, 5, 69, 20, 50, 5, 78, 7, 12, 79]. Tuttavia, per il modo in cui un dato tessuto
biologico è costituito e per la natura delle interazioni cui esso è soggetto, che coinvolgono effetti
meccanici, chimici ed elettrici su scale diverse ma intercorrelate, lo stato attuale della ricerca non
è ancora pronto per dare risposte sufficientemente esaustive.

Come riportato in [43], i tessuti biologici, e in particolare quelli studiati in questo lavoro, pre-
sentano tre costituenti principali, dati da cellule, matrice extracellulare (MEC) e fluidi intestiziali.
A questi si aggiungono anche parti di altri tessuti o apparati, come quello vascolare. Spesso, infatti,
all’interno di un tessuto si osserva una rete di capillari necessaria per l’apporto di sostanze nutri-
tive e per la rimozione di prodotti di scarto del metabolismo cellulare. Inoltre, al funzionamento
del tessuto contribuisce in maniera importante la presenza di segnali, codificati nei geni, che ne
regolano il funzionamento e le principali attività, come ad esempio, appunto, quella metabolica.
Altri segnali, non genetici, possono essere di natura chimica o elettrochimica, come avviene ad
esempio per la propagazione del potenziale d’azione nelle cellule nervose (si veda, ad esempio, [33,
37, 71]), o ancora di natura meccano-chimica, come nel caso della meccanotrasduzione nelle masse
tumorali [92, 70, 69, 41].

Ferma restando la necessità, sopra evidenziata, per un approccio interdisciplinare allo studio
dei tessuti biologici, vi sono diversi problemi che permettono di concentrarsi, almeno in prima
approssimazione, su un’indagine di tipo puramente meccanico. Ciò avviene, ad esempio, quando si
è interessati a riprodurre procedure sperimentali in cui il ruolo degli aspetti meccanici sulla carat-
terizzazione di un campione di tessuto o, più in generale, di materiale biologico è preponderante
rispetto a contributi di altra origine. È questo il caso degli aggregati cellulari oggetto di questa
Tesi, per i quali si compiono sovente prove di compressione per dedurne alcune proprietà mecca-
niche di rilevanza biologica. Benché un simile studio possa essere effettuato adeguando teorie e
formalismi della Meccanica dei materiali multifasici all’ambito biologico, un approccio più efficace
richiederebbe di considerare la struttura interna delle cellule, con relativo nucleo, organelli, cito-
plasma, membrana cellulare etc. [92, 76, 67, 77, 9]. Infatti, un modello capace di cogliere queste
caratteristiche intracellulari permetterebbe una descrizione più esaustiva di quella in cui le cellule
sono viste come un constituente “solido” di un materiale multifasico con determinate proprietà
meccaniche macroscopiche [41, 45]. Più in dettaglio, si pensi che, nel secondo caso, le proprietà
meccaniche delle cellule, come ensemble, sono ottenute da misure sperimentali sul tessuto e non
sono necessariamente correlate, o correlabili, con la microstruttura delle cellule stesse. Cionono-
stante, pur riconoscendo la pregnanza di una simile indagine, che mira a risolvere un tessuto a
scale diverse, le difficoltà oggettive ad essa connesse ci fanno ancora optare per il meno accurato,
ma corroborato, modello puramente meccanico e macroscopico di un aggregato multicellulare,

Pur con tutte le limitazioni dell’ambito macroscopico sopra esposto, gli aggregati multicellulari
costituiscono un caso ideale per esplorare il ruolo della meccanica dei materiali biologici, definendo
di fatto un ponte tra la complessità del tessuto e la complessità della cellula [64, 73].

1



1 – Introduzione

La descrizione delle proprietà meccaniche degli aggregati multicellulari avviene in larga parte
mediante esperimenti. In laboratorio vengono effettuate misurazioni e prove per estrarre informa-
zioni sul loro comportamento e per verificare se, con determinate classi di modelli matematici, si
è in grado in grado di descrivere le loro caratteristiche principali in termini di deformazione, moto
del fluido interstiziale e meccanotrasduzione [34, 35, 36, 70]. L’attività sperimentale è tuttavia
limitata agli esperimenti che si possono realizzare con la tecnologia disponibile. Essa, inoltre, non
è in grado di ottenere, con una sola prova, la visione d’insieme (cioè su aspetti diversi della feno-
menologia dell’aggregato) che possono invece essere forniti da simulazioni numeriche dedicate. A
questo proposito, negli ultimi anni, grazie alla sempre maggiore potenza di calcolo a disposizione,
l’implementazione in silico di modelli matematici ha proliferato. Questi, inoltre, una volta stabilita
la loro coerenza con le osservazioni sperimentali, si rivelano un ottimo strumento per predire alcuni
comportamenti materiali e, in altri casi, possono suggerire nuovi protocolli sperimentali [70, 69,
43, 40, 45, 95, 67, 5, 38, 23, 53, 78, 94, 88, 91]

Migliorare le capacità di simulazione del comportamento di un materiale biologico permette
di studiare al calcolatore problemi che, precedentemente, potevano essere indagati solo sperimen-
talmente. Attualmente, modelli in silico di test da laboratorio sono presenti in letteratura, ma
l’aspetto modellistico dell’aggregato multicellulare può essere migliorato [78, 38, 95, 88].

Nel momento in cui si vuole analizzare o sviluppare un modello, è necessario chiedersi quali
sono le scale a cui si vuole lavorare. A seconda della scala, infatti, alcuni approcci saranno più
utili di altri, o si osserveranno fenomenologie differenti. In questo caso, la presenza delle cellule
potrebbe far pensare a un approccio “discreto”, in cui l’effetto delle singole cellule viene fatto
risaltare nel comportamento generale del materiale [67, 88, 94, 44]. Tuttavia, crediamo che un
approccio per cui gli aggregati sono pensati come continui possa essere una buona scelta per alcuni
scopi atti a determinarne le proprietà di risposta meccanica, idraulica e le variazioni di queste in
seguito a fenomeni di rimodellamento [36, 35, 87, 23, 53]. Il problema che si vuole descrivere infatti
riguarda scale spaziali dell’ordine di ∼ 10−1, 10−2 millimetri [34, 36, 35]. A queste scale spaziali,
la descrizione del mezzo come un continuo è ancora valida, dal momento che le disomogeneità del
materiale, sebbene presenti, non causano un fallimento della descrizione. Inoltre, siamo interessati
a deformazioni che siano dello stesso ordine di grandezza, o comunque paragonabili. alla scala
dell’aggregato. Questo significa che, nell’ottica di una teoria di deformazioni finite, la Meccanica
dei continui e dei materiali multifasici ha gli strumenti necessari per poter descrivere questo ambito
di fenomeni.

In letteratura sono presenti numerosi esempi in cui l’utilizzo della Meccanica dei continui e dei
materiali multifasici ha fornito buoni risultati nella descrizione del comportamento dei materiali
biologici [49, 52, 40, 43, 20, 69, 78, 17, 3].

Sperimentalmente, si è verificato che gli aggregati multicellulari, in seguito a compressione, non
hanno in genere una risposta puramente elastica, non essendo capaci di ripristinare la configura-
zione che avevano prima dell’inizio della prova sperimentale [34, 35, 36, 43, 38, 49]. Idealmente, si
verifica una situazione per certi versi analoga a quanto accade con una molla di metallo, sottoposta
ad allungamenti via via crescenti: fintanto che questi variano in un opportuno intervallo, la molla è
in grado di reagire elasticamente e non sono visibili differenze macroscopiche tra la configurazione
finale e quella iniziale della molla. Se però si procede con l’applicazione di carichi eccessivi, la
molla va incontro a snervamento, cioè il fenomeno per cui il materiale perde la propria capacità di
ritornare elasticamente alla configurazione iniziale. Ciò è dovuto a causa dello sviluppo di defor-
mazioni e sforzi residui, generalmente non eliminabili con la sola rimozione dei carichi applicati.
Tali fenomeni, di fatto, sono quelli che caratterizzano i materiali elasto-plastici [84, 74, 52].

L’introduzione di questi fenomeni, osservati sperimentalmente, nel modello matematico di se-
guito impiegato richiedono equazioni che tengano conto delle trasformazioni anelastiche che si
sviluppano alla scala del tessuto [72, 26, 24, 27, 20].

Nel seguito si suppone che gli sforzi generati nell’aggregato multicellulare, ad esempio tramite
la compressione uniassiale di questo con piatti di un apposito apparato di prova, agiscano sulle pro-
prietà di adesione delle cellule e sulla rottura e riformazioni dei legami intercellulari, che, pertanto,
cambiano forma e disposizione. Tali fenomeni costituiscono una tipologia di rimodellamento, che
può essere considerato come la manifestazione, alla scala del tessuto, di fenomeni che occorrono
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a livello cellulare [34, 36, 35, 50, 1, 2, 5, 4, 78]. In questo senso, lo studio degli aggregati multi-
cellulari permette di compiere un passo in avanti verso la compresione della gerarchia delle scale
caratteristiche che vanno dal comportamento delle cellule al comportamento del tessuto.

La Tesi è organizzata nel seguente modo: nel Capitolo 2 sono presentate la cinematica delle
miscele bifasiche e il rimodellamento. Nel Capitolo 3 è sviluppato il modello matematico generale
e nel Capitolo 4 sono presentate le equazioni di modello e il contesto costitutivo. Nel Capitolo 5 è
descritta un benchmark test e sono mostrati i risultati delle nostre simulazioni numeriche. Infine,
nel Capitolo 6 sono discusse le nostre conclusioni e vengono presentati possibili sviluppi futuri.
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Capitolo 2

Fenomeni anelastici in miscele
bifasiche

In questo capitolo introduciamo i principali strumenti matematici della teoria delle miscele per
modellare matematicamente tessuti biologici, in cui la fase solida è sede di grandi deformazioni e
rimodellamento e per i quali fase fluida corrisponda al fluido interstiziale che fluisce all’interno del
tessuto.

2.1 Cinematica dei mezzi porosi
Gli strumenti modellistici offerti dalla Meccanica dei Continui per studiare tessuti biologici alla
scala dei tessuti stessi risulta molto efficace, come dimostrato da un sempre crescente numero di
pubblicazioni basate su tale approccio [49, 52, 40, 43, 20, 69, 78, 17, 3].

Facendo particolare riferimento alla teoria delle miscele, i tessuti biologici possono essere idealizzati
come sistemi bifasici composti da una fase solida e da una fase fluida. In particolare, nel contesto
in cui sviluppiamo questa Tesi, assumiamo che la fase solida sia sede di rimodellamento, cioè di
trasformazioni della sua struttura interna che, escludendo transizioni di fase, ne determina un’e-
voluzione della risposta meccanica ed idraulica [49].

Le definizioni relative alla cinematica delle miscele bifasiche impiegate in questa Tesi sono reperibili
in [81, 47, 49, 89], mentre gli elementi di cinematica dei Mezzi Continui possono essere reperiti in
[68, 25].

Definizione 2.1.1 (Varietà della fase solida e varietà della fase liquida, [81]).
Supponiamo che una miscela bifasica sia rappresentabile da due varietà materiali, denotate con Ms
e Mf e denominate, rispettivamente, varietà materiale della fase solida e varietà materiale della
fase fluida.

Definizione 2.1.2 (Configurazione di riferimento della fase solida, [81]).
Siano Ms e Mf le due varietà materiali corrispondenti alla fase solida e alla fase fluida di una miscel
bifasica, rispettivamente. Si suppone che esista un embedding

ks : Ms → S (2.1.1)

tale che, ad ogni punto Xs ∈ Ms, associa un punto Xs ∈ S , chiamato piazzamento di Xs nello
spazio fisico S , modellato, in questa Tesi, come uno spazio euclideo tridimensionale.

Si definisce configurazione di riferimento della fase solida l’immagine di Ms attraverso ks, cioè
BR = ks(Ms) ⊂ S .
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2 – Fenomeni anelastici in miscele bifasiche

Definizione 2.1.3 (Configurazione attuale di una miscela bifasica, [81]).
Il moto della fase solida è descritto tramite la famiglia di embedding a un parametro

χ(·, t) : BR → S (2.1.2)

con t ∈ I , dove t è il tempo e I rappresenta l’intervallo di tempo in cui si osserva il fenomeno in
esame. Sia inoltre

f(·, t) : Mf → S (2.1.3)

una famiglia ad un parametro di embedding che, per ogni t ∈ I , associa ad ogni particella di
fluido Xf una punto nello spazio S .
Si definisce configurazione attuale della miscela bifasica in esame la regione

B(t) = χ(BR, t) ∩ f(Mf , t) ⊂ S (2.1.4)

Ricordiamo che non è possibile identificare una configurazione di riferimento della fase fluida.
D’altra parte, poiché la fase fluida coesiste con la fase solida nella configurazione attuale, è possibile
studiare il suo moto attraverso il moto della fase solida, secondo il significato fornito nella seguente
definizione.

Definizione 2.1.4 (Configurazione di riferimento di una miscela bifasica, [81]).
Assumiamo che la mappa χ̌ : BR → B(t), ottenuta restringendo l’immagine del moto χ alla con-
figurazione attuale della miscela, sia invertibile, cioè tale che χ̌−1(B(t), t) = BR, per ogni t ∈ I .

La mappa χ−1 : B(t) → BR prende il nome, in questo contesto, di moto inverso della miscela ed
è definito in modo che modo che

χ̌−1(χ̌(·, t), t) = X (·, t), (2.1.5)

dove X (·, t) : BR → BR, tale che X (Xs, t) = Xs, per ogni Xs ∈ BR.

Al fine di definire quantità cinematiche e dinamiche di natura vettoriale, co-vettoriale o, più in
generale, tensoriale, risulta utile introdurre gli spazi tangenti a BR e a S .

Definizione 2.1.5 (Spazi tangenti e co-tangenti, [68]).
Data la configurazione di riferimento BR e un punto materiale X ∈ BR, denotiamo lo spazio
tangente a BR in X e il suo duale, lo spazio spazio co-tangente a BR in X, con TXBR e con
T ∗XBR, rispettivamente.

Introduciamo il fibrato tangente di BR come

TBR :=
h

X∈BR

({X} × TXBR) , (2.1.6)

e il fibrato co-tangente di BR come

T ∗BR :=
h

X∈BR

({X} × T ∗XBR) , (2.1.7)

Similmente, introduciamo gli spazi tangente e co-tangente allo spazio fisico S in x ∈ S denotati
rispettivamente con TxS e T ∗xS e i fibrati tangente e co-tangente definiti come

TS : =
h
x∈S

({x} × TxS ) , (2.1.8)

T ∗S : =
h
x∈S

({x} × T ∗xS ) . (2.1.9)
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Definizione 2.1.6 (Tensori metrici, [28]).
Introduciamo i tensori metrici associati alla configurazione attuale della miscela e allo spazio fisico,
rispettivamente, come

G(X) : TXBR → T ∗XBR, (2.1.10)
g(x) : TxS → T ∗xS . (2.1.11)

Come campi tensoriali, essi sono definiti da

G : BR → T ∗BR ⊗ T ∗BR, (2.1.12)
g : S → T ∗S ⊗ T ∗S . (2.1.13)

In seguito all’introduzione dei tensori metrici G e g possiamo introdurre la norma di Frobenius.
Sia A ∈ [TBR]20, allora

||A||G :=
ð

tr [(GA)2] (2.1.14)

Similmente, sia A ∈ [TB(t)]20, allora

||A||g :=
ð

tr [(gA)2] (2.1.15)

Definizione 2.1.7 (Velocità della fase solida e della fase fluida, [81]).
La velocità di una particella della fase solida, all’istante di tempo t e nel punto x = χ(X, t) =
χ(ks(Xs), t) è definita come

vs(x, t) := χ̇(ks(Xs), t) = χ̇(X, t), (2.1.16)

tale che vs(x, t) ∈ TxS . Allo stesso modo la velocità di una particella di fluido è definita come

vf(x, t) = ḟ(Xf , t), (2.1.17)

dove Xf = f−1(χ−1(x)). Similmente, vf(x, t) ∈ TxS . La velocità relativa tra fase solida e fase
liquida è definita come

vfs(x, t) = vf(x, t) − vs(x, t) (2.1.18)

per ogni punto x = χ(ks(Xs), t) = f(Xf , t), dove coesistono la fase solida e la fase fluida.

Definizione 2.1.8 (Tensore gradiente di deformazione, [68]).
La mappa tangente di χ(·, t) : BR → S è il gradiente di deformazione

F (X, t) : TXBR → TxS , (2.1.19)
F (X, t) := Tχ(X, t), (2.1.20)

con x = χ(X, t) e X ∈ BR. Il campo tensoriale F (·, t) associa, ad ogni punto della configurazione
di riferimento X ∈ BR, un tensore che prescrive come i vettori appartenenti a TXBR vengano de-
formati nella configurazione attuale. Come campo tensoriale, il gradiente di deformazione ammette
la definizione

F (·, t) : BR → TS ⊗ T ∗BR. (2.1.21)

Le componenti del tensore gradiente di deformazione F saranno

[F (X, t)]aA = ∂χa

∂XA
(X, t), (2.1.22)

Inoltre, il determinante J = detF è detto rapporto volumetrico. Perché si fa riferimento a defor-
mazioni della fase solida che abbiano un senso fisico, si deve assumere che J > 0.
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Definizione 2.1.9 (Tensore destro di Cauchy-Green, [68]).
Definiamo tensore destro di Cauchy-Green il tensore doppio covariante C ∈ [TBR]02:

C(X, t) : TXBR → T ∗XBR, (2.1.23)
C(X, t) = FT(χ(X, t), t)g(χ(X, t))F (X, t), (2.1.24)
C(X, t) = FT(χ(X, t), t).F (X, t). (2.1.25)

In componenti:

CAB = (FT ◦ χ)Ac(g ◦ χ)cdF dB . (2.1.26)

2.2 Frazioni di volume e densità di massa
Definizione 2.2.1 (Frazione di volume, [56]).
Denotiamo con

ϕα : S × I → (0,1), α ∈ {s, f}, (2.2.1)

la frazione di volume della fase α-esima di una miscela.

Ricordiamo che la frazione di volume della fase α-esima, ϕα, rappresenta il volume occupato dal
componente α-esimo per unità di volume della miscela. Inoltre, la frazione di volume della fase
fluida, ϕf , è detta anche porosità.

Definizione 2.2.2 (Condizione di saturazione, [56]).
Diremo che una miscela è satura se vale la condizioneØ

α

ϕα = 1. (2.2.2)

Nel caso di miscela bifasica, come quello in esame in questa Tesi, la condizione di saturazione
risulta essere

ϕs + ϕf = 1. (2.2.3)

Osservazione 2.2.1 (Volume Elementare Rappresentativo o REV). .
Seguendo le definizioni date in [56, 55], il REV (acronimo per l’inglese Representative Volume Ele-
ment) è una regione di spazio che racchiude una porzione rappresentativa del mezzo multifasico a
cui è associato. Esso, pertanto, è un volume di campionamento e, come tale, deve essere in grado
di riprodurre le eterogeneità del materiale dovute ai passaggi da una fase ad un altra, così come
deve essere in grado di captare le disomogeneità distribuite nel mezzo multifasico. Inoltre, la sua
determinazione è indipendente dal tempo e dal punto a cui esso è attaccato.

Se il REV, attaccato al punto x ∈ B(t), occupa una regione Ω(x), al suo interno saranno distingui-
bili le regioni occupate dalle fasi che compongono il materiale, che nel nostro caso sono due, solida
e fluida. Queste regioni {Ωα(x, t)} in generale dipenderanno dal punto a cui è attaccato il REV
e dall’istante di tempo t considerato. Il volume occupato dalla fase α-esima sarà quindi possibile
definirlo come la misura

Vα =
Ú

Ωα(x,t)
dV =

Ú
Ω(x)

γα(y, t) dV (2.2.4)

dove, per ogni istante di tempo t, γα(y, t) è la funzione indicatrice di Ωα(x, t):

γα(y, t) =
I

1, se y ∈ Ωα(x, t),
0, se y ∈ Ω(x) \ Ωα(x, t)

(2.2.5)

Questa procedura di media porta a definire delle proprietà del materiale mediate sul volume del
REV: la cattura, da parte del REV, delle eterogeneità dovute alle differenze di fase permette di
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definire quantità come la velocità del fluido anche laddove, a rigore, è presente solo la fase solida.
La possibilità di poter utilizzare tutti gli strumenti della Meccanica dei Continui dipende, quindi,
dall’esistenza di un REV appropriato al materiale e al problema che si vuole studiare. Come
conseguenza dell’esistenza di un REV, si possono definire le frazioni di volume

ϕα = Vαq
α Vα

. (2.2.6)

Definizione 2.2.3 (Densità di massa vera e densità di massa apparente, [57, 8]).
Denotiamo con

êα : S → (0,+∞), α ∈ {s, f}, (2.2.7)

la densità di massa vera della fase α-esima. Analogamente, denotiamo con

ρα : S → (0,+∞), (2.2.8)

la densità di massa apparente della fase α-esima.
Ricordiamo che la densità di massa vera della fase α-esima in una data miscela, detta anche densità
di massa intrinseca, esprime la massa della fase α-esima della miscela per unità di volume della
fase stessa, mentre la densità di massa apparente della fase α-esima di una miscela rappresenta la
massa della fase α-esima per unità di volume della miscela stessa. In particolare, vale la seguente
relazione

ρα := ϕαêα, (2.2.9)

da cui segue che la densità di massa vera rappresenta la densità di massa che avrebbe la fase α-esima
nel caso in cui essa fosse presente con frazione di volume ϕα = 1, con α ∈ {s, f}. L’introduzione
delle frazioni di volume permette di introdurre il concetto di miscela, come mezzo caratterizzato
dalla compresenza in ciascun punto di tutti i suoi costituenti, ciascuno con la propria frazione di
volume.
Definizione 2.2.4. (Densità di miscela, [10]).
Si definisce densità di massa di miscela la somma delle densità di massa delle diverse fasi che
definiscono la miscela, cioè:

ρ : S → (0,+∞), ρ =
Ø
α

ρα =
Ø
α

ϕαêα. (2.2.10)

A riguardo delle miscele bifasiche, la densità di massa di miscela risulta essere

ρ = ρs + ρf = ϕsês + ϕfêf . (2.2.11)

Utilizzando la condizione di saturazione, secondo cui la somma delle frazioni di volume delle due
fasi è pari a uno, possiamo riscrivere la densità di massa di miscela in funzione delle due densità
apparenti e della sola frazione di volume di uno dei due costituenti:

ρ = ϕsês + (1 − ϕs)êf = (1 − ϕf)ês + ϕfêf . (2.2.12)

Definizione 2.2.5 (Velocità di miscela, [10]).
Introduciamo il campo di velocità di miscela v, la cui espressione rappresenta una velocità media
della miscela pesata tramite le densità apparenti della miscela stessa. In particolare, per ogni t ∈ I

v(·, t) : S → TS , v = 1
ρ

Ø
α

ραvα. (2.2.13)

Nel caso di miscele bifasiche, otteniamo che v = ρsvs + ρfvf ,

Definizione 2.2.6 (Velocità di filtrazione, [47]).
Sfruttando le definizioni date in precedenza, definiamo la velocità di filtrazione come la quantità

q = ϕf(vf − vs). (2.2.14)

Vale la pena ricordar che la velocità di filtrazione può essere associata ad un flusso di massa, come
sarà chiaro nel seguito.
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2.3 Bilancio di massa di fase
Definizione 2.3.1 (Derivata sostanziale, [81, 80]).
Dato un campo scalare ψ : S → R, sufficientemente regolare sulla configurazione attuale B(t),
definiamo l’operatore di derivata sostanziale come la quantità

Dαψ = ∂tψ + gradψvα. (2.3.1)

In particolare, si può riscrivere la derivata sostanziale rispetto alla fase fluida come

Dfψ = ∂tψ + gradψvf

= ∂tψ + gradψ(vf − vs + vs)
= Dsψ + gradψvfs. (2.3.2)

Teorema 2.3.1 (Teorema di Reynolds per miscele bifasiche, [15]).
Consideriamo una superficie che evolve nel tempo Vt che incapsula, al tempo t, una regione liscia
Ωt della configurazione attuale della miscela. Inoltre, supponiamo che la superficie Vt si muova
con velocità della miscela v.
Allora la derivata temporale dell’integrale su Ωt, seguendo il moto di Vt, di un campo scalare
ψα : S → R, associato con la fase α-esima, è dato da:

d
d t

Ú
Ωt
ψα =

Ú
Ωt
∂t ψα +

Ú
∂Ωt

ψα v n (2.3.3a)

=
Ú

Ωt
∂t ψα +

Ú
∂Ωt

ψα vα n+
Ú
∂Ωt

ψα (v − vα)n (2.3.3b)

=
Ú

Ωt
{∂tψα + div(ψαvα)} +

Ú
∂Ωt

ψα (v − vα)n (2.3.3c)

=
Ú

Ωt
Dαψα +

Ú
∂Ωt

ψα (v − vα)n, (2.3.3d)

dove n è il campo di co-vettori normali alla superficie in moto.

Definizione 2.3.2 (Massa del costituente α-esimo, [66]).
Dato un volume di controllo Ωt ⊂ S , la massa del costituente α-esimo contenuto in Ωt è definita
come

Mα(Ωt) =
Ú

Ωt
êαϕα, (2.3.4)

dove êα è la vera densità della fase, ϕα è la frazione di volume della fase α-esima.

Definizione 2.3.3 (Bilancio di massa, [66]).
L’ipotesi del bilancio di massa asserisce che

d
dtMα(Ωt) = Φα(∂Ωt) + Sα(Ωt), (2.3.5)

per α ∈ {s, f}, dove Φα(∂Ωt) è il termina che rappresenta il flusso di massa definito sul bordo del
volume di controllo Ωt, mentre Sα(Ωt) è il termine che tiene conto se, all’interno del volume di
controllo, avvengono reazioni chimiche o altri fenomeni associabili a scambi di massa tra le fasi.
Ipotizziamo che queste quantità, espresse globalmente, possano essere rappresentate come

Sα(Ωt) =
Ú

Ωt
Γα, (2.3.6)

dove Γα rappresenta il tasso di aumento o diminuzione di massa per la componente α-esima per
unità di volume all’interno del volume di controllo. Allo stesso modo, il flusso attraverso il bordo
sarà espresso come

Φ(∂Ωt) =
Ú
∂Ωt

êαϕα(v − vα)n, (2.3.7)
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dove v è la velocità della miscela e vα è la velocità della fase α-esima. Il termine (v−vα) rappresenta
la velocità relativo delle fasi. In particolare ciò rappresenta il fatto che la massa della fase α−esima
possa essere scambiata al bordo del volume considerato se la sua velocità al bordo è diversa da
quella della di miscela.

Teorema 2.3.2 (Forma locale del bilancio di massa, [8, 57]).
La forma locale del bilancio di massa si può esprimere come

∂

∂t
(êαϕα) + div(êαϕαvα) = Γα. (2.3.8)

Osservazione 2.3.1 (Tasso di crescita).
Si possa assumere Γα = 0, in quanto i fenomeni che esso rappresenta (associabili a crescita,
morfogenesi e scambi di massa tra le fasi) possono essere trascurati, poichè le scale temporali
a cui essi avvengono sono ben separate dai quelli studiati in questa Tesi.
Osservando che

div(êαϕαvα) = grad(êαϕα)vα + êαϕαdivvα, (2.3.9)

e ricordando la denizione di derivata sostanziale, il bilancio di massa in forma locale si può riscrivere
come

∂

∂t
(êαϕα) + grad(êαϕα)vα + êαϕαdivvα = Dα(êαϕα) + êαϕαdivvα = 0, (2.3.10)

da cui segue che le equazioni di bilancio per fase solida e fluida possono essere riscritte come segue:

Ds(êsϕs) + êsϕs div(vs) = 0, (2.3.11a)
Df(êfϕf) + êfϕf div(vs) = 0. (2.3.11b)

2.4 Bilancio di impulso di fase
Definizione 2.4.1 (Energia cinetica virtuale, [54]).
Dato un volume di controllo Ω(t) ⊂ S , definiamo l’energia cinetica virtuale della fase α-esima,
rispetto al volume di controllo Ωt, come

Tα(Ω(t)) :=
Ú

Ω(t)
ραvα.ṽ, (2.4.1)

dove ṽ ∈ TS è una velocità virtuale ammissibile rispetto alla configurazione della miscela. Dalla
definizione di velocità virtuale, si ha che

Dtṽ := ∂tṽ + ṽ gradṽ = 0. (2.4.2)

Definizione 2.4.2 (Potenza virtuale interna, [54]).
Dato un volume di controllo Ω(t) ⊂ S , definiamo la potenza virtuale interna della fase α-esima,
rispetto al volume di controllo Ω(t), come

Pint
α (Ω(t)) := −

Ú
Ω(t)

σα : g gradṽ, (2.4.3)

dove σα è il tensore degli stress di Cauchy e ṽ è una velocità virtuale ammissibile, ovvero deve
valere ṽ ∈ TB(t).

Definizione 2.4.3 (Potenza virtuale esterna, [54]).
Dato un volume di controllo Ω(t) ⊂ S , che si muove con velocità v, definiamo la potenza virtuale
interna della fase α-esima, rispetto al volume di controllo Ω(t), come

Pext
α (Ω(t)) :=

Ú
∂Ω(t)

{ṽ. [ραvα ⊗ (v − vα)]n+ ṽ.τα}+
Ú

Ω(t)
{ραbα.ṽ +mα.ṽ + Γαvα.ṽ}, (2.4.4)

11
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dove il primo integrando del membro di destra rappresenta il flusso di massa del costituente α-
esimo, rispetto alla velocità di miscela v rispetto alla velocità vα, attraverso il bordo ∂Ω(t). Il
termine τα rappresenta le trazioni esercitate sulla fase α-esima attraverso il bordo ∂Ω(t). Il termine
bα rappresenta le forze di volume che agiscono sulla fase α-esima, Il termine mα rappresenta lo
scambio di forze tra fasi, mentre Γα è il termine che rappresenta i cambiamenti locali di massa.
Definizione 2.4.4 (Principio delle potenze virtuali).
Il principio delle potenze virtuali per la fase α-esima, rispetto alla configurazione attuale B(t),
stabilisce che

·
Tα(B(t)) +Pint

α (B(t)) = Pext
α (B(t)). (2.4.5)

Sfruttando le definizioni date in precedenza e il teorema di Reynolds per la derivazione di integrali
rispetto al tempo, possiamo scrivere:

·
Tα(B(t))= d

dt

Ú
B(t)

ραvα.ṽ =
Ú

B(t)
∂t (ραvα.ṽ) +

Ú
∂B(t)

(ραvα.ṽ)v.n

Dal primo integrale si ottieneÚ
B(t)

∂t (ραvα.ṽ) =
Ú

B(t)
[∂tρα (vα.ṽ) + ρα ∂tvα.ṽ + ραvα.∂tṽ] ,

mentre il secondo integrale restituisceÚ
∂B(t)

(ραvα.ṽ)v.n =
Ú
∂B(t)

(ραvα.ṽ)vα.n+
Ú
∂B(t)

(ραvα.ṽ) (v − vα) .n

=
Ú

B(t)
div (ραvα.ṽ vα) +

Ú
∂B(t)

(ραvα.ṽ) (v − vα) .n

=
Ú

B(t)
[div (ραvα)vα.ṽ + ρα gradvα.ṽ + ρα vα.gradṽ]

+
Ú
∂B(t)

(ραvα.ṽ) (v − vα) .n.

Sommando i risultati si ottiene
·

Tα(B(t)) =
Ú

B(t)
[∂tρα (vα.ṽ) + ρα ∂tvα.ṽ + div (ραvα)vα.ṽ + ρα gradvα.ṽ]

+
Ú

B(t)
[ραvα.∂tṽ + ρα vα.gradṽ]ü ûú ý

≡ραvα.Dtṽ=0

+
Ú
∂B(t)

(ραvα.ṽ) (v − vα) .nü ûú ý
≡

s
∂B(t)

ṽ.[ραvα⊗(v−vα)].n

=
Ú

B(t)
[∂tρα (vα.ṽ) + ρα ∂tvα.ṽ + div (ραvα)vα.ṽ + ρα gradvα.ṽ]

+
Ú
∂B(t)

ṽ. [ραvα ⊗ (v − vα)] .n.

Sommando, come previsto dal principio delle potenze virtuali, le potenze interne ed esterne e
sfruttando l’arbitrarietà di v [54], si trova la forma locale del principio delle potenze virtuali, che
nella sua formulazione non conservativa è espresso come [57, 8]

∂t (ραvα) + div (ραvα ⊗ vα) = divσα + ραbα +mα + Γαvα in B(t), (2.4.6)

o alternativamente come

ραDαvα = divσα + ραbα +mα in B(t), (2.4.7)

con la condizione al bordo

σαn = τα su ∂B(t), . (2.4.8)
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2.5 Trasformate di Piola

Le equazioni e le quantità introdotte nelle sezioni precedenti sfruttano, per la loro formulazione,
l’ipotesi di lavorare in configurazione attuale o spaziale. Questo approccio risulta sconveniente
qualora si debba passare dalla formulazione delle leggi di modello all’implementazione del modello
su un risolutore numerico: il cambiamento della forma del mezzo continuo rende necessario, ad
ogni istante, ricalcolare il dominio su cui valgono le equazioni di modello.
Scopo di questa Sezione è fornire gli strumenti necessari per poter riscrivere le leggi di bilancio
rispetto alla configurazione materiale. Con un lieve abuso di notazione, la dipendenza esplicita
dalle variabili spaziali e temporali è indicata solo se si ha composizione col moto χ.

Teorema 2.5.1 (Trasformazione dell’operatore di derivata sostanziale, [68]).
Sia Φ : S × I → R una quantità fisica di interesse scalare. Allora si dimostra che:

d

dt
(Φ(χ(X, t), t)) = (DΦ)(χ(X, t), t), (2.5.1)

dove χ : BR × I → S rappresenta il moto, mentre l’operatore D(·) rappresenta la derivata
materiale rispetto al moto,

[(DΦ)(χ(X, t), t)] = DΦ(χ(X, t), t), ∀X ∈ BR, ∀t ∈ I . (2.5.2)

Dimostrazione
Svolgiamo la derivata, sfruttando la regola di composizione.

5
d

dt
(Φ(χ(X, t), t))

6
(X, t) = ∂Φ

∂t
(χ(X, t), t) + ∂Φ

∂xi
(χ(X, t), t)∂x

i

∂t
(X, t)

= ∂Φ
∂t

(χ(X, t), t) + [gradΦ(χ(X, t), t)]i vi (χ(X, t), t)

= [∂Φ
∂t

+ gradΦv]ü ûú ý
((DΦ)(χ(X,t),t))

(χ(X, t), t), ∀X ∈ B,∀t ∈ I . (2.5.3)

Teorema 2.5.2 (Identità di Piola, [68]).
Vale la seguente relazione:

Div
#
JF−1(χ(X, t), t)

$
= 0. (2.5.4)

In componenti:

∂

∂XA

!
J(F−1(χ(X, t), t))Aa

"
= 0 (2.5.5)

Dimostrazione
Come passo preliminare, studiamo la relazione

F−1(F (χ−1(x, t), t)) = (I(χ−1(x, t), t)) ⇒ ∂

∂xb
#
(F−1)Aa(F (χ−1(x, t), t))aB

$
= 0

⇒ ∂

∂xb
#
(F−1)Aa

$
= −(F−1)Ac

∂

∂xb
#
(F (χ−1(x, t), t))cB

$
(F−1)Ba

⇒ ∂

∂xb
#
(F−1)Aa

$
= −(F−1)Ac

5
∂F cB
∂XR

(χ−1(x, t), t)
6

(F−1)Rb(F−1)Ba
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A questo punto, possiamo procedere con il calcolo diretto

∂

∂XA

!
J(F−1(χ(X, t), t))Aa

"
=

= ∂J

∂XA
(F−1(χ(X, t), t))Aa + J

∂(F−1(χ(X, t), t))Aa
∂XA

= ∂J

∂F bB

∂F bB
∂XA

(F−1(χ(X, t), t))Aa + J

5
∂(F−1)Aa

∂xb
(χ(X, t), t)

6
F bA

= J(F−T)bB
∂F bB
∂XA

(F−1(χ(X, t), t))Aa

− J(F−1(χ(X, t), t))Ac
∂F cB
∂XR

(F−1(χ(X, t), t))Rb(F−1(χ(X, t), t))BaF bA

= J(F−1(χ(X, t), t))Bb
∂F bB
∂XA

(F−1(χ(X, t), t))Aa − J(F−1(χ(X, t), t))Ac
∂F cB
∂XA

(F−1 ◦ χ)Ba

= J(F−1(χ(X, t), t))Bb
∂F bB
∂XA

(F−1 ◦ χ)Aa − J(F−1(χ(X, t), t))Ac
∂F cA
∂XB

(F−1(χ(X, t), t))Ba

= 0

Teorema 2.5.3 (Legame tra i gradienti di quantità spaziali e materiali, [68]).
Dato un campo vettoriale

u : B(t) × I → T S (2.5.6)

vale la seguente relazione

Grad(u(χ(X, t), t)) = [FTgradu](χ(X, t), t) (2.5.7)

Dimostrazione
Verifichiamo la relazione con un calcolo diretto in componenti

∂(ub(χ(X, t), t))
∂XA

=
53

∂ub

∂xa

4
(χ(X, t), t)

6
∂xa

∂XA

=
53

∂ub

∂xa

4
(χ(X, t), t)

6
F aA

Passando alla rappresentazione tensoriale

Grad(u(χ(X, t), t)) = [(gradu)(χ(X, t), t)]F
= [FT(χ(X, t), t)][(gradu)(χ(X, t), t)]
= [FTgradu](χ(X, t), t)

Teorema 2.5.4 (Legame tra la divergenza di quantità spaziali e materiali, [68]).
Dato un campo vettoriale

u : B(t) × I → T S (2.5.8)

vale la seguente relazione

Div[J(F−1(χ(X, t), t))(u(χ(X, t), t))] = J [(divu)(χ(X, t), t)] (2.5.9)

Dimostrazione
Verifichiamo la relazione con un calcolo diretto
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Div[J(F−1(χ(X, t), t))(u(χ(X, t), t))] =

= ∂

∂XA
[J(F−1(χ(X, t), t))Aa(u(χ(X, t), t))a]

= ∂

∂XA
[J(F−1(χ(X, t), t))Aa]ü ûú ý

≡0

(u(χ(X, t), t))a + J(F−1(χ(X, t), t))Aa
∂

∂XA
[(u(χ(X, t), t))a]

= J(F−1(χ(X, t), t))Aa[(gradu)(χ(X, t), t)]abF bA
= J [(gradu)(χ(X, t), t)]aa
= J [(divu)(χ(X, t), t)]

Definizione 2.5.1 (Primo tensore di Piola-Kirchhoff, [68]).
Dato il tensore degli sforzi di Cauchy per la fase α-esima, σα, si definisce primo tensore degli sforzi
di Piola-Kirchhoff il tensore

P α = J(σα(χ(X, t), t))F−T. (2.5.10)

In componenti si ha

[P α]aA = J [σα(χ(X, t), t)]ab[F−T]bA. (2.5.11)

Definizione 2.5.2 (Trasformate materiali, [68]).
Introduciamo adesso le trasformate nella configurazione di riferimento delle quantità introdotte in
precedenza.
La densità vera della fase α-esima nel riferimento êαR è definita come

êαR = êα(χ(X, t), t).

La frazione di volume della fase α-esima nel riferimento ϕαR è definita come

ϕαR = Jϕα(χ(X, t), t).

La velocità del fluido nel riferimento vfR è definita come

vfR = vf(χ(X, t), t).

La velocità della fase solida nel riferimento vsR è definita come

vsR = vs(χ(X, t), t).

La pressione nel riferimento p è definita come

p = p(χ(X, t), t).

Le forze volumetriche agenti sulla fase fluida nel riferimento bfR sono definite come

bfR = bf(χ(X, t), t)

La velocità di filtrazione nel riferimento Q è definita come

Q = J [(F−1q)(χ(X, t), t)]

2.6 Rimodellamento
Sperimentalmente si può osservare che alcune classi di tessuti biologici, così come gli aggregati
cellulari che sono oggetto di questo lavoro, una volta sottoposti a carichi esterni o in risposta
stimoli (meccanici, biologici) interni o esterni, non riescono più a ritornare ad occupare la loro
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2 – Fenomeni anelastici in miscele bifasiche

configurazione iniziale, ma si rilassano verso uno stato in cui sono presenti delle tensioni e/o delle
deformazioni residue. Questo perché il tessuto, dopo una prima risposta elastica, risulta soggetto
a fenomeni di rimodellamento, cioè ad una serie di trasformazioni che comportanto un’evoluzione
della sua struttura interna, in generale non reversibili, che conducono ad una variazione delle sue
proprietà meccaniche e idrauliche.
Facendo ricorso alla teoria dell’Elastoplasticità [84, 74] l’evoluzione strutturale di un tessuto è
interpretato come una successione di deformazioni anelastiche, descritte da un tensore del secondo
ordine misto. Tale tensore, denotato con Fp, è introdotto facendo ricorso alla decomposizione
moltiplicativa di Bilby-Kröner-Lee del gradiente di deformazione, introducendo dei gradi di libertà
che descrivono i cambiamenti anelastici associati al rimodellamento.
Per quanto riguarda la teoria sul rimodellamento, anche in relazione alla teoria dell’Elastoplasticità
cui prende ispirazione, facciamo riferimento ai segunti riferimenti bibliografici [74, 84, 25, 52, 49,
20, 43, 40, 21, 50, 16, 65, 63, 62, 82].
Definizione 2.6.1. (Decomposizione di Bilby-Kröner-Lee del gradiente di deformazione) Il gra-
diente di deformazione F è decomposto moltiplicativamente come

F = FeFp (2.6.1)

dove Fe è il tensore associato alle distorsioni puramente elastiche e Fp è il tensore associato alle
deformazioni anelastiche.
Il rapporto volumetrico J = detF si riscrive, quindi, come J = Je Jp, dove Je = detFe, Jp = detFp.
In generale, sia Fe che Fp sono non singolari, mentre si può osservare che Fp, in generale, non sia
la mappa tangente di un moto e, a tale proposito, si può dire che il tensore Fp è non integrabile.
Discorso analogo vale per il tensore delle distorsioni anelastiche Fe.
Nel modello in esame, si fa l’ulteriore ipotesi che le distorsioni anelastiche siano isocore, cioè
detJp = 1. È necessario, quindi che, la prescrizione della legge evolutiva delle distorsioni anelastiche
sia tale che questo vincolo sia rispettato per per ogni tempo e per ogni punto materiale.
Seguendo quanto fatto in [20, 21, 50], si può interpretare Fp come l’applicazione che mappa, al
tempo t ∈ I , lo spazio tangente TX BR nello spazio vettoriale NX(t), in cui gli elementi di corpo
si trovano nel loro stato naturale, privo cioè di sforzi residui.
Definizione 2.6.2. (Tensori metrici).
Associamo allo stato naturale NX(t) il tensore metrico η, con il quale è possibile definire il tensore
di Cauchy-Green destro associato alle distorsioni plastiche e il suo inverso

Cp := FT
p .Fp = FT

p ηFp, Bp := C−1
p = F−1

p .F−T
p = F−1

p η#F−T
p . (2.6.2)

Infine, introduciamo il tensore di Cauchy-Green destro associato alle distorsioni elastiche

Ce := FT
e .Fe = FT

e gFe. (2.6.3)

Nello sviluppo del modello, fondamentale è l’ipotesi di isotropia dell’aggregato cellulare. Nonostante
la numerosità di collegamenti intermolecolari, nel costruire il modello si suppone che non ci siano
direzioni privilegiate lungo il quale il materiale ha propensione ad allungarsi, come accadrebbe nel
caso in cui, insieme alle cellule, fossero presenti delle fibre.
L’ipotesi di isotropia permette, nell’esaminare le deformazioni elastiche che contraddistinguono
parte del modello, di poter scegliere una densità di energia di strain che dipenda interamente
dagli autovalori del gradiente di deformazione elastico, permettendo così di ridurre il numero di
informazioni necessarie e compattare le equazioni. Nel caso dell’aggregato cellulare, si sceglie a
priori un’energia del tipo Holmes-Maw, spesso utilizzata per modellizzare tessuti biologici.

2.7 Definizione dell’apparato sperimentale
L’apparato sperimentale che consideriamo in questo lavoro è composto da due piatti cilindrici, in
mezzo alle quali si pone lo sferoide multicellulare, soggetto a compressione uniassiale con controllo
di spostamento imposto sulla piastra inferiore.
Nella Tabella 2.1 sono presenti i parametri geometrici dell’apparato sperimentale nella configura-
zione di riferimento.

16



2.7 – Definizione dell’apparato sperimentale

Definizione 2.7.1. (Configurazione materiale dell’apparato sperimentale).
Sia BR la configurazione materiale dell’apparato sperimentale. Allora, introduciamo la seguente
notazione:

• Bsph ⊂ BR è la configurazione di riferimento dello sferoide cellulare;

• Bup ⊂ CR è la configurazione di riferimento della piastra superiore;

• Bbt ⊂ BR è la configurazione di riferimento della piastra inferiore.

Definizione 2.7.2. (Configurazione attuale dell’apparato sperimentale).
Sia B(t) la configurazione attuale dell’apparato sperimentale al tempo t. Allora la seguente nota-
zione:

• B(t) ⊂ B(t) è la configurazione di riferimento dello sferoide multicellulare;

• B(t) ⊂ B(t) è la configurazione di riferimento della piastra superiore;

• B(t) ⊂ Ct è la configurazione di riferimento della piastra inferiore;

Allo stesso modo, si può particolareggiare il bordo ∂B(t) della configurazione attuale B(t) al
tempo t. Ciò facilita la discussione delle condizioni al bordo che saranno imposte successivamente,
allorché si definirà il benchmark test studiato in questa Tesi. In particolare, nei Capitoli successivi
andremo a introdurre il bordo libero Γü(t) e il bordo di contatto Γc(t), su cui, però, andranno
definite specifiche condizioni al contorno. Al momento definiamo

• ΓD,χ
α (t) ⊂ ∂B(t) come il sottoinsieme del bordo libero in cui sono imposte le condizioni di

Dirichlet sullo spostamento. Il pedice α = sph,up,bt indica il relativo sottosistema, dove
α = sph corrisponde allo sferoide, bt corrisponde alla piastra inferiore e up corrisponde alla
piastra superiore.

• ΓN,χ
α (t) ⊂ ∂B(t) come il sottoinsieme del bordo libero in cui sono imposte le condizioni di

Neumann sullo spostamento. Il pedice α = sph,up,bt indica il relativo sottosistema, dove
α = sph corrisponde allo sferoide, bt corrisponde alla piastra inferiore e up corrisponde alla
piastra superiore.

Per poter imporre le condizioni sulla pressione del fluido p definiamo

• ΓD,p
α (t) ⊂ ∂B(t) come il sottoinsieme del bordo libero in cui sono imposte le condizioni di

Dirichlet sulla pressione. Il pedice α = sph,up,bt indica il relativo sottosistema, dove α = sph
corrisponde allo sferoide, bt corrisponde alla piastra inferiore e up corrisponde alla piastra
superiore.

• ΓN,p
α (t) ⊂ ∂B(t) come il sottoinsieme del bordo libero in cui sono imposte le condizioni

di Neumann sulla pressione. Il pedice α = sph,up,bt indica il relativo sottosistema, dove
α = sph corrisponde allo sferoide, bt corrisponde alla piastra inferiore e up corrisponde alla
piastra superiore.

Per poter imporre le condizioni sulla velocità del fluido vf definiamo

• ΓD,vf
α (t) ⊂ ∂B(t) come il sottoinsieme del bordo libero in cui sono imposte le condizioni di

Dirichlet sulla velocità del fluido. Il pedice α = sph,up,bt indica il relativo sottosistema,
dove α = sph corrisponde allo sferoide, bt corrisponde alla piastra inferiore e up corrisponde
alla piastra superiore.

• ΓN,vf
α (t) ⊂ ∂B(t) come il sottoinsieme del bordo libero in cui sono imposte le condizioni di

Neumann sulla velocità del fluido. Il pedice α = sph,up,bt indica il relativo sottosistema,
dove α = sph corrisponde allo sferoide, bt corrisponde alla piastra inferiore e up corrisponde
alla piastra superiore.
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2 – Fenomeni anelastici in miscele bifasiche

Tabella 2.1: Caratteristiche geometriche

Parametro Simbolo Valore numerico Unità di misura Riferimento
Lunghezza piatti L 0.4 mm -
Altezza piatti H 0.05 mm -
Raggio sferoide Rs 0.1 mm -
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Capitolo 3

Ipotesi costitutive e studio della
dissipazione

In questo capitolo provvediamo ad enucleare i principali passaggi che conducono alla scrittura
delle equazioni del modello matematico presentato, nella loro versione spaziale e materiale. Il
punto di partenza sono le equazioni di bilancio di massa e di impulso, introdotte nel Capitolo
2, e adattate al problema biologico preso in considerazione in questa Tesi. Ricordiamo che, nella
fattispecie, l’aggregato multicellulare è modellato come una miscela bifasica in cui la fase fluida
corrisponde al liquido interstiziale e la fase solida rappresenta l’agglomerato formato dalle cellula
e dalla componente solida dell’ambiente extracellulare [49, 20].

3.1 Equazioni di bilancio
Ricordiamo che la forma Euleriana del bilancio di massa della fase solida e del bilancio di massa
della fase fluida è [8, 57]

∂t(êsϕs) + div(êsϕsvs) = 0, (3.1.1a)
∂t(êfϕf) + div(êfϕfvf) = 0. (3.1.1b)

Assumendo che le densità vere ês e êf della fase solida e della fase fluida siano costanti le Equazioni
(3.1.1) si riscrivono come

∂tϕs + div(ϕsvs) = 0, (3.1.2a)
∂tϕf + div(ϕfvf) = 0, (3.1.2b)

da cui segue la scrittura equivalente

Dsϕs + ϕs div(vs) = 0, (3.1.3a)
Dsϕf + ϕf div(vs) + div(ϕfvfs) = 0. (3.1.3b)

Nelle Equazioni (3.1.3), Dsϕs e Dsϕf rappresentano le derivata sostanziali di ϕs e ϕf eseguite
rispetto al moto della fase solida (si veda la Definizione 2.3.1).

Ricordiamo inoltre che il bilancio di impulso della fase solida e il bilancio di impulso della fase
fluida, scritti rispetto alla configurazione attuale, sono [57, 8]

êsϕs Dsvs = divσs + êsϕsbs +ms, (3.1.4a)
êfϕf Dfvf = divσf + êfϕfbf +mf , (3.1.4b)

dove, con α = s, f, Dαvα = ∂tvα + (gradvα)vα = aα è l’accelerazione della fase α-esima, σα è
il tensore degli sforzi di Cauchy della fase α-esima, êαϕαbα è la forza volumetrica esterna agente
sulla fase α-esima, mentre mα rappresenta l’impulso scambiato tra la fase α-esima e l’altra fase.
Nel modello, consideriamo una miscela chiusa rispetto all’impulso [57, 8], ossia soddisfacente la
relazione ms +mf = 0.
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3 – Ipotesi costitutive e studio della dissipazione

3.2 Studio della dissipazione
Nel quadro teorico adottato in questo lavoro, la dissipazione per questo modello di aggregato
cellulare, ripresa dalla formulazione in [47], che a propria volta segue da [57, 8], può essere definita
nel seguente modo:Ú

V (t)
D = − d

dt

Ú
V (t)

(ρψ +K)+
Ú

V (t)
(ρsbsvs + ρfbfvf) +

Ú
∂V (t)

[(σs.n).vs + (σf .n).vf ]

+
Ú
∂V (t)

(ρsψs +Ks)(v − vs).n+
Ú
∂V (t)

(ρfψf +Kf)(v − vf).n ≥ 0, (3.2.1)

dove V (t) ⊂ B(t) è un volume arbitrario di controllo e n è il campo di versori normali alla superficie
∂V (t). Ricordando che

ρψ = ρsψs + ρfψf (3.2.2a)
K = Ks +Kf (3.2.2b)

sono, rispettivamente, l’energia di deformazione e l’energia cinetica di una miscela bifasica per
unità di volume della configurazione attuale, otteniamoÚ

V (t)
D = − d

dt

Ú
V (t)

(ρψ +K)+
Ú

V (t)
(ρsbsvs + ρfbfvf) +

Ú
∂V (t)

[(σs.n).vs + (σf .n).vf ]

+
Ú
∂V (t)

(ρψ +K)v.n−
Ú
∂V (t)

(ρsψs +Ks)vs.n−
Ú
∂V (t)

(ρfψf +Kf)vf .n ≥ 0. (3.2.3)

Inoltre, dall’applicazione del Teorema di Reynolds e del Teorema di Gauss, risulta che

d
dt

Ú
V (t)

(ρψ +K) =
Ú

V (t)
∂t(ρψ +K) +

Ú
∂V (t)

(ρψ +K)v.n, (3.2.4a)Ú
∂V (t)

(ρsψs +Ks)vs.n =
Ú

V (t)
div[(ρsψs +Ks)vs], (3.2.4b)Ú

∂V (t)
(ρfψf +Kf)vf .n =

Ú
V (t)

div[(ρfψf +Kf)vf ], (3.2.4c)

da cui si ricava cheÚ
V (t)

D = −
Ú

V (t)
∂t(ρψ +K)+

Ú
V (t)

(ρsbs.vs + ρfbf .vf) +
Ú
∂V (t)

[(σs.n).vs + (σf .n).vf ]

−
Ú

V (t)
div[(ρsψs +Ks)vs] −

Ú
V (t)

div[(ρfψf +Kf)vf ] ≥ 0. (3.2.5)

Per semplicità, l’espressione precedente può essere scritta come segueÚ
V (t)

D = −
Ú

V (t)
[∂t(ρψ) + div(ρsψsvs) + div(ρfψfvf)] −

Ú
V (t)

[∂tK + div(Ksvs) + div(Kfvf)]

+
Ú

V (t)
(ρsbs.vs + ρfbf .vf) +

Ú
∂NB(t)

[(σs.n).vs + (σf .n).vf ] ≥ 0. (3.2.6)

Sviluppando opportunamente le espressioni del primo e del secondo integrale dell’Equazione (3.2.6)
e sfruttando i bilanci di massa della fase solida e della fase fluida, la dissipazione assume la forma:Ú

V (t)
D = −

Ú
V (t)

[ρsDsψs + ρfDsψf + ρsvs.Dsvs + ρfvf .Dfvf + ρf gradψfvfs]

+
Ú

V (t)
(ρsbs.vs + ρfbf .vf)] +

Ú
∂V (t)

[σT
s .vs + σT

f .vf ].n ≥ 0. (3.2.7)
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Siccome il nostro modello è isotermo e il fluido non è comprimibile, per tutti questi motivi possiamo
ritenere l’energia libera di Helmoltz del fluido ψf costante per i calcoli successivi. Pertanto poniamo
Dsψf = 0 e gradψf = 0. Inoltre, applicando il Teorema di Gauss all’ultimo integrale, utilizzando le
equazioni del moto (3.1.4) e localizzando l’espressione risultante, possiamo riscrivere la dissipazione
come

D = −ρsDsψs + σs : g gradvs + σf : g gradvf −ms.vs −mf .vf ≥ 0. (3.2.8)

Infine, ricordando che ms +mf = 0, otteniamo

D = −ρsDsψs + σs : g gradvs + σf : g gradvf −mf .vfs ≥ 0. (3.2.9)

Sommando le equazioni di bilancio (3.1.2), e sfruttando la condizione di saturazione della miscela
[8, 47], possiamo scrivere

V = div[(1 − ϕf)vs + ϕfvf ] (3.2.10a)
= ϕs divvs + ϕf divvf + gradϕf vfs (3.2.10b)
= ϕs g

# : g gradvs + ϕf g
# : g gradvf + gradϕf vfs = 0. (3.2.10c)

Rifacendoci a [49, 57, 8, 47, 50], introduciamo il campo scalare della pressione p come moltiplicatore
di Lagrange, rappresentativo del vincolo di saturazione e dell’incomprimibilità delle fasi, e scriviamo
la dissipazione totale come

D̃ = −ρsDsψs +(σs +pϕsg
#) :g gradvs +(σf +pϕfg

#) :g gradvf

+ ϕ−1
f (mf + gradϕf).q ≥ 0 (3.2.11a)

= −ρsDsψs +(gσs +pϕsi
T) : gradvs +(gσf +pϕfi

T) : gradvf

+ ϕ−1
f (mf +pg# gradϕf).q ≥ 0. (3.2.11b)

Osservazione 3.2.1 (Trasformazioni di quantità di interesse).
Prima di procedere, ricordiamo le definizioni di alcune quantità di interesse e le relative leggi di
trasformazione. Definiamo frazione di volume della fase solida nello stato naturale, la quantità

ϕsν(X, t) = Je(X, t)ϕs(χ(X, t), t). (3.2.12)

Inoltre, detta ϕsR la frazione di volume della fase solida nella configurazione di riferimento, valgono
le seguenti leggi di trasformazione

ϕsR(X, t) = J(X, t)ϕs(χ(X, t), t)
= Jp(X, t)Je(X, t)ϕs(χ(X, t), t)
= Jp(χ(X, t), t)ϕsν(X, t). (3.2.13)

Le trasformazioni che coinvolgono le densità di massa sono le seguenti:

ραR(X, t) = J(X, t)ρα(χ(X, t), t) (3.2.14a)
ραν(X, t) = Je(X, t)ρα(χ(X, t), t) (3.2.14b)

da cui segue che

ραR(X, t) = J(X, t)ρα(χ(X, t), t)
= J(X, t)ϕα(χ(X, t), t)ü ûú ý

ϕαR(X,t)

(êα(χ(X, t), t))ü ûú ý
êαR(X,t)

= ϕαR(X, t)êαR(X, t), (3.2.15)

e che la densità vera si riscrive come êαR(X, t) = êα(χ(X, t), t). Inoltre

ραR(X, t) = J(X, t)ρα(χ(X, t), t)
= Je(X, t)Jp(X, t)ρα(χ(X, t), t)
= Jp(X, t)ραν(X, t) (3.2.16)
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e

ραν(X, t) = Je(X, t)ρα(χ(X, t), t)
= Je(X, t)ϕα(χ(X, t), t)êα(χ(X, t), t)
= ϕαν(X, t)êα(χ(X, t), t). (3.2.17)

Le trasformazioni che coinvolgono le densità di energia di deformazione sono le seguenti:

WαR(X, t) = J(X, t)Ψα(χ(X, t), t) (3.2.18a)
Wαν(X, t) = Je(X, t)Ψα(χ(X, t), t) (3.2.18b)

essendo WαR e Ψα le densità di energia per unità di volume della configurazione di riferimento e
attuale, rispettivamente, Segue allora che

WαR(X, t) = J(X, t)Ψα(χ(X, t), t)
= J(X, t)ρα(χ(X, t), t)ü ûú ý

ραR(X,t)

ψα(χ(X, t), t)ü ûú ý
ψαR(X,t)

= ραR(X, t)ψαR(X, t), (3.2.19)

dove Ψα = ραψα, essendo ψα la densità di energia per unità di massa della configurazione attuale.
In particolare, si ottiene che la densità di energia per unità di massa della configurazione attuale si
trasforma come ψαR(X, t) = ψα(χ(X, t), t), essendo ψαR la densità di energia per unità di massa
della configurazione di riferimento. Inoltre

WαR(X, t) = J(X, t)Ψα(χ(X, t), t)
= Je(X, t)Jp(X, t)Ψα(χ(X, t), t)
= Jp(X, t)Wαν(X, t), (3.2.20)

e

Wαν(X, t) = Je(X, t)Ψα(χ(X, t), t)
= Je(X, t)ρα(χ(X, t), t)ψα(χ(X, t), t)
= ραν(X, t)ψα(χ(X, t), t), (3.2.21)

essendo Wαν la densità di energia per unità di massa dello stato naturale.
Ricordando che, con un lieve abuso di notazione, il primo tensore degli sforzi di Piola-Kirchhoff

della fase solida e della fase fluida può essere scritto come P s := JσsF
−T e P f := JσfF

−T,
impiegando le trasformate di Piola introdotte nella Sezione 2.5 e ricordando le definizioni materiali
delle variabili di interesse date nella Sezione 2.5.2, la dissipazione, scritta per unità di volume della
configurazione di riferimento, risulta essere

DR = −ẆsR + (gP s + pϕsRF
−T) : GradvsR + (gP f + pϕfRF

−T) : GradvfR

+ Jϕ−1
fR

è
mf + pg# F−TGrad

1ϕfR

J

2é
.FQ, (3.2.22)

dove la densità di energia può essere definita costitutivamente come

WsR = JpW̌sν(F e) = JpŴsν(FF−1
p ) = JpW̃sν(F ,F p). (3.2.23)

Nell’ipotesi in cui il rimodellamento è supposto isocoro, quindi con Jp = detF p = 1, è possibile
dimostrare che

ẆsR = P sc : gḞ − Σsc : GLp, (3.2.24)

22



3.2 – Studio della dissipazione

dove abbiamo introdotto il primo tensore degli sforzi di Piola-Kirchhoff costitutivo della fase solida

P sc = g# ∂Ŵsν

∂F e
F−T

p , (3.2.25)

e la parte costitutiva del tensore di Mandell “materiale”

Σsc = G#FTgP sc, (3.2.26)

come forza coniugata al tensore di velocità delle distorsioni anelastiche

Lp = F−1
p Ḟ p. (3.2.27)

Si noti che la parte costitutiva del tensore di Mandel si può scrivere come Σsc = G#CSsc, dove
Ssc = F−1P sc è la parte costitutiva del secondo tensore degli sforzi di Piola-Kirchhoff. Sostituendo
l’Equazione (3.2.24) nell’Equazione (3.2.22), e ricordando che GradvsR = Ḟ , otteniamo

DR = (−gP sc + gP s+pϕsRF
−T) : Ḟ + (gP f + pϕfRF

−T) : GradvfR

+ Jϕ−1
fR

è
mf + pg# F−TGrad

1ϕf

J

2é
.FQ+ Σsc : GLp ≥ 0. (3.2.28)

Applicando la procedura di Coleman e Noll possiamo scrivere

P s = P sc − pϕsRg
#F−T, (3.2.29)

P f = −pϕfRg
#F−T, (3.2.30)

e, introducendo la componente dissipativa della densità di forza mfd [47], cioè

mfd = mf + pg# F−TGrad
1ϕfR

J

2
, (3.2.31)

otteniamo la dissipazione residua [47]

D̃res = Jϕ−1
fRmfd.FQ+ Σsc : GLp ≥ 0. (3.2.32)

Imponiamo adesso che il primo e il secondo addendo del secondo membro dell’Equazione (3.2.32)
siano non negativi, ciascuno indipendentemente dall’altro. Ciò conduce alle disuguaglianze [49, 20]

D̃res,fluido :=
è
mf + pg# F−TGrad

1ϕfR

J

2é
.FQ ≥ 0, (3.2.33a)

D̃res,rem := Σsc : GLp ≥ 0. (3.2.33b)

dove D̃res,fluido e D̃res,rem descrivono rispettivamente la dissipazione dovuta alle interazioni di
scambio tra solido e fluido e quella dovuta al rimodellamento.

Nel seguito supponiamo che la disuguaglianza (3.2.33a) sia rispettata sotto l’ipotesi che la
densità di forza dissipativa mfd sia una funzione lineare di Q [48]. A tal proposito, supponiamo
che valga la relazione

mfd = ϕfRg
#F−TK−1Q, (3.2.34)

dove K è detto tensore di permeabilità materiale ed è un tensore del secondo ordine doppio, con
componenti controvarianti, e, nel contesto in esame, simmetrico e definito positivo. Si noti che
l’inverso del tensore di permeabilità, ossia K−1, prende il nome di tensore di resistività. In alcune
trattazioni, come ad esempio [57, 48] si preferisce esprimeremfd in termini del tensore di resistività,
il quale però, in generale, potrebbe non essere invertibile. In questa Tesi, invece, si suppone che esso
lo sia e che sia dato dall’inverso della permeabilità. Si osservi inoltre che, in virtù delle ipotesi fatte,
sostituendo l’espressione (3.2.34) nell’Equazione della dissipazione residua del fluido (3.2.33a) si
ottiene

D̃res,fluido = ϕfRQK
−1Q ≥ 0, (3.2.35)
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3 – Ipotesi costitutive e studio della dissipazione

cioè che D̃res,fluido diviene una forma quadratica di Q e pertanto, date le ipotesi su K, essa si
annulla solo per Q = 0.

A riguardo dell’Equazione (3.2.33b), osserviamo che valgono le identità

Σsc : GLp = GΣscB
−1
p : LpBp = GΣscB

−1
p : sym(LpBp), (3.2.36)

dove abbiamo utilizzato il fatto che il tensore GΣscB
−1
p è simmetrico in virtù dell’isotropia del

legame costitutivo. Inoltre, ricordiamo che

sym(LpBp) = sym(F−1
p Ḟ pF

−1
p .F−T

p ) = sym(− ˙
F−1

p .F−T
p ) (3.2.37)

= −1
2( ˙
F−1

p .F−T
p + F−1

p .
˙

F−T
p ) = −1

2
˙

F−T
p .F−1

p = − 1
2Ḃp. (3.2.38)

Pertanto possiamo riscrivere la Equazione (3.2.33b) come

Σsc : GLp = −GΣscB
−1
p : 1

2Ḃp = −GΣsc : 1
2ḂpB

−1
p . (3.2.39)

Ricordando che il tensore ḂpB
−1
p è un tensore deviatorico possiamo scrivere

Σsc : GLp = −dev(GΣsc)B−1
p : 1

2Ḃp. (3.2.40)

Osserviamo quindi, che la dissipazione residua D̃res,rem deve verificare

−dev(GΣsc)B−1
p : 1

2Ḃp ≥ 0. (3.2.41)

A partire dal rispetto della Equazione (3.2.41) è possibile ottenere una equazione per Bp. Come
ciò sia effettuato esula dagli scopi di questa Tesi, e pertanto si rimanda alla letteratura [74, 49].
Qui ci limitiamo a osservare che una relazione del tipo

Ḃp = −2ζpBpdev(GΣsc) = −2ζpBpGdev(Σsc), (3.2.42)

è compatibile con la Equazione (3.2.41).
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Capitolo 4

Modello matematico

In questo Capitolo, sulla base di quanto esposto in precedenza, ci si pone l’obiettivo di presentare un
modello matematico che indaghi la risposta meccanica di uno sferoide multicellulare sottoposto a
compressione uniassiale e soggetto a rimodellamento. In particolare, partendo dal lavoro presentato
in [43], che fungerà da termine di paragone per i risultati ottenuti in questo lavoro, adatteremo il
quadro teorico ivi sviluppato al caso di uno sferoide multicellulare studiato come mezzo bifasico.
Nel fare ciò, descriveremo le equazioni associate ai diversi processi che caratterizzano i fenomeni
in esame, ossia la compressione e il rimodellamento dello sferoide, e metteremo in luce il quadro
costitutivo entro cui tale sistema fisico può essere inserito.

4.1 Modello matematico per lo sferoide multicellulare
Dal momento che il tipo di rimodellamento cui siamo interessati si sviluppa su scale temporali molto
piccole rispetto a quelle che, in generale, caratterizzano la crescita del tessuto stesso, quest’ultimo
fenomeno è trascurato nella formulazione del modello cui faremo riferimento in questo lavoro.
A differenza del lavoro sviluppato in [43], in cui si considera un modello monofasico di sferoide,
in questa Tesi si fa l’ipotesi che lo sferoide sia multifasico e consti di una fase fluida e di una fase
solida. Quindi, come osservato anche in precedenza, siamo interessati all’evoluzione della fase fluida
e di come quest’ultima interagisca con l’evoluzione della struttura interna del tessuto stesso.
Osservazione 4.1.1. Ipotesi del continuo per lo studio di sferoidi multicellulari.
Nell’ottenere le equazioni che descrivono la compressione di aggregati cellulari soggetti a rimodel-
lamento, consideriamo sfeoridi cellulari con raggi che variano da circa 102 µm = 10−1 mm, facendo
riferimento a [87, 36, 35, 34], sino a 1 mm circa (questo è il caso, ad esempio, degli sferoidi tumorali
in fase avascolare). In [43] si osserva, inoltre, che poiché le cellule, pensate come sfere, possiedono
raggi tra i 5µm e i 10µm, è possibile stimare che lo sferoide sia costituito da un numero di cellule
dato da 4

3πR
3
sph/

4
3πr

3
cell ≈ 1000 − 8000, ottenibile dal rapporto tra il volume dello sferoide e il

volume medio di una cellula. Ciò è coerente con quanto riportato in [67, 64]. Risulta quindi nu-
mericamente poco conveniente l’utilizzo di modelli discreti per lo studio della meccanica di questi
sferoidi multicellulari [43]. In aggiunta a queste considerazioni, Giverso et al. [43] osservano che
gli spostamenti imposti negli esperimenti di compressione degli sferoidi sono di norma di ampiezza
confrontabile con le dimensioni caratteristiche degli sferoidi stessi, il che permette di ottenere una
separazione di scala, tra la singola cellula e uno sferoide nel suo complesso, tale da giustificare
l’impiego della Meccanica dei Continui.
In questa Tesi, si fa riferimento all’approccio sviluppato in [49] per l’analisi dei modelli di riorga-
nizzazione strutturale degli aggregati cellulari formulati in [51, 39, 40, 42, 38]. Come mostreremo
in seguito, il quadro costitutivo presentato in tali lavori si presta bene a descrivere il sistema fisico
trattato in questa Tesi.
Osservazione 4.1.2. Isotropia e omogeneità degli sferoidi multicellulari.
In questa Tesi, seguendo l’approccio proposto in [43], si suppone che lo sferoide multicellulare sia
isotropo e omogeneo.
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4 – Modello matematico

Secondo quanto riportato in [43], l’ipotesi di isotropia è motivata essenzialmente da due aspetti
della microstruttura degli sferoidi considerati: in primo luogo, le cellule di tali sferoidi risultano
molto interconnesse tra loro in virtù della presenza di un elevato numero di legami intercellulari;
in secondo luogo, la quantità di matrice extracellulare è relativamente ridotta. Per tali ragioni il
collagene della matrice extracellulare non riesce ad innestarsi tra le cellule e a generare, quindi,
direzioni privilegiate per la deformazione del materiale e/o per lo scorrimento del fluido. Queste
considerazioni nell’ambito del modello presentato nel seguito, conducono alla scelta di una energia
di deformazione isotropa e ad una legge di rimodellamento compatibile con tale simmetria mate-
riale. In particolare, quest’ultima caratteristica del modello matematico riveste un ruolo di grande
rilievo nella descrizione e nella selezione della tipologia di evoluzione strutturale che può avvenire
nel materiale. Infatti, con essa escludiamo a priori evoluzioni materiali che comportano una “fuo-
riuscita” dal gruppo di simmetria materiale assegnato, come avverrebbe invece, ad esempio, con
una transizione di fase (per approfondimenti sulla questione si rimanda, per esempio, a [25]).

In generale, se consideriamo modelli non omogenei, i parametri meccanici del sistema in esame,
così come i parametri idraulici, devono, in linea di principio, dipendere dei punti materiali del
mezzo continuo che si studia. Talvolta, però, sia per questioni legate alla semplificazione delle
simulazioni numeriche, sia per la mancanza di dati sperimentali, si assume che tali parametri siano
costanti e indipendenti dal punto materiale nel quale sono misurati. Bisogna anche tener presente
che l’impiego dell’ipotesi di non-omogeneità nella composizione di un mezzo continuo comporta la
presenza di regioni in cui il rimodellamento può essere più o meno pronunciato rispetto ai modelli
omogenei, il che potrebbe condurre a configurazioni più complesse dello sferoide multicellulare in
esame. In ogni caso, per disomogeneità moderate, è plausibile pensare che i risultati presentati in
questa Tesi non si modifichino sensibilmente, anche se una riscrittura delle equazioni di modello e
delle relazioni costitutive potrebbe essere necessario.

In definitiva, alla luce delle questioni appena discusse, in questo lavoro faremo riferimento a
sferoidi multicellulari che mostrano proprietà meccaniche e idrauliche isotrope e indipendenti dai
punti materiali.

Le equazioni da risolvere, che descrivono un mezzo bifasico soggetto a grandi deformazioni e
a variazioni di struttura interna, scritte rispetto alla configurazione di riferimento dello sferoide,
Bsph, risultano essere:
J̇ + DivQ = 0, in Bsph,

(4.1.1a)
ρsRv̇sR+ρfRv̇fR+ρfRF

−TGradvfR (vfR−vsR)−Div (P f+P s)−ρRbR = 0, in Bsph,
(4.1.1b)

ρfRv̇fR−DivP f+ρfR(GradvfR)F−1vfR+ϕ2
fRg

#F−TK−1F−1vfR = ρfRbR

+J pg#F−TGrad
1ϕfR

J

2
+ϕ2

fRg
#F−TK−1F−1vsR+ρfR (GradvfR)F−1vsR, in Bsph,

(4.1.1c)

Ḃp + 2γp
BpG devΣsc

||devτ sc||g
= 0, in Bsph.

(4.1.1d)
Per la derivazione completa delle Equazioni (4.1.1), rimandiamo alla Sezione 3.2 e alla letteratura
(si vedano, ad esempio, i lavori [89, 20, 39, 49, 52]), mentre, nella Sezione attuale, ci limitiamo
solamente a presentarle e ad elencarne le principali caratteristiche.
Osservazione 4.1.3 (Forma dell’Equazione (4.1.1c)).
L’Equazione (4.1.1c) è presentata nella forma con cui è stata implementata in COMSOL Multiphy-
sics™ . In particolare, raccogliendo e semplificando opportunamente i termini, è possibile riscrivere
l’Equazione (4.1.1c) nella forma seguente:
ρfRv̇fR+ρfRF

−TGradvfR (vfR−vsR)+ϕfRg
#F−TGradp−ρfRbR−ϕfRg

#F−TK−1Q = 0, in Bsph,
(4.1.2)

L’Equazione (4.1.1a) rappresenta il bilancio di massa totale, ma in forma locale, delle due fasi
costituenti lo sferoide, sotto l’ipotesi che entrambe siano incomprimibili. Nonostante la pressione p
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non figuri esplicitamente nella (4.1.1a), come invece accade nel caso dei modelli basati sulla legge
di Darcy, la equazione (4.1.1a) è impiegata come risolvente per p nella procedura agli elementi
finiti implementata in COMSOL Multiphysics™ . Nel dettaglio, con l’aggiunta dei termini iner-
ziali macroscopici associati al fluido nell’Equazione (4.1.1c), identificabili con i termini ρfRv̇fR e
ρfRF

−TGradvfR (vfR − vsR) dell’Equazione (4.1.3), non è più possibile esprimere la velocità di
filtrazione q = ϕf(vf − vs) invertendo il contributo dissipativo alle forze di interazione tra la fase
fluida e la fase solida, come avverrebbe in regime di Darcy. Pertanto, non è più possibile scrivere
la relazione, in forma spaziale o Euleriana, “q = −k grad p”, dove k è il tensore di permeabilità
spaziale, sebbene la forza dissipativa associata al moto del fluido rispetto al moto della fase solida
è comunque esprimibile da una legge lineare del tipomfd = ϕfg

#k−1q [57]. Osserviamo comunque
che la legge di Darcy, in forma materiale può essere riottenuta dall’Equazione (4.1.3) trascurando
i termini inerziali macroscopici del fluido, ρfRv̇fR e ρfRF

−TGradvfR (vfR − vsR), esprimendo così
la velocità di filtrazione materiale Q in funzione del gradiente materiale di pressione.

In questo lavoro, adattando al nostro caso quanto presentato in [49, 60, 6, 29, 32, 31] , suppor-
remo che k sia un tensore “incondizionatamente isotropo” (rispetto alla metrica g# associata allo
spazio Euclideo tridimensionale S ), la cui espressione, quindi, risulta essere

k = k̂0(Je)g#. (4.1.3)

Nella (4.1) k̂0(Je) è un funzione scalare costitutiva della distorsione elastica del mezzo bifasico in
studio, avente espressione del tipo di Holmes e Mow [60], cioè

k̂0(Je) = k0ν

5
Je − Φsν

1 − Φsν

6κ0

exp
! 1

2m0[J2
e − 1]

"
, (4.1.4)

dove Φsν è la frazione di volume della fase solida nello stato naturale, k0ν è una permeabilità
di riferimento, definita rispetto allo stato naturale del mezzo, i cui valori, insieme ai valori dei
parametri di modello κ0 e m0, sono riportati in Tabella 4.1. Facciamo presente che il fenomeno di
rimodellamento in esame è tale per cui la distorsione volumetrica associata al rimodellamento è
isocora, cioè tale che Jp = 1, il che implica J = JpJe = Je e la riscrittura

k = k̂(F ) = k0ν

5
J − Φsν

1 − Φsν

6κ0

exp
! 1

2m0[J2 − 1]
"
g#. (4.1.5)

Nel seguito, sarà utile il calcolo del tensore di permeabilità materiale, K, definito attraverso la
trasformata di Piola del tensore di permeabilità spaziale, k, la cui espressione risulta essere:

K = K̂(F ) =

 Jk0ν

5
J − Φsν

1 − Φsν

6κ0

exp
! 1

2m0[J2 − 1]
"
C−1, per J > Φsν ,

0, per J = Φsν ,
(4.1.6)

essendo K = JF−1kF−T. Notiamo che, nel modello in esame, la condizione Je ≥ Φsν è sempre
verificata (ciò è confermato dalle simulazioni numeriche effettuate), implicando che il tensore di
permeabilità spaziale k, e di conseguenza il tensore di permeabilità materialeK, sono (simmetrici)
semi-definiti positivi. In generale, seguendo [29], e adattandone il formalismo a quello di questo
lavoro, tale condizione su Je viene trattata introducendo un termine energetico di penalità che,
limitando i valori assunti da Je, preserva la non violazione del vincolo unilatero Je ≥ Φsν . In gene-
rale, il coefficiente k0ν è funzione dei punti del mezzo biologico in esame. In questo caso, assumendo
l’ipotesi di omogeneità dello sferoide multicellulare (si faccia riferimento all’Osservazione 4.1.2), è
possibile scegliere k0ν come costante, mentre rimandiamo a [31, 32] su possibili definizioni di k0ν
che tengano conto della variazione spaziale delle proprietà idrauliche di un tessuto.

Infine, nell’Equazione (4.1.1c), il termine ρfRbR rappresenta la trasformata di Piola della forza
di volume agente sulla fase fluida dovuta al campo gravitazionale ff = ρfb, essendo bR definita in
modo tale che bR(X, t) = b(χ(X, t), t) e avendo indicato con b l’accelerazione di gravità. Facciamo
presente che, invece dell’usuale simbolo “g”, che in questo lavoro è utilizzato per il tensore metrico
associato allo spazio Euclideo tridimensionale S , utilizziamo il simbolo b, in quanto rappresentativo
della nomenclatura “body force”.
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L’Equazione (4.1.1b) è ottenuta a partire dalla forma locale del bilancio di impulso dello sfe-
roide multicellulare nel suo complesso. In particolare, P f = −ϕfRpg

#F−T rappresenta il primo
tensore degli sforzi di Piola-Kirchhoff del fluido, mentre P s = −ϕsRpg

#F−T + P sc è il primo
tensore degli sforzi di Piola-Kirchhoff del solido e presenta il contributo idrostatico −ϕsRpg

#F−T,
dovuto alla ripartizione della pressione p, e il contributo costitutivo P sc che descrive il compor-
tamento iperelastico della fase solida dello sferoide multicellulare. Nell’Equazione (4.1.1b) sono
anche presenti i termini inerziali relativi sia alla fase solida sia a quella fluida. Il contributo della
fase solida è dato da ρsRv̇fR, mentre il contributo della fase fluida è dato da ρfRv̇fR e dal termine
ρfRF

−TGradvfR (vfR −vsR). Infine, il termine ρRbR rappresenta la trasformata di Piola della forza
di volume ρb, dovuta alla forza di gravità.

Assumiamo che il comportamento meccanico dello sferoide multicellulare sia iperelastico, iso-
tropo e omogeneo e, seguendo [49, 43], assumiamo una energia di deformazione di tipo Holmes e
Mow [60], la cui espressione costitutiva risulta essere:

Wν = Ŵν(Ce) = α0 exp
1

Ψ̂ν(Ce) − 1
2
, (4.1.7a)

Ψν = Ψ̂ν(Ce) = α1[Î1(Ce) − 3] + α2[Î2(Ce) − 3] + β log(Ce), (4.1.7b)

dove Ce = FT
e .Fe = FT

e gFe è il tensore destro di distorsioni elastiche di Cauchy-Green, gli scalari

I1 = Î1(Ce) := tr
!
η#Ce

"
, (4.1.8a)

I2 = Î2(Ce) := 1
2

îè
Î1(Ce)

é
− tr

!
η#Ceη

#Ce
"ï
, (4.1.8b)

I3 = Î3(Ce) := det(Ce), (4.1.8c)

sono gli invarianti principali di Ce, η è il tensore metrico associato allo stato naturale, e i parametri
di modello α0, α1, α2 e β sono determinati a partire del modulo di taglio, µ, e dal coefficiente di
Poisson, ν, della fase solida, attraverso le relazioni [89]

α0 = µ(1 − ν)
2β(1 − 2ν) , α1 = β

1 − 3ν
1 − ν

, αw = β
ν

1 − ν
, β = α1 + 2α2 = 1. (4.1.9)

Ricordiamo che la dipendenza dell’energia da Ce tramite i suoi invarianti principali è legata all’ipo-
tesi di isotropia discussa nell’Osservazione 4.1.2 e, in virtù dell’ipotesi di omogeneità, i parametri
che sono coinvolti nelle Equazioni (4.1.7) sono indipendenti dai punti materiali (anche in que-
sto caso, si faccia riferimento all’Osservazione 4.1.2). Derivando l’energia in Equazione (4.1.7)
rispetto al tensore gradiente di deformazione F , avendo in mente che Ce = F−T

p CF−1
p , con

C = FT.F = FTgF , l’espressione del contributo costitutivo al primo tensore degli sforzi di
Piola-Kirchhoff è data da [49]:

P sc = 2 (b1 + b2I1)FBp − 2b2FBpCBp + 2b3g#F−T, (4.1.10)

dove gli scalari

ba = b̌a(F ,Bp) = b̂a(Ce) = ∂W̃ν

∂Ia
(I1(Ce), I2(Ce), I3(Ce)), a = 1,2,3, (4.1.11)

rappresentano le derivate dell’energia Ŵν(Ce) = W̃ν(I1(Ce), I2(Ce), I3(Ce)) rispetto agli invarianti
principali di Ce, il tensore Bp = F−1

p .F−T
p = F−1

p η−TF−1
p è una metrica indotta dal rimodella-

mento e gli invarianti possono essere riscritti in funzione di F e Bp, cioè Ia = Îa(Ce) = Ǐa(F ,Bp),
a = 1,2,3. Quest’ultimo risultato, in particolare, è quello che rende possibile la formulazione di b̌a,
a = 1,2,3, come funzioni delle variabili F e Bp.
Osservazione 4.1.4 (Sulla scelta dell’energia di deformazione).
La scelta di utilizzare la densità di energia di deformazione di Holmes e Mow è dovuta alla capacità
di tale relazione costitutiva di descrivere il comportamento meccanico di una vasta gamma di
materiali biologici soffici. Osserviamo inoltre che essa descrive materiali solidi in grado di realizzare
distorsioni elastiche volumetriche non isocore. Questa proprietà mira a riflettere la realtà fisica
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secondo la quale, quando le cellule sono compresse, esse tendono a variare il proprio volume facendo
fuoriuscire il liquido al loro interno e addensando i propri costituienti solidi, quali il nucleo o degli
organuli [22, 43].

Nonostante le inevitabili somiglianze tra il nostro lavoro di Tesi e l’articolo [43], che lo ha
ispirato, nel modello di seguito presentato studiamo esplicitamente il moto del fluido all’interno
dell’aggregato cellulare. Ricordando che tale aspetto della fenomenologia non poteva essere presente
in [43], poiché il modello ivi elaborato è monofasico, evidenziamo che il moto del fluido da noi
studiato è descritto dalle Equazioni (4.1.1a) e (4.1.1c), ottenute riformulando opportunamente
il bilancio della massa della miscela e dell’impulso della fase fluida. Nella prima, il termine J̇
rappresenta le variazioni volumetriche, indotte dalla compressione, che possono essere attribuite al
fatto che le cellule tendono ad addensarsi tra loro, riducendo quindi lo spazio a disposizione per
alloggiare il fluido negli interstizi.

In concomitanza con la variazione positiva della frazione di volume della fase solida, sotto com-
pressione ci si aspetta che il fluido si muova dalle regioni in cui sono presenti sforzi di compressione,
ed una pressione maggiore della pressione esterna atmosferica, verso le regioni dello sferoide meno
addensate. In generale, inoltre, a seconda delle condizioni di sovrapressione o di depressione, si
può assistere rispettivamente alla fuoriuscita o al riassorbimento di fluido da parte dell’aggregato
multicellulare. Tale comportamento, tuttavia, si osserva solo in presenza di rimodellamento.

Invocando l’isotropia dello sferoide multicellulare preso in esame [43], la legge di evoluzione
delle distorsioni anelastiche (4.1.1d), scritta come legge evolutiva del tensore simmetrico e definito
positivo Bp = C−1

p [49, 52], che rappresenta l’inverso del tensore destro di Cauchy-Green associato
alle distorsioni anelastiche, Cp = FT

p .Fp = FT
p ηFp [84, 48, 86, 90, 83]. Tale equazione di rimodella-

mento, di fatto, rappresenta una equazione del tipo di Perzyna (si veda, ad esempio,[74]). Si osservi
che la forma dell’Equazione (4.1.1d) è usata in [52, 49, 20, 50, 18], ed è stata modificata dalla legge
evolutiva data in [43, 39, 78]. Il flusso delle distorsioni anelastiche è guidato dallo sforzo, in questo
caso rappresentato dalla parte deviatorica del tensore degli sforzi di Mandel Σsc = G#FTgP sc,
cioè dev(Σsc) = Σsc − 1

3 tr(GΣsc)G#. Sotto l’ipotesi della validità dell’Equazione (4.1.1d), la con-
dizione detBp ≡ 1 è verificata ad ogni istante di tempo e ad ogni punto materiale, coerentemente
con la condizione di isocoria imposta per il rimodellamento. In particolare, la parte costitutiva del
tensore di Mandel Σ ammette la seguente espressione [49]:

Σsc = 2 (b1 + b2I1)G#CBp − 2b2G#CBpCBp + 2b3G#. (4.1.12)

Facciamo notare come, utilizzando l’espressione appena fornita, sia possibile dimostrare cheBpGΣsc
è un tensore simmetrico [72]. Tale proprietà deriva dalla ipotesi di isotropia del materiale ed è
coerente con la simmetria del tensore di velocità delle distorsioni anelastiche Ḃp.

Infine, il termine γp, la cui formulazione è ripresa da [39, 78], rappresenta un termine di at-
tivazione che risulta essere non nullo quando una misura scalare di sforzo, opportunamente defi-
nita, supera un valore di soglia, dando luogo, quindi, alla nascita e allo sviluppo delle distorsioni
anelastiche. In particolare, si ha che

γp = λp

è
||dev(τ )||g −

ð
2/3 τy

é
+
, (4.1.13)

dove l’operatore [·]+ estrae la parte positiva della funzione cui è applicato, τy è un parametro detto
sforzo di snervamento, tipico del mezzo continuo in esame, mentre λp è un parametro caratteri-
stico del tempo di riorganizzazione della struttura interna in seguito allo sviluppo di distiorsioni
anelastiche.

4.2 Modello matematico per i piatti
Nelle procedure sperimentali di compressione di sferoidi multicellulari riportate in letteratura [36,
35, 34], i piatti dell’apparato di compressione sono costituite da materiali non aderenti, come vetri
o acciai [43]. Seguendo quanto fatto in [43], si suppone che la piastra superiore e quella inferiore si
comportino come materiali elastici lineari, isotropi e omogenei. In particolare, supponiamo che il
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4 – Modello matematico

Tabella 4.1: Parametri dello sferoide multicellulare [49]

Parametro Simbolo Valore numerico Unità di misura
Coefficiente elastico α0 0.125 N/mm2

Coefficiente elastico α1 0.78 -
Coefficiente elastico α2 0.11 -
Coefficiente elastico β 1 -

Permeabilità di riferimento k0ν 3.7729 × 10−3 mm4/(N s)
Parametro materiale m0 0.0848 -
Parametro materiale κ0 4.638 -

Frazione di volume solido φsν 0.2 -
Tensione di snervamento τy 0.002 N/mm2

Tempo rimodellamento λp 0.5 s−1

legame costitutivo sia di De Saint-Venant, per cui si prescrive una energia di deformazione, scritta
rispetto alla configurazione di riferimento, del tipo

Wpl = Ŵpl(E) = 1
2E : C : E, (4.2.1)

dove E := 1
2 [C − G] è il tensore di Green-Lagrange, mentre il tensore del quarto ordine C =

3κplK + 2µplM è il tensore di elasticità, in cui κpl e µpl [30] sono i parametri di Lamé e i tensori
del quarto ordine K e M [19] sono tali che, per ogni tensore del secondo ordine simmetrico e con
componenti co-vettoriali A, allora K : A = 1

3 tr(G#A)G e M : A = A − 1
3 tr(G#A)G [28]. A

questo punto, è facile ricavare che il primo tensore degli sforzi di Piola-Kirchhoff assume la forma
costitutiva

P pl = F (C : E) , (4.2.2)

mentre l’Equazione da risolvere risulta essere

DivP pl = 0, in Bup ó Bbt, (4.2.3)

dove Bup e Bbt rappresentano, rispettivamente, le configurazioni iniziali e finali del piatto superiore
e del piatto inferiore. I valori dei parametri elastici utilizzati nel caso dei piatti, equivalenti ai
parametri di Lamé, sono riportati in Tabella 4.2.

Tabella 4.2: Parametri delle piastre (’Structural Steel’)

Parametro Simbolo Valore numerico Unità di misura Riferimento
Modulo di Young Epl 200 · 109 Pa -

Coefficiente di Poisson νpl 0.33 - -
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Capitolo 5

Simulazioni

Nel precedente Capitolo sono state presentate le equazioni che descrivono la deformazione dello
sferoide multicellulare, il moto del fluido interstiziale e l’evoluzione temporale delle distorsioni
anelastiche. Al fine di confrontare il modello introdotto in questa Tesi con quello studiato in
[43], si è scelto di simulare un test di compressione uniassiale su un aggregato multicellulare di
forma inizialmente sferica. Il questo Capitolo, focalizziamo la nostra attenzione sugli esperimenti
numerici di riferimento (d’ora in avanti detti prove benchmark) e sulla presentazione dei risultati
delle simulazioni numeriche.

5.1 Prova di compressione uniassiale

La prova di compressione uniassiale è una procedura sperimentale atta a stimare i parametri che
descrivono le proprietà elastiche e idrauliche di un campione di un dato “materiale” (qui il termine
“materiale” è utilizzato in senso lato perché è riferito specificatamente al caso di un mezzo bifasico).

Nel seguito mostriamo un modello in silico dell’esperimento di compressione uniassiale, in cui
un ipotetico sferoide multicellulare, di forma inizialmente sferica e avente raggio iniziale compreso
orientativamente tra 102µm e 103µm, è posto tra due piatti impermeabili di un apposito apparato
di compressione.

Allo sferoide viene imposto uno spostamento verticale, impresso tramite le superfici a contatto
con i piatti, il cui moto è regolato dalle impostazioni della simulazione, al fine di replicare quanto
più fedelmente possibile una eventuale prova di compressione di laboratorio. Con tale procedura è
possibile ottenere indicazioni sugli sforzi che si sviluppano all’interno dell’aggregato multicellulare
e sull’influenza che questi possono avere sui cambiamenti strutturali dello stesso1.

L’aspetto cui si vuole dare rilievo in queste simulazioni è l’interazione tra i diversi attori che
intervengono nella dinamica del sistema sferoide-piatti e che si concretizzano:

• nel contatto tra i piatti della macchina di prova e le porzioni di bordo dello sferoide che,
al variare del tempo e a causa della compressione dello sferoide, ridefiniscono le superfici di
scambio di azioni meccaniche tra tali parti del sistema sferoide-piatti;

• nella deformazione dell’aggregato multicellulare e nella conseguente variazione della porosità
che, a propria volta, induce variazioni nelle proprietà elastiche ed idrauliche (permeabilità)
dell’aggregato stesso;

1Osserviamo che sebbene i termini “sferoide” e “aggregato multicellulare” sono spesso utilizzati come sinonimi in
questa Tesi, il termine “aggregato multicellulare” è riferito al mezzo bifasico considerato, che è costituito da una o
più specie di cellule tra loro legate (o, appunto, aggregate), mentre il termine “sferoide” è più propriamente riferito
alla geometria che l’aggregato cellulare possiede prima della deformazione imposta.
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5 – Simulazioni

• nell’attivazione di una trasformazione della struttura interna dell’aggregato multicellulare,
denominata rimodellamento, che si manifesta, quando lo sforzo in un punto dell’aggrega-
to supera un dato valore di soglia, attraverso la produzione di distorsioni anelastiche e la
ridistribuzione degli sforzi all’interno dell’aggregato stesso;

• nella dinamica del fluido interstiziale, che risente delle variazioni di porosità e di permeabilità
(pur non essendo in regime di Darcy) nonché del rimodellamento strutturale, che, a propria
volta, induce una ridistribuzione della pressione.

5.2 Condizioni al bordo
La specializzazione del modello matematico del sistema in considerazione all’esperimento di com-
pressione uniassiale necessita l’imposizione di opportune condizioni iniziali e al bordo, da associare
alle equazioni presentate nel Capitolo 5. In particolare, le condizioni al bordo andranno applicate
sia alle porzioni di bordo libero del sistema sia alle porzioni di bordo in cui avviene il contatto
tra l’aggregato multicellulare e i piatti. Più specificatamente, affinché il problema sia ben posto, è
necessario che siano presenti condizioni al bordo sia sul moto della fase solida, χ, sia sulla velocità
del fluido, vf , sia sulla pressione, p.

Definizione 5.2.1 (Bordo libero e bordo di contatto).
Come anticipato in precedenza, il contatto tra lo sferoide e i piatti della macchina di prova è
un fenomeno dinamico, che prevede una variazione delle superfici su cui il contatto stesso avviene.
Pertanto, su tali superfici è necessario imporre il rispetto di un insieme di condizioni tempo-varianti
sulle variabili cinematiche e dinamiche del problema. A tal proposito, è utile introdurre la seguente
notazione:

• avendo indicato (si veda la Sezione 2.7) con Bbt(t) e Bup(t) le regioni di spazio occupate al
tempo t dal piatto inferiore (“bt”) e dal piatto superiore (“up”), con ∂Bbt(t) e con ∂Bup(t)
i relativi bordi, con Bsph(t) la regione di spazio occupata dallo sferoide al tempo t e con
∂Bsph(t) il relativo bordo, identifichiamo le superfici di contatto al tempo t con le intersezioni
non vuote ∂Bbt(t)∩∂Bsph(t) e ∂Bup(t)∩∂Bsph(t), ponendo quindi il bordo di contatto come

Γc(t) = (∂Bbt(t) ∩ ∂Bsph(t)) ó (∂Bup(t) ∩ ∂Bsph(t)) ; (5.2.1)

• denominiamo bordo libero la superficie

Γü(t) = ∂Bsph(t) \ Γc(t). (5.2.2)

Dalla Equazione (5.2.1) si evince che

∂Bsph(t) = Γü(t) ó Γc(t). (5.2.3)

Al variare del tempo, e quindi con l’avanzare della compressione, alcuni punti del bordo dello
sferoide “passano” dal bordo libero al bordo di contatto. In altre parole, detti t1 e t2 due istanti
di tempo, con t1 < t2, esistono punti del bordo dell’aggregato multicellulare, che al tempo t1
appartenevano a Γü(t1), che al tempo t2 appartengono a Γc(t2). Inoltre, se ad un istante di tempo
t3 > t2 una parte del bordo dello sferoide è staccata dai piatti, vi sono punti, che al tempo t2 erano
appartenenti a Γc(t2), che tornano ad essere liberi ed appartengono quindi a Γü(t3). In conclusione,
al variare del tempo, è il bordo Γc(t) a variare —il che necessita di ridefinire le condizioni definite
su di esso— e non tanto le condizioni imposte su Γc(t), benché, in linea di principio, esse possano
dipendere esplicitamente dal tempo.

Suddivisione di ∂Bsph(t) per le condizioni sulla fase solida
Considerando il bordo dello sferoide al tempo t, cioè ∂Bsph(t) = Γü(t) ∪ Γc(t), suddividiamo il suo
bordo libero come

Γü(t) = ΓD,χ(t) ∪ ΓN,χ(t) (5.2.4)

dove
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• ΓD,χ(t) è la porzione di bordo, al tempo t, su cui sono imposte condizioni di Dirichlet per la
variabile χ;

• ΓN,χ(t) è la porzione di bordo, al tempo t, su cui sono imposte condizioni sullo sforzo e quindi
condizioni di Neumann sulla variabile χ.

Suddivisione di ∂Bsph(t) per le condizioni sulla pressione
Considerando il bordo dello sferoide al tempo t, cioé ∂Bsph(t) = Γü(t) ∪ Γc(t), suddividiamo il suo
bordo libero come

Γü(t) = ΓD,p(t) ∪ ΓN,p(t) (5.2.5)

dove

• ΓD,p(t) è la porzione di superficie, al tempo t, su cui sono imposte condizioni di Dirichlet sul
campo di pressione;

• ΓN,p(t) è la porzione di superficie, al tempo t, su cui sono imposte condizioni di Neumann
sul campo di pressione. Nella fattispecie, non vengono utilizzate condizioni di Neumann sulla
pressione e pertanto risulta ΓN,p(t) = ∅. Tuttavia, abbiamo preferito mantenere la scrittura
(5.2) per “simmetria” rispetto alla scomposizione fatta per il moto.

Suddivisione di ∂Bsph(t) per le condizioni sulla velocità del fluido
Considerando il bordo dello sferoide al tempo t, cioé ∂Bsph(t) = Γü(t) ∪ Γc(t), suddividiamo il suo
bordo libero come

Γü(t) = ΓD,vf (t) ∪ ΓN,vf (t) (5.2.6)

dove

• ΓD,vf (t) è la porzione di superficie, al tempo t, su cui sono imposte condizioni di Dirichlet
sul campo di velocità del fluido vf ;

• ΓN,vf (t) è la porzione di superficie, al tempo t, su cui sono imposte condizioni di Neumann
sul campo di velocità del fluido vf .

5.2.1 Condizioni al bordo e di carico per il modello
In questa sezione descriviamo la legge matematica con cui viene imposto lo spostamento dello
sferoide attraverso i piatti che lo comprimono. Le condizioni di carico e al bordo di seguito riportate
sono riprese in gran parte da [43].

Si è deciso di mantenere il piatto superiore fisso e di comprimere lo sferoide muovendo il piatto
inferiore. Ciò conduce alle seguenti scritture:

χ|ΓD,χ
up (t) = 0, (χz)|ΓD,χ

bt (t) = u(t), (5.2.7)

dove u(t) è la legge che descrive la storia di carico imposta. In particolare, definiamo u(t) come

u(t) =



umax
t

tramp
, 0 < t < tramp,

umax, tramp < t < tend − tramp,

umax
tend − t

tramp
, tend − tramp < t < tend,

0, tend < t < tend + trest,

(5.2.8)

dove umax è lo spostamento “obiettivo”, tramp è il tempo al quale tale spostamento è raggiunto,
per essere poi mantenuto sino a tend − tramp, ed essere successivamente riportato a zero a tend. Lo
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spostamento nullo è quindi mantenuto tale sino all’istante di tempo tend + trest, che coincide con
la fine della simulazione. I valori numerici di tali istanti di tempo sono riportati nella Tabella 5.1.

Nel seguito supporremo che il contatto tra lo sferoide ed i piatti avvenga in assenza di attrito
tra le superfici coinvolte nel contatto stesso. Pertanto, non imponiamo alcuna condizione sulla
componente tangenziale alle superifici di contatto della velocità relativa tra lo sferoide ed i piatti.
Di contro, sempre con riferimento al bordo di contatto Γc(t), imponiamo che le componenti normali
delle velocità della fase solida e della fase fluida dello sferoide siano uguali alla componente normale
della velocità dei piatti. Queste ultime condizioni sono espresse da!

vsph
s · n− vpiatto · n

"
|Γc(t) = 0, (5.2.9)

1
vsph

f · n− vpiatto · n
2
|Γc(t)

= 0, (5.2.10)

avendo indicato con n il campo di versori normali al bordo Γc(t).
In aggiunta alla Equazione (5.2.9), su Γc(t) imponiamo la condizione di equilibrio sulle forze di

contatto. Nonostante in questo lavoro si prendano in considerazione i termini inerziali del solido e
del fluido, esprimiamo questa condizione come1

(σsph
s + σsph

f )n− σpiatton
2
|Γc(t)

= 0. (5.2.11)

Sulla regione di bordo libero si impongono condizioni di sforzo nullo, ossia1
(σsph

s + σsph
f )n

2
|ΓN,χ(t)

= 0, (σupn)|ΓN,χ(t) = 0,
!
σbtn

"
|ΓN,χ(t) = 0. (5.2.12)

Per lo sferoide, la condizione sul bordo libero per la pressione sarà una condizione di Dirichlet,
poiché il liquido interstiziale è in equilibrio idrostatico con la pressione esterna atmosferica:

psph
|ΓD,p(t) = 0. (5.2.13)

Benché il fluido nello sferoide sia considerato macroscopicamente non viscoso, per motivi numerici
si introduce uno sforzo viscoso fittizio con viscosità posta uguale ad un parametro di piccolezza Ô
(10−15 N·s

m2 ) e, di conseguenza, unitamente alla Equazione (5.2.13), imponiamo che anche la com-
ponente normale di tale sforzo viscoso fittizio sia nulla sul bordo libero. Dal punto di vista della
velocità vf si ottiene quindi una condizione di Neumann del tipo1

σsph
f n

2
|ΓN,vf (t)

= 0, (5.2.14)

dove ΓN,vf (t) è il bordo su cui si impongono condizioni di Neumann per vf . Osserviamo che, per il
problema studiato, ΓN,vf (t) coincide con ΓD,p(t), ed entrambi coincidono con il bordo libero Γü(t).

È necessario osservare che queste condizioni sono state dettate dal senso fisico, ma in COMSOL
Multiphysics™ versione 5.3a, per il tipo di modello studiato e per i “pacchetti” utilizzati, non è
possibile scegliere quali condizioni imporre sulla superficie di contatto, almeno allo stato attuale
delle nostre conoscenze del software. È esso, infatti, a selezionare fra le condizioni al bordo dispo-
nibili in libreria per la superficie di contatto e non vi è modo di verificare a priori che le condizioni
siano quelle desiderate. Di conseguenza, è stato necessario utilizzare un approccio trial and error
per identificare l’opzione che, più di tutte, sia in grado di restituire i risultati compatibili con le
condizioni al contorno suggerite dalla fisica del problema.

Un problema tecnico di notevole importanza è dato dal fatto che —almeno secondo le nostre
conoscenze di COMSOL Multiphysics™ versione 5.3a— per poter trattare il contatto tra i piatti
e lo sferoide, che è un mezzo bifasico, anche i piatti devono essere trattati come mezzi bifasici,
almeno fittiziamente. Ciò implica che la modellazione dei piatti introdotta nella Sezione 4.2, che
ricalca le condizioni sperimentali, deve essere rivista in fase di implementazione, sia per soddisfare
le esigenze implementative in COMSOL Multiphysics™ , sia per coerenza tra ciò che si dichiara
nel modello e ciò che si calcola. Per tali ragioni riformuliamo anche i piatti come miscele bifasiche
fittizie, pur mantenendo gli stessi valori dei parametri materiali dichiarati nella Tabella 4.2.

34



5.3 – Risultati

A tal proposito imponiamo che nei piatti valga il bilancio di massa fittizio
Div(cG#Gradp) = J̇, (5.2.15)

dove c = 10−15 m3·s
kg rappresenta una permeabilità fittizia, p ≡ ppiatto è una pressione fittizia dovuta

al “fluido” presente nei piatti e J è la deformazione volumetrica nei piatti. Si noti che J̇ sarà molto
piccolo rispetto al tasso di deformazione volumetrica nello sferoide. Coerentemente con l’Equazione
(5.2.15), presumiamo che su Γc,p(t) valga la condizione di continuità sulla pressione [59, 58]!

psph − ppiatto"
|Γc(t) = 0. (5.2.16)

Detta Σup(t) la porzione di bordo del piatto superiore dal lato dello sferoide, e detta Σbt(t) la
porzione di bordo del piatto inferiore dal lato dello sferoide, imponiamo su tali superfici le condizioni
di flusso nullo per il “fluido” contenuto nei piatti. Supponendo che nei piatti valga il regime di Darcy,
esprimiamo tali condizioni con

(−c g#grad pup) · n|Σup(t) = 0, (−c g#grad pbt) · n|Σbt(t) = 0. (5.2.17)
Sulle rimanenti porzioni dei bordi dei piatti imponiamo che la pressione sia atmosferica, cioè

pup
|∂Bup(t)\Σup(t) = 0, pbt

|∂Bbt(t)\Σbt(t) = 0. (5.2.18)

Riprendendo anche per i piatti uno sforzo viscoso fittizio con viscosità posta uguale ad un parametro
di piccolezza Ô (10−15 N·s

m2 ), imponiamo che anche la componente normale di tale sforzo viscoso
fittizio sia nulla sui bordi liberi dei piatti. Dal punto di vista della velocità vf si ottiene quindi una
condizione di Neumann del tipo

(σup
f n)|∂Bup(t)\Γc(t) = 0,

!
σbt

f n
"
|∂Bbt(t)\Γc(t) = 0. (5.2.19)

Condizioni iniziali

• Per il tensore di rimodellamento Bp si impone, all’istante iniziale t = 0, Bp(X,0) = G#(X).

• Per quanto riguarda le condizioni iniziali per la fase solida dello sferoide, all’istante t = 0, si
impone χ(X,0) = X, ∀X ∈ BR.

• Per la fase fluida dello sferoide si impone che la velocità sia nulla, ossia vf(x,0) = 0.

• Infine, benché non sia necessario dal punto di vista analitico assegnare un valore iniziale per
la pressione, essa viene inizializzata imponendo che la distribuzione della pressione sia nulla.

Gestione del contatto
Il contatto viene gestito attraverso un Augmented Lagrangian Method, più stabile numericamente
rispetto ai metodi di tipo Penalty [85, 93]. Infatti, per evitare che si verifichino situazioni in cui
viene violato il vincolo di incompenetrabilità dei corpi, viene introdotto un termine di penalità che
costringe la soluzione numerica del moto dello sferoide a non sovrapporsi ai piatti. In concomitanza
con il termine di penalità, si introduce un moltiplicatore di Lagrange che assume il significato di
pressione di contatto, differente dalla pressione della fase fluida dello sferoide o di quella fittizia
dei piatti, e stabilizza numericamente la ricerca della soluzione.

5.3 Risultati
In questa Sezione riportiamo i principali risultati, ottenuti in COMSOL Multiphysics™ , del model-
lo di aggregato multicellulare descritto nel Capitolo 4 e con gli accorgimenti discussi nella Sezione
5.2.1, per tener conto delle difficoltà tecniche riscontrate con il software.

Nelle figure di seguito riportate non vengono mostrati i piatti, poiché la loro presenza, in molti
casi, comporta una variazione della scala cromatica impiegata per quantificare i risultati, rendendo
più complicata la lettura delle figure stesse.

Se quindi ci sono immagini in cui lo sferoide è premuto ma non è visibile il piatto, è perché
questo è stata rimosso nel post-processing.
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5.3.1 Coerenza del modello
Nel contesto della prova di compressione simulata, gioca un ruolo di rilievo la densità normalizzata
J−1 = ρs/ρsν .

Tabella 5.1: Lista dei parametri [43]

Parametro Simbolo Unità di misura Valore numerico
Spostamento massimo umax 60 µm

Tempo di rampa tramp 5 s
Inizio rilassamento tend 35 s

Tempo di rilassamento trest 15 s

Come riportato in Figura 5.1, la densità normalizzata per il modello bifasico aumenta in cor-
rispondenza dei bordi a contatto con i piatti, coerentemente con quanto accade nel modello mo-
nofasico [43]. Durante la fase di compressione le cellule dello sferoide posizionate a contatto con
i piatti, o nelle immediate vicinanze di questi, vengono compresse e inducono un aumento della
densità ρs. L’aumento di densità al bordo di contatto e le tensioni interne che, nel frattempo, si
sono formate, causano lo spanciamento dello sferoide, andando a diminuire leggermente la densità
nella regione centrale e in prossimità del bordo esterno, quando la deformazione è mantenuta.

Gli sforzi indotti dallo spostamento imposto u(t), che cresce rapidamente in tempo tra 0 e
tramp, azionano una ridistribuzione della porosità nell’aggregato multicellulare e, nell’intervallo
[tramp, tend − tramp], quando cioè lo spostamento imposto è mantenuto, producono una diminuzione
progressiva della densità.

Figura 5.1: Densità normalizzata all’istante t = 15 s per il modello monofasico [43] (sinistra) e per il
modello bifasico (destra), legenda non fissata.

Nella Figura 5.2 si può osservare come, a seguito del rilassamento dello spostamento imposto,
le risposte tra il modello monofasico [43] e quello attuale dell’aggregato cellulare siano qualitativa-
mente simili, benché nel caso del modello bifasico la risposta elastica sia rallentata dalla presenza
del fluido. Ciò è dovuto al fatto che la regione interna dell’aggregato è ancora compressa quando
nel modello monofasico la risposta elastica ha già portato ad un allungamento e, quindi, la densità
normalizzata assume valori anche inferiori all’unità.

L’evoluzione temporale e i valori assunti dalla densità normalizzata sono coerenti con la let-
teratura sull’argomento, come emerge dal confronto tra i due modelli e imponendo la stesso spo-
stamento u(t). A questo proposito, prima di andare nel dettaglio e analizzare la novità introdotta
con questo modello, ossia l’effetto che la pressione del fluido ha sull’evoluzione dell’aggregato, si
vuole verificare che altre quantità siano in linea con quanto previsto e che, quindi, il modello sia
coerente.

Anche gli spostamenti radiali e verticali devono essere coerenti con quanto visto per il caso
monofasico. Al termine della fase di carico, cioè per t = tramp, è presente in entrambi i modelli una
deformazione radiale che comporta uno spanciamento dello sferode e che diventa più marcata nel
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Figura 5.2: Densità normalizzata all’istante t = 40 s per modello monofasico [43] (a sinistra) e bifasico
(a destra), legenda non fissata. Si può notare come, al termine del rilassamento, le altezze non coincidano
esattamente.

caso bifasico [43]. Questa differenza è imputabile alla presenza della fase fluida: infatti, a seguito
della compressione, parte del fluido si muove dalla regione interna fino a fuoriuscire dallo sferoide,
diffondendo le tensioni interne e velocizzando la deformazione dell’aggregato multicellulare. Al ter-
mine della fase di mantenimento, i due modelli hanno spostamenti radiali identicamente distribuiti,
così come al termine della fase di rilassamento. A seguito del rilassamento, la risposta elastica che,
in parte, viene mantenuta durante la compressione, agisce, permettendo allo sferoide di recuperare
parzialmente la propria forma originaria e riducendo lo spanciamento.

Figura 5.3: Spostamento radiale all’istante t = 35 s per modello monofasico [43] (a sinistra) e modello
bifasico (a destra), legenda non fissata.

Il tempo necessario per il recupero elastico della forma dello sferoide dipende dal tempo in cui
l’aggregato è stato sottoposto a compressione. In queste condizioni, infatti, appena ||dev(τ sc)||g
eccede la soglia di sforzo interamente dipendente dalle proprietà dell’aggregato multicellulare, la
struttura interna rimodella. Al di sotto di questa soglia, non si innescano le distorsioni plastiche e
quindi, rimosso il carico, si ha il recupero elastico della forma.

Così come per le deformazioni radiali, anche per le deformazioni verticali si assiste allo stesso
fenomeno di recupero della forma. Il campo di spostamento verticale rimane costante durante la
fase di mantenimento della compressione, mentre, durante la fase di scarico, si osserva una risposta
elastica che tuttavia è sufficiente a far recuperare solo parte dell’altezza dello sferoide, al termine
della simulazione.

Al termine della simulazione lo sferoide mostra una forma diversa rispetto a quella della con-
figurazione iniziale. Infatti, a seguito del rimodellamento occorso durante la compressione e la
successiva fase di mantenimento, la fase solida si è deformata anelasticamente e non è più in grado
di recuperare l’altezza iniziale. Similmente, lo sferoide si è deformato lungo la direzione radiale,
anche se in maniera meno marcata.

La differenza nell’entità delle deformazioni anelastiche dipende dalla direzione lungo la quale il
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Figura 5.4: Spostamento radiale all’istante t = 55 s per modello monofasico [43] (a sinistra) e modello
bifasico (a destra), legenda non fissata.

Figura 5.5: Spostamento verticale all’istante t = 35 s per modello monofasico [43] (a sinistra) e modello
bifasico (a destra).

rimodellamento ha maggiormente agito, ossia la direzione lungo la quale lo sferoide è stato com-
presso. Dal momento che l’attivazione delle distorsioni anelastiche è dovuto allo sforzo, riteniamo
indicativo mostrare la distribuzione dello sforzo di von Mises nello sferoide.

È possibile osservare che, nei primi secondi di compressione, si sviluppano sforzi che raggiungono
il valore massimo nella regione interna, in corrispondenza del centro dell’aggregato multicellulari,
mentre gli sforzi ai bordi, che pure sono in contatto con i piatti, sono di entità minore. Quando viene
mantenuta la deformazione, le tensioni interne diminuiscono drasticamente finché, in seguito al
rilassamento della deformazione, sono visibili unicamente tensioni residue all’interno dell’aggregato
(Figura 5.8) in corrispondenza delle regioni del bordo che hanno subito la compressione.

Le simulazioni mostrano una distribuzione qualitativamente simile a quelle presenti in lette-
ratura [43], con leggere differenze quantitative per i valori massimi di sforzi di von Mises che si
registrano nei primi secondi di deformazione, come è visibile confrontando le serie temporali nelle
Figure 5.7 e 5.8. Queste differenze sono imputabili alla presenza della fase fluida nel modello.

5.3.2 Campo di pressione
L’evoluzione del campo di pressione concorre a descrivere il moto del fluido all’interno dello sferoide.
A seguito della compressione concentrata nei primi istanti della simulazione, si forma al centro
dello sferoide una regione caratterizzata da una pressione interna elevata. Quando la deformazione
viene mantenuta la pressione del fluido decresce rapidamente e il fluido migra dalle regioni interne
verso il bordo. A seguito del rilassamento della deformazione, si formano delle aree di depressione
internamente allo sferoide, distanti dal bordo su cui è avvenuta la compressione, come mostrato in
Figura 5.10.

La formazione delle aree di depressione per t = 40 s (cioè tra tend e tend + trest) è imputabile
all’effetto combinato della distribuzione della porosità e del ritorno elastico.
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Figura 5.6: Spostamento verticale all’istante t = 55 s per modello monofasico [43] (a sinistra) e modello
bifasico (a destra).

Figura 5.7: Sforzi di von Mises all’istante t = 15 s per modello monofasico [43] (a sinistra) e modello
bifasico (a destra), legenda non fissata.

A causa della compressione, il fluido fuoriesce dalle regioni ad alta densità normalizzata per
muoversi verso le regioni di bordo non a contatto con i piatti. A causa del rimodellamento, lo sferoide
mantiene presumibilmente una microstruttura interna simile, con pori parzialmente occlusi, quando
la deformazione al bordo viene rilassata (Figura 5.2). Durante il ritorno elastico, la densità interna
diminuisce e i pori si aprono ulteriormente, generando ulteriore depressione e risucchiando parte
del fluido verso le regioni interne [20, 18, 43].

Infine, è interessante osservare come la pressione abbia lo stesso ordine di grandezza degli sforzi
di von Mises durante tutto l’arco della simulazione.

Osservazione 5.3.1 (Bolle di pressione).
Con riferimento alla Figura 5.9, si osserva che, all’interno dello sferoide, all’istante t = 15 s è
presente una regione di sovrapressione, mentre all’istante t = 40 s una regione di forte depressione.
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Figura 5.8: Sforzi di von Mises all’istante t = 40 s per modello monofasico [43] (a sinistra) e modello
bifasico (a destra).

Figura 5.9: Campo di pressione agli istanti t = 15 s, 40 s, legenda non fissata. Si passa da sovrapressione
a depressione nell’arco di 25 secondi (∼ −103 Pa). A t = 40 s si è formata una zona di depressione in
corrispondenza del centro dello sferoide. Tuttavia, i gradienti di pressione sono deboli, dal momento che la
pressione del fluido è distribuita radialmente intorno alla regione centrale in depressione

Figura 5.10: Campo di pressione agli istanti t = 15 s, 25 s. I bordi a contatto con i piatti formano un vero
e proprio canale per il passaggio della bolla di pressione e, di conseguenza, per il passaggio di parte del
liquido interstiziale. Una volta al bordo, il fluido diffonde ed esce attraverso la superficie

È possibile che tale comportamento sia una conseguenza della fuoriuscita del fluido attraverso
il bordo, dovuto alla formazione di una bolla di alta pressione che viaggia, nei primi secondi, dal
centro dello sferoide verso l’esterno. La bolla si forma e viaggia in seguito alla compressione da
parte dei piatti: il liquido interstiziale, incomprimibile, è spinto a muoversi verso il centro dello
sferoide dalla compressione lungo i bordi di contatto, permettendo la formazione della zona di
alta pressione a causa del concentrarsi della fase fluida. Sebbene non sia un regime di Darcy, la
componente del gradiente di pressione gioca un ruolo di rilievo nel moto della fase fluida. Durante
la fase di mantenimento della deformazione, il fluido tende a migrare verso le zone a pressioni più
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basse. In questo caso, come mostrato in Figura 5.10, il fluido non può dirigersi verso i bordi a
contatto con i piatti perché in prossimità delle regioni di contatto i pori sono verosimilmente chiusi
e pertanto il fluido tende a fluire verso il bordo libero dello sferoide, coerentemente con il moto
della bolla di pressione.

Gli effetti delle inerzie, considerate nel modello, non sono trascurabili: rispetto al regime puro
di Darcy, il fluido è meno “reattivo” alla presenza di gradienti di pressione e la bolla di pressione
si forma più lentamente.

Osservazione 5.3.2 (Flusso sul bordo).
Coerentemente con la presenza di una bolla di pressione in viaggio dall’interno verso il bordo libero
dello sferoide, ci si aspetta che passi, attraverso il bordo dello sferoide, un flusso di fluido messo in
moto dalla differenza di pressione. In effetti è presente un flusso di massa attraverso la superficie
dello sferoide, in un primo momento dall’interno verso l’esterno, che corrisponde al passaggio della
bolla di pressione originatasi nei primi secondi. In seguito, il flusso decresce fino ad annullarsi
finché, dopo il rilassamento della deformazione imposta, non si origina un flusso con verso opposto
al precedente, dall’esterno verso l’interno. Come conseguenza del rilassamento, i pori chiusi tendono
a riaprirsi e si genera internamente allo sferoide un’area di depressione che, debolmente, permette
al fluido di rientrare.

Le deformazioni anelastiche della struttura interna influenzano la capacità di attirare fluido
attraverso il bordo libero dello sferoide cellulare. A seguito della deformazione imposta, mantenuta
per un lasso di tempo sufficiente ad attivare il rimodellamento, la struttura interna perde parte
delle proprie risorse elastiche e la configurazione iniziale dello sferoide evolve in una configurazione
in cui, nelle regioni interne maggiormente dal rimodellamentol, le cellule si sono riorganizzate in
condizioni di depressione.

Osservazione 5.3.3 (Effetto della pressione sulle tensioni interne allo sferoide).
Confrontando le immagini della Figura 5.7, si osserva che gli sforzi di von Mises siano qualitativa-
mente e quantitativamente simili [43]. Nei primi istanti si formano delle tensioni interne maggiori
in corrispondenza della regione in cui la compressione ha portato a un aumento della pressione
della fase fluida. Ciò potrebbe essere dovuto al fatto che le cellule, che nel modello rappresentano
la fase solida dell’aggregato, devono sopportare il carico della compressione e la pressione interna
dovuta al fluido.

5.3.3 Considerazioni sugli sforzi

La distribuzione degli sforzi di von Mises nell’aggregato (Figura 5.7) evidenzia come gli sforzi
maggiori non si formino a contatto con i piatti, ma all’interno dello sferoide, per entrambi i mo-
delli [43]. Inoltre, è possibile notare che quando la deformazione viene mantenuta (nell’intervallo
[tramp, tend − tramp]), le tensioni interne diminuiscono drasticamente, anche se non scompaiono del
tutto, come è possibile osservare nella Figura 5.8. Tale comportamento è visibile anche in seguito,
dopo il rilassamento dello spostamento imposto.

È possibile osservare come, dopo gli istanti iniziali di pura compressione, in cui si raggiunge il
valore massimo degli sforzi di von Mises, l’intensità degli sforzi descresce repentinamente durante il
mantenimento della deformazione. La struttura cellulare, dopo la compressione iniziale, ha iniziato
il processo di riorganizzazione, che perdura finché lo sforzo equivalente di von Mises non supera la
soglia di snervamento. Infatti, quando questo supera una certa soglia, il rimodellamento ha luogo,
cambiando la struttura interna e riducendo l’intensità degli sforzi.

La presenza della fase fluida è responsabile di una parte della diminuzione degli sforzi con l’evol-
vere del sistema. In effetti, si può osservare che, anche nel caso di un modello bifasico di aggregato
multicellulare in cui non avviene rimodellamento, gli sforzi diminuiscono durante il mantenimen-
to della compressione. Con riferimento alle nostre simulazioni, i risultati del modello bifasico in
cui non avviene rimodellamento sono riproposti in Figura 5.11 e corrispondono alla terza fila di
immagini. Pur non essendoci rimodellamento, gli sforzi diminuiscono ad opera del fluido, sebbene
l’azione sia molto più lenta di quanto si osserva negli altri modelli.
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Figura 5.11: Sforzi di von Mises per il modello bifasico con rimodellamento, monofasico con rimodel-
lamento [43] e, per ultimo, bifasico senza rimodellamento. I primi due modelli sono mostrati agli istanti
t = 6 s, 8 s, il terzo modello per t = 10 s, 30 s.

5.3.4 Rimodellamento
Per studiare l’effetto del rimodellamento si possono analizzare le componenti del tensore Bp, in
particolare quelle radiali, assiali e di taglio.

Si può osservare in Figura 5.12 come la componente radiale (Bp)RR tende a diminuire con
l’avanzare della simulazione nella regione in cui sono concentrati la maggior parte degli sforzi
di von Mises. La componente di scorrimento (Bp)RZ ha un andamento asimmetrico per via dei
differenti sforzi di scorrimento. La componente assiale (Bp)ZZ aumenta nel corso del tempo, a
conferma con quanto detto durante l’analisi degli sforzi e dell’andamento della pressione.

I risultati ottenuti per il tensore di rimodellamento Bp sono coerenti con quanto presente in
letteratura [43].
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Figura 5.12: Componenti di BP, rispettivamente radiali, miste e assiali, per t = 5 s, 30 s.
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Capitolo 6

Conclusioni

In questo lavoro di Tesi, ci siamo occupati di studiare la risposta meccanica e idraulica di sistemi
biologici sottoposti a carichi e spostamenti esterni, in regime di grandi deformazioni, moto fluido
non di Darcy e sotto l’ipotesi di rimodellamento. Con il termine rimodellamento si fa riferimento
ad una classe trasformazioni che interessano un tessuto biologico e che conducono ad una riorga-
nizzazione della sua struttura interna [74, 52, 49, 20, 43, 40, 21, 50, 82] . Come conseguenza, si
assiste ad una evoluzione delle proprietà meccaniche del tessuto stesso.

In particolare, tra i vari tessuti che possono rimodellare, abbiamo focalizzato la nostra attenzio-
ne sugli aggregati multicellulari, che costituiscono un buon compromesso modellistico tra i sistemi
biologici più semplici (sempre in ambito macroscopico) e le strutture biologiche più complesse.

Nello specifico, ci siamo occupati di simulare una prova di compressione uniassiale, con rilas-
samento delle deformazioni su uno sferoide multicellulare, descritto come un mezzo bifasico, con
l’obiettivo di valutare l’impatto del rimodellamento sulle sue proprietà meccaniche ed idrauliche.
Quindi, estendendo il modello presentato in [43] e utilizzando l’apparato costitutivo delineato in
[49], il comportamento dell’aggregato multicellulare è stato descritto con un modello poroplastico,
in grandi deformazioni, grandi distorsioni anelastiche e moto del fluido interstiziale non di Darcy.

Rispetto ai lavori precedenti in questo ambito [43, 87, 36, 35, 34, 95, 67, 5, 38, 23, 53, 78, 94, 46,
88, 91], in questa Tesi viene risolto numericamente un problema formulato in tre dimensioni, per
un mezzo bifasico, utilizzando il software commerciale COMSOL Multiphysics™ versione 5.3a e
sfruttando i pacchetti in esso già presenti. In particolare, la principale novità è stata la risoluzione
accurata delle condizioni di contatto nel caso di grandi deformazioni e rimodellamento (seguendo
l’approccio seguito in [43]) e l’accoppiamento con il moto del fluido.

L’affidabilità dei nostri risultati, specialmente per quanto concerne le variazioni di densità e
l’analisi degli sforzi e delle deformazioni, sembra essere supportata dal confronto del nostro lavoro
con pubblicazioni sull’argomento disponibili in letteratura che utilizzano geometrie e materiali
simili ai nostri. Corroborati dalla bontà del confronto effettuato, ci siamo spinti nello studio di
alcuni aspetti del problema che non sono presenti nei lavori in letteratura a noi noti. Ciò ci ha
condotto a prestare particolare attenzione all’andamento della pressione del fluido interstiziale, che
può essere di ispirazione per verifiche sperimentali del modello.

I risultati presentati in questa Tesi rappresentano per noi il punto di partenza per la simulazione
di tessuti biologici più complessi, in termini di geometria, accoppiamenti con altri fenomeni (ad
esempio la crescita o teorie gradiente del rimodellamento come in [50]) e quadri costitutivi più ge-
nerali (non omogeneità dei parametri, anisotropia) che, per il momento, non sono stati contemplati
nel problema discusso in questa sede.

Sviluppi futuri possono riguardare, ad esempio, l’implementazione di una componente visco-
sa macroscopica (del tipo di Brinkman [11]) nel legame costitutivo del fluido e lo studio del
rimodellamento quando viene meno l’ipotesi di omogeneità materiale.

Concludiamo osservando che questa Tesi va nella direzione della comprensione della meccanica
delle strutture cellulari, e gli eventuali lavori che potrebbe far scaturire nel medio-lungo termine
potrebbero aiutare a dare una risposta a domande di bio-meccanica, o meccanobiologia, come, ad
esempio, l’insorgenza degli sforzi residui. Nel breve-medio termine, invece, l’obiettivo del nostro
lavoro è quello di fornire termini di paragone sia per la verifica di eventuali protocolli sperimentali

45



6 – Conclusioni

sia per simulazioni numeriche più articolate da condurre nell’ambito dei tessuti biologici sede di
trasformazioni strutturali. Una estensione del modello proposto consiste nell’introdurre la aniso-
tropia materiale, indotta ad esempio dalle fibre di collagene, al fine di studiare il ruolo di tali fibre
in un problema di contatto.
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