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Sommario

Il presente lavoro di tesi e nato dalla curiosita nutrita nei confronti della biologia,
unita a una forte passione per le discipline matematiche.

Dopo una panoramica introduttiva sui modelli di reti di reazioni chimiche, si e
studiato come il metodo bayesiano della verosimiglianza sintetica aiuti a inferire
la struttura topologica di tali reti, come le reti di regolazione genica o i modelli
epidemici.

Attraverso 'utilizzo del metodo della verosimiglianza sintetica, con tecniche baye-
siane di tipo Markov Chain Monte-Carlo (MC.MC), si ¢ cercato di stimare alcune
delle caratteristiche principali della rete, come i tassi di reazione nel caso di reti
biochimiche.

Infine, attraverso il software RStudio!, si & proceduto all’applicazione del metodo

su caso pratico e alla valutazione dello stesso.

Thttps://rstudio.com/
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Capitolo 1

Introduzione generale alle

Reaction Networks

Lo scopo del costruire un buon modello € che questo sia in grado di catturare
le caratteristiche principali di un sistema oggetto di descrizione. Un modello &
essenzialmente una semplificazione di cio che accade in realta, e si prefigge di
intuire gli elementi che compongono un sistema e le relative interazioni tra questi.
In questo primo capitolo, si introducono le reti di reazione e i modelli che le

descrivono.

1.1 Modello base

Un sistema di reazioni biochimiche ¢ composto da due elementi principali:
« una rete di reazioni (reaction network)
« una dinamica che descriva tali reazioni (network dynamic)

Per rete di reazioni si intende un oggetto statico descritto da:
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Introduzione generale alle Reaction Networks

e le specie chimiche, &, ovvero le componenti di cui si vuole modellare la

dinamica (in termini di quantita presente nel sistema studiato)

o i complessi, C, ovvero combinazioni lineari non negative delle specie che ne

descrivono l'interazione
e le reazioni, R, che descrivono le trasformazioni di un complesso in un altro

Ad esempio, ipotizziamo di avere nel sistema 3 elementi, sodio (Na™), cloro
(Cl ") e sale (NaCl), e ipotizziamo di ammettere come unico tipo di transizione
la scissione del sale nelle due componenti ioniche. Allora possiamo descrivere la

reazione con il grafo diretto
NaCl— Na® + Cl~ (1.1)

Per questo esempio, la rete consiste delle specie S = {Na™, Cl -, NaCl}, dei
complessi C = {NaCl, Na* + Cl "} e delle reazioni R = {NaCl — Na™ + CI "}.
Piu in generale, diamo la seguente definizione:
Definizione 1. Una rete di reazioni chimiche é un oggetto del tipo {S,C, R}, con:
o« §={51,...,5,} insieme delle specie

o C insieme dei complessi, ovvero combinazioni lineari non negative delle specie

considerate
e R =y — y;€ Yk, y;c €C ey, # y;c insteme delle reazioni.

Scriviamo la k-esima reazione come

D ykiSi = D ypiSi (1.2)
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1.1 — Modello base

e definiamo i vettori di reazione della rete come ( = y;c —yp € Z", dove y;, € yy
sono i vettori associati ai complessi prodotto e sorgente.

Una volta definita la nozione di rete di reazioni, ci si puo concentrare su come
modellizzare la dinamica di conteggio delle specie nel sistema. Per fare questo, si

approfondisce il concetto di jump process.

1.1.1 Processi di conteggio (Poisson)

Un processo di conteggio, o counting process, ¢ definito da una variabile N(t)
che indica il numero di volte in cui un fenomeno & stato osservato fino al tempo t;
inoltre, dal momento che ¢t € R, non ¢ ammessa la concomitanza di due osservazioni

simultanee.

Definizione 2. N ¢ un processo di conteggio se N(0) =0 e N(t) € N ¢& costante
tranne che nel salto in cui cresce di una unita. Se N é un processo di conteggio e
t <s, allora N(s) — N(t) conta il numero di osservazioni nell’intervallo di tempo

(t,s]. Il piv semplice processo di conteggio é il Processo di Poisson.

Definizione 3. Un processo di conteggio é detto di Poisson se soddisfa le sequenti

condizions:

1. il numero di osservazioni in intervalli temporali disgiunti sono variabili aleato-
rie indipendenti, cioé sety < t; < ... < ty,, allora N(t;)—N(tx_1),k=1,...,m

sono variabili aleatorie indipendents
2. la distribuzione di N(t+ a) — N(t) non dipende da t.

Teorema 1. Se N é un processo di Poisson, allora esiste una costante A > 0 tale

che, pert < s, l'incremento N(s)— N(t) é distribuito secondo una legge di Poisson
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Introduzione generale alle Reaction Networks

con parametro (s —t), e cioé:
P{N(s) = N(t) =k} = A=) e (1.3)

Ci si riferisce alla costante A anche come intensita del processo di Poisson:
all’istante ¢, essa puo dipendere dal comportamento pregresso del processo stesso
L oltre che dagli input stocastici, per questo bisogna specificare una funzione non-

negativa che dipenda dal passato del processo e da eventuali input casuali.

Teorema 2. Supponiamo, allora, che Z sia una catena di Markov che modellizzi il
rumore esterno del sistema e Y = {Y (u),u > 0} un processo di Poisson unitario.

Allora, esiste un’unica soluzione all’equazione stocastica

N(t) = Y(/Ot)\(s, Z,N)ds), (1.4)

che fornisce una possibile via per caratterizzare un processo di conteggio tramite

la sua intensita.

1.2 Modello stocastico

Esempio 1. Supponiamo che esistano due forme di una data proteina: attiva, A,

e inattiva, B, e che siano ammessi due tipi di transizione:

e la proteina puo attivarsi:

B— A (R1)

1Si nota che se tale intensita non dipende dal passato del processo stesso si parla di processo
markoviano o catena di Markov.
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1.2 — Modello stocastico

e la proteina puo inattivarsi (tramite 'aiuto catalizzante di un’altra proteina
B):
A+ B — 2B (R2)

La reazione (R2) mostra quanto accennato, ovvero che per la deattivazione della
proteina A € necessaria la presenza congiunta delle due. In questa rete di reazioni,
abbiamo le specie S = {A, B}, i complessi C = {B, A, A+ B,2B} e le reazioni
R={B— A A+ B — 2B}

Con questo esempio, definiamo X;(t) e X5(t) come due variabili aleatorie che
indicano, rispettivamente, il numero di molecole di tipo A e quello di tipo B presenti
nel sistema al tempo ¢, e indichiamo con R;(t) e Ry(t) i processi di conteggio che

determinano il numero di reazioni (R1) ed (R2) occorse entro il tempo ¢. Allora,

-1 1
X(t) = X(0)+ Ry(t) + Ry(t) ; (1.5)
1 -1
dai risultati della sezione precedente (1.1.1) sappiamo che i processi di conteggio

Ry e Ry si possono descrivere tramite le loro funzioni di intensita, A\; e Ao, e quindi

si puo scrivere 1’equazione stocastica

t -1
X(t) = X(0) + Y(/O M(X(s)) ds)
1
con Y7, Y5 processi di Poisson indipendenti.
Abbiamo visto che per ogni reazione y;, — v, € R si puo specificare una funzione

di intensita A\, : Z%, — R, e il numero di volte che la k-sima reazione occorre al
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Introduzione generale alle Reaction Networks

tempo t si puo rappresentare con il processo di conteggio
t
Rilt) = Vil | M(X(5)) ds). (17)

con Yy (t) processi di Poisson. Ricordando che ¢, = y;c — yp € Z", si puo esprimere

lo stato del sistema come

X(1) = X(0) + X Rult)Ge, (L8)

con la sommatoria che considera tutti i canali di reazione.

La funzione di intensita pitt comunemente utilizzata ¢ quella definita dalla ci-
netica di mass-action, la cui forma stocastica afferma che per una certa costante

Kk (costante del tasso di reazione) il rate della k-sima reazione vale

Me(2) = ki [ s = ri [
=1

e (1.9)
Yk i=1 (xz - yk’i)!

Si nota che tale tasso € proporzionale al numero di modi distinti in cui si possono
scegliere le molecole dei reagenti. Nei diagrammi, i tassi si inseriscono sulla freccia
che indica il verso di reazione. Nella tabella si vedono alcuni esempi di reazioni e

la relativa intensitas:

Reazione Intensita

0= S () = kK

Sl K—2> Sg )\2(1’) — Ko
Sl + 52 H—3> Sg )\3((13) = R3T1T9

2S1 K—4> SQ )\4(%) = H4l’1(l’1 — 1)
16



1.3 — Semplificazione del modello

1.3 Semplificazione del modello

I risultati introdotti nel capitolo 1.2 forniscono il numero di molecole delle specie
chimiche presenti nel sistema.

Tuttavia, si puo anche parlare di concentrazioni di molecole quando si tratta di
descrivere lo stato di un sistema di reazioni, e non del numero assoluto.
Nella chimica classica, quando si vuole esprimere la quantita di una molecola
tramite la sua concentrazione si divide il numero di molecole presenti per il volume
in cui si trovano, oppure per il numero totale di molecole delle varie specie presenti.
Nei sistemi chimici tipici il numero totale delle molecole ¢ molto grande, nell’ordine
del numero di Avogadro, N 4; per i nostri modelli, adotteremo una normalizzazione
con un numero N che puo avere diverse interpretazioni nei diversi modelli.

Si consideri, ad esempio, la reazione
A+ B 5 %, (1.10)
il cui tasso di reazione dovrebbe variare inversamente proporzionale col volume:

assumendo, dunque, che abbia una forma del tipo

%azAxB, (1.11)

possiamo esprimerlo in termini di concentrazione ¢; = N~'x;, e scrivere

%1’,43:3 = Nkcacg = NX(c). (1.12)

Di conseguenza, I’equazione 1.6 che conta il numero di specie in un sistema, nel

caso di m reazioni diventa:

X() = X0)+ SN, [ () ds)ge (1.13)
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Introduzione generale alle Reaction Networks

Allora, sostituendo con C'(t) = N, ' X (t), si puo anche scrivere:

o) = +ZN YN, /)\k ) ds)C, (1.14)

e considerando una sequenza di equazioni del tipo
m t
CN(t) = CN(0) + S NIV(N / A (CN (s)) ds)C, (1.15)
k=1 0

dove N = N,,, C dovrebbe valere approssimativamente limy_,o, C*V.

Come specificato in letteratura, [10], e nell’articolo [3] ad opera di G. Rempala
et al., la legge dei grandi numeri per il Processo di Poisson, considerando volumi

molto grandi, permette di scrivere la classica legge deterministica di mass action:

ZHkaHC b)Y, (1.16)

fondamentale per descrivere il sistema di equazioni differenziali per le traiettorie

del processo.

Teorema 3. Sia x(t) = x(0) + [¢ F(x(s))ds, con F(z(s)) = S, M(2(s)) e

lipschitziana. Se CY(0) — z(0), assumendo m < oo, allora per ognie >0 et > 0,

hm P {sup ICN(s) — x(s)| > 6} = 0. (1.17)

—00 s<t

Dimostrazione. Dalle ipotesi, la equazione 1.15 si riscrive come

V(1) = CY(0)+ MY) + | ROV (s), (1.18)

18



1.3 — Semplificazione del modello

dove
MN(t) = i N_lyk(N /Ot /\k(CN(S)) dS)Ck

e Yi(u) = Yi(u) — u. Assumendo una condizione locale lipschitziana,
|F(z) = F(y)| < Kalz -y
con |z|, ly| < a, z(t) come sopra, si definisce
v =inf {t[CY(O)] V |2(t)] > al} .
Come suggerito in [5], dalla disuguaglianza di Gronwall si ha

[CY(E Ay, ) — 2t Ay )l < (ICY(0) = 2(0)] + sup [M¥(s)[)e""

s<tAyY
Si nota che 1.19 & una Martingala con
N Ny |2 1 e & N 2
EIMY A2 = SB[ Y m(CY (5))IGrfds),
0 k=1
e dunque per la disuguaglianza di Doob si ha
Elfsup [M™(s A2 )]
s<t
4 & N 2
< SB[ S MCN ()G ds)
0 k=1

(1.19)

(1.20)

(1.21)

(1.22)

(1.23)

< 3o S @GP (124

lz[<a k=1

da cui segue il teorema.

]

Tale risultato e essenzialmente una legge dei grandi numeri: ¢ lecito, quindi, do-

mandarsi ’esistenza di un teorema del limite centrale che catturi il comportamento
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Introduzione generale alle Reaction Networks

del processo riscalato. Si consideri VN (t) = v/N(CN (t)—x(t)), con VN (0) — V(0),

e si assuma che I sia differenziabile, allora si puo scrivere I’equazione stocastica

V() = VN (0) + i \/%Y/kzv /Ot (N (5))ds + /Ot VN(F(CN (s)) — F(a(s)))ds
B (1.25)

Dal teorema 3 sappiamo che [} A\ (CV(s))ds — [y M\(2(s))ds, e il teorema del

limite centrale standard implica che per u > 0, la quantita

W (u) \/%Y(Nu) (1.26)

converge in distribuzione a una variabile aleatoria Gaussiana con media 0 e va-
rianza u, essendo le W, di fatto moti Browniani indipendenti. Piu precisamente,

il teorema funzionale del limite centrale e verificato, in quanto:

Lemma 1. Sia Y un processo di Poisson e Y(u) = Y(u) —u e W un moto

Browniano standard. Definito

W (u) = \/%?(Nw (1.27)

allora WN = W. Tale risultato deriva dal classico teorema del limite centrale,

una volta provata la relativa compattezza della sequenza.

Applicando questo teorema di convergenza, si ha che V¥ = V soddisfa
m t t
Vt) = VO0) + S W[ Mla(s)ds)G+ [ VE@()V(s)ds  (128)
k=1

Assumendo che V(0) sia Gaussiano, allora anche V(t) risulta essere un processo
Gaussiano (per linearita).
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1.3 — Semplificazione del modello

Per il processo, si possono, infine, calcolare il valore atteso come
t
EIV(t)] = B[V (0)] + | VF(x(s)E[V(s)]ds (1.29)

e la varianza considerando

BV = EVOVOF] + [ S G hlas)ds+
/0 Y E(s) E[V(s)V (s)]ds + /0 "BV (s)V(s) IV (x(s)) ds,

(1.30)

come

D) =T0) + [ 3 G wle(s)ds+
k=1

/ VP (a(s)T(s)ds + / "T(s)VE((s))Tds (1.31)
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Capitolo 2

Statistica Bayesiana

Nell’approccio bayesiano si utilizzano considerazioni "personali' per assegnare la
probabilita ad un dato evento prima di fare ’esperimento. La probabilita a priori
e quindi legata al grado di credibilita dell’evento, stabilito in maniera soggettiva.
Il teorema di Bayes consente, alla luce delle frequenze osservate, di "aggiustare"
la probabilita a priori, per arrivare alla probabilita a posteriori. Quindi, tramite
tale approccio, si usa una stima del grado di credibilita di una data ipotesi pri-
ma dell’osservazione dei dati, al fine di associare un valore numerico al grado di

credibilita di quella stessa ipotesi successivamente all’osservazione dei dati.

2.1 Statistica bayesiana

Teorema 4. Dati due eventi A e B, la probabilita che occorra l’evento A condi-

zionata all’accadimento dell’evento B, ¢ data da:

B|A)P(A)

paB) = 2 5] (2.1)

Lo scopo dell’inferenza statistica e, sostanzialmente, interpretare i risultati di
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Statistica Bayesiana

un esperimento in termini di un modello, determinandone una stima dei parametri

e relativi errori.

Quando si considera una distribuzione come funzione dei parametri del modello
a fissato risultato sperimentale, tale distribuzione viene detta funzione di verosimi-
glianza dei parametri, o likelihood, perche indica quanto verosimilmente i valori

dei parametri si accordano al risultato osservato.

Consideriamo una variabile casuale osservativa x con una certa distribuzione di
probabilita f(z]@) che dipende da alcuni parametri teorici incogniti : il concetto

di likelthood spiega la probabilita di avere la variabile x dati i parametri 6.

Nel caso univariato con variabili aleatorie indipendenti, la definizione di likeli-

hood ¢ data dalla densita congiunta delle osservazioni:
p(zl0) := L(x;0) = f(21]0) f (22|0)... f(xn]0) (2.2)

Fissando ’esperimento in termini di risultato (le z; sono gia state osservate),
si cerca di capire quale distribuzione di parametri abbia generato proprio quella
sequenza di output: si cerca quindi di massimizzare la funzione di verosimiglianza,
e il metodo prende il nome di massima verosimiglianza. Assumendo, quindi,
che L sia una funzione differenziabile, tale metodo consiste nel risolvere il sistema

dato da:
oL
— =0 2.3
con j =1,...., M, le cui soluzioni sono éj e vengono dette stime di massima vero-

simiglianza (MLE, dall’inglese mazimum likelihood estimators).

Nell’inferenza bayesiana si assume che un modello teorico, descritto da un in-

sieme di parametri @, sia vero, e si cerca di ottenere la distribuzione di # noti i dati
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2.1 — Statistica bayesiana

x. Tramite il teorema di Bayes, si puo scrivere

p(z]0)p(9)

p(0]x) = ()

, (2.4)

dove:

p(0]z) & detta posterior, ovvero la probabilita che i parametri abbiano un

certo valore una volta osservati i dati

o p(x|0), gia vista, ¢ detta likelihood

« p(0) ¢ detta prior, ovvero tutto cio che ¢ informazione pre-esperimento. Nel
caso di completa "ignoranza', se lo spazio dei parametri e un intervallo, si puo

ipotizzare una distribuzione uniforme', come ad esempio (0naz — Omin) "

o p(x) & detta evidenza e si calcola come p(x) = [ p(z|0)p(6)do

Dal momento che le osservazioni x sono gia avvenute, si puo pensare di riscrivere

I’equazione 2.4 come

p(0]x) oc L(0)p(0), (2.5)

in quanto p(z) assume un ruolo di costante di proporzionalita.

Nel caso in cui la posterior segua la stessa distribuzione della prior, si dice che

le due probabilita sono coniugate.

INel caso generale, esistono altre distribuzioni considerate poco informative.
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Statistica Bayesiana

2.2 Tecniche Markov-Chain Monte-Carlo per in-

ferenza dei parametri

Le tecniche Markov Chain Monte-Carlo (MICMC) sono attualmente il metodo
computazionale maggiormente utilizzato per risolvere un problema di inferenza
bayesiana. Attraverso una tecnica MCMC si cerca di campionare in maniera effi-
cace la posterior concentrandosi nelle regioni dove essa e piu grande e tralasciando
lo spazio dei parametri dove la probabilita € molto piccola. L’idea di fondo e una
catena di Markov nello spazio dei parametri dove il valore 6; ¢ aggiornato al valore
;11 secondo un algoritmo tale che la distribuzione finale della catena coincida con

la distribuzione di probabilita a cui si & interessati.

2.2.1 Catene di Markov

Una catena di Markov ¢ una sequenza di variabili casuali Y7;Ys;Ys;.. tale che
la dipendenza della distribuzione di Y;,; dai valori di Yi;...;Y; ¢ interamente

codificata dal valore di Y}, ossia

P(yi+1|ym Yi—1,Yi—2, ) = P(yi+1|yi)a (2-6)

cioe la probabilita del passaggio ad uno stato del sistema dipende unicamente
dallo stato immediatamente precedente e non dal come si € giunti a tale stato. Si

definisce, inoltre, una distribuzione iniziale A tale che

P(yo) = AM¥o)- (2.7)

In generale, siamo interessati a catene di Markov che convergono ad una distri-
buzione unica e stazionaria e in cui gli elementi della catena sono campioni dalla
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distribuzione di interesse che, nel caso di inferenza bayesiana, ¢ la posterior P(6|z):

si cercano, dunque, algoritmi che permettano di costruirne una.

Esempio 2. Forma della funzione di verosimiglianza per una catena di

Markov.

Ipotizziamo di voler calcolare la probabilita che una variabile aleatoria x compia

una determinata traiettoria, ovvero siamo interessati a calcolare

Per il teorema di Bayes, possiamo dire che

P(Tp = in, .., Tog = i) =

p(A) = p(rp =in, Tno1 = in_1,...,To = Gp)- (2.8)
p(A|B)p(B)
p(A) = 2.9
W =B 2
e, ponendo p(B) = p(Tp_1 = in_1,Tn_2 = in_2,...,To = ip), otteniamo

p(xn - in"rn—l - in—la cy Lo = iO)p('TTL—l - Z.n—b y ey Lo = ZO)
P(Tp_1 = lp_1,..., Lo = i0|Tn = ip, ..., To = ip) .

(2.10)

Osserviamo subito che il denominatore vale identicamente 1 e che, tramite la

proprieta di Markov, il primo membro del numeratore € la probabilita di transizio-

ne dallo stato t,_1 a iy, Pp—1,. Inoltre, si puo iterare il ragionamento anche sul

secondo membro del numeratore, fino alla probabilita di trovarsi nello stato iniziale

o, Po-
Dunqgue, possiamo scrivere:

p(traiettoria) = po [ [ pa-1n
=2

(2.11)

Si parla, infatti, anche di "realizzazione" della catena, e la quantita descritta
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sopra ¢ definita come la sua likelihood,

L(p) =po ] Pn-1n (2.12)
1=2

2.2.2 Markov Chain Monte-Carlo

L’inferenza probabilistica attraverso catene di Markov consiste nel costruire se-
quenze di punti nello spazio dei parametri, la cui densita stazionaria ¢ proporzio-
nale alla distribuzione di probabilita a posteriori a cui siamo interessati. Il termine
Monte-Carlo si riferisce al fatto che per la computazione si ricorre ad un ripetuto
campionamento casuale, attraverso la generazioni di sequenze di numeri casuali.
Due aspetti da tenere in considerazione sotto questo punto di vista sono il pe-
riodo di burn-in e le correlazioni tra punti. Al crescere del numero di passi della
catena, la distribuzione di target viene sempre meglio approssimata. All’inizio del
campionamento, pero, la distribuzione puo essere significativamente lontana da
quella stazionaria, e ci vuole un certo tempo prima di raggiungere la distribuzione
stazionaria di equilibrio, detto, appunto, periodo di burn-in. I campioni provenien-
ti da tale parte iniziale della catena vanno tipicamente scartati perché possono non
rappresentare accuratamente la distribuzione desiderata. Normalmente un algorit-
mo MCMC genera catene di Markov di campioni, ognuno dei quali & autocorrelato
a quelli generati immediatamente prima e dopo di lui. Conseguentemente campio-
ni successivi non sono indipendenti ma formano una catena di Markov con un certo
grado di correlazione. Dunque, se si vogliono campioni il piu possibile indipendenti

si possono considerare solamente un campione ogni venti.

2.2.3 Algoritmo Metropolis-Hastings

L’obiettivo di questo algoritmo e quello di generare una collezione di dati che
seguano una determinata distribuzione, nel caso di interesse la posterior.
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Si consideri allora un vettore di parametri 6 con relativa likelihood L(0) e prior
p(0): sisa che una catena di Markov passa da uno stato 6; a un altro stato 6; con
probabilita p;;.

Si sceglie, allora, una arbitraria distribuzione e si propone un nuovo valore ;4

secondo la legge p(0;,0;11), che viene accettato con probabilita:

P(Oig1,0:)m(0i41)
p(eia 9i+1)7(92‘)

(2.13)

Q41 = mm[l,

dove il termine « si definisce accettanza.

Nella pratica, si inizializza un punto arbitrario ; come primo campione e si
sceglie una densita di probabilita arbitraria p(6,6;,1) che suggerisce un candidato
per il nuovo campionamento. Ad ogni iterazione i, si genera un candidato §i+1 e
si calcola 'accettanza a: se quest’ultima & piu grande di «,, ~ U(0,1) accetto il

nuovo punto.

2.2.4 Algoritmo di Metropolis-within-Gibbs

Nel caso multivariato, puo essere difficile applicare 1'algoritmo di Metropolis. Si
puo ricorrere al sampler di Gibbs, che prevede di dividere # in h gruppi disgiunti,
Ur_ 0, =0 e 0. N0 =0, e inizializzare tutti i 69,

Infine, per j = 1,...,b (dove b é il numero di campioni da ottenere) si ripete:
e campionare 6’{ dalla distribuzione di 01|€§_1, ey 9{1_1, T

« campionare 6} dalla distribuzione di 92|9{, 9%71, ey 9{;1, x

e campionare Hi dalla distribuzione di eh\e{, 0, .., 6{;71, x

utilizzando per tali campionamenti il metodo Metropolis.
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Capitolo 3

Synthetic Likelihood

In questa sezione si presentano le proprieta asintotiche della stima ai minimi qua-
drati, least square estimate (LSE), delle costanti di reazione di modelli biochimici,
descritti in  [3], e la rielaborazione del metodo della verosimiglianza sintetica,
descritto sempre da Grzegorz Rempala in [2]. I dati su cui si costruira la syn-
thetic likelihood derivano da traiettorie parzialmente osservate di sistemi dinamici
stocastici, modellati come processi di Markov.

Sotto specifiche condizioni, lo stimatore LSE si dimostra essere asintoticamente
normale e con una struttura di covarianza definita da un sistema di equazioni
differenziali ordinali (ODE).

Attraverso un approccio bayesiano, si cerca di campionare dalla distribuzione a

posteriori dei tassi di reazione per capire la struttura topologica della rete.

3.1 Risultati asintotici dell’LSE

Quando la dinamica di una rete biochimica é governata dall’azione di poche mole-
cole il cui numero (in termini di presenza) varia rapidamente, le traiettorie osser-

vate si descrivono attraverso un approccio stocastico in quanto presentano forte
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rumore quando prese localmente.
Fortunatamente, dal punto di vista statistico queste fluttuazioni non alterano la

media delle stime LSE, ma ne influenzano la covarianza.

Si cerca, dunque, di ottenere i risultati di normalita asintotica del LSE, al fine
di ricostruire la struttura topologica della rete usando proprio la covarianza del
rumore. Per le reti con legge di mass action ¢ interessante analizzare le proprieta
asintotiche dell’LSE in quello che viene definito large volume limit. In seguito, si
vede come le fluttuazioni stocastiche diventino asintoticamente gaussiane e conver-
gano a un limite deterministico definito da una equazione differenziale ordinaria
(ODE).

Come visto nelle sezioni precedenti, quando n — oo la funzione di intensita e

della forma 1.9, e la traiettoria stocastica

converge alla forma deterministica
k i

Dal momento che entrambi i sistemi sono parametrizzati dallo stesso set di co-
stanti 6 (non conosciute), & consono stimare questo vettore di parametri fittando il
modello deterministico ai dati riscalati, ritornando successivamente alle traiettorie
stocastiche tramite metodi bayesiani. Si osservi, tuttavia, che nel modello deter-
ministico alcuni di questi parametri compaiono solo accoppiati ad altri parametri

e non sono dunque identificabili.

Indichiamo i punti della traiettoria, relativi alle osservazioni delle d specie nel

tempo {t;}, come Xi(n’e) € Z%. Si suppone che questi punti arrivino da una singola
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3.1 — Risultati asintotici dell’LSE

traiettoria 3.1 di un processo di Markov di u reazioni, con rate 1.9. Peri =1, ..., k,
si indica con 2%(¢;) € R? il limite deterministico di X%(t;) = X;(n,0)/n, quando
n — oo: il vettore @ sara funzione dei parametri della rete x; e delle condizioni
iniziali.

Si indica, quindi, con 6° il vero valore del parametro e si cerca di stimare 6° con il

suo LSE é, definito come

Hn : O+ __ 0(+\2
0 = angmpn 30 |X° (1) — /(0] (3.3)

Nell’articolo [3], si dimostra che

PO IX(t:) — )P = 0ln = 00) =1, q.c. (3.4)

Allora, sia 92°(t) = [0;20(t)];x+ € R™*? una matrice di derivate parziali rispetto

a 0. qualunque LSE deve soddisfare

Z 829(@)()?9(@) - za(ti)) =0, (3.5)
che riscritta come

0

302 (t)(X0 (1) — 2" (1) = 02" (1) (1) — (1) (3.6)

ci fa notare che per n — oo il secondo membro tende a zero.

Teorema 5. Assumento l’identificabilita e la non degenerazione delle traiettorie,

33



Synthetic Likelihood

allora lo stimatore LSE é consistente, cioé
0 —6° — 0 (3.7)

sen — oo

Esapandendo tramite Taylor il secondo membro di 3.6, si puo scrivere
Zaze(ti)(x(’(ti) i (t;)) = Ba(0 — 6°) +O(16 — 6°)(0 — 6°) (3.8)
dove By = ¥, 02°(t;)[02° (t;)]F
Grazie ai risultati ottenuti in precedenza, possiamo considerare quindi
0 —0") = Z By o2 (t:) (X (t;) — 2°(t)) (3.9)

il cui secondo membro, riscalato per /n, & asintoticamente normale multivariato

con media 0 e matrice di covarianza Ygo:

290 = VCLT(Z AzZz)

i i

Dunque, si ha che

A

V(0 —6°) = N(0, %) (3.11)

3.2 Synthetic Likelihood

L’impiego della funzione di verosimiglianza per inferire sui parametri di un modello

si ¢ visto essere molto utile, soprattutto nell’approccio bayesiano ([2],[8]).
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Purtroppo, pero, nel caso di reti di reazioni stocastiche questo puo incontrare
problemi dovuti alla elevata capacita computazionale richiesta dalla simulazione:

per questo motivo ci si concentra su alcuni metodi che approssimano la likelihood.

Consideriamo la j-esima traiettoria del sistema, Xi(?’ﬁ ) e 7%, ovvero il numero
di specie s osservate, misurate in una griglia discreta di tempi, ¢, (t1), ..., tm,; =
T; < o0). Si assume che questi dati osservati arrivino da traiettorie del processo
per le quali il volume n del sistema ¢ fisso e conosciuto e definiamo i valori di

concentrazione come

Xi(t;
Cn(ti;) ilf) (3.12)
n
L’ LSE per la j-esima osservazione vale
B; = arg mﬂiﬂz [|C(tiy) = ¢ (t)13 (3.13)
tij
0, equivalentemente, qualunque soluzione del sistema
>0 (1) (Cultiy) — < (t)) =0 (3.14)
tij

Allora, chiamiamo Bj le soluzioni di 3.13: nella configurazione di mass action, i
coefficienti § sono combinazioni lineari dei tassi di reazione e possono essere scritti
come 3 = Qk, con Q € R¥T.

Sappiamo che le stime [(; sono asintoticamente Gaussiane, \/n(f — Qk) —
N(0,Y), e questo permette di scrivere la synthetic likelihood function per la j-esima

traiettoria come:

« A 1 A P A
Ly S15) = £(3108 %) = (2n) 75/l 2exp { L@~ A7 @n - B .
(3.15)
con 2 matrice di covarianza asintotica.
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Considerando la j-esima osservazione e il vettore di concentrazione delle specie
C; = X;/n, dal teorema del limite centrale si sa che /n(C; — ¢) = N(0,%,), e
di conseguenza la likelihood dei dati L(k|D) = L(k|X;/n) converge alla likelihood

Gaussiana

L(k|X;/n ~ (2m) 2|8, /n] V2 exp {~1/2(c% — )T (B /n) 7 (¢ — &)}
(3.16)

dove ¥, € la matrice di covarianza del processo per il vettore di concentrazio-
ni (e dunque nell’approssimazione) e non quello delle statistiche della likelihood
sintetica, . Quando si ha una sola traiettoria usiamo la matrice di covarianza

empirica ZA]BJ_, per formare la synthetic likelihood.

3.2.1 Forma della Prior

Cerchiamo, allora, di trovare una forma alla prior che permetta ai coefficienti di
rientrare nel modello, durante le iterazioni della simulazione, solamente quando

generano una probabilita a posteriori diversa da 0.

Nell’articolo di Gottardo e Raftery [1], si dimostra che quando la probabilita
a priori di un rate della reazione k non-nullo vale wy, la corrispondente densita di

probabilita per i rate kj e della forma

dIl

S +p) (1 = wi)lo () + wi f (rr) e+ (r) (3.17)

™ (/ﬁ:k) =
e assumendo che f(kg|\p) = Apeaxp(—Apkr)lr (ki) siamo certi di ottenere valori
positivi per i rate k. Tale prior puo essere riscritta gerarchicamente come mistura

scalata di gaussiane troncate, il che rende trattabile il problema del campionamento
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dei rate k; infatti:

fi(kglm) = \/Zew(—/ﬂi/?m)ﬂﬁ{(%ﬁ (3.18)

2

FarlM) = Seap(~Xom/2), (3.19)

con [° f1(kil|me) fo(Ti| Ak )dmie = f(Ki] k).

Infine, per considerare eventuali errori di misurazione o di collezione dei dati in
differenti punti temporali, si propone di inserire una prior di Wishart sulla matrice
di covarianza X:

Elp ~ W(v,9), (3.20)

dove 9 indica la matrice empirica di covarianza di 5. Dunque, il modello gerarchico

¢ della forma:

SL(k,%|D) = ﬂSLj(/f, |8))
m (RN = 1;[[(1 — wi) o (k) + weAgexp(—Agrr) (DR + (k)]

|20 2 { ~Liry 18]

v d
2v4/2T ;S

mo(X[) = (3.21)

dove j = 1, ..., N indica la traiettoria j-esima. Nel paper di Linder e Rempala

[2] si dimostra che la distribuzione della posterior, 7(x|D) ¢ unimodale quando

v>N+d+1le )= 1_1:’“, garantendo 'identificabilita della rete.

w
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3.2.2 Computo della Postertor

Useremo l'algoritmo Metropolis-within-Gibbs per campionare dalla distribuzione

posterior. Al fine di semplificare la notazione, definiamo

U:=nNQTE™1Q (3.22)
N A
S:=nQ"SY B, (3.23)
j=1

Sapendo che il termine wy indica la probabilita a priori che il canale di reazione

k sia non-nullo, possiamo procedere con i seguenti step dell’algoritmo:

1. Per ciascuna reazione k =1, ..., r si calcola wj = T L dove

k
1—wy,) /My )+wy

1 (8K — Xigr Uirki)”
My =2 ex 1+
* ¢ﬁw%+1ﬁ@ p{ S+ 178 )

Sk = 2itk WikKi

— (0, (e +1/73)71)). (3.24)

Con probabilita wj, si campiona ry, dalla Gaussiana troncata e successivamente

si campiona 1/77 dalla Gaussiana inversa:

* K ~~ N(w, (Ukk + 1/T,§)_1)HR+FLk

ukk—i-l/’r,?

o BTG N,

Altrimenti, con probabilita 1 — wy si pone k =0

2. Dato il campione corrente (k, 3), si propone ¥* dalla distribuzione di Wishart,

ovvero X* ~ W(v', X)

(K, Z* | D)W(Z|v,T*) }

3. Accettiamo >* con probabilita min {1, TSI D)W [0 )
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4. Ricalcoliamo U := nNQTY7'Q ed S := nQTx! Z;V:l Bj e torniamo allo step
1.

Nella notazione sopra, si € indicato:

o u;; = (U);; elemento della matrice U

e s € il k-esimo elemento si 9,

N(a,b) e ZG(a,b) sono, rispettivamente, una variabile aleatoria gaussiana e

una variabile aleatoria inversamente gaussiana

e W(X|v, V) ¢ la densita di Wishart valutata in 3 con v gradi di liberta

o ¢(z,a,b) ¢ la distribuzione cumulativa gaussiana valutata in x.

3.3 Simulazioni R

Nonostante ’avanzare della tecnologia computazionale, siamo ancora lontani dalla
possibilita di modellare sistemi biologici di taglia e complessita realistica: quello
che si puo fare e lasciare fuori alcuni dettagli dello stato del sistema in favore di
una visione piu ad alto livello.

L’obiettivo di questa sezione € quello di osservare come il metodo della vero-
simiglianza sintetica aiuti a stimare i parametri del modello a partire dai dati in
possesso. Si procede, dunque, in un primo momento ad applicare la teoria su un
processo di nascita e morte, generato artificialmente tramite 'algoritmo di Gille-
spie, dove sono stati inseriti i parametri che in seguito verranno inferiti attraverso
la funzione di verosimiglianza sintetica. In seguito, si e testato il metodo su un

dataset simulato tramite un modello epidemiologico SIRS.
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3.3.1 Un esempio esplicativo: il processo lineare di nascita

e morte

Consideriamo un modello in cui, in ogni istante temporale, un nuovo individuo si
aggiunge alla popolazione a un tasso proporzionale al numero di individui, A, e

ogni individuo muore indipendentemente con tasso p,
x 2 ox (3.25)

x50 (3.26)

Supponiamo che all’istante ¢ lo stato del sistema veda x individui: allora, all’istante

t + dt sara una quantita casuale discreta con probabilita di transizione di stato

P<Xt+dt =x+ ].) = A\xdt
P(Xt+dt =T — 1) = pxdt

Considerando l'incremento d.X;

P(dX, = 1) = \xdt
P(dX; = —1) = pxdt
P(dX, =0)=1— (A+ p)adt (3.28)

possiamo calcolarne il valore atteso e la varianza come

EldX;] = (A — p)zdt
var[dX;] = (A + p)zdt  (3.29)
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Dunque, I'equazione deterministica che descrive la dinamica di un processo

lineare di nascita e morte ¢

dX,

X, (3.30)

che costituisce il drift dell’equazione diffusiva

dX,

AW,
— =0 =X+ (A )X, — (3.31)

dt

dove e stato inserito il termine stocastico dW;.
A partire da questa descrizione della dinamica, si ¢ proceduto alla simulazione
di dati tramite 'applicazione dell’algoritmo di Gillespie. L’algoritmo procede

nel seguente modo:
1. inizializza il sistema in ¢ = 0 con tassi di reazione cy, co, ..., ¢,

2. per ogni i = 1,2, ..., v calcola h;(z,¢;) basato sullo stato corrente, x. Si nota,
che h(xz,c¢) = c indica il rate di una reazione dove si genera una molecola
di X. Se ci fossero X; molecole nel sistema e si riproducessero con rate c;,

h(x,cj) = zjc;.
3. calcola ho(z,c) = X7 4 hi(z, ¢;), ovvero il tasso di reazione combinato

4. simula il tempo al prossimo evento, t/, come quantita casuale distribuita

secondo una legge esponenziale exp(hy(z, c))
5 ponet:=t+t

6. simula l'indice di reazione, j, come una quantita casuale discreta con proba-

bilita h;(z, ¢;)/ho(z,c), i =1,2,...,v

7. aggiorna z secondo la reazione j, cio¢ pone z := x + SU), dove SU) indica la

jesima colonna della matrice stechiometrica S
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8. memorizza x e t

9. se t < T},4. ritorna allo step 2

Nel caso in esame, le due reazioni

x 2 ox (3.32)
x50 (3.33)

hanno come tassi di reazione ¢; = A e co = pu, e dunque v = 2 reazioni possibili.

Allora, si hanno le relative leggi stocastiche dei tassi di reazione:

hy(xz, ) = A\x (3.34)

ha(z, p) = pa (3.35)

In primo luogo, si sono definiti i parametri della simulazione:

# Definisco i tassi
lambda = 0.55

mu = 0.85

real betas = c(lambda, mu)

parms <- c(lambda=lambda, mu=mu)

# Nome della simulazione

simName <- "B&d model"

# Stato iniziale della popolazione
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S0 = 800
pop_tot = S0
x0 <- c(S=580)

#Definisco le "propensity functions"

a <- c("lambdaxS", "muxS")

# Definisco la matrice del cambiamento di stato
Pre = matrix(c(1,1),ncol=1,nrow=2, byrow = TRUE)
Post = matrix(c(2,0),ncol=1,nrow=2, byrow = TRUE)

nu =t (Post-Pre)

# Intervallo temporale di osservazione e griglia dei tempi deterministici
tf <- 6

T max = tf

ampiezza = 60 # ampiezza dell’intervallo (unita di misura)

intervallo = T_max/ampiezza # nuova "unita di misura" temporale

# griglia di tempi deterministici

grid = seq(from=intervallo, to=T_max, by=intervallo)

Successivamente, tramite la libreria GillespieSSA, si sono simulate possibili

traiettorie stocastiche:

library(GillespieSSA)

# algoritmo Gillespie

# simulazione
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set.seed(new_seed)

out <- ssa(

x0 = x0,
a = a,
nu = nu,

parms = parms,
tf = tf,
method = ssa.d(),

simName = simName,

verbose FALSE,

consolelnterval = 1

# Salvo i risultati
S_out = out$datal,?2]

times SIR = out$datal,1]

S = rep(0, ampiezza)

# per ogni tempo della griglia t_i (che finisce in T_max)

for(m in 1:length(grid)){

# cerco il corrispettivo valore stocastico
for(tmpt in 2:length(S_out)){
if (grid[m]>=times_SIR[tmpt-1] && grid[m]<=times_SIR[tmpt]){
S[m] = S_out[tmpt]
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Considerando una popolazione iniziale di N = 800 individui, tassi di nascita
e morte pari a A = 0.55 e y = 0.85, si ¢ generata una serie di 20 traiettorie

stocastiche, Figura 3.1.

B&D - modello simulato

-
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Figura 3.1: Simulazione di 20 traiettorie stocastiche tramite I’algoritmo di Gillespie
con A = 0.55,u = 0.85 su una griglia di 60 punti temporali di ampiezza 0.1
equidistribuiti.

A partire da questo dataset dove i parametri A e p sono stati scelti arbitraria-

mente, si & proceduto all’inferenza della loro differenza.
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Il metodo optim del software RStudio permette di utilizzare ’euristica di Nelder-
Mead per la minimizzazione della funzione obiettivo. In questo caso, per stimare

il parametro [ tramite 3 si e utilizzato il metodo dei minimi quadrati,

A= mﬁin Z(z(tz) —y;)? (3.36)

con z(t) = NeP* equazione deterministica della traiettoria e soluzione della

equazione 3.30 (vedi Figura 3.2).

Tale metodo, inoltre, permette di minimizzare la funzione obiettivo partendo

direttamente dalla ODE che descrive la traiettoria:

# scrivo la forma del sistema ODE
library(deSolve)
ode_func BD = function(t, state, beta_teo){
with(as.list(c(state, beta_teo)),{
dS = (beta_teo)*S
return(list(c(dS)))
1))

# Nelder-Mead
optimizazion function = function(beta_teo){
# stato iniziale del sistema

ini state = c(S = S0)
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Figura 3.2: Traiettoria deterministica con A = 0.55 e u = 0.85 su una griglia di 60
punti temporali di ampiezza 0.1 equidistribuiti e popolazione iniziale pari a 800
individui.

# genero la traiettoria, parametrizzata su beta
ode_out = ode(y = ini_state, times = grid, func = ode_func_BD,

parms = beta_teo, method = "euler")

# sommatoria da minimizzare
RSS = sum((S - ode out[,2])72)
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return(RSS)

beta_hat_par = optim(beta_0, fn = optimizazion_function)$par

dove si e salvato nell'ultima variabile il valore della singola 8, qicttoria = Meraiettoria—

Htraiettoria-

Si e, inoltre, tenuta traccia della miglior stima frequentista possibile, ovvero il

valore di 8 che minimizza ’errore totale di tutte le simulazioni:

optimizazion RSS = function(beta_teo){

RSS_frequentista = 0 # funzione da minimizzare per la prova frequentista

# stato iniziale del sistema

ini_state = c(S = S0)
for(try in 1:traj){
temp_temp = unlist(list_Times[try])
# genero la traiettoria, parametrizzata su beta

ode_out = ode(y = ini_state, times = temp_temp, func = ode_func_BD,

parms = beta_teo, method = "euler")
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# sommatoria da minimizzare
SIR_matrix = matrix(c(unlist(list_S[tryl)),

nrow = length(unlist(list_Times[try])), ncol = 1)

RSS_frequentista = RSS_frequentista
+ sum((SIR matrix - ode_out[,2])72)
+

return(RSS_frequentista)

beta_hat_frequentista = optim(beta_O, optimizazion_RSS)$par

L’obiettivo ¢ quello di ricavare tramite la funzione di verosimiglianza sintetica
la distribuzione a posteriori del tasso di reazione f = A — . Un parametro utile
alla simulazione e la matrice ) delle combinazioni lineari dei parametri cinetici

conversione dal modello deterministico a stocastico), ottenuta dall’equazione
( : q

b= Qk, (3.37)

dove, ponendo k = [\, ], si ottiene Q = [1, —1].

Dunque, si inizializzano i parametri della simulazione

# matrice che contiene i valori lambda e mu per ogni traiettorie

betas = matrix rate

# matrice Q

Q= matrix(c(1,-1), nrow=1, ncol=2)
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# numero iterazioni MCMC

iter = 10000

# taglia del sistema

n = pop_tot

e tramite la funzione SL si salva nella variabile Gibbs il risultato del campiona-

mento.

Di seguito, il codice R:

SL = function(betas, Q, iter, n){
require(statmod)
require(truncnorm)

require (MCMCpack)

# parametri

accept=rep(0,iter)

# numero di reazioni, ovvero il numero di rate k da stimare

r = length(Q[1,])

# combinazione lineare delle k, & il numero delle beta delle reazioni

d = length(Q[,1])

# calcola il numero di traiettorie N a partire

# dalla dimensione di "betas". Imposta, per comoditd, 2 traiettorie
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# betas € un vettore riga di parametri -> allora ho una traiettoria
# sola:

# c(betal, beta2,...)

if(is.vector(betas)){

N=1

d = length(betas)
sumBeta = rep(0,d)

sumBeta = betas

# betas & una matrice (o vettore colonna)-> ho pild parametri
# (o solo uno) e piu traiettorie
if(>1){

N

length(betas[,1])
d

length(betas[1,])
sumBeta = rep(0,d)
for(j in 1:N){

sumBeta = sumBeta+betas[j,]

# parametri

# probabilitd iniziale che il canale k-esimo sia vero
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weights = matrix(0,nrow = iter, ncol = r)

# vettore di rate da stimare

r)
r)

kappas = matrix(0,nrow = iter, ncol

lambda

matrix(0,nrow = iter, ncol

# prior: probabilitd che il canale di reazione aperto o chiuso
weights[1,] = rep(0.5, r)

kappas[1,] = rep(l,r) # & giusto inizializzarlo a 1

# condizioni per unimodalita
v = N+d+1
Vprop = n

lambda = (1-weights[1,])/weights([1,]

# calcolo delle matrici T ed S (nel paper si chiamano U ed S)

T = Nxt(Q)%*%diag(1,d)%*%Q*n
S = t(Q%*%diag(1l,d)%*)%sumBeta*n
temp = c()

# ha chiamato tau quello che nel paper & tau 2,
# in quanto entra sempre come tau”2

tau = rep(1,r)

theta = 10000

Psi = diag((1/theta),d)

# covarianza empirica di beta: quando

# beta non & a rango pieno, aggiungono un
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# termine di regolazione, +0,00001

invPsi = diag(theta,d)

if (N>1)4
cv = (cov(betas) + Psi)/n
# cv = cov(betas)
} else {
cv = (diag(var(betas),d)+Psi)/n

# cv = diag(var(betas),d)

# cv = sumBeta/N

invCV

solve(cv) /vprop

Sigma = diag(1,d)
detSigma = det(Sigma)

iSig = solve(Sigma)

# check: salvo i valori di lambda (tasso nascite)
checkM = rep(0, iter)

checkDenominator = rep(0, iter)

checka = rep(0, iter)

checkb = rep(0, iter)
checkc2 = rep(0, iter)
checkTKK = rep(0, iter)

checkTau = rep(0, iter)
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checkTauLambda = rep(0, iter)

checkTauMu = rep(0, iter)

# inizio del campionamento

for(i in 2:iter){

temp = kappas[(i-1),]

# scelgo wx[k] e propongo un nuovo vettore di rate kappa

for(k in 1:1){

# Calcolo media e varianza della Gaussiana da cui

# campiono i rate kappalk]: N(a,b)

# per calcolare la media a, deve fare una sommatoria

# valida per tutti i canali tranne il corrente k

if(k == 1){
a = (S[k]-sum(T[(k+1) :r,k]*kappas[(i-1), (k+1)/r]))
/(Tlk,k]+1/taulk])

if (k == r){
a = (S[k]-sum(T[1:(r-1),k]*kappas[i,1:(r-1)]1))
/(T[k,k]+1/taulk])
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if (k>1 & k<r){
a = (S[k]-sum(T[(k+1):r,k]*kappas[(i-1), (k+1):r])
-sum(T[1: (k-1),k]*kappas[i,1:(k-1)]1))/(T[k,k]+1/taulk])

b = 1/(T[k,k]+1/taulk])

#b=0.5

checkTauLambda[i] = 1/taul[1] # taul[l] & sempre uguale: perché?
checkTauMu[i] = 1/taul2] # taul[2] varia sempre

checkTKK[i] = T[k,k]

c2 = 1-pnorm(0, mean=a, sd=sqrt(b))

M = 2xsqrt(bx(1/taulk]))*exp((a~2)/(2%b))*c2

checkali]

a

checkb[i] b

checkc2[i] = c2
if (is.na(M)){

M=0

# print(k) # perché per il rate k=1 (lambda) viene na(M)

weights[i,k] = weights[1,k] / ( ((1-weights[1,k])/M)

+ weights[1,k])

checkM[i] =M
checkDenominator[i] = ( ((1-weights[1,k])/M) + weights[1,k])
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u = runif (1)

if (u<weights[i,k]){
kappas[i,k] = rtruncnorm(1l, O, Inf, mean=a, sd=sqrt(b))
taulk] = 1/rinvgauss(1l,mean = lambda[k]/kappas([i,k],
lambda [k]~2)
} else {

kappas[i,k] = 0

scale = diag(0,d)

# caso con piu traiettorie
if (N>1){
for(j in 1:N){
scale = scale+n*(Q%*%kappas[i,]-betas[j,])%*%
t (Q%*%kappas[i,]-betas[j,])

Sigmaprop = rwish(vprop, Sigma/vprop)
svdSigProp = svd(Sigmaprop)
detSigmaprop = prod(svdSigProp$d)
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iSigmaprop = svdSigProp$v*(1/svdSigProp$d)*svdSigProp$u

u = runif (1)

division = (detSigmaprop/detSigma)~ (-vprop+v/2-N/2)

*xexp ((1/2)*xvpropxsum(diag((iSig-invCV) *Sigmaprop-(iSigmaprop-invCV)*Sigma)))
*xexp ((-(1/2))*sum(diag(scale’*% (iSigmaprop-iSig))))

alpha = min(1,division)

# print(division)

if (is.na(alpha)){
alpha = 0

if (u<alpha){
Sigma = Sigmaprop
iSig = iSigmaprop
detSigma = detSigmaprop

accept[i] =1

T = Nxt(Q)%*%diag(1,d)%*%Q*n # nNQ’Sigma~(-1)Q
N*t (Q) %*%iSigh*kQ
t (Q) %*%iSiglh*/isumBeta # fine

#T

#S

S = t(Q)%*%diag(l,d)%*%sumBeta*n
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# caso con una singola traiettoria
if(N == 1){
scale = nx(Q)%*%kappas[i,]-betas)*%t (Q%*%kappas[i,]-betas)
Sigmaprop = rwish(vprop, Sigma/vprop)
svdSigProp = svd(Sigmaprop)
detSigmaprop = prod(svdSigProp$d)
iSigmaprop = svdSigProp$v*(1/svdSigProp$d) *svdSigProp$u

u = runif (1)

alpha = min(1, (detSigmaprop/detSigma)~ (-vprop+v/2-N/2)

*xexp ((1/2)*xvprop*sum( ((iSig-invCV) *Sigmaprop-(iSigmaprop-invCV)*Sigma)))
*xexp ((-(1/2))*sum(diag(scale*(iSigmaprop-iSig)))))

if (is.na(alpha)){
alpha = 0

if (u<alpha){
Sigma = Sigmaprop
iSig = iSigmaprop
detSigma = detSigmaprop

accept[i] =1

}
T = Nxt(Q)%*x%diag(1l,d) %*%Q*n
S = t(Q)%*%diag(l,d)%*%sumBeta*n
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Gibbs = cbind(weights, kappas, accept)

return(Gibbs)

Gibbs = SL(betas, Q, iter, n)

La variabile Gibbs contiene, dunque, la distribuzione della prior per entrambi i

parametri stimati e i relativi valori simulati:

# calcolo media e deviazione standard delle mu e delle lambda

lambda mean = mean(Gibbs[,3])

mu_mean = mean(Gibbs[,4])

lambda_dev_st = sd(Gibbs[,3])
mu_dev_st = sd(Gibbs[,4])

Si ¢ deciso di considerare come periodo di burn-in circa 1/10 della serie (Figura
3.4),

ottenendo i risultati presenti nella Tabella 3.1.

3.3.2 Il modello Susceptible-Infected- Recovered (S.I.R.S.)

Un modello molto utilizzato per la diffusione di epidemie ¢ il S.I.R.., acronimo di

suscettibili, infetti, recuperati.
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Values of mu
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Figura 3.3: Valori simulati del parametro di nascita, p, tramite 10.000 iterazioni
Monte-Carlo

Reale SL mean SL burn-in mean SL dev.st. SL burn-in dev.st.

A 0.5500 0.0002 0.0000 0.0128 0.0000
p 0.8500 0.3071 0.3069 0.01309 0.0079

Tabella 3.1: Risultati della simulazione con iter = 10.000 iterazioni, N;, = 20
traiettorie e un solo parametro (f = A — u) da individuare

L’idea e che gli individui siano inizialmente suscettibili a contrarre una malattia
(infettiva) da una persona infetta, divenendo a loro volta individui che possono
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Values of mu considering burn in

0.32
|

sampled value
0.20
|

0.28
|

I [ [ [ I
0 2000 4000 6000 a000

mu

Figura 3.4: Valori simulati del parametro di morte, u, considerando un periodo di
burn-in di circa 1/10 della serie

infettare altri suscettibili.
Eventualmente, un infetto puo effettuare una transazione verso lo stato recuperato,

dove e impossibile tornare suscettibile ma si risulta immuni dall’infezione.

Una variante piu verosimile prende in considerazione il fatto che il periodo di
immunita - ad esempio l'efficacia degli eventuali anticorpi sviluppati - non sia
"infinito" rispetto alla vita stessa dell'individuo (come nel caso del morbillo), e
dunque si possa tornare dallo stato recuperato a suscettibile all’infezione: in tal
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caso si parla di modello S.I.R..S., e il network che lo descrive ¢ il seguente:

S+I3021 (3.38)
I5R (3.39)
RS (3.40)

dove la relazione 3.38 intende mostrare che per diventare infetto bisogna essere

entrati in contatto con un individuo appartenente a quella categoria.

La rete e, quindi, descritta dal network:

o« §={S, 1, R} insieme delle specie s
e C={S,I,R,S + I,2]} insieme dei complessi

e R={S+1—2I,I - R, R— S} insieme delle reazioni r

e dai coefficienti di reazione sorgente e prodotto, descritti dalle matrici Z3*"

T
110
y=10 1 0
0 1

T
020
vy=10 0 1
100

con relativa matrice di aggiornamento ¢ = y' — y:
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Indicando con S(t), I(t) e R(t) il numero di individui appartenenti alla relativa

categoria al tempo t, si possono descrivere le leggi di reazione del network:

infezione : AS(t)1(t) (3.41)
recupero : puI(r) (3.42)
deimmunizzazione : yR(t) (3.43)

In questo studio si assume che la popolazione rimanga sempre costante, ovvero

® = S(t)+1(t)+R(t), e si puo, dunque, sempre esprimere R(t) come ®—S(t)—1(t).

Indicato X (¢) sia il vettore colonna delle specie al tempo t, con un leggero abuso

di notazione si puo passare alla relativa concentrazione C(t)
C(t) = [S(t), I(t), R()]", (3.44)
per poterne scrivere la dinamica tramite ODE" :
[S(), I(t), R(t)] = AS(t)I(t)[1, —1,0] + pI(£)[0, —1,1] + ~v[1,0, —1] (3.45)

ovvero:

C = AS(0)1() +R(1) (3.46)

LO(t) = Xy e [T, Cs(t)¥e
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P _ st - man) (347
df;f) = ul(t) — YR(1). (3.48)

Dallo studio delle condizioni di stazionarieta, si ottiene:

"
S(oc) = & (3.49)
(DA =)y
I(0) = (3.50)
R(0) = ® — S(00) — I(00) (3.51)

mostrate anche in Figura 3.5.

S.L.R. - modello teorico

7 —— susceptible
o infected
2 recovered
. _
s 8 _
E T]
5] _
O
(=]
2 o
g 4
o
— ’_/—/_/__'_/_'_,_,_,—'—'_'—‘_
o \_//
s -
- | | | | |
0 10 20 30 40
tempo

Figura 3.5: Traiettoria teorica SIRS con 60 punti temporali, popolazione totale
® = 800 con Sy = 797 suscettibili e Iy = 3 infetti, rate A = 0.001, u = 0.2,y = 0.07
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Come nell’esempio precedente, si € proceduto a simulare un set di possibi-
li traiettorie tramite 'algoritmo di Gillespie, Figura 3.6, generate considerando
una popolazione totale ® = 800 con Sy = 797 suscettibili e [y = 3 infetti, rate
A =0.001,u = 0.2,7 = 0.07 e una griglia temporale di 60 punti temporali equidi-
stribuiti a 0.67 uno dall’altro.

Inserendo i valori dei parametri, si ottengono le seguenti condizioni di stazio-

narieta:
S(o0) = 22 _ 900 (3.52)
> 70001 '
(800 % 0.001 — 0.2) % 0.07
1 = =156 3.53
(00) (0.2 +0.07) % 0.001 (3:53)
R(c0) = ® — S(o0) — I(00) =444 (3.54)
S.LR. - modello simulato
n —— susceptible
o infected
2 7 recovered
Sl T T T T
0 10 20 30 40

tempo

Figura 3.6: Simulazione di 5 traiettorie stocastiche SIRS generate tramite ’algorit-
mo di Gillespie con 60 punti temporali equidistribuiti, popolazione totale & = 800
con Sy = 797 suscettibili e [y = 3 infetti, rate A = 0.001, u = 0.2,y = 0.07
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Come prima, si e effettuato il campionamento attraverso 10.000 iterazioni Monte-

Carlo, ottenendo i risultati in tabella 3.2.

Reale Nelder-Mead SL mean SL burn-in mean SL dev. st. SL burn-in dev. st.

A 0.0010 0.0011 0.0004 0.0000 0.0103 0.0024
@ 0.2000 0.2229 0.2256 0.2254 0.0176 0.0159
v 0.0700 0.0819 0.0819 0.0818 0.0181 0.0156

Tabella 3.2: Risultati del campionamento effettuato con 10.000 iterazioni Monte-
Carlo, N = 5 traiettorie generate e una popolazione totale di 800 individui.

66



3.3 — Simulazioni R
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Figura 3.7: SIR: distribuzione a posteriori del tasso A
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Figura 3.8: SIR: distribuzione a posteriori del tasso u
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Values of gamma
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Figura 3.9: SIR: distribuzione a posteriori del tasso ~
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Figura 3.10: SIR: distribuzione a posteriori del tasso A considerando periodo di
burnin di circa 1000 campionamenti.
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Values of mu considering burn in
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Figura 3.11: SIR: distribuzione a posteriori del tasso p considerando periodo di
burnin di circa 1000 campionamenti.
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Figura 3.12: SIR: distribuzione a posteriori del tasso v considerando periodo di
burnin di circa 1000 campionamenti.
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Capitolo 4

Conclusioni

Solitamente, i dati osservati da traiettorie casuali presentano del rumore addiziona-
le dovuto all’esperimento: se la forma di tale rumore e conosciuta, si puo assumere
che sia indipendente dal processo stocastico sottostante che genera i dati e puo,
dunque, fornire informazione aggiuntiva.

Nell’elaborato si ¢ presentata una panoramica dei risultati asintotici dell’LSE
per le reti di reazioni stocastiche sotto la cinetica di mass-action, basata su dati
derivanti da traiettorie di concentrazioni (non di quantita assolute), e, successi-
vamente, € stato descritto un metodo che puo essere utilizzato per stimare una
possibile configurazione di una rete biochimica o di un modello epidemico: infat-
ti, € noto che a causa dell’intrattabilita della funzione di verosimiglianza su dati
parzialmente osservati, si genera un problema non banale per effettuare reverse
engineering sulla topologia della rete.

I risultati che si ottengono attraverso il metodo della verosimiglianza sintetica
trovano importanti applicazioni nel cosiddetto model fitting biologico, dal momento
che si fondano sulla struttura asintotica di varianza-covarianza degli stimatori con
cui si calcolano le relative statistiche (in questo caso, LSE): molte volte, infatti,

la struttura della covarianza di sistemi non lineari di modelli ODE (relativi a dati
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temporali) risulta complicata.

Il tema ricorrente nella maggior parte degli approcci in quest’area e quello di
usare approssimazioni della verosimiglianza per fare inferenza, come in Wilkinson
[4]: il metodo descritto nell’elaborato adotta questa visione ma utilizza le statisti-
che derivanti dalle stime tramite LSE, le quali hanno proprieta ben conosciute e

sono direttamente correlate ai parametri incogniti del sistema.

Le principali difficolta incontrate nella stesura del presente lavoro si sono in-
contrate nel reperire informazioni quanto piu complete ed esaustive per costruire
un elaborato organico nei suoi passaggi: in definitiva, si € visto che studiare delle
traiettorie attraverso un pool di statistiche informative permette di campionare
dalla distribuzione a posteriori in maniera efficiente, attraverso una procedura che

dovrebbe scalare bene in volumi grandi.
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