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Sommario

In questo lavoro, si analizzano quattro modelli di diffusione di specie chimiche in un tessuto
tumorale nello stadio avascolare. Il tumore è trattato come un mezzo poroso deformabile,
caratterizzato da proprietà elastiche e idrauliche (permeabilità) isotrope, e completamente
saturato da una fase fluida, essenzialmente costituita da acqua e da varie sostanze chimiche.
Per gli obiettivi della tesi, lo studio del siffatto sistema è affrontato impiegando gli strumenti
classici della Meccanica dei Continui e, in particolare, della Meccanica dei Mezzi Porosi. Il
modello matematico che verrà presentato è concepito sulla base di equazioni di bilancio,
sullo studio della dissipazione e su generalizzazioni delle leggi di Darcy e di Fick. Queste
ultime sono riscritture non-locali dei flussi di massa del fluido e delle specie chimiche, in
cui la permeabilità ed il coefficiente di diffusione sono rappresentati da nuclei integrali
espressi da leggi di potenza. Così facendo, i flussi di massa sono riconducibili a derivate
frazionarie della pressione e della frazione di massa delle sostanze presenti nel fluido. In
questo modo, il nostro modello rientra nell’ambito del Calcolo Frazionario. Nello specifico,
sono analizzati quattro diversi scenari: (i) modello “standard”; (ii) modello con velocità
di filtrazione frazionaria; (iii) modello con diffusione frazionaria delle specie chimiche; (iv)
modello in cui sia la velocità di filtrazione sia la diffusione sono frazionarie. Infine, abbiamo
eseguito simulazioni numeriche per confrontare i risultati prodotti da questi quattro modelli,
ed evidenziare il ruolo del Calcolo Frazionario sui problemi biomeccanici studiati.
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Introduzione

Questa tesi nasce nel contesto di una ricerca sul Calcolo Frazionario in Biomeccanica ideata
e condotta da Ariel Ramírez Torres, Salvatore Di Stefano e Alfio Grillo, e ha l’obiettivo di
fornire alcuni risultati preliminari sull’argomento. In particolare, la sezione 2.3 del Capitolo
2, e i Capitoli 3 e 4 traggono spunto da tre lavori sul Calcolo Frazionario, di cui uno
recentemente pubblicato (si veda la sezione 4 del Capitolo 11 in [Penta et al., 2020]) e due
attualmente in fase di scrittura [Ramírez-Torres et al., 2020a, Ramírez-Torres et al., 2020b].

Lo scopo della tesi è studiare il modo in cui la dinamica di un tessuto tumorale in stadio
avascolare può essere influenzata da interazioni non-locali, che contribuiscono a determinare
il trasporto di fluido e la diffusione degli agenti chimici in esso presenti. Specificatamente,
ipotizziamo che la non-località di tali interazioni possa essere legata all’eterogeneità e alla
tortuosità della struttura interna del tumore, modulandone la permeabilità e la diffusività.
Per descrivere matematicamente tale fenomenologia, impieghiamo alcuni concetti di Calcolo
Frazionario [Gorenflo and Mainardi, 2008, Atanacković et al., 2014], che permettono di
caratterizzare la permeabilità e la diffusività del tumore per mezzo di nuclei integrali espressi
da leggi di potenza. Con queste scelte modellistiche, intendiamo suggerire possibili modalità
con cui, in ogni punto del tumore, la velocità di filtrazione del fluido, o il flusso di massa
diffusivo degli agenti chimici, dipende, rispettivamente, dal gradiente di pressione e dal
gradiente di concentrazione in tutti gli altri punti del tumore stesso.

La letteratura sul Calcolo Frazionario relativo ai problemi di diffusione riguarda spesso
modelli semplificati, come, ad esempio, modelli lineari o con al più due equazioni (una di bi-
lancio e una costitutiva) disaccoppiate. In questa tesi, invece, impiegando i modelli riportati
in [Penta et al., 2020, Ramírez-Torres et al., 2020a, Ramírez-Torres et al., 2020b], vengono
risolti dei problemi al contorno e ai valori iniziali che permettono di determinare la pressio-
ne del fluido interstiziale, la frazione di massa di una specie chimica e la deformazione del
tumore in risposta ad un carico meccanico imposto esternamente. Tuttavia, in questa sede,
non è stata considerata la crescita del tumore né eventuali trasformazioni strutturali del
tumore stesso e, per tale ragione, i problemi risolti in questa tesi devono essere visti come
preliminari. Ciononostante, essi sono in grado di descrivere alcune non-linearità peculiari
provenienti dalla scelta del legame costitutivo nonché un forte accoppiamento tra le equa-
zioni, dovuto, anche se in maniera non esclusiva, al fatto che la deformazione del tumore ne
modula la permeabilità e la diffusività.

I modelli che presenteremo estendono alcune definizioni “classiche” di Calcolo Frazionario
presenti in letteratura [Atanacković et al., 2014, Caputo, 1967, Caputo, 1969, Gorenflo and
Mainardi, 2008] e hanno lo scopo di generalizzare le leggi di Darcy e di Fick al caso di
interazioni non locali.

Una caratteristica di questa tesi è che i modelli sono presentati e risolti su un dominio
limitato. Ciò è fatto aspirando a descrivere situazioni “realistiche” rispetto ad altri modelli
in letteratura, formulati in domini illimitati e, ove possibile, risolti con le Trasformate di
Fourier e di Laplace.
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Capitolo 1

Fondamenti teorici dei
fenomeni di trasporto in
ambito biomeccanico

1.1 Introduzione ai principali fenomeni biomeccanici
alla base della crescita e del rimodellamento

Lo scopo di questo capitolo è presentare alcuni fenomeni diffusivi che sono alla base del-
la crescita e del rimodellamento dei tessuti biologici ed esaminare i lavori sull’argomento
presenti in letteratura da cui lo studio di tali fenomeni è stato tratto. Nel seguito faremo
essenzialmente riferimento ai lavori [Penta et al., 2020] (sez. 4, pag. 338) e [Grillo et al.,
2012].

Tra i fenomeni che determinano l’evoluzione dei tessuti biologici, la crescita e il rimo-
dellamento sono ampiamente studiati della ricerca odierna per le loro ripercussioni sulla
salute pubblica [Penta et al., 2020]. Dal punto di vista della Meccanica dei Continui, la
crescita è descritta come la variazione di massa della fase solida di un tessuto a discapito
dei costituenti fluidi del tessuto stesso [Ateshian and Humphrey, 2012, Byrne, 2003, Grillo
et al., 2012, Penta et al., 2014, Preziosi and Vitale, 2011, Taber, 1995]. Quando si assiste
ad un’evoluzione delle proprietà fisiche, meccaniche e di trasporto di un tessuto, si parla
di rimodellamento [Baaijens et al., 2010, Driessen et al., 2004, Hariton et al., 2007, Taber,
1995, Wilson et al., 2006]. Quest’ultimo può generare cambiamenti strutturali interni al
tessuto [Crevacore et al., 2019, Grillo et al., 2018]. Quando, dal punto di vista meccanico,
un tessuto biologico è sottoposto a fenomeni di crescita o rimodellamento, esso viene spesso
descritto come un mezzo poroso deformabile nei cui pori scorre un fluido interstiziale [Di
Stefano et al., 2018, Mascheroni et al., 2018]. Tale fluido ha il compito di trasportare le
specie chimiche alle cellule ed è composto da vari costituenti. L’evoluzione di questi ultimi
segue una dinamica governata da interazioni reciproche e da interazioni con il tessuto. Il
dominio del fluido muta nel tempo poiché il mezzo poroso è soggetto ad un cambiamento
della propria struttura interna, dovuto alla crescita e al rimodellamento. Una scelta usuale
per analizzare la dinamica del nostro sistema solido-fluido è ricorrere alla teoria delle miscele
[Bennethum et al., 2000, Hassanizadeh, 1986]. Coerentemente, considereremo i costituen-
ti fluidi come un continuo e studieremo il mezzo poroso tramite gli strumenti tipici della
Meccanica dei Continui.

Molti lavori (si vedano, ad esempio, [Di Carlo and Quiligotti, 2002, Di Stefano et al., 2018,
Epstein and Maugin, 2000, Grillo et al., 2012, Penta et al., 2020, Sadik and Yavari, 2017,
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Fondamenti teorici dei fenomeni di trasporto in ambito biomeccanico

Taber, 1995]) trattano l’evoluzione strutturale di un mezzo poroso che cresce o si rimodella
facendo ricorso alla decomposizione di Bilby-Kröner-Lee (BKL) del tensore gradiente di
deformazione. Di conseguenza, scriviamo il gradiente di deformazione come F = F e F a,
dove F e rappresenta la parte elastica, mentre F a descrive i cambiamenti anelastici della
struttura interna del tessuto indotti dalla crescita o dal rimodellamento.

Tuttavia, nel nostro lavoro ometteremo i contributi dati dalla crescita e dal rimodella-
mento al fine di concentrarci solo su fenomeni diffusivi, standard e anomali.

1.2 Cinematica
I rami della matematica su cui si basa questo lavoro sono due: la Meccanica dei Continui e
il Calcolo Frazionario. Il primo sarà trattato e integrato con la Meccanica dei Mezzi Porosi
in questo capitolo, mentre il secondo verrà discusso nel capitolo 2.

Alla base della Meccanica dei Continui vi è la cinematica che si occupa di descrivere
tutti i moti ammissibili di un dato sistema.

Indicheremo con B la configurazione di riferimento di un dato corpo, ovvero una regione
limitata dello spazio tridimensionale Euclideo, S, che si assume munito di un tensore metrico
g con le sue usuali proprietà ampiamente discusse in [Federico and Grillo, 2017]. Per ogni
X ∈ B e per ogni x ∈ S, introduciamo gli spazi tangenti TXB e TxS e i fibrati tangenti
TB = tX∈BTXB e TS = tx∈STxS, definiti rispettivamente come le unioni disgiunte di tutti
gli spazi tangenti ai punti di B e S [Federico and Grillo, 2017, Marsden and Hughes, 1983].
Inoltre, introduciamo la mappa χ(·, t) : B → S al variare di t in un opportuno intervallo
di tempo T ⊂ R+ e chiamiamo B(t) ≡ Bt ≡ χ(B, t) la configurazione attuale, o spaziale,
del corpo. Definiamo adesso la nuova mappa χ̂(·, t) : B → Bt e richiediamo che sia un
diffeomorfismo. Chiamiamo “moto” del corpo la composizione χt,t0 = χ̂(·, t) ◦ χ̂−1(·, t0), per
ogni t ≥ t0, t0 ∈ T.

Nello studio delle deformazioni e del moto ha grande rilevanza il tensore gradiente di
deformazione, definito come la mappa tangente F (·, t) : TB→ TS, tale che, per ogniX ∈ B,
F (X, t) mappa vettori di TXB in vettori di Tχ(X,t)S, ossia, F (X, t) : TXB → Tχ(X,t)S. Il
gradiente di deformazione ha determinante definito strettamente positivo J := detF > 0.
Infine, useremo nella nostra trattazione il tensore destro di Cauchy-Green C = F T .F =
F TgF [Marsden and Hughes, 1983].

1.3 Bilanci di massa e dinamica
Nel nostro lavoro trattiamo un tessuto tumorale avascolare modellizzato come un mezzo
bifasico isotropo caratterizzato da una fase solida e un fluido interstiziale. Quest’ultimo
è composto da una miscela di acqua e altri agenti chimici; tra questi, le specie chimiche
assumono enorme importanza per il nostro studio. Ovviamente, è possibile trattare modelli
più generali, come nei riferimenti [Di Stefano et al., 2018, Giverso et al., 2015, Grillo et al.,
2012, Mascheroni et al., 2018].

Introduciamo le leggi di bilancio di massa, dividendole in due gruppi come nel modello
sviluppato in [Penta et al., 2020]. La prima concerne la fase solida e viene scritta come

∂t(φs ρs) + div(φs ρsvs) = 0, (1.3.1)

dove ∂t indica la derivata parziale rispetto al tempo, φs e ρs sono, rispettivamente, la frazione
volumetrica e la densità di massa della fase solida e vs la sua velocità. Così come per la
fase solida, anche per quella fluida e le specie chimiche in essa disciolti possiamo scrivere i
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1.3 – Bilanci di massa e dinamica

bilanci di massa [Mascheroni et al., 2018]

∂t(φf ρf) + div(φf ρf vf) = 0, (1.3.2a)
∂t(φf ρf c) + div(φf ρf cvf) + divy = 0. (1.3.2b)

Nelle Equazioni (1.3.2a) e (1.3.2b), φf e ρf rappresentano la frazione volumetrica e la densità
di massa della fase fluida, vf è la velocità del fluido, c è la frazione di massa delle specie
chimiche nella fase fluida, definita come c := ρnf/ρf , dove ρnf è la densità di massa delle
specie chimiche. Inoltre, in (1.3.2b) y è il vettore flusso di massa associato al moto relativo
delle specie chimiche rispetto alla fase fluida ed è definito dall’espressione y := φf ρf cunf ,
in cui unf := vnf − vf è la velocità relativa delle specie chimiche rispetto alla fase fluida.
Nel nostro modello bifasico, il tumore rappresenta un mezzo poroso saturo, dunque vale la
condizione φf = 1− φs. Inoltre, si ipotizza che le densità di massa ρs e ρf siano costanti, il
chè implica che entrambe le fasi siano incompressibili.

Possiamo riformulare le Equazioni (1.3.2a) e (1.3.2b) come

div q + div vs = 0, (1.3.3a)
ρf φf Dsc+ ρf q grad c+ divy = 0, (1.3.3b)

dove q := φf [vf − vs] è la velocità di filtrazione del fluido e Dsc = ∂t c + (grad c)vs è la
derivata materiale della frazione di massa delle specie chimiche.

Per ottenere la Equazione (1.3.3a), scriviamo φf vf come φf vf = q + φf vs, dividiamo
ambo i membri della (1.3.1) e (1.3.2a), rispettivamente per ρs e ρf , sommiamo le espressioni
risultanti, trovando

∂t(φf + φs) + div(φf vs + q + φs vs) = 0. (1.3.4)

Imponendo, adesso, la condizione di saturazione, otteniamo la Equazione (1.3.3a).
Per ricavare la (1.3.3b), scriviamo per esteso il bilancio di massa delle specie chimiche

della fase fluida (1.3.2b), cioè

ρf c ∂t φf + ρf φf ∂t c+ ρf c div(φf vf) + ρf φf vf grad c+ divy = 0, (1.3.5)

sostituiamo il bilancio di massa del fluido scritto come ρf ∂t φf = −ρf div (φf vf) e aggiun-
giamo e sottraiamo l’espressione ρf φf vs grad c. Pertanto, giungiamo all’espressione

ρf φf (∂t c+ vs grad c) + ρf φf(vf − vs) grad c+ divy = 0, (1.3.6)

da cui segue la (1.3.3b) sostituendo le definizioni di Ds e q.
Nel nostro modello, la dinamica è associata alla deformazione della fase solida e al flusso

del fluido interstiziale. Nell’ipotesi in cui le forze inerziali e le forze a lungo raggio (ad
esempio, la forza di gravità) siano trascurabili, la dinamica è rappresentata dalle leggi di
bilancio di impulso [Grillo et al., 2012, Hassanizadeh and Leijnse, 1995, Penta et al., 2020]

div[σs + σf ] = 0, (1.3.7a)
divσf + π g]gradφf +mf = 0, (1.3.7b)
m̃nf − φf ρf cg

]grad µ̃nf = 0. (1.3.7c)

La Equazione (1.3.7a) rappresenta il bilancio di impulso dell’intero mezzo bifasico, in cui
σs e σf sono, rispettivamente, i tensori degli sforzi di Cauchy associati alla fase solida
e fluida. Il tensore σs si può scrivere come somma di due termini σs = −φs π g

] + σsc,
dove σsc è la parte costitutiva del tensore degli sforzi [Di Stefano et al., 2018, Hassanizadeh,
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1986, Marsden and Hughes, 1983], g] è il tensore controvariante associato al tensore metrico
g e π è la pressione del fluido. Sotto l’ipotesi di solido iperelastico, σsc può essere ottenuto
a partire da una densità di energia di deformazione. Inoltre, assumiamo che il fluido sia
macroscopicamente non viscoso [Hassanizadeh, 1986], cosicchè σf ha solo parte idrostatica
e si scrive come σf = −φf π g

]. Infine, sfruttando l’ipotesi di saturazione del mezzo poroso,
la somma dei due tensori di Cauchy si riduce a σs + σf = −π g] + σsc.

La Equazione (1.3.7b) è il bilancio di impulso del fluido, i termini π g]gradφf e mf
rappresentano, rispettivamente, la parte non dissipativa e quella dissipativa dello scambio
di impulso tra le due fasi [Bennethum et al., 2000, Hassanizadeh, 1986, Hassanizadeh and
Leijnse, 1995].

La Equazione (1.3.7c) rappresenta il bilancio di impulso delle specie chimiche (i dettagli
per ricavarla possono essere trovati nei riferimenti [Bennethum et al., 2000, Grillo et al.,
2012, Hassanizadeh, 1986]). Il termine m̃nf tiene conto delle interazioni dissipative tra le
specie chimiche e il fluido, mentre µ̃nf è il potenziale chimico relativo delle specie chimiche
definito come µ̃nf := µnf − µwf , dove µnf e µwf sono i potenziali chimici assoluti delle specie
chimiche e dell’acqua. Altre descrizioni simili, sulla dinamica del sistema, possono essere
trovate in diversi lavori tra cui [Bennethum et al., 2000, Crevacore et al., 2019, Di Stefano
et al., 2018, Grillo et al., 2012, Grillo et al., 2017, Penta et al., 2020, Tomic et al., 2014].

Esprimiamo le densità di forza dissipativemf e m̃nf per mezzo di leggi costitutive lineari
nella velocità di filtrazione del fluido q, e nel vettore flusso di massa delle specie chimiche
y [Bennethum et al., 2000, Grillo et al., 2012, Hassanizadeh, 1986, Penta et al., 2020], cioè

mf = −φf g
] k−1 q, (1.3.8a)

m̃nf = −φf cg
] λ−1 y, (1.3.8b)

dove k e λ sono due tensori del secondo ordine che assumiamo invertibili, simmetrici e
definiti positivi e rappresentano, rispettivamente, il tensore permeabilità del sistema e il
tensore mobilità delle specie chimiche.

Sostituendo σs + σf = −π g] + σsc nell’eq. (1.3.7a), σf = −φf π g
] e (1.3.8a) nell’eq.

(1.3.7b) e (1.3.8b) nell’eq. (1.3.7c), otteniamo [Grillo et al., 2012, Penta et al., 2020]

div[−π g] + σsc] = 0, (1.3.9a)
q = −k grad p, (1.3.9b)
y = −ρf λ grad µ̃nf . (1.3.9c)

Le equazioni (1.3.9b) e (1.3.9c) sono, rispettivamente, la legge di Darcy per la filtrazione e
la legge di Fick per la diffusione.

1.4 Leggi di Fick e di Darcy
Nel caso in studio faremo due assunzioni:

1. il flusso di massa delle specie chimiche y è causato solo da effetti diffusivi e non tiene
conto di fenomeni di dispersione del flusso, dei quali si occupano i lavori [Bear et al.,
2010, Fel and Bear, 2010],

2. esprimiamo il potenziale chimico delle specie chimiche rispetto alla fase fluida, µ̃nf ,
tramite funzione costitutiva della sola frazione di massa delle specie chimiche c, per
cui poniamo µ̃nf = µ̂nf(c) [Penta et al., 2020].

Per mezzo di queste ipotesi possiamo riscrivere la legge di Fick (1.3.9c) come

y = −ρf λ grad µ̃nf = −ρf λ
∂µ̂nf

∂c
grad c. (1.4.1)
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Definizione 1.4.1 (Tensore diffusività [Hassanizadeh, 1986, Hassanizadeh and Leijnse,
1995]).
Il tensore diffusività può essere definito come

d := λ
∂µ̂nf

∂c
. (1.4.2)

Sostituendo tale definizione nella Equazione (1.4.1) si ottiene l’espressione della legge di
Fick più conosciuta:

y = −ρf d grad c. (1.4.3)

Grazie alla seconda ipotesi, nel momento in cui si specifica un legame costitutivo per µ̂nf si
giungerà ad un’espressione più specifica del tensore diffusività d. Ad esempio, seguendo la
legge costitutiva proposta da Landau ([Landau and Lifshitz, 1987], cap.6, p.234) scriviamo
µ̂nf(c) come

µ̂nf(c) = RT

Mn
log
(

Mwc

Mn[1− c] +Mwc

)
− RT

Mw
log
(

Mn[1− c]
Mn[1− c] +Mwc

)
, (1.4.4)

dove Mn e Mw sono, rispettivamente, le massi molari delle specie chimiche e acqua, R è la
costante universale dei gas e T è la temperatura assoluta, che assumeremo costante. Deri-
vando l’espressione (1.4.4) rispetto a c e sostituendola nella definizione di tensore diffusività
(1.4.2), otteniamo

d = λ
∂µ̂nf

∂c
(c) = λ

RT/[c(1− c)]
Mn[1− c] +Mwc

. (1.4.5)

Osservazione ([Penta et al., 2020]).
In assenza delle specie chimiche (c = 0) o nel caso in cui costituiscano l’intera fase fluida
(c = 1), il tensore di mobilità deve essere nullo poiché non vi è flusso di specie chimiche,
per cui possiamo scegliere di scriverlo come λ = c (1− c)λ0 dove λ0 è un tensore mobilità
di riferimento, che assumiamo indipendente da c. Tale riscrittura permette di riformulare la
Equazione (1.4.5) come

d = λ0 RT

Mn[1− c] +Mwc
. (1.4.6)

Nel caso in cui c sia molto piccolo, riscriviamo d come

d = λ0RT

Mn
, (1.4.7)

il che corrisponde all’approssimazione di ordine zero della (1.4.6). Notiamo, infine, che nel
nostro modello RT/Mn è costante e può quindi essere inglobata nel tensore λ0. Pertanto, il
vettore flusso di massa delle specie chimiche, y, è completamente determinato dal tensore
diffusività d, il quale sarà ottenuto mediante leggi sperimentali e come prescritto o dal
Teorema di rappresentazione [Ateshian and Weiss, 2010] o da indagini micro-strutturali
[Federico and Herzog, 2007, Federico and Herzog, 2008, Federico and Grillo, 2012].

Come già anticipato nella sezione 1.3, il tessuto tumorale è supposto isotropo e, per sem-
plicità, scegliamo i tensori d e k come “incondizionatamente isotropi" [Ateshian and Weiss,
2010], ossia entrambi proporzionali a g], cioè il tensore controvariante associato al tensore
metrico. Dunque, scriveremo d = d0 g

] e k = k0 g
], dove d0 e k0 sono rispettivamente la
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diffusività e la permeabilità scalare e vengono definite nella forma di Holmes-Mow [Ateshian
and Weiss, 2010, Holmes and Mow, 1990, Penta et al., 2020]

d0 = d0R

[
J − Φs

1− Φs

]m0

exp
[
m1

2 (J2 − 1)
]
, (1.4.8a)

k0 = k0R

[
J − Φs

1− Φs

]κ0

exp
[
κ1

2 (J2 − 1)
]
. (1.4.8b)

Nella Equazione (1.4.8a), Φs è la frazione di volume della fase solida nella configurazione
di riferimento e d0R è la diffusività di riferimento, che per semplicità consideriamo costante
[Di Stefano et al., 2018] e che deve essere non negativa poiché rappresenta la diffusività
nella configurazione di riferimento, quando vale la condizione J = 1. Più in generale, d0R
potrebbe non essere costante nel caso in cui la frazione di massa delle specie chimiche c
sia sufficientemente più grande di zero, nel qual caso d0R dovrebbe essere definita come
funzione di c. I coefficienti m0 e m1 sono due costanti del materiale; in particolare, m0 è
generalmente preso positivo e la frazione

J − Φs

1− Φs

è definita non negativa affinché la diffusività scalare sia ben definita. Escludendo i casi limite
di sola fase solida e di fase solida assente, questa condizione è verificata per 0 < Φs < 1 e
J > Φs. La prima disuguaglianza rappresenta il vincolo di saturazione, mentre la seconda
stabilisce un estremo inferiore finito per le deformazioni volumetriche: sotto compressione,
J non può essere reso arbitrariamente piccolo [Federico and Grillo, 2012].

Per la Equazione (1.4.8b) valgono considerazioni analoghe: k0R è detta permeabilità di
riferimento e viene considerata una costante, anche se in un contesto più generale dovrebbe
essere definita come funzione dei punti materiali. Anche in questo caso i coefficienti κ0 e κ1
sono delle costanti del materiale e per κ0 vale la stessa osservazione fatta su m0 nel caso
diffusivo.

1.5 Dissipazione
In questo paragrafo ci occuperemo del Secondo Principio della Termodinamica, scritto in
termini di funzione di Dissipazione, al fine di mostrare come le leggi di Darcy e di Fick siano
ammissibili termodinamicamente.

Basandoci sui risultati ottenuti nel lavoro [Grillo et al., 2012], scriviamo la disuguaglianza
di entropia

D̃ = −
∑

k={f,s}

φk ρk Dsψk + D̃1 + D̃2 ≥ 0, (1.5.1)

dove k è un indice relativo alle fasi, ψk è l’energia libera di Helmholtz della fase k. Osserviamo
che in [Grillo et al., 2012], figura un termine di derivata sostanziale della densità ρk rispetto
al moto della fase solida. Però, per l’ipotesi di incomprimibilità delle fasi fatta in questa
sede, tale termine non compare nella (1.5.1).

Il termine D̃1 fornisce informazioni sugli sforzi ed è definito come in [Grillo et al., 2012]

D̃1 = (σs + σf + π g]) : g gradvs + (σf + φf π g
]) : g grad (vf − vs)

+ (σ̃nf − φf ρf c ψ̃nf g
]) : g gradunf , (1.5.2)
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dove σ̃nf è il tensore degli sforzi delle specie chimiche rispetto allo sforzo dell’acqua, mentre
ψ̃nf rappresenta l’energia delle specie chimiche relativa a quella dell’acqua, cioè ψ̃nf = ψnf −
ψwf .

Il termine D̃2 descrive gli scambi di impulso che avvengono tra le fasi e tra i costituenti,
e può essere formulato come segue [Grillo et al., 2012]

D̃2 = −
[
φf ρf g

] gradψf +mtot
f −

π

ρf
g] grad (φf ρf)

]
· (vf − vs)

−
[
σwf grad

(
c

1− c

)
+ g] grad (φf ρf c ψ̃f) + m̃tot

nf

]
· unf , (1.5.3)

dove mtot
f è il vettore che descrive lo scambio totale di impulso tra fase solida e fase fluida,

σwf è il tensore degli sforzi dell’acqua e m̃tot
nf è il vettore che descrive lo scambio totale di

impulso tra le specie chimiche e la fase fluida.
Consideriamo un ambito costitutivo semplificato in cui ψf è funzione della sola compo-

sizione della fase fluida, quindi di c, e ψs è funzione del gradiente di deformazione F , e dei
punti materiali, X. Dunque, scriviamo

ψf = ψ̂f ◦ c, ψs = ψ̂s ◦ (F ,X), (1.5.4)

con X tale che X(X, t) = X, usando la notazione di [Federico et al., 2019]. Sostituendo le
leggi costitutive (1.5.4) per ψk nella dissipazione (1.5.1), si otterrà [Grillo et al., 2012]

D̃ = D̃
(1)
1 + D̃

(1)
2 ≥ 0. (1.5.5)

Per scrivere D̃
(1)
1 e D̃

(1)
2 , introduciamo la densità di energia libera di Gibbs del fluido

Gf = ψ̂f + π

ρf
, (1.5.6)

e poichè π/ρf non dipende da c, la sua derivata rispetto alla concentrazione delle specie
chimiche c sarà

gnf := ∂Gf

∂c
= ∂

∂c

(
ψ̂f + π

ρf

)
= ∂ψ̂f

∂c
. (1.5.7)

Quindi possiamo riformulare i due termini della dissipazione della Equazione (1.5.5) come

D̃
(1)
1 =

[(
−φs ρs g

] ∂ψ̂s

∂F
◦ (F ,X)

)
F T + σs + σf + π g]

]
: g gradvs

+ (σf + φf π g
]) : g grad(vf − vs)

+ [σ̃nf + φf ρf c (gnf − ψ̃nf)g]] : g gradunf , (1.5.8a)

D̃
(1)
2 = −[mtot

f − π g] gradφf ] · (vf − vs)−
{
σwf grad

(
c

1− c

)
− g] grad[φf ρf c (gnf − ψ̃nf)] + φf ρf cg

] grad gnf + m̃tot
nf

}
· unf . (1.5.8b)

Poiché gradvs, grad(vf−vs), gradunf non sono variabili costitutive indipendenti, né variabili
costitutive dipendenti, per rispettare la disuguaglianza D̃ ≥ 0, richiediamo l’annullamento
dei rispettivi coefficienti, come prescritto dal metodo in [Coleman and Noll, 1963]. Pertanto,
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si ottiene [Bennethum et al., 2000, Bowen, 1976, Grillo et al., 2012, Hassanizadeh, 1986]

σs = −φs π g
] + g] φs ρs

∂ψ̂s

∂F
◦ (F ,X)F T = −φs π g

] + σsc, (1.5.9a)

σf = −φf π g
], (1.5.9b)

gnf = µ̃nf ⇒ σ̃nf = φf ρf c (ψ̃nf − µ̃nf)g]. (1.5.9c)

Basandoci su tali uguaglianze, si ottiene la seguente espressione per la dissipazione residua:

D̃res = −mf · (vf − vs)− m̃nf · unf ≥ 0, (1.5.10)

dove mf , m̃nf rappresentano forze dissipative e valgono rispettivamente

mf = mtot
f − π g] gradφf , (1.5.11a)

m̃nf = σwf grad
(

c

1− c

)
− g] grad[φf ρf c (µ̃nf − ψ̃nf)] + φf ρf cg

] grad µ̃nf + m̃tot
nf .

(1.5.11b)

La disuguaglianza di dissipazione (1.5.10) può essere utilizzata per ottenere le leggi
di Darcy e di Fick. Sotto opportune ipotesi [Bear et al., 1990, Bennethum et al., 2000,
Hassanizadeh, 1986], i terminimf , m̃nf possono essere scritti, rispettivamente, come funzioni
inverse di q e unf . Sostituendo le espressioni risultanti nelle equazioni del moto (1.3.7b) e
(1.3.7c) si ottengo la legge di Darcy (1.3.9b) e quella di Fick (1.4.3) standard. Nel momento
in cui si abbandona l’ipotesi di linearità, possono essere formulati modelli di flusso del fluido
e diffusioni più accurati, come ad esempio la correzione di Forchheimer per le leggi di Fick
e Darcy [Bear et al., 1990, Bennethum et al., 2000].
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Capitolo 2

Fondamenti di Calcolo
Frazionario

2.1 Calcolo Frazionario

In questo capitolo, ci poniamo l’obiettivo di richiamare le principali definizioni del Calcolo
Frazionario per definire le leggi di Darcy e Fick nel caso di interazioni non locali.

Il Calcolo Frazionario è quel campo dell’Analisi Matematica che studia gli integrali e le
derivate di ordine qualsiasi. Tale ramo della matematica è antico, ma relativamente poco
studiato sino ai giorni nostri, se non in ambiti di ricerca molto specialistici, quali l’Elet-
tronica o l’Elettrotecnica. Per un excursus storico sulle origini e sugli sviluppi del Calcolo
Frazionario, il lettore è rimandato a [Gorenflo and Mainardi, 2008]. Il Calcolo Frazionario
può essere considerato un argomento oltremodo attuale, poiché solo “recentemente” è stato
approfondito in varie aree della Fisica, dell’Ingegneria e della Biologia [Atanacković and
Stanković, 2008, Atanacković et al., 2014, Challamel et al., 2013, Di Paola and Zingales,
2008, Podlubny, 1999, Zingales, 2014]. Per questi motivi la letteratura relativa al Calcolo
Frazionario cresce rapidamente, come ad esempio in ambito meccanico [Atanacković et al.,
2014, Cottone et al., 2009, Di Paola and Zingales, 2008, Di Paola et al., 2009, Mainardi,
1997, Sapora et al., 2017], in Analisi Numerica [Baleanu et al., 2012, Gorenflo and Mainardi,
1997], in bioingegneria [Magin, 2006], in fisica statistica, fisica della materia condensata e
dinamica quantistica [Tarasov, 2011] e in molteplici altri settori della ricerca.

2.2 Integrali e derivate frazionari

Seguendo l’approccio di Riemann-Liouville su cui si basano i riferimenti [Atanacković et al.,
2014, Gorenflo and Mainardi, 2008, Mainardi, 1997, Podlubny, 1999], il concetto di integrale
frazionario si può formulare come generalizzazione della formula di integrazione di Cauchy,
la quale riduce il calcolo della primitiva di ordine n di una funzione a variabile reale f(x)
nel seguente modo

Jf(a, x) =
∫ x

a

∫ x1

a

∫ x2

a

· · ·
∫ xn−1

a

f(xn)dxndxn−1 · · · dx1

= 1
(n− 1)!

∫ x

a

(x− y)n−1f(y)dy = [aJnxf ](x), a ∈ R, n ∈ N, (2.2.1)
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con a ≤ xn ≤ xn−1 ≤ · · · ≤ x1 ≤ x, a ≤ y ≤ x, dove il simbolo [aJnxf ] significa “integrale
n-esimo di f sull’intervallo [a, x] ⊂ R” e vale la relazione

[aJnb f ](x) := 1
(n− 1)!

∫ b

a

(x− y)n−1 f(y) dy. (2.2.2)

Generalmente, si richiede che f , e dunque [aJnxf ], sia una funzione di tipo causale, cioè
f(x) = 0 ∀x ∈ ]−∞, a[. Quindi, si assume che f sia prolungabile nell’intervallo ]−∞, a[,
e che in tale intervallo sia identicamente nulla. Fisicamente, ciò significa che la funzione f
assume valori non banali per x ≥ a e che per x = a si inizia ad osservare un certo fenomeno.

Ricordando che, per qualunque n ∈ N, vale l’identità Γ(n) = (n−1)!, dove Γ è la funzione
Gamma di Eulero [Abramowitz and Stegun, 1964], definita come

Γ(z) :=
∫ +∞

0
sz−1e−sds, z ∈ C, Re{z} > 0, (2.2.3)

possiamo riformulare la (2.2.1) nel seguente modo

[aJnxf ](x) = 1
Γ(n)

∫ x

a

(x− y)n−1f(y)dy, n ∈ N. (2.2.4)

Osservando la struttura della Equazione (2.2.4), e sostituendo n con un numero reale α > 0
si perviene alla seguente definizione.

Definizione 2.2.1 (Integrale frazionario di Riemann-Liouville di ordine α [Atanacković
et al., 2014, Gorenflo and Mainardi, 2008]).
L’integrale frazionario di ordine α, con α ∈ R+, di una funzione causale f è definito come:

[aJαxf ](x) := 1
Γ(α)

∫ x

a

(x− y)α−1f(y)dy, x > a, α ∈ R+. (2.2.5)

Precisiamo che, come specificato da [Gorenflo and Mainardi, 2008], gli integrali sono da
considerarsi nel senso generalizzato di Riemann, e con le funzioni integrande assolutamente
integrabili in R+. Per una trattazione più generale del Calcolo Frazionario, basata sugli
spazi di Lebesgue e di Sobolev, si rimanda a [Samko et al., 1993].

La definizione di derivata frazionaria di ordine α ∈ R+ discende da quella di integrale
frazionario (2.2.5).

Definizione 2.2.2 (Derivata frazionaria di Riemann-Liouville di ordine α [Atanacković
et al., 2014, Gorenflo and Mainardi, 2008]).
Dato m ∈ N, m ≥ 1 e α ∈ [m − 1,m] definiamo derivata frazionaria di Riemann-Liouville
di ordine α ∈ R+ come

[aDα
xf ](x) :=


Dm

[
1

Γ(m− α)

∫ x

a

f(y)
(x− y)α+1−mdy

]
, α ∈ [m− 1,m[,

f (m)(x), α = m.

(2.2.6)

Si noti che, se α ∈ N, la derivata frazionaria di Riemann-Liouville di una costante non è
nulla.

Una definizione alternativa di derivata frazionaria di ordine α è stata introdotta da
Caputo [Caputo, 1967, Caputo, 1969].
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Definizione 2.2.3 (Derivata frazionaria di Caputo di ordine α [Atanacković et al., 2014,
Caputo, 1967, Caputo, 1969, Gorenflo and Mainardi, 2008]).
Si definisce derivata (sinistra) frazionaria di Caputo di ordine α ∈ R+:

[CaDα
xf ](x) :=


1

Γ(m− α)

∫ x

a

f (m)(y)
(x− y)α+1−mdy, α ∈ [m− 1,m[,

f (m)(x), α = m.

(2.2.7)

Questa definizione necessita l’esistenza della derivata di ordine m di f in ]a, x[ e anche
l’assoluta integrabilità.

Inoltre, in generale la derivata frazionaria di Riemann-Liouville non coincide con quella
di Caputo, cioè

[aDα
xf ](x) /= [CaDα

xf ](x), (2.2.8)
poiché vale la relazione

[aDα
xf ](x) = [CaDα

xf ](x) +
n−1∑
k=0

(x− a)k−α
Γ(1 + k − α) f

(k)(a). (2.2.9)

Infine, è importante notare che la derivata frazionaria di Caputo di una funzione costante è
nulla.

L’ultima definizione di derivata frazionaria che adopereremo nel nostro lavoro è la cosid-
detta derivata frazionaria di Riesz-Caputo.
Definizione 2.2.4 (Derivate frazionarie di Riesz-Caputo di ordine 0 ≤ α < 1 [Atanacković
et al., 2014]).
Nel seguito faremo riferimento alla derivata frazionaria di Caputo antisimmetrizzata di
ordine α ∈ [0,1[ con x in −∞ ≤ a < b ≤ +∞ che è identificata con la derivata frazionaria
di Riesz-Caputo

[Ca Eαb f ](x) = 1
2( CaDα

x − C
xD

α
b )f(x) = 1

2 Γ(1− α)

∫ b

a

f ′(y)
|x− y|α

dy, x ∈ [a, b]. (2.2.10)

2.3 Flusso e diffusione frazionari
In questa sezione, l’obiettivo è generalizzare la legge di Darcy (1.3.9b) e quella di Fick (1.4.3)
nel caso di flussi frazionari.

Il nostro scopo è descrivere la diffusione in un tessuto biologico nel caso di risposta non
locale del flusso q rispetto al gradiente di pressione grad p, e di risposta non locale del flusso
y rispetto al gradiente della concentrazione di agenti chimici grad c. Per fare ciò, diamo
la nostra definizione di flussi frazionari, basandoci sui lavori [Atanacković and Stanković,
2008, Atanacković et al., 2014, Carpinteri et al., 2011, Sapora et al., 2017].
Definizione 2.3.1 (Definizione di flussi frazionari [Ramírez-Torres et al., 2020a, Ramírez–
Torres et al., 2020b]).
Seguendo le definizioni proposte in [Penta et al., 2020] e successivamente in [Ramírez-Torres
et al., 2020a, Ramírez-Torres et al., 2020b] esprimiamo nel seguito la velocità di filtrazione
frazionaria1, e quindi la legge di Darcy frazionaria, come

qα(x, t) := − kα
C(α)

∫
Bt

1
fα(x, x̃)gradx̃ π(x̃, t) dv(x̃), α ∈ ]0,1[, (2.3.1)

1Ricordiamo che la “velocità di filtrazione” non è una vera velocità, bensì un flusso massico di fluido,
che è dimensionalmente omogeneo ad una velocità.
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dove π è la pressione del fluido, kα è la permeabilità frazionaria del sistema fluido-mezzo
poroso, fα(x, x̃) definisce la non-località di qα, dv(x̃) è la misura di volume di Lebesgue in
Bt e C(α) è definito come [Ramírez-Torres et al., 2020b]

C(α) :=
2 π Γ(1− α) Γ(α2 )

Γ(α2 + 1) . (2.3.2)

Analogamente, definiamo il flusso di massa diffusivo frazionario degli agenti chimici
dissolti nel fluido - e quindi la legge di Fick frazionaria - come

yβ(x, t) := − ρf dβ
C(β)

∫
Bt

1
fβ(x, x̃)gradx̃ c(x̃, t)dv(x̃), β ∈ ]0,1[, (2.3.3)

dove ρf è la densità di massa del fluido e dβ è il coefficiente di diffusività frazionaria degli
agenti chimici considerati. Si osservi che le espressioni (2.3.1) e (2.3.3) sono un caso parti-
colare della definizione data in [Penta et al., 2020], utilizzato per semplificare le trasformate
di Fourier di qα e yβ che verranno effettuate in seguito.

In [Ramírez-Torres et al., 2020b] si dimostra che, nel caso monodimensionale, la definizio-
ne di flusso frazionario è analoga con la definizione di derivata frazionaria di Riesz-Caputo
antisimmetrizzata (2.2.4). Inoltre, se si assume che fα = ‖x − x̃‖2+α e faccendo la trasfor-
mata di Fourier dell’espressione (2.3.1) rispetto alla variabile x; supponendo, nel calcolo
seguente, che l’integrale sia estendibile a tutto lo spazio Euclideo tridimensionale S. Si ha

q̂α(ξ, t) = − kα
C(α)

∫
S

e−i ξ (x−x0)
{∫

S

1
‖x− x̃‖2+α gradx̃ π(x̃, t)dv(x̃)

}
dv(x)

= − kα
C(α)

∫
S

{∫
S

e−i ξ (x−x0)

‖x− x̃‖2+αdv(x)
}

gradx̃ π(x̃, t)dv(x̃)

= − kα
C(α)

∫
S

{∫
S

e−i ξ z

‖z‖2+αdv(z)
}

e−i ξ (x̃−x0)gradx̃ π(x̃, t)dv(x̃)

= − kα
C(α)

{∫
S

e−i ξ z

‖z‖2+αdv(z)
}

i ξ π̂(ξ, t)

= − kα
C(α)I(ξ, α) i ξ π̂(ξ, t), (2.3.4)

dove abbiamo utilizzato il teorema di Fubini, operato un cambio di variabile x = z + x̃ e
grazie alla nota proprietà della trasformata di Fourier del gradiente abbiamo scritto∫

S

e−i ξ x̃gradx̃ π(x̃, t)dv(x̃) := F[gradx̃ π( ˜x, t)] = i ξ π̂(ξ, t). (2.3.5)

Inoltre, per snellire la notazione, abbiamo definito

I(ξ, α) :=
∫
S

e−i ξ z

‖z‖2+αdv(z). (2.3.6)

Adesso dobbiamo risolvere tale integrale. Per farlo, introduciamo le coordinate sferiche
z1 = ρ cosϕ sin θ, ρ ∈ [0,+∞), θ ∈ [0, π], ϕ ∈ [0, 2π[,
z2 = ρ sinϕ sin θ,
z3 = ρ cos θ,

(2.3.7)
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2.3 – Flusso e diffusione frazionari

e riscriviamo I(ξ, α) come

I(ξ, α) =
∫ +∞

0

∫ π

0

∫ 2π

0

e−i ‖ξ‖ ρ cos θ

ρ2+α ρ2 sin θ dϕ dθ dρ

= 2π
∫ +∞

0

1
ρα

(∫ π

0
sin θ e−i ‖ξ‖ ρ cos θdθ

)
dρ

= 2π
∫ +∞

0

1
ρα

(
ei ‖ξ‖ ρ − e−i ‖ξ‖ ρ

i ‖ξ‖ ρ

)
dρ

= 4π
‖ξ‖

∫ +∞

0

sin(‖ξ‖ ρ)
ρα+1 dρ = 4π

‖ξ‖1−α

∫ +∞

0

sin r
rα+1 dr = 4π

‖ξ‖1−α
D(α), (2.3.8)

dove abbiamo effettuato la sostituzione r = ‖ξ‖ ρ e abbiamo posto

D(α) :=
∫ +∞

0

sin r
rα+1 dr. (2.3.9)

Si dimostra che

D(α) = −Γ(−α) sin
(
π

2α
)
. (2.3.10)

Infatti, un calcolo esplicito mostra che

D(α) :=
∫ +∞

0

sin r
rα+1 dr = 1

2i

(∫ +∞

0

ei r

rα+1 dr −
∫ +∞

0

e−i r

rα+1 dr
)
, (2.3.11)

e, effettuando la sostituzione r = it per il primo integrale e r = t/i per il secondo, otteniamo:

D(α) = 1
2i

[
i−α
∫ +∞

0
e−tt(−α)−1dt− iα

∫ +∞

0
e−tt(−α)−1dt

]
. (2.3.12)

Richiamando la definizione di Gamma di Eulero (2.2.3), riformuliamo il precedente risultato
come

D(α) = Γ(−α)
2i

(
i−α − iα

)
= Γ(−α)

2i

[
ei π2 (−α) − e−i π2 (−α)

]
= Γ(−α) sin

[
π

2 (−α)
]

= −Γ(−α) sin
(
π

2α
)
. (2.3.13)

Dunque, sostituendo l’espressione (2.3.10) nell’eq. (2.3.8), si ottiene

I(ξ, α) = − 4π
‖ξ‖1−α

Γ(−α) sin
(
π

2α
)
, (2.3.14)

che a sua volta sostitutiamo nell’espressione per q̂α(ξ, t), (2.3.4), in modo tale da ricavare

q̂α(ξ, t) = −
kα Γ(α2 + 1)

2π Γ(1− α) Γ(α2 )

[
− 4π
‖ξ‖1−α

Γ(−α) sin
(
π

2α
)]

i ξ π̂(ξ, t)

= −kα sin
(
π

2α
)

i ‖ξ‖α−1 ξ π̂(ξ, t). (2.3.15)

Per l’ultimo risultato, abbiamo utilizzato la nota proprietà della funzione Gamma Γ(z+1) =
z Γ(z), che nel nostro caso si è scritta come Γ(1− α) = −αΓ(−α) e Γ(α2 + 1) = α

2 Γ(α2 ).
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Fondamenti di Calcolo Frazionario

Nel caso in cui α tende a 1, ci si riconduce al caso classico, ossia q(x, t) = −k gradπ(x, t).
Infatti

lim
α→1

q̂α(ξ, t) = −k sin
(
π

2

)
i ξ π̂(ξ, t) = −k i ξ π̂(ξ, t) = −k F[gradx̃ π(x̃, t)] = q̂(ξ, t),

(2.3.16)

mentre, per α che tende a 0 si ottiene

lim
α→0

q̂α(ξ, t) = 0. (2.3.17)

I risultati precedenti sono valide anche per la definizione (2.3.3). Inoltre, notiamo che le
dimostrazioni che portano alla Equazione (2.3.15), valgono nel caso di dominio illimitato e
non necessariamente nel caso di dominio limitato. Infatti, per un dominio limitato la scelta
dei nuclei delle Equazione (2.3.1) e (2.3.3) potrebbe dover essere opportunamente cambiata.
Ciò fa parte della nostra ricerca odierna. Nei modelli che presenteremo nel prossimo capitolo
il dominio sarà limitato, ciononostante useremo la Definizione 2.3.1.
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Capitolo 3

Presentazioni dei modelli

3.1 Modelli
Come già accennato nel Capitolo 1, l’obiettivo di questo lavoro è analizzare fenomeni diffusivi
sia di tipo standard sia di tipo anomalo. Pertanto, considereremo quattro modelli diversi,
con l’intento di capire come l’introduzione del Calcolo Frazionario influenzi l’evoluzione di
specie chimiche in un tessuto tumorale avascolare, agendo sulla diffusione di tali sostanze e
indirettamente sulla meccanica del tessuto stesso.

Lo scopo di questo capitolo è analizzare nel dettaglio le equazioni che caratterizzano il
nostro modello, ossia il bilancio di impulso dell’intero mezzo bifasico (1.3.7a) che rappresenta
il tessuto in esame; il bilancio di massa della fase fluida (1.3.2a) e il bilancio di massa delle
specie chimiche (1.3.2b). A queste equazioni si aggiungono la legge di Darcy (1.3.9b) e quella
di Fick (1.4.3) assieme alle loro versioni frazionarie, utilizzate per determinare la velocità di
filtrazione e il flusso di massa delle specie chimiche. Le incognite del modello sono il moto
della fase solida, χ, la pressione, π, e la frazione di massa delle specie chimiche, c.

I modelli che studieremo sono:

• modello standard, Ms,

• modello con velocità di filtrazione frazionaria, Mα,

• modello con flusso di massa frazionario delle specie chimiche, Mβ

• modello con velocità di filtrazione frazionaria e flusso di massa frazionario delle specie
chimiche, Mαβ.

3.2 Modello standard
Il modello Ms è un caso semplificato di un modello formulato e studiato in altri lavori come,
ad esempio, [Di Stefano et al., 2018, Mascheroni et al., 2018] per citarne alcuni tra i più
recenti. Nella seguente trattazione lo useremo come fondamento sul quale costruire modelli
di trasporto non locali.

Riportiamo le equazioni, nella configurazione spaziale, che descrivono il modello standard

div [−π g] + σsc] = 0, (3.2.1a)
div q + div vs = 0, (3.2.1b)
ρf φf Ds c+ ρf q grad c+ divy = 0, (3.2.1c)
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Presentazioni dei modelli

ed effettuiamone la trasformazione di Piola alla configurazione di riferimento B.
Definiamo σ = −π g] + σsc e consideriamo la Equazione (3.2.1a), moltiplichiamola per

J e facciamone la trasformata di Piola in componenti

J [σab;b ◦ (χ, τ)] = 0, (3.2.2)

dove “;” rappresenta la derivata covariante [Marsden and Hughes, 1983], ossia

σab;d = ∂σab

∂xd
+ γadc σ

cb + γbdc σ
ac, (3.2.3)

con γ simboli di Christoffel del sistema di coordinate {xd}. Inoltre nella (3.2.2), τ è una
funzione ausiliaria tale che

τ(X, t) = t, ∀ X ∈ B, ∀ t ∈ T. (3.2.4)

Ricordando la relazione [Federico et al., 2016, Marsden and Hughes, 1983]

σab;d ◦ (χ, τ) = [σab ◦ (χ, τ)];D [F−1 ◦ (χ, τ)]Dd, (3.2.5)

riscriviamo la (3.2.2) come

J [σab ◦ (χ, τ)];D [F−1 ◦ (χ, τ)]Db = 0. (3.2.6)

Invocando adesso la identità di Piola, per la quale si ha che

{J [F−1 ◦ (χ, τ)]Db};D = [J (F−T ) D
b ];D = 0, (3.2.7)

e la regola di von Leibniz, otteniamo

{J [σab ◦ (χ, τ)](F−T ) D
b };D = 0. (3.2.8)

In particolare, tenendo conto della forma esplicita di σ, giungiamo alla struttura

{−J [π ◦ (χ, τ)] [(g])ab ◦ χ] (F−T ) D
b + J [σabsc ◦ (χ, τ)](F−T ) D

b };D = 0, (3.2.9)

che ammette la forma compatta

Div[−J p g] F−T + P sc] = 0, (3.2.10)

dove p = π ◦ (χ, τ), g] = g] ◦ χ e P sc = J [σsc ◦ (χ, τ)]F−T .
Adesso, procediamo con la trasformata di Piola della Equazione (3.2.1b); moltiplichia-

mola per J e scriviamola in componenti come

J [qa;a ◦ (χ, τ)] + J [vas ;a ◦ (χ, τ)] = 0. (3.2.11)

Inoltre, da [Marsden and Hughes, 1983] sappiamo che (div vs) ◦ (χ, τ) = J̇/J . Quindi,
utilizziamo nuovamente la (3.2.5), la regola di von Leibniz e l’identità di Piola (3.2.7), per
cui

J [qa ◦ (χ, τ)];A [F−1 ◦ (χ, τ)]Aa + J̇ = {J [qa ◦ (χ, τ)] (F−T ) A
a };A + J̇ = 0. (3.2.12)

Infine, definendo la componente della velocità di filtrazione materiale come QA = J [qa ◦
(χ, τ)] (F−T ) A

a e quindi Q = J [q ◦ (χ, τ)]F−T , possiamo riformulare

QA
;A + J̇ = 0, (3.2.13)
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3.3 – Modello con velocità di filtrazione frazionaria

oppure, equivalentemente,

DivQ+ J̇ = 0. (3.2.14)

Per ultimo, eseguiamo la trasformata di Piola della Equazione (3.2.1c); moltiplichiamola
per J e usiamo la notazione covariante

ρf J [1− φs ◦ (χ, τ)] (Ds c) ◦ (χ, τ) + ρf J [qa ◦ (χ, τ)]
[
∂c

∂xa
◦ (χ, τ)

]
+ J ya;a ◦ (χ, τ)

= ρf J [1− φs ◦ (χ, τ)] (Ds c) ◦ (χ, τ) + ρf J [qa ◦ (χ, τ)]
[
∂c

∂Xa
◦ (χ, τ)

]
[F−1 ◦ (χ, τ)]Aa

+ J [ya ◦ (χ, τ)];A [F−1 ◦ (χ, τ)]Aa = 0. (3.2.15)

Sfruttando l’identità di Piola (3.2.7) e la definizione di QA, otteniamo

ρf J [1− φs ◦ (χ, τ)] (Ds c) ◦ (χ, τ) + ρf Q
A (F T ) a

A (F−T ) A
a

[
∂c

∂Xa
◦ (χ, τ)

]
+ {J [ya ◦ (χ, τ)] (F−T ) A

a };A = ρf J [1− Φs] ω̇ + ρf Q
A ∂ω

∂XA
+ Y A

;A = 0, (3.2.16)

dove Φs = J [φs ◦ (χ, τ)], ω = c ◦ (χ, τ) e Y A = J [ya ◦ (χ, τ)] (F−T ) A
a è la componente del

flusso di massa frazionario delle specie chimiche, quindi Y = J [y ◦ (χ, τ)]F−T . Anche in
questo caso, scriviamo in forma compatta

ρf [J − Φs] ω̇ + ρf QGradω + DivY = 0. (3.2.17)

3.3 Modello con velocità di filtrazione frazionaria
Il modello Mα si distingue da Ms per il fatto che presenta una velocità di filtrazione fra-
zionaria, qα, al posto di q nelle Equazioni (3.2.1b) e (3.2.1c). Pertanto, le equazioni del
modello scritte nella configurazione spaziale, sono

div [−π g] + σsc] = 0, (3.3.1a)
div qα + div vs = 0, (3.3.1b)
ρf φf Ds c+ ρf qα grad c+ divy = 0, (3.3.1c)

e, in analogia a quanto fatto in [Penta et al., 2020, Ramírez-Torres et al., 2020a, Ramírez-
Torres et al., 2020b], qα è definito come

qα(x, t) := − 1
C(α)

∫
Bt

kα(x, x̃, t)
fα(x, x̃) gradx̃ π(x̃, t) dv(x̃), α ∈ ]0,1[. (3.3.2)

Tale definizione presenta una differenza rispetto alla Definizione 2.3.1 di flusso frazionario,
data nel Capitolo 2. Infatti, abbiamo posto il tensore permeabilità kα funzione delle coordi-
nate spaziali x, x̃ e del tempo t piuttosto che assumere una permeabilità scalare e costante.
Infine, assumiamo fα(x, x̃) = ‖x− x̃‖2+α. Vogliamo riscrivere la (3.3.2) nella configurazione
materiale. A tal proposito introduciamo la notazione ausiliaria

kα(x, x̃, t) = kα(x, χ(X̃, t), τ(X̃, t)) = [kα(x, ·, ·) ◦ (χ, τ)](X̃, t) = κα(x, X̃, t), (3.3.3)

dove [kα(x, ·, ·) ◦ (χ, τ)] = κα(x, ·, ·). Per cui, si ottiene

qaα(x, t) = − 1
C(α)

∫
B

[κα(x, X̃, t)]ab

‖x− χ(X̃, t)‖2+α
[F−T (χ(X̃, t), t)] B

b

∂p

∂X̃B
(X̃, t) J(X̃, t) dV(X̃),

(3.3.4)
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dove dV(X̃) è la misura di volume di Lebesgue in B. Per ricavare le equazioni del modello
nella configurazione materiale si esegue la trasformazione di Piola delle Equazioni (3.3.1a),
(3.3.1b) e (3.3.1c), ottenendo

Div [−J p g] F−T + P sc] = 0, (3.3.5a)
DivQα + J̇ = 0, (3.3.5b)
ρf [J − Φs] ω̇ + ρf Qα Gradω + DivY = 0, (3.3.5c)

dove Qα := J [qα ◦ (χ, τ)]F−T è la velocità di filtrazione materiale frazionaria, ossia

Qα(X, t) = J(X, t) qα(χ(X, t), t)F−T (X, t) = J(X, t)F−1(χ(X, t), t) qα(χ(X, t), t)

= − 1
C(α)

∫
B

Kα(X, X̃, t)
‖χ(X, t)− χ(X̃, t)‖2+α

Grad p(X̃, t) J(X̃, t) dV(X̃), (3.3.6)

doveKα(X, X̃, t) = J(X, t)F−1(χ(X, t), t)kα(χ(X, t), χ(X̃, t), t)F−T (X̃, t) è il tensore per-
meabilità materiale frazionario, ottenuto come trasformata di Piola “all’indietro” del tensore
permeabilità spaziale frazionario kα.

Adesso, è importante effettuare l’analisi dimensionale per trovare le dimensioni fisiche di
kα. Operiamo l’analisi dimensionale della Equazione (3.3.2) [Ramírez-Torres et al., 2020a,
Ramírez-Torres et al., 2020b]

[qα] = L

T
= [kα]
L2+α

1
L

F

L2L
3, (3.3.7)

dove L, T ed F stanno, rispettivamente, per lunghezza, tempo e forza. Dalla (3.3.7) si
ottiene

[kα] = L3+α

F T
. (3.3.8)

Queste dimensioni sono perfettamente coerenti con il caso classico. Infatti per α che tende
a 1, si rientra nel caso classico in cui la permeabilità ha dimensione fisiche [k] = L4/FT .
Sfruttando questa osservazione, possiamo ottenere una relazione tra le dimensioni fisiche
di kα e quelle di k. Per fare ciò, moltiplichiamo e dividiamo la Equazione (3.3.8) per L e
otteniamo

[kα] = L3+α LL−1

FT
= L4

F T
Lα−1 = [k]Lα−1. (3.3.9)

3.4 Modello con flusso di massa frazionario delle spe-
cie chimiche

In maniera molto simile a quanto visto nel paragrafo 3.3, presentiamo il modello diffusivo
Mβ. Esso si differenzia dal modello Ms poiché presenta un flusso di massa frazionario yβ
al posto di y nella Equazione (3.2.1c).In questo caso, le equazioni, nella configurazione
spaziale, che descrivono il nostro modello sono date da

div [−π g] + σsc] = 0, (3.4.1a)
div q + div vs = 0, (3.4.1b)
ρf φf Ds c+ ρf q grad c+ divyβ = 0, (3.4.1c)

26
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dove yβ è definito similmente alla (3.3.2), cioè [Penta et al., 2020, Ramírez-Torres et al.,
2020a, Ramírez-Torres et al., 2020b]

yβ(x, t) := − ρf

C(β)

∫
Bt

dβ(x, x̃, t)
fβ(x, x̃) gradx̃ c(x̃, t) dv(x̃), β ∈ ]0,1[. (3.4.2)

Anche in questo caso assumeremo fβ(x, x̃) = ‖x − x̃‖2+β. Con il fine di scrivere la (3.4.4)
nella configurazione materiale, introduciamo la notazione ausiliaria

dβ(x, x̃, t) = dβ(x, χ(X̃, t), τ(X̃, t)) = [dβ(x, ·, ·) ◦ (χ, τ)](X̃, t) = dβ(x, X̃, t), (3.4.3)

dove [dβ(x, ·, ·) ◦ (χ, τ)] = dβ(x, ·, ·). In tal modo, si ricava

yaβ(x, t) = − ρf

C(β)

∫
B

[dβ(x, X̃, t)]ab

‖x− χ(X̃, t)‖2+β
[F−T (χ(X̃, t), t)] B

b

∂ω

∂X̃B
(X̃, t) J(X̃, t) dV(X̃).

(3.4.4)

Per ricavare le equazioni del modello nella configurazione materiale si esegue la trasformata
di Piola delle Equazioni (3.4.1a), (3.4.1b) e (3.4.1c), ottenendo

Div [−J p g] F−T + P sc] = 0, (3.4.5a)
DivQ+ J̇ = 0, (3.4.5b)
ρf [J − Φs] ω̇ + ρf QGradω + DivYβ = 0, (3.4.5c)

dove Yβ := J [yβ ◦ (χ, τ)]F−T è il flusso di massa materiale frazionario, ovvero

Yβ(X, t) = J(X, t)yβ(χ(X, t), t)F−T (X, t) = J(X, t)F−1(χ(X, t), t)yβ(χ(X, t), t)

= − ρf

C(β)

∫
B

Dβ(X, X̃, t)
‖χ(X, t)− χ(X̃, t)‖2+β

Gradω(X̃, t) J(X̃, t) dV(X̃), (3.4.6)

dove Dβ(X, X̃, t) = J(X, t)F−1(χ(X, t), t)dβ(χ(X, t), χ(X̃, t), t)F−T (X̃, t) è il tensore dif-
fusività materiale frazionario, ottenuto come trasformata di Piola “all’indietro” del tensore
diffusività spaziale frazionario kα.

Anche in questo modello vogliamo analizzare le dimensioni fisiche di dβ. A tal proposito,
effettuiamo l’analisi dimensionale della Equazione (3.4.4) [Ramírez-Torres et al., 2020a,
Ramírez-Torres et al., 2020b]

[yβ] = M

L2T
= M

L3
[dβ]
L2+β

1
L
L3, (3.4.7)

dove M sta per massa. Dalla (3.4.7) si ottiene

[dβ] = Lβ+1

T
. (3.4.8)

La dimensionalità di dβ è perfettamente coerente con il caso classico, infatti per β che tende
a 1, si rientra nel caso classico in cui la diffusività ha dimensione fisiche [d] = L2/T . Grazie a
questa osservazione, possiamo ottenere una relazione tra le dimensioni fisiche di dβ e quelle
di d. Per fare ciò, moltiplichiamo e dividiamo la Equazione (3.4.8) per L e otteniamo

[dβ] = Lβ+1 LL−1

T
= L2

T
Lβ−1 = [d]Lβ−1. (3.4.9)
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3.5 Modello con velocità di filtrazione frazionaria e
flusso di massa frazionario delle specie chimiche

Per ultimo, analizziamo il modello Mαβ, che consiste in una combinazione dei modelli stu-
diati nei paragrafi 3.3 e 3.4. In questo caso, le equazioni nella configurazione spaziale sono

div [−π g] + σsc] = 0, (3.5.1a)
div qα + div vs = 0, (3.5.1b)
ρf φf Ds c+ ρf qα grad c+ divyβ = 0, (3.5.1c)

dove per qα e yβ valgono, rispettivamente, le definizioni (3.3.2) e (3.4.4). Si possono ricavare
le equazioni del modello nella configurazione materiale tramite le consuete trasformazioni
di Piola, per cui si ha

Div [−J p g] F−T + P sc] = 0, (3.5.2a)
DivQα + J̇ = 0, (3.5.2b)
J [1− Φs] ρf ω̇ + ρf Qα Grad c+ DivYβ = 0, (3.5.2c)

dove per la velocità di filtrazione materiale frazionaria Qα e per il flusso di massa delle
specie chimiche materiale frazionario Yβ valgono, rispettivamente, le Equazioni (3.3.6) e
(3.4.6).
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Capitolo 4

Soluzione di un problema di
riferimento

In questo capitolo, scriveremo la forma debole delle equazioni presentate nel Capitolo 3
[Grillo et al., 2012, Grillo et al., 2016, Carfagna and Grillo, 2017] e svilupperemo tutta la
teoria fin qui esposta per risolvere un problema di riferimento adeguato allo studio sia della
diffusione standard sia di quella anomala.

4.1 Equazioni in forma debole
Scriveremo le equazioni dei modelli Ms, Mα, Mβ e Mαβ in forma debole al fine di risolverle
tramite il Metodo degli Elementi Finiti implementato nel software COMSOL Multiphysics®.

Scriviamo le forme deboli delle Equazioni (3.2.10), (3.2.14), (3.2.17) che caratterizza-
no il modello Ms. Per prima cosa, moltiplichiamo la Equazione (3.2.10) per una funzio-
ne test, ũ, rappresentante una velocità virtuale e appartenente allo spazio Ṽ = {ũ ∈
H1(B) t.c. ũ|(∂B)χD = 0} [Grillo et al., 2016, Salsa et al., 2009], dove (∂B)χD è la parte di
bordo di Dirichlet di B su cui si preserva il moto e H1(B) è lo spazio di Sobolev delle
funzioni a valori vettoriali, definite su B, ivi a quadrato sommabile e le cui derivate distri-
buzionali di ordine minore o uguale a 1 sono tutte a quadrato sommabile su B. Vale la
relazione ∂B = (∂B)χD t (∂B)χN, con (∂B)χN parte di bordo avente condizioni di Neumann e
dove il simbolo t significa “unione disgiunta”. Integriamo l’equazione ottenuta sul volume
di riferimento B, ottenendo:∫

B

Div[−J p g] F−T + P sc].ũ dV = 0, ∀ ũ ∈ Ṽ, (4.1.1)

dove, per semplificare la notazione, abbiamo omesso di indicare la dipendenza da X e t nella
funzione integranda. Adesso, integriamo per parti e, per ogni ũ ∈ Ṽ, scriviamo

−
∫
B

[−J p g] F−T + P sc] : gGrad ũ dV +
∫
∂B

[−J p g] F−T + P sc]N .ũ dS

= −
∫
B

[−J p g] F−T + P sc] : gGrad ũ dV +
∫
∂B

tN.ũdS = 0, (4.1.2)

dove il simbolo “:” denota la doppia contrazione tra due tensori, ossia l’operazione che
contrae gli indici del primo tensore con quelli del secondo tensore [Federico and Grillo,
2017, Marsden and Hughes, 1983], N è il campo dei covettori N = GN ], con N ] campo
di versori normali al bordo ∂B di B, essendo G il tensore metrico materiale (ossia associato
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Soluzione di un problema di riferimento

alla configurazione di riferimento) e tN = [−J p g] F−T + P sc]N è il vettore delle trazioni
superficiali. Inoltre, poniamo F̃ = Grad ũ e osserviamo che vale la condizione ũ = 0 su
(∂B)χD. Dunque, si ha:

−
∫
B

[−J p g] F−T + P sc] : g F̃ dV +
∫

(∂B)χN
tN.ũ dS = 0, ∀ ũ ∈ Ṽ. (4.1.3)

Infine, sviluppando tale espressione in maniera opportuna, ricaviamo:

−
∫
B

[−J pC−1 + Ssc] : sym(F T g F̃ ) dV +
∫

(∂B)χN
tN.ũ dS = 0, ∀ ũ ∈ Ṽ, (4.1.4)

dove Ssc = F−1P sc è la parte costitutiva del secondo tensore di Piola-Kirchhoff. La
Equazione (4.1.4) vale anche per i modelli Mα, Mβ e Mαβ.

Adesso, occupiamoci della formulazione debole della Equazione (3.2.14). Moltiplichiamo-
la per una funzione test, p̃, che rappresenta una pressione virtuale appartenente allo spazio
P̃ = {p̃ ∈ H1(B) t.c. p̃|(∂B)pD = 0}, dove (∂B)pD è la parte del bordo di Dirichlet di B per
la pressione e vale la relazione ∂B = (∂B)pD t (∂B)pN. Integriamo il risultato sul volume di
riferimento B, ricavando

∫
B

(DivQ) p̃ dV +
∫
B

J̇ p̃ dV

=
∫
B

Div[−K Grad p] p̃ dV +
∫
B

J̇ p̃ dV = 0, ∀ p̃ ∈ P̃. (4.1.5)

Integrando per parti, si ottiene, per ogni p̃ ∈ P̃,

∫
∂B

−(K Grad pN) p̃ dS +
∫
B

Grad p̃K Grad p dV +
∫
B

J̇ p̃ dV

= −
∫

(∂B)pN
(K Grad pN ) p̃ dS +

∫
B

Grad p̃K Grad p dV +
∫
B

J̇ p̃ dV = 0. (4.1.6)

La Equazione (4.1.6) vale anche per il modello Mβ. Invece, i modelli Mα e Mαβ presentano
unla velocità di filtrazione materiale frazionaria, Qα, data dalla Equazione (3.3.6), al posto
di Q. Pertanto, per ogni p̃ ∈ P̃, si ha

∫
B

(DivQα) p̃ dV +
∫
B

J̇ p̃ dV =
∫
∂B

QαN p̃ dS−
∫
B

Qα Grad p̃ dV +
∫
B

J̇ p̃ dV

=
∫

(∂B)pN
QαN p̃ dS−

∫
B

Qα Grad p̃ dV +
∫
B

J̇ p̃ dV = 0. (4.1.7)

Infine, scriviamo la forma debole della Equazione (3.2.17). Ripetiamo gli stessi passaggi
visti antecedentemente, usando una funzione test, ω̃, appartenente allo spazio C̃ = {ω̃ ∈
H1(B) t.c. ω̃|(∂B)ωD = 0}, dove (∂B)ωD è la parte del bordo di Dirichlet di B per la frazione
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4.2 – Problema di riferimento

di massa e vale la relazione ∂B = (∂B)ωD t (∂B)ωN. Quindi, per ogni ω̃ ∈ C̃, si ottiene∫
B

{ρf [J − Φs] ω̇ + ρf QGradω + DivY } ω̃ dV

=
∫
B

{ρf [J − Φs] ω̇ + ρf QGradω + Div[−ρf DGradω]} ω̃ dV

=
∫
B

{ρf [J − Φs] ω̇ + ρf QGradω} ω̃ dV−
∫
∂B

(ρf DGradωN ) ω̃ dS

+
∫
B

ρf Grad ω̃DGradω dV

=
∫
B

{ρf [J − Φs] ω̇ + ρf QGradω} ω̃ dV−
∫

(∂B)ωN
(ρf DGradωN) ω̃ dS

+
∫
B

ρf Grad ω̃DGradω dV = 0. (4.1.8)

La forma debole del modello Mα si differenzia dalla (4.1.8) perché si avrà Qα al posto di
Q, cosicché, per ogni ω̃ ∈ C̃, si ha∫

B

{ρf [J − Φs] ω̇ + ρf Qα Gradω} ω̃ dV−
∫

(∂B)ωN
(ρf DGradωN ) ω̃ dS

+
∫
B

ρf Grad ω̃DGradω dV = 0. (4.1.9)

Similmente, la forma debole del modello Mβ presenterà il flusso di massa frazionario delle
specie chimiche, Yβ, dato dalla Equazione (3.4.6), al posto di Y . Dunque, per ogni ω̃ ∈ C̃,
si ha ∫

B

{ρf [J − Φs] ω̇ + ρf QGradω + DivYβ} ω̃ dV

=
∫
B

{ρf [J − Φs] ω̇ + ρf QGradω}ω̃ dV +
∫

(∂B)ωN
YβN ω̃ dS

−
∫
B

Yβ Grad ω̃ dV = 0. (4.1.10)

Infine, la forma debole del modello Mαβ sarà una combinazione dei modelli Mα e Mβ.
Pertanto, per ogni ω̃ ∈ C̃, avremo∫

B

{ρf [J − Φs] ω̇ + ρf Qα Gradω}ω̃ dV +
∫

(∂B)ωN
YβN ω̃ dS

−
∫
B

Yβ Grad ω̃ dV = 0. (4.1.11)

4.2 Problema di riferimento
Per risolvere le equazioni che governano i nostri modelli, ampiamenti discussi nel Capitolo
3, è necessario specificare un problema di riferimento. Basandoci su problemi di riferimento
presi dalla letteratura [Ambrosi and Preziosi, 2002, Di Stefano et al., 2018], la diffusione
delle specie chimiche avverrà dentro un provino di tessuto, di forma cilindrica, soggetto
esclusivamente a deformazione assiale. Dunque, sia la configurazione di riferimento, B, sia
quella attuale, Bt, hanno forma cilindrica di uguale raggio e lunghezze diverse. Come fatto

31



Soluzione di un problema di riferimento

in [Di Stefano et al., 2018], nella nostra trattazione adotteremo un sistema di coordinate
cilindriche per entrambe le configurazioni. Indicheremo con X̂ = (R,Θ, Z) le coordinate
per i punti della configurazione di riferimento, dove R, Θ e Z sono, rispettivamente, la
coordinata radiale, circonferenziale e assiale. Analogamente, per la configurazione attuale
impieghiamo le coordinate x̂ = (r, θ, z), dove r, θ e z sono, rispettivamente, la coordinata
radiale, circonferenziale e assiale. Inoltre, chiamiamo Rin e Lr, rispettivamente, il raggio
iniziale e la lunghezza iniziale del cilindro di riferimento. Infine, non consideriamo alcuna
rotazione rigida del campione di tessuto attorno al proprio asse.

Le restrizioni appena elencate implicano che la componente assiale di χ, ossia χz, è l’unica
componente incognita del moto, mentre le altre due componenti, ossia quella radiale, χr,
e quella circonferenziale, χθ, restituiscono, rispettivamente, la coordinata radiale e quella
angolare, cioè χr(R,Θ, Z, t) = r = R e χθ(R,Θ, Z, t) = θ = Θ.

Assegniamo le condizioni al bordo come mostrato in Figura 4.1.

𝑝 = 0

𝑸𝑵 = 0 Y𝑵 = 0

𝜔 = 𝜔𝐴

𝜒𝜃 = Θ

𝜒𝑟 = 𝑅𝑖𝑛

𝜒𝑧 = 𝑍 + 𝑢𝐿 𝑡

𝜒𝑧 = 0

𝜒𝜃 = Θ

𝜒𝑟 = 𝑅𝑖𝑛

𝑸𝑵 = 0

𝑸𝑵 = 0

Y𝑵 = 0

𝒀𝑵 = 0

Figura 4.1. Condizioni al bordo per il provino cilindrico. Sinistra: condizioni al bordo
per lo spostamento. Centro: condizioni al bordo per la pressione. Destra: condizioni al
bordo per la frazione di massa.

Osserviamo che la superficie superiore del cilindro, cioè quella su cui si impone la rampa
di spostamento

uL(t) =

γ Lr
t

tr
, t ∈ [0, tr],

γ Lr, t ∈ ]tr, tf ],
(4.2.1)

è permeabile al fuido e agli agenti chimici. In (4.2.1), chiamiamo con γ ∈ R un coefficiente
che stabilisce la pendenza della rampa e l’ampiezza dello spostamento finale, mentre tr e tf
sono, rispettivamente, il tempo finale di carico della rampa e il tempo finale delle simulazioni.
Scegliamo questa storia di carico per studiare eventuali comportamenti di rilassamento.

Nella condizione di Dirichlet in Figura 4.1, ωA è una costante che rappresenta la concen-
trazione delle specie chimiche nell’ambiente a contatto con il bordo superiore del provino.
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4.2 – Problema di riferimento

In aggiunta, prescriviamo le seguenti condizioni iniziali, per t = 0 s, che valgono per tutti
i punti interni di B:

χr(R,Θ, Z, 0) = R, (4.2.2a)
χθ(R,Θ, Z, 0) = Θ, (4.2.2b)
χz(R,Θ, Z, 0) = Z, (4.2.2c)
p(R,Θ, Z, 0) = 0, (4.2.2d)
ω(R,Θ, Z, 0) = ωA, (4.2.2e)

dove R ∈ [0, Rin[, Θ ∈ [0, 2π[, Z ∈ ]0, Lr[.
Poiché il problema è stato formulato in modo tale che il cilindro possa modificare soltanto

la propria lunghezza, mantenendo costante il raggio, si può scrivere il tensore gradiente di
deformazione nella forma

F = er ⊗ER + eθ ⊗EΘ + (1 + u′) ez ⊗EZ , (4.2.3)

dove u è lo spostamento assiale, u′ è la derivata parziale di u in direzione assiale, J =
1 + u′, mentre {er, eθ, ez} e {ER,EΘ,EZ} sono, rispettivamente, i vettori di base e i
covettori di base generati dal sistema di coordinate cilindrice x̂ = (r, θ, z) e X̂ = (R,Θ, Z).
Infine, notiamo che tutte le quantità fisiche che caratterizzano i nostri modelli dipendono
esclusivamente dalla coordinata assiale Z.

Così facendo, le equazioni del modello Ms, studiato nel paragrafo 3.2, si semplificano
come:

[(Psc)zZ ]′ = p′, (4.2.4a)

˙(1 + u′) =
[

k0

(1 + u′)p
′
]′
, (4.2.4b)

[(1 + u′)− Φs] ω̇ = k0

(1 + u′) p
′ ω′ +

[
d0

(1 + u′)ω
′
]′
, (4.2.4c)

dove d0 e k0 sono definite nella forma di Holmes-Mow [Holmes and Mow, 1990], rispettiva-
mente, nelle Equazioni (1.4.8a) e (1.4.8b). Osserviamo che il sistema (4.2.4a)–(4.2.4c) è una
versione semplificata del sistema di equazioni studiato in [Di Stefano et al., 2018].

Le equazioni del modello Mα, analizzato nel paragrafo 3.3, si distinguono dal caso
“standard”, riportato sopra, poiché al posto della consueta velocità di filtrazione, avremo,
consistentemente con la Equazione (3.3.6),

(Qα)Z(Z, t) = −π R
2
in

C(α)

∫ Lr

0

kα(Z̃, t)
|Z + u(Z, t)− Z̃ − u(Z̃, t)|2+α

p′(Z̃, t) dZ̃, (4.2.5)

dove kα = k0 L
α−1
r e C(α) è stato definito nel Capitolo 2. Quindi, le equazioni del modello

semplificato saranno:

[(Psc)zZ ]′ = p′, (4.2.6a)
˙(1 + u′) = −[(Qα)Z ]′ , (4.2.6b)

[(1 + u′)− Φs] ω̇ = −(Qα)Z ω′ +
[

d0

(1 + u′)ω
′
]′
, (4.2.6c)

dove (Qα)Z è individuato dalla Equazione (4.2.5).
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In maniera analoga, sviluppiamo le equazioni semplificate del modello Mβ, analizzato
nel paragrafo 3.4:

[(Psc)zZ ]′ = p′, (4.2.7a)

˙(1 + u′) =
[

k0

(1 + u′)p
′
]′
, (4.2.7b)

ρf [(1 + u′)− Φs] ω̇ = ρf
k0

(1 + u′) p
′ ω′ − [(Yβ)Z ]′, (4.2.7c)

dove (Yβ)Z si ricava a partire dalla Equazione (3.4.6), con le semplificazioni esposte in questo
capitolo, ossia

(Yβ)Z(Z, t) = −π R
2
in ρf

C(β)

∫ Lr

0

dβ(Z̃, t)
|Z + u(Z, t)− Z̃ − u(Z̃, t)|2+β

ω′(Z̃, t) dZ̃, (4.2.8)

con dβ = d0 L
β−1
r .

Infine, il modello Mαβ con flusso e velocità di filtrazione frazionari, si semplifica facilmente
usando le nozioni già introdotte. Le equazioni semplificate relative a quest’ultimo sono:

[(Psc)zZ ]′ = p′, (4.2.9a)
˙(1 + u′) = −[(Qα)Z ]′ , (4.2.9b)

ρf [(1 + u′)− Φs] ω̇ = −ρf (Qα)Z ω′ − [(Yβ)Z ]′. (4.2.9c)

4.3 Presentazioni dei risultati
In questa sezione presentiamo i risultati ottenuti per il problema di riferimento adoperato
per i quattro modelli esposti nel Capitolo 3. Precisiamo che, nelle seguenti figure, la legenda
“frazione di massa” abbrevia la dicitura “frazione di massa delle specie chimiche”.

In Figura 4.2, riportiamo lo spostamento, la pressione e la frazione di massa delle specie
chimiche del modello Ms in funzione della coordinata assiale del provino. Osserviamo che
lo spostamento è monotòno decrescente per ogni istante di tempo t > 0. Con il passare del
tempo, lo spostamento “decresce” poiché i punti interni del campione cilindrico subiscono
una compressione via via più grande, come imposto dalla condizione al bordo superiore
del campione stesso. Coerentemente, la pressione aumenta fino al tempo finale di carico
della rampa t = tr = 30 s, per poi subire una diminuzione, per t > tr = 30 s, a causa
della fuoriuscita di fluido e del rilassamento del provino. Inoltre, la frazione di massa delle
specie chimiche diminuisce all’aumentare del tempo e, in particolare, si registra una minore
concentrazione di tali specie in prossimità del bordo superiore del provino.

Nella Figura 4.3, sono riportati lo spostamento, la pressione e la frazione di massa delle
specie chimiche del modello Mα in funzione della coordinata assiale del provino al tempo
finale di simulazione. Notiamo che, per α = 0.1, lo spostamento di compressione è localizzato
nella regione vicina al bordo in cui è imposta la rampa, mentre, all’aumentare di α (si
vedano, ad esempio, i casi per α = 0.5 e α = 0.9), si verifica una “propagazione” dello
spostamento nei punti più interni del provino, in cui esso era inibito per α = 0.1. Di
conseguenza, al crescere di α, l’ampiezza dello spostamento cresce e la pressione diminuisce,
poiché aumenta l’efflusso di fluido. Infine, per α = 0.1, la diffusione delle specie chimiche è
confinata alla regione del provino in cui avviene lo spostamento. Invece, similmente al caso
standard, negli altri due casi (α = 0.5 e α = 0.9) la diffusione delle sostanze chimiche è
agevolata e, pertanto, la concentrazione di tali specie tende a diminuire nei punti interni
del provino. Concludiamo, quindi, che α influenza il fenomeno della diffusione.
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Figura 4.2. Evoluzione del modello Ms in direzione assiale, al variare del tempo. Sinistra:
confronto tra gli spostamenti valutati in diversi istanti temporali. Centro: confronto tra le
pressioni valutate in diversi istanti temporali. Destra: confronto tra le frazioni di massa
valutate in diversi istanti temporali.
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Figura 4.3. Evoluzione del modello Mα in direzione assiale, al variare di α nell’istante di
tempo finale delle simulazioni, ossia t = tf = 80 s. Sinistra: confronto tra gli spostamenti
valutati per diversi valori di α. Centro:confronto tra le pressioni valutate per diversi valori
di α. Destra: confronto tra le frazioni di massa valutate per diversi valori di α.

In Figura 4.4, sono rappresentati lo spostamento, la pressione e la frazione di massa
delle specie chimiche del modello Mβ in funzione della coordinata assiale del provino al
tempo finale di simulazione. Lo spostamento e la pressione a t = tf = 80 s sono uguali a
quelli visti per il modello Ms. Infatti, poiché nelle Equazioni (3.4.5a), (3.4.5b) e (3.4.5c)
l’unica dipendenza da β si ha nella Equazione (3.4.5c), lo spostamento, u, e la pressione, p,
sono disaccoppiati dalla frazione di massa, ω. Pertanto, lo spostamento e la pressione non
variano con il parametro β. L’unica grandezza che risente della variazione di β è la frazione
di massa. Infatti, nel caso β = 0.1, la diffusione è più lenta rispetto ai casi β = 0.5 e β = 0.9.
Quindi, analogamente a quanto visto per il modelloMα, anche β modula i fenomeni diffusivi
all’interno del provino.

Nella Figura 4.5 sono presentati i grafici dello spostamento, della pressione e della frazione
di massa del modello Mαβ in funzione della coordinata assiale del provino al tempo finale
di simulazione. Osserviamo che lo spostamento e la pressione sono qualitativamente simili
a quelli ottenuti nel modello Mα. Inoltre, nell’andamento della frazione di massa si vede
come agiscono i due effetti di trasporto quando sono entrambi attivi. Per α = β = 0.1, la
diffusione è lenta ed è fortemente confinata alla regione di provino prossima al bordo di
Dirichlet in cui è imposta la rampa di carico. Infine, all’aumentare di α e di β, anche in
questo caso la diffusione viene agevolata.

In Figura 4.6 sono riportati gli andamenti dello spostamento dei quattro modelli già
discussi. Si osserva ciascuna delle coppie di modelli Ms-Mβ e Mα-Mαβ predice un’unico
spostamento. Questo, quindi, è uguale per i due modelli di ciascuna coppia, ma è diverso
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Figura 4.4. Evoluzione del modello Mβ in direzione assiale, al variare di β nell’istante di
tempo finale delle simulazioni, ossia t = tf = 80 s. Sinistra: confronto tra gli spostamenti
valutati per diversi valori di β. Centro: confronto tra le pressioni valutate per diversi valori
di β. Destra: confronto tra le frazioni di massa valutate per diversi valori di β.
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Figura 4.5. Evoluzione del modello Mαβ in direzione assiale, al variare di α = β
nell’istante di tempo finale delle simulazioni, ossia t = tf = 80 s. Sinistra: confronto
tra gli spostamenti valutati per diversi valori di α = β. Centro: confronto tra le
pressioni valutate per diversi valori di α = β. Destra: confronto tra le frazioni di
massa valutate per diversi valori di α = β.

da coppia a coppia. Tuttavia, nel limite α, β → 1, non si ottiene quello che ci aspettavamo,
ossia il caso standard. Ciò è dovuto al fatto che la scelta del nucleo è giustificata in un
dominio illimitato, ma non necessariamente in uno limitato, come detto nel Capitolo 2.
Considerazioni analoghe valgono per la Figura 4.7 per quanto riguarda le pressioni.

Infine, nella Figura 4.8 sono riportate le frazioni di massa delle specie chimiche dei
quattro modelli. Per α = β = 0.1 la diffusione più lenta è quella del modello Mαβ, perché
entrambi gli effetti di trasporto sono molto piccoli. Nel modello Ms si ha la diffusione più
veloce. Per α = β = 0.5, le diffusioni dei quattro modelli sono simili, e Ms e Mα hanno
una diffusione minore rispetto agli altri due modelli. Per ultimo, nel caso α = β = 0.9, la
frazione di massa delle specie chimiche dei modelliMβ eMαβ è quasi identica ed è maggiore
rispetto agli altri due modelli.
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4.3 – Presentazioni dei risultati
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Figura 4.6. Confronto tra gli spostamenti dei quattro modelliMs,Mα,Mβ eMαβ . Sinistra:
grafici per α = β = 0.1. Centro: grafici per α = β = 0.5. Destra: grafici per α = β = 0.9

0 0.5 1

0.0

0.5

1.0

1.5

2.0

10
5

0 0.5 1

0

1

2

3

4
10

4

0 0.5 1

0

1

2

3

4
10

4

Figura 4.7. Confronto tra le pressioni dei quattro modelli Ms, Mα, Mβ e Mαβ . Sinistra:
grafici per α = β = 0.1. Centro: grafici per α = β = 0.5. Destra: grafici per α = β = 0.9
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Figura 4.8. Confronto tra le frazioni di massa dei quattro modelli Ms, Mα, Mβ

eMαβ . Sinistra: grafici per α = β = 0.1. Centro: grafici per α = β = 0.5. Destra:
grafici per α = β = 0.9
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Capitolo 5

Conclusioni

In questo lavoro, abbiamo presentato diversi modelli matematici sulla diffusione di specie
chimiche all’interno di un tessuto tumorale avascolare. Il tessuto tumorale è stato trattato
come un mezzo bifasico isotropo e saturo, usando gli strumenti tipici della Meccanica dei
Continui e della Meccanica dei Mezzi Porosi. Le equazioni che governano i fenomeni di
nostro interesse sono state ottenute a partire dai bilanci di massa e di impulso. Inoltre,
grazie all’utilizzo di legami costitutivi [Ateshian and Weiss, 2010, Holmes and Mow, 1990]
è stato possibile giungere ad una formulazione più dettagliata della legge di Darcy e della
legge di Fick e — mediante uno studio sulla dissipazione — si è mostrato come queste ultime
siano ammissibili termodinamicamente.

La principale novità del nostro lavoro consiste nell’aver proposto delle generalizzazio-
ni delle leggi di Darcy, (2.3.1), e di Fick, (2.3.3), nel caso di interazioni non locali, grazie
all’impiego del Calcolo Frazionario. Un aspetto saliente è l’aver dimostrato che tali defini-
zioni di flusso frazionario, valide nel caso monodimensionale, coincidono con la definizione
di derivata frazionaria di Riesz-Caputo antisimmetrizzata. Di rilievo è anche il fatto che, per
un valore limite del coefficiente frazionario α (o, equivalentemente, β), si rientra nel limite
classico. Con l’introduzione di tali parametri nei nostri modelli, si è ottenuto un ulteriore
“controllo” sui fenomeni in discussione. Infatti, avendo a disposizione più parametri, siamo
riusciti a trattare in maniera più completa la diffusione delle specie chimiche nel tumore.

Lo studio dei quattro diversi modelli presentati nel Capitolo 3, Ms, Mα, Mβ e Mαβ,
rappresenta il punto centrale della tesi. Infatti, sono state messe in risalto le differenze sia
delle equazioni sia dei risultati ottenuti sul problema di riferimento adoperato.

Chiaramente, il nostro modello può essere generalizzato e ciò può essere fatto in molti
modi. Ad esempio, si potrebbero considerare geometrie diverse rispetto a quella impiegata
per il problema di riferimento studiato, rilassando l’ipotesi di simmetria assiale e passando,
quindi, ad un problema di dimensionalità maggiore. Ciò significa che dovranno essere mo-
dificate le condizioni al bordo e che il Metodo degli Elementi Finiti dovrà essere adattato
adeguatamente.

Un ulteriore passo in avanti potrebbe essere lo studio dei fenomeni di crescita e/o rimo-
dellamento del tessuto [Di Stefano et al., 2018, Giverso et al., 2015, Grillo et al., 2012, Grillo
et al., 2018], impiegando quindi la decomposizione di Bilby-Kröner-Lee (BKL) del tensore
gradiente di deformazione [Micunovic, 2009]. Si potrebbe pensare di introdurre la curvatura
scalare associata alla crescita o al rimodellamento, riformulando quindi le leggi di bilancio
per i costituenti e la fase solida [Di Stefano et al., 2018]. Inoltre, si potrebbe investigare l’ac-
coppiamento di tali fenomeni con altri fenomeni biologici, tra i quali la riorganizzazione delle
cellule, il riorientamento delle fibre di collagene nei tessuti fibro-rinforzati, o l’insorgenza di
patologie degenerative.
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Conclusioni

Il nostro modello può essere sviluppato ed esteso per descrivere altre situazioni biologiche.
Ad esempio, l’approccio utilizzato in questo lavoro per mezzi isotropi può essere adeguato
alla descrizione di specie chimiche che si diffondono in tessuti tumorali anisotropi.

Oltre a quanto già detto, è stato precisato molteplici volte che abbiamo studiato un
tessuto tumorale avascolare. Quindi, una naturale estensione di questo lavoro sarebbe quella
di considerare la presenza di vasi sanguigni nel tumore.

Infine, si potrebbe definire il flusso frazionario sfruttando la definizione data da [Meer-
schaert et al., 2006] al posto di quella attualmente adottata.

Come anticipato nella Introduzione, gli sviluppi futuri di sopra elencati sono parte di
un filone di ricerca in fase di svolgimento da parte di Ariel Ramírez Torres, Salvatore Di
Stefano e Alfio Grillo [Penta et al., 2020, Ramírez-Torres et al., 2020a, Ramírez-Torres et al.,
2020b].
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