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❆❜str❛❝t

❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡s✐s ✇♦r❦ ❤❛s ❜❡❡♥ ❝❛rr✐❡❞ ♦✉t ✐♥ ❝♦❧❧❛❜♦r❛t✐♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ P♦✇❡r✲
tr❛✐♥ ❚r❛♥s♠✐ss✐♦♥ ❙②st❡♠s ❞❡♣❛rt♠❡♥t ♦❢ ▼❛❣♥❡t✐ ▼❛r❡❧❧✐ ❙P❆ ❧♦❝❛t❡❞ ✐♥ ❱❡♥❛r✐❛
❘❡❛❧❡ ✭❚✉r✐♥✮✳ ❚❤❡ ❝♦r❡ ❜✉s✐♥❡ss ♦❢ t❤✐s ❝♦♠♣❛♥② ❞✐✈✐s✐♦♥ ✐s t❤❡ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ♦❢
❝♦♥tr♦❧ ✉♥✐ts ❢♦r ❛✉t♦♠♦t✐✈❡ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥s✱ t❛❦✐♥❣ ❝❛r❡ ♦❢ t❤❡ s♦❢t✇❛r❡ ♣❛rt✳ ❆❧❧
t❤❡ ✇♦r❦✐♥❣ ♣❤❛s❡s✱ ❢r♦♠ s②st❡♠ s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥ ❛♥❛❧②s✐s t♦ ❝♦❞❡ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ❛♥❞ t❡st✲
✐♥❣✱ ❛r❡ ❝♦♠♣❧❡t❡❧② ❛❝❝♦♠♣❧✐s❤❡❞ ✐♥ t❤❡ s❛♠❡ ♦✣❝❡✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ t❤❡ s♦❢t✇❛r❡
❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❢♦r t❤✐s ♣r♦❥❡❝t ❛r❡ ♠♦❞❡❧ ❜❛s❡❞ ❣❡♥❡r❛t❡❞✳

❚❤❡ ❣♦❛❧ ♦❢ t❤✐s t❤❡s✐s ✇❛s t♦ ❞❡s✐❣♥ ❛ ❧✉❜r✐❝❛t✐♦♥ ❝♦♥tr♦❧❧❡r ❢♦r ❛ ❲❊❚ ❉❈❚
❛❜❧❡ t♦ ❝♦♠♠❛♥❞ ❛♥ ♦♣❡♥ ❧♦♦♣ ♦✐❧ ✢♦✇ t❤r✉❣❤ ❛ ◗P❱ ✐♥s✐❞❡ t❤❡ ❝❧✉t❝❤❡s ❝❤❛♠❜❡rs✳
❚❤❡ ❛✐♠ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥tr♦❧❧❡r ✐s t♦ ❦❡❡♣ t❤❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ❝❧✉t❝❤❡s ❞✐s❦s ✐♥s✐❞❡ ❛
❝❡rt❛✐♥ r❛♥❣❡✳ ■t ❤❛s ❜❡❡♥ ❝r❡❛t❡❞ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ✇♦r❦ ✐♥ ❜♦t❤ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ❛♥❞ ❤✐❣❤
♣♦✇❡r ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✱ t❛❦✐♥❣ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t ❛❧s♦ s❛❢❡t② ❣✉✐❞❡❧✐♥❡s✳

❆ s✐♠♣❧✐✜❡❞ ❞r✐✈❡❧✐♥❡ ♠♦❞❡❧ ♦❢ ❛ ❉❈❚ ✇❛s ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❢♦r s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ ✇♦r❦✲
✐♥❣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ♣✉r♣♦s❡s✳ ■t ✐♥❝❧✉❞❡s ❜♦t❤ t❤❡r♠❛❧ ✭✐♥❝❧✉❞✐♥❣ t❤❡ ✇❤♦❧❡ ❤②❞r❛✉❧✐❝
❝✐r❝✉✐t✮ ❛♥❞ ❞②♥❛♠✐❝❛❧ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s②st❡♠✳ ❚❤❡ ♠♦❞❡❧ ❞❡s❝r✐❜❡s t❤❡ ❜❡✲
❤❛✈✐♦✉r ♦❢ ❛❧❧ t❤❡ s❤❛❢ts ❞②♥❛♠✐❝s ❡✈❡♥ ✐❢ ✐t ❤❛s ❜❡❡♥ r❡str✐❝t❡❞ t♦ ❛ t✇♦ ❣❡❛rs
❞r✐✈❡❧✐♥❡❀ ✐t ❛❧s♦ ❛❝❝✉r❛t❡❧② ❞❡s❝r✐❜❡s t❤❡r♠❛❧ ❜❡❤❛✈✐♦✉r✳ ❚❤❡ ✇❤♦❧❡ ♠♦❞❡❧s ❤❛✈❡
❜❡❡♥ ✐❞❡♥t✐✜❡❞ ♦♥ ❞❛t❛ ❝♦♠✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ ❛❝t✉❛❧ ❞r✐✈❡❧✐♥❡✳

❋✐♥❛❧❧②✱ ❛ ❝❧♦s❡❞ ❧♦♦♣ ♠✐❝r♦✲s❧✐♣ ❝♦♥tr♦❧❧❡r ❤❛s ❜❡❡♥ ❞❡s✐❣♥❡❞ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❜❡tt❡r
s✐♠✉❧❛t❡ t❤❡ ❛❝t✉❛❧ ✇♦r❦✐♥❣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✳ ❚❤✐s ✐s ✐♥t❡♥❞❡❞ t♦ ❣❡♥❡r❛t❡ ❛ ❝✉rr❡♥t
s✐❣♥❛❧ ❢♦r t❤❡ ❝❧✉t❝❤ ❛❝t✉❛t✐♦♥ PP❱ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ r❡❣✉❧❛t❡ ❛ ❝❡rt❛✐♥ s❧✐♣ s♣❡❡❞ ❜❡t✇❡❡♥
❡♥❣✐♥❡ s❤❛❢t ❛♥❞ ♣r✐♠❛r② tr❛♥s♠✐tt✐♥❣ s❤❛❢t✳
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❱✳✸ ❙✐♠✉❧✐♥❦ ♠♦❞❡❧ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✷
❱✳✹ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥ r❡s✉❧ts ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✻

❱■ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥ r❡s✉❧ts ✻✹

✸



■

❉✉❛❧ ❈❧✉t❝❤ ❚r❛♥s♠✐ss✐♦♥

❱❡❤✐❝❧❡s ❡q✉✐♣♣❡❞ ✇✐t❤ ❛♥ ✐♥t❡r♥❛❧ ❝♦♠❜✉st✐♦♥ ❡♥❣✐♥❡ ♥❡❡❞ t❤❛t t❤❡ ♣♦✇❡rtr❛✐♥
tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ s②st❡♠ ✐s ❝♦♠♣♦s❡❞ ❜② ❛ ❝❧✉t❝❤ ❛♥❞ ❛ ❣❡❛r❜♦① ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ♠♦✈❡✳
■♥❞❡❡❞✱ ❝❧✉t❝❤ ✐s t❤❡ ❡❧❡♠❡♥t r❡s♣♦♥s✐❜❧❡ ❢♦r ❡♥❛❜❧✐♥❣ ♦r ✐♥t❡rr✉♣t✐♥❣ ♣♦✇❡r ✢♦✇
t♦ t❤❡ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ❛♥❞ ✐t ❛❧❧♦✇s t♦ ❝r❛♥❦ t❤❡ ❡♥❣✐♥❡ ❛♥❞ t♦ ❞✐s❝♦♥♥❡❝t ✐t ❢r♦♠
t❤❡ ✇❤❡❡❧s ✇❤❡♥ t❤❡ ✈❡❤✐❝❧❡ ✐s ♥♦t ♠♦✈✐♥❣❀ ❣❡❛r❜♦① ✐♥st❡❛❞ ♣r♦✈✐❞❡s ❛❧❧ t❤❡ ❣❡❛r
r❛t✐♦s t❤❛t ❛r❡ ♥❡❝❡ss❛r② t♦ ❞r✐✈❡ ✐♥ ❡✈❡r② s✐t✉❛t✐♦♥ ✭❢♦r ❡①❛♠♣❧❡ ❞r✐✈✐♥❣ ✐♥ ❛
❝✐t② ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t✱ ❞r✐✈✐♥❣ ♦♥ ❛ ♠♦t♦r✇❛②✱ ❝❧✐♠❜✐♥❣ ❛♥ ❤❡❛✈② s❧♦♣❡✱ ❡t❝✮✳ ❉✉r✐♥❣
r❡❝❡♥t ②❡❛rs✱ ♠❛♥② ♣♦✇❡rtr❛✐♥ s♦❧✉t✐♦♥s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ st✉❞✐❡❞ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ r❡❞✉❝❡ ❢✉❡❧
❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ❛♥❞ ✐♥❝r❡❛s❡ ❞r✐✈✐♥❣ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❛♥❞ ❝♦♠❢♦rt✳

❋✐❣✉r❡ ■✳✶✿ ❈♦♠❢♦rt ❛♥❞ ❢✉❡❧ ❡✣❝✐❡♥❝② ❝♦♠♣❛r✐✲
s♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ❞✐✛❡r❡♥t tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ t②♣❡s

❈❛r tr❛♥s♠✐ss✐♦♥s ❛r❡ ♠❛✐♥❧②
❞✐✈✐❞❡❞ ✐♥t♦ ❢♦✉r ❣r♦✉♣s✿ ▼❛♥✲
✉❛❧ ❚r❛♥s♠✐ss✐♦♥ ✭▼❚✮✱ ❆✉✲
t♦♠❛t❡❞ ▼❛♥✉❛❧ ❚r❛♥s♠✐ss✐♦♥
✭❆▼❚✮✱ ❉✉❛❧ ❈❧✉t❝❤ ❚r❛♥s✲
♠✐ss✐♦♥ ✭❉❈❚✮ ❛♥❞ ❆✉t♦♠❛t✐❝
❚r❛♥s♠✐ss✐♦♥ ✭❆❚✮✳ ▼❚ ✐s t❤❡
♠♦st ❝♦♠♠♦♥ t②♣❡ ♦❢ tr❛♥s✲
♠✐ss✐♦♥✱ ✐♥st❛❧❧❡❞ ♦♥ ♠♦st ♦❢
t❤❡ ✈❡❤✐❝❧❡s✳ ■♥ t❤✐s ❝♦♥✜❣✉r❛✲
t✐♦♥ ❛ ❞r② ❝❧✉t❝❤ ✐s ♣r❡s❡♥t ❛♥❞
✐t✬s ❝♦♠♠❛♥❞❡❞ ❜② t❤❡ ❞r✐✈❡r
t❤r♦✉❣❤ ❛ ♣❡❞❛❧❀ ❝❧✉t❝❤ ✇❤✐❝❤
❝♦♥♥❡❝ts t❤❡ ❡♥❣✐♥❡ ✇✐t❤ t❤❡
❣❡❛r❜♦①✱ ✐♥ t✉r♥ ❝♦♠♣♦s❡❞ ♦❢
✺ t♦ ✼ ❣❡❛rs ❡♥❣❛❣❡❞ ✉s✐♥❣ s②♥✲
❝❤r♦♥✐③❡rs ❛♥❞ ❝♦♠♠❛♥❞❡❞ ❜②
t❤❡ ❞r✐✈❡r t❤r♦✉❣❤ ❛ ❧❡✈❡r ❛s
✇❡❧❧❀ ❛❝t✉❛t✐♦♥ ✐s t❤❡♥ ❝♦♠♣❧❡t❡❧② ❝♦♥tr♦❧❧❡❞ ❜② t❤❡ ❞r✐✈❡r ❛♥❞ ✐s ❛❧♠♦st ❝♦♠♣❧❡t❡❧②

✹



♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧✳ ❆▼❚✱ ❛s s✉❣❣❡st❡❞ ❜② t❤❡ ♥❛♠❡✱ ✐s ❛ ▼❚ ♥♦ ♠♦r❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡❞ ❜② t❤❡
❞r✐✈❡r ❜✉t ❜② ❛♥ ❊❈❯ ✭❛✉t♦♠❛t❡❞ t❤❡♥✮❀ t❤❡r❡ ❛r❡ ♥♦ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡♠ ✐♥
t❤❡ ✇♦r❦✐♥❣ ♣r✐♥❝✐♣❧❡ ❜✉t✱ ♦❢ ❝♦✉rs❡✱ ❆▼❚ ♥❡❡❞s s♦♠❡ ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥s t♦ t❤❡ ❤❛r❞✲
✇❛r❡ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ ▼❚ ✭❧✐❦❡ s❡♥s♦rs ❛♥❞ ❛❝t✉❛t♦rs✮ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ✇♦r❦ ♣r♦♣❡r❧②✳
❚❤❡♥✱ ❛❝t✉❛t✐♦♥ ✐♥ t❤✐s ❝❛s❡ ✐s ❡❧❡❝tr♦✲❤②❞r❛✉❧✐❝ ❛♥❞ t❤❡ ✇❤♦❧❡ s②st❡♠ r❡s✉❧ts t♦
❜❡ ♠♦r❡ ❡✣❝✐❡♥t ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ ▼❚ s✐♥❝❡ ✐t ✐s ❝♦♠♠❛♥❞❡❞ ✉s✐♥❣ ♣r❡❝✐s❡ ❝♦♥tr♦❧
❛❧❣♦r✐t❤♠s❀ ❆▼❚ ✐s ❛❝t✉❛❧❧② ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ t❤❡ ♠♦st ❡✣❝✐❡♥t tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ s②st❡♠ ♦♥
t❤❡ ♠❛r❦❡t✱ ❡✈❡♥ ✐❢ ✐t ❞♦❡s♥✬t ♠❡❡t ❛❧❧ t❤❡ ✉s❡r✬s r❡q✉✐r❡♠❡♥ts✳ ❆❚ ✇♦r❦s ✐♥ ❛
t♦t❛❧❧② ❞✐✛❡r❡♥t ✇❛②✿ ✐♥ ❢❛❝t✱ ✐t r❡♣❧❛❝❡s t❤❡ ❝❧✉t❝❤ ✇✐t❤ ❛ t♦rq✉❡ ❝♦♥✈❡rt❡r ❛♥❞
t❤❡ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ❣❡❛r❜♦① ❡♥❣❛❣❡❞ ❜② s②♥❝❤r♦♥✐③❡rs ✇✐t❤ ❡♣✐❝②❝❧✐❝❛❧ ❣❡❛rs ❡♥❣❛❣❡❞ ❜②
❝❧✉t❝❤❡s✳ ❚❤✐s ♠❡❝❤❛♥✐s♠ ✐s ♠♦r❡ ❝♦♠♣❧❡① ❛♥❞ ❧❡ss ❡✣❝✐❡♥t ✭❞✉❡ t♦ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡
♦❢ t❤❡ t♦rq✉❡ ❝♦♥✈❡rt❡r✮ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ❢♦r♠❡r t✇♦✱ ❜✉t ✐t ♣r❡s❡♥ts t❤❡ ❛❞✈❛♥✲
t❛❣❡ ♦❢ ❡♥❛❜❧✐♥❣ ❛ ❣❡❛r s❤✐❢t ✇✐t❤♦✉t t♦rq✉❡ ✐♥t❡rr✉♣t✐♦♥ ✭✇❤✐❝❤ ❣✉❛r❛♥t❡❡s ♠♦r❡
❝♦♠❢♦rt ❛♥❞ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡✮❀ t❤✐s ♦♥❡ ✐s ❛❧s♦ t❤❡ ❣♦❛❧ ♦❢ t❤❡ ❉❈❚✳ ❆♥♦t❤❡r tr❛♥s✲
♠✐ss✐♦♥ t②♣❡ t❤❛t ❛✐♠s ❛t ♦✛❡r✐♥❣ ❛ s♠♦♦t❤ ❣❡❛r s❤✐❢t ❤❛s ❜❡❡♥ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞✿ t❤✐s
✐s t❤❡ ❈♦♥t✐♥✉♦✉s ❱❛r✐❛❜❧❡ ❚r❛♥s♠✐ss✐♦♥ ✭❈❱❚✮✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❝♦♠♣♦s❡❞ ♦❢ ❛ ♠♦✈✐♥❣
♣✉❧❧❡② s②st❡♠ ❛♥❞ ❛ ❜❡❧t ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ✐♥✜♥✐t❡❧② ❛❞❥✉st t❤❡ ❣❡❛r r❛t✐♦ ❛❝r♦ss ❛ ✇✐❞❡
r❛♥❣❡❀ ❜② t❤❡ ✇❛②✱ ❈❱❚ ❤❛r❞✇❛r❡ ❝❛♥✬t ❤❛♥❞❧❡ ❤✐❣❤ t♦rq✉❡s ❛♥❞ ✐s ♥♦t ❛s ❡✣❝✐❡♥t
❛s t❤❡ ♦t❤❡r tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ t②♣❡s✳

■✳✶ ❍✐st♦r②

❚❤❡ ✐❞❡❛ ♦♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ❉✉❛❧ ❈❧✉t❝❤ ❚r❛♥s♠✐ss✐♦♥ ✐s ❜❛s❡❞ ✇❛s ❝♦♥❝❡✐✈❡❞ ✐♥ ✶✾✸✾
❜② t❤❡ ❋r❡♥❝❤ ❡♥❣✐♥❡❡r ❆❞♦❧♣❤❡ ❑Ø❣r❡ss❡✱ ✇❤♦ ✐s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛ ♣✐♦♥❡❡r ✐♥ t❤❡ ❛✉✲
t♦♠♦t✐✈❡ ✜❡❧❞ ❛♥❞ ✐s ♠❛✐♥❧② r❡♠❡♠❜❡r❡❞ ❢♦r ❤❛✈✐♥❣ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ t❤❡ ✧❤❛❧❢✲tr❛❝❦✧
✭❛ ✈❡❤✐❝❧❡ ❡q✉✐♣♣❡❞ ✇✐t❤ ❡♥❞❧❡ss r✉❜❜❡r tr❡❛❞s t❤❛t ❝❛♥ t❤❡r❡❢♦r❡ ❜❡ ❞r✐✈❡♥ ❡✈❡♥
✐♥ ♦✛✲r♦❛❞ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✮✳ ❍✐s ✐♥t❡♥t✐♦♥ ✇❛s t♦ ✐♠♣❧❡♠❡♥t t❤✐s s②st❡♠ ♦♥ t❤❡ ❈✐t✲
r♦º♥ ❚r❛❝t✐♦♥✱ ❜✉t✱ ✉♥❢♦rt✉♥❛t❡❧② ❢♦r ❤✐♠✱ ✐t ✇❛s♥✬t ❢✉rt❤❡r ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❜❡❝❛✉s❡ ♦❢
❝♦♥t✐♥❣❡♥❝✐❡s ♦❢ t❤❡ ❲♦r❧❞ ❲❛r ■■ ❛♥❞ ❝♦st r❡❛s♦♥s✳

❚❤❡ ❝♦♥❝❡♣t ♦❢ ❛ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ♠♦✉♥t✐♥❣ t✇♦ ❝❧✉t❝❤❡s r❡♠❛✐♥❡❞ ♦♥❧② ❛♥ ✐❞❡❛ t✐❧❧
t❤❡ ❡✐❣❤t✐❡s✱ ✇❤❡♥ P♦rs❝❤❡ ❛♥❞ ❆✉❞✐ ♣✐❝❦❡❞ ✉♣ ✐ts ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ❛♥❞ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞
✐t ♦♥ t❤❡✐r r❛❝✐♥❣ ❝❛rs✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ✐♥ ✶✾✽✸✱ ✇❤❡♥ ❊❈❯s ✭♥❡❡❞❡❞ t♦ ❝♦♥tr♦❧ t❤❡
s②st❡♠✮ ❜❡❣✉♥ t♦ ❣❛✐♥ ♣♦✇❡r ✇✐t❤ r❡❞✉❝❡❞ s✐③❡✱ P♦rs❝❤❡ ✜rst❧② ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ t❤❡✐r
❞✉❛❧ ❝❧✉t❝❤ ❣❡❛r❜♦①✱t❤❡ P♦rs❝❤❡ ❉♦♣♣❡❧❦✉♣♣❧✉♥❣s❣❡tr✐❡❜❡ ✭P❉❑✮✱ ♦♥ P♦rs❝❤❡ ✾✺✻
❛♥❞ ✾✻✷❈ ♠♦❞❡❧s❀ ✐♥ ✶✾✽✺ ✐♥st❡❛❞✱ ❆✉❞✐ ♠♦✉♥t❡❞ ✐ts ✜rst ❉❈❚ s②st❡♠ ♦♥ t❤❡ ❆✉❞✐
❙♣♦rt ◗✉❛ttr♦ ❙✶ r❛❧❧② ❝❛r✳

❍♦✇❡✈❡r✱ ✐t ✇❛s ♦♥❧② ✐♥ ✷✵✵✸ t❤❛t ❱♦❧❦s✇❛❣❡♥ ❧✐❝❡♥s❡❞ ❇♦r❣❲❛r♥❡r✬s ❉✉❛❧✲
❚r♦♥✐❝ t❡❝❤♥♦❧♦❣② ❛♥❞ t❤❡♥ t❤❡ ❉❈❚ ❜❡❣✉♥ t♦ ❜❡ ♣r♦❞✉❝❡❞ ✐♥ s❡r✐❡s❀ ✐♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱
t❤❡ ❢♦✉rt❤ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ●♦❧❢ ✭❱♦❧❦s✇❛❣❡♥ ●♦❧❢ ▼❦✹ ❘✸✷✮ ✇❛s t❤❡ ✜rst ❝♦♠♠❡r❝✐❛❧
❝❛r ♠♦✉♥t✐♥❣ ✐t✳ ◆♦✇❛❞❛②s ✐t✬s ♦❢ ❝♦♠♠♦♥ ✉s❡ ♦♥ r❛❝✐♥❣ ❝❛rs✳

✺



■✳✷ ❖♣❡r❛t✐♥❣ ♣r✐♥❝✐♣❧❡

❉✉❛❧ ❈❧✉t❝❤ ❚r❛♥s♠✐ss✐♦♥ ✐s ❛♥ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ❆▼❚ ❛♥❞ ✐t ❤❛s ❣♦t t❤❡ ❛♠❜✐t✐♦♥ t♦
♣❡r❢♦r♠ ❛ ❣❡❛r s❤✐❢t ✇✐t❤♦✉t t♦rq✉❡ ✐♥t❡rr✉♣t✐♦♥ ✭❛♥❞ ❤❡♥❝❡ ✧♣❡r❢❡❝t✧✮✿ ✐♥ ♦r❞❡r
t♦ r❡❛❧✐③❡ t❤✐s✱ ✐t ✐♥tr♦❞✉❝❡s ❛ s❡❝♦♥❞ ❝❧✉t❝❤ ❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡ ❛ ❢✉rt❤❡r ♣r✐♠❛r② s❤❛❢t
✭❤♦❧❧♦✇❡❞ ♦✉t ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❜❡ ❝♦♥❝❡♥tr✐❝ t♦ t❤❡ ♦t❤❡r ♦♥❡✮ ❛♥❞ ❛ ❢✉rt❤❡r s❡❝♦♥❞❛r②
s❤❛❢t❀ ❜♦t❤ t❤❡ s❡ts ♦❢ ❝❧✉t❝❤ ✰ ♣r✐♠❛r② s❤❛❢t ✰ s❡❝♦♥❞❛r② s❤❛❢t ❢♦r♠ ❛ ❜r❛♥❝❤✳ ■♥
t❤✐s ✇❛② ✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ s♣❧✐t t❤❡ ❣❡❛rs ♦♥ t❤❡ t✇♦ ❜r❛♥❝❤❡s✱ ♣❧❛❝✐♥❣ t❤❡ ♦❞❞ ❣❡❛rs
♦♥ t❤❡ ✜rst ❜r❛♥❝❤ ❛♥❞ t❤❡ ❡✈❡♥ ❣❡❛rs ♦♥ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❜r❛♥❝❤✳ ❚❤✐s ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥
❛❧❧♦✇s t♦ ❝♦♥tr♦❧ t❤❡ ❝❧✉t❝❤❡s ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t❧② ♦♥❡ ❛♥♦t❤❡r ❛♥❞ t♦ ✇♦r❦ ♦♥ ❡❛❝❤
❜r❛♥❝❤ s❡♣❛r❛t❡❧②✱ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ ❣❡❛r❜♦① ❛s ✐t ✇❛s ❝♦♠♣♦s❡❞ ❜② t✇♦ ❞✐✛❡r❡♥t
❣❡❛r❜♦①❡s ✭♦♥❡ ❢♦r t❤❡ ♦❞❞ ❛♥❞ ♦♥❡ ❢♦r t❤❡ ❡✈❡♥ ❣❡❛rs✮✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡ s②♥❝❤r♦♥✐③❡rs
❝❛♥ ♦♥❧② ✇♦r❦ ✇❤✐❧❡ ♥♦ t♦rq✉❡ ✐s ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ t❤❡♠✱ ❉❈❚ ❤❛s ❜❡❡♥ ❞❡s✐❣♥❡❞ ✐♥ ♦r❞❡r
t♦ ❛✈♦✐❞ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ t♦rq✉❡ ✐♥t❡rr✉♣t✐♦♥✿ ✐♥ ❢❛❝t✱ ✐t ❛❧❧♦✇s t♦ ♣r❡s❡❧❡❝t t❤❡
♥❡①t ❣❡❛r ♦♥ t❤❡ ❜r❛♥❝❤ t❤❛t ✐s ♥♦t tr❛♥s♠✐tt✐♥❣ ♣♦✇❡r ❛❞❛♣t✐♥❣ t❤❡ s♣❡❡❞ ♦❢ ✐ts
♣r✐♠❛r② s❤❛❢t t♦ t❤❡ s♣❡❡❞ ♦❢ t❤❡ ♦✉t♣✉t s❤❛❢t❀ t❤✐s ❛❧❧♦✇s t♦ ❤❛✈❡ ❛❧✇❛②s ❛t ❧❡❛st
♦♥❡ s❤❛❢t t❤❛t ✐s tr❛♥s♠✐tt✐♥❣ t♦rq✉❡ t♦ t❤❡ ♦✉t♣✉t s❤❛❢t✳

❋✐❣✉r❡ ■✳✷✿ ❉❈❚ s❝❤❡♠❡

✻



❆s ✐t ❤❛♣♣❡♥s ❛❧s♦ ✐♥ ❆▼❚s✱ ✐♥ ❉❈❚s✱ ❡✈❡♥ ✐❢ t❤❡ ❞r✐✈❡r ❝❛♥✬t ❞✐r❡❝t❧② ❛❝t✉❛t❡
t❤❡ ❣❡❛r s❤✐❢t t❤r♦✉❣❤ ❛ ❝❧✉t❝❤ ♣❡❞❛❧ ❛♥❞ ❛ ❣❡❛r ❧❡✈❡r✱ ✐t✬s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ t❛❦❡ ❛❝t✐♦♥
♦✈❡r t❤❡ ❚r❛♥s♠✐ss✐♦♥ ❈♦♥tr♦❧ ❯♥✐t ✭❚❈❯✮ t❤r♦✉❣❤ ♣❛❞❞❧❡s✿ ✐♥ t❤✐s ✇❛②✱ ❞✐✛❡r❡♥t❧②
❢r♦♠ ✇❤❛t ✐t ❤❛♣♣❡♥s ✇✐t❤ ❆❚s✱ ❞r✐✈❡r ❝❛♥ ❝❤♦♦s❡ ❛t ❡✈❡r② t✐♠❡ ✇❤❡t❤❡r ❤❡ ♣r❡❢❡r
t♦ ❝♦♠♠❛♥❞ s❡q✉❡♥t✐❛❧ ❣❡❛r s❤✐❢ts ♦r ❧❡t t❤❡ ❚❈❯ ❝♦♥tr♦❧ t❤❡ ❣❡❛r s❤✐❢ts ✉s✐♥❣
s♦♣❤✐st✐❝❛t❡❞ str❛t❡❣✐❡s ❛♥❞ ❛❧❣♦r✐t❤♠s✳

❙✐♥❝❡ ❞✉r✐♥❣ ❛ ❉❈❚ ❣❡❛r s❤✐❢t t❤❡r❡✬s ♥♦ t♦rq✉❡ ✐♥t❡rr✉♣t✐♦♥✱ ❧♦♥❣✐t✉❞✐♥❛❧ ❛❝✲
❝❡❧❡r❛t✐♦♥ ✐s s♠♦♦t❤❡r ❛♥❞ t❤❡ s❤✐❢t s❤♦❝❦ t❤❛t ❛❝❝♦♠♣❛♥✐❡s ❣❡❛r s❤✐❢ts ✐♥ ▼❚
❛♥❞ ❆▼❚ ✐s ❡❧✐♠✐♥❛t❡❞✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ t❤✐s ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ♣♦✇❡r ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✐s t❤❡ ♠❛✲
❥♦r r❡s♣♦♥s✐❜❧❡ ♦❢ t❤❡ ❉❈❚✬s ✐♥❝r❡❛s❡❞ ❢✉❡❧ ❡✣❝✐❡♥❝② ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ♦t❤❡r
tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ s♦❧✉t✐♦♥s✳

❆ ❣❡❛r s❤✐❢t ❡①❛♠♣❧❡ ✭❢r♦♠ ✜rst t♦ s❡❝♦♥❞ ❣❡❛r✮ ❝❛♥ ❤❡❧♣ t♦ ❜❡tt❡r ✉♥❞❡rst❛♥❞
t❤❡ ♦♣❡r❛t✐♥❣ ♣r✐♥❝✐♣❧❡ ♦❢ t❤❡ ❉❈❚✳

✶ ❉r✐✈✐♥❣ ✐♥ ✜rst ❣❡❛r

❋✐rst ❝❧✉t❝❤ ✐s ❝❧♦s❡❞ ❛♥❞ t❤❡ ✜rst s②♥❝❤r♦♥✐③❡r ❡♥❣❛❣❡❞✱ s♦ ♣♦✇❡r ✢♦✇s ❢r♦♠
t❤❡ ✐♥♣✉t s❤❛❢t t♦ t❤❡ ✜rst ♣r✐♠❛r② s❤❛❢t ❛♥❞ t❤❡♥ t♦ t❤❡ ✜rst s❡❝♦♥❞❛r②
s❤❛❢t ❛♥❞ t❤❡ ♦✉t♣✉t s❤❛❢t✳ ❙❡❝♦♥❞ ❝❧✉t❝❤ ✐s ♦♣❡♥ ❛♥❞ s♦ ♣♦✇❡r ❞♦❡s♥✬t ✢♦✇
t♦ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♣r✐♠❛r② s❤❛❢t❀ ♠♦r❡♦✈❡r✱ s❡❝♦♥❞ ♣r✐♠❛r② s❤❛❢t ❞♦❡s♥✬t r♦t❛t❡
❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ♦✉t♣✉t s❤❛❢t s♣❡❡❞ s✐♥❝❡ t❤❡ s❡❝♦♥❞ s②♥❝❤r♦♥✐③❡r ✐s ❞✐s❡♥❣❛❣❡❞✳

✷ Pr❡s❡❧❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❣❡❛r

❚❤❡ s❡❝♦♥❞ s②♥❝❤r♦♥✐③❡r ✐s ♥♦✇ ❡♥❣❛❣❡❞ ❛♥❞ s♦✱ ❡✈❡♥ ✐❢ t❤❡ ❝❛r ✐s st✐❧❧ ❞r✐✈❡♥
✐♥ ✜rst ❣❡❛r✱ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♣r✐♠❛r② s❤❛❢t ❛❞❛♣t ✐ts s♣❡❡❞ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❛t ♦❢
t❤❡ ♦✉t♣✉t s❤❛❢t❀ t❤✐s ♠❛♥❡✉✈❡r ❝❛♥ ❜❡ r❡❛❧✐③❡❞ s✐♥❝❡ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❝❧✉t❝❤ ✐s
st✐❧❧ ♦♣❡♥ ❛♥❞ s♦ ♥♦ t♦rq✉❡ ✐s ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ t❤❡ s②♥❝❤r♦♥✐③❡r✳

✸ ❈❧✉t❝❤ ❝r♦ss✲s❤✐❢t✐♥❣

■♥ t❤✐s ♣❤❛s❡ t❤❡ ❛❝t✉❛❧ ❣❡❛r s❤✐❢t ❤❛♣♣❡♥s✿ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❛ ♣r❡❝✐s❡ ❝♦♥tr♦❧
str❛t❡❣②✱ ✜rst ❝❧✉t❝❤ ❜❡❣✐♥s t♦ ♦♣❡♥ ❛♥❞ s❡❝♦♥❞ ❝❧✉t❝❤ t♦ ❝❧♦s❡✱ t✐❧❧ ✜rst
❝❧✉t❝❤ ✐s ❝♦♠♣❧❡t❡❧② ♦♣❡♥ ❛♥❞ s❡❝♦♥❞ ❝❧✉t❝❤ ❝♦♠♣❧❡t❡❧② ❝❧♦s❡❞❀ t❤❡♥✱ ✐♥ ❝r♦ss✲
s❤✐❢t✐♥❣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❜♦t❤ t❤❡ ♣r✐♠❛r② s❤❛❢ts ❛r❡ tr❛♥s♠✐tt✐♥❣ ❛ ❝❡rt❛✐♥ q✉❛♥t✐t②
♦❢ ♣♦✇❡r t♦ t❤❡ ♦✉t♣✉t s❤❛❢t✳

✹ ❉r✐✈✐♥❣ ✐♥ s❡❝♦♥❞ ❣❡❛r

■♥ t❤❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ❛❝❤✐❡✈❡❞✱ ♣♦✇❡r ✢♦✇s ❢r♦♠ t❤❡ ✐♥♣✉t s❤❛❢t t♦ t❤❡ s❡❝✲
♦♥❞ ♣r✐♠❛r② s❤❛❢t ❛♥❞ t❤❡♥ t♦ t❤❡ ♦✉t♣✉t s❤❛❢t✱ ✇❤❡r❡❛s t❤❡r❡✬s ♥♦ ♣♦✇❡r
tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ t♦ t❤❡ ✜rst ♣r✐♠❛r② s❤❛❢t❀ ♥❡✈❡rt❤❡❧❡ss✱ t❤✐s ♦♥❡ ❦❡❡♣s ♦♥ r♦✲
t❛t✐♥❣ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ♦✉t♣✉t s❤❛❢t s♣❡❡❞ s✐♥❝❡ t❤❡ ✜rst s②♥❝❤r♦♥✐③❡r ✐s st✐❧❧
❡♥❣❛❣❡❞✳

✼



✺ ❉✐s❡♥❣❛❣❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ✜rst ❣❡❛r

■t ✐s t❤❡♥ ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❞✐s❡♥❣❛❣❡ t❤❡ ✜rst s②♥❝❤r♦♥✐③❡r✱ ❛♥❞ s♦ t❤❡ ✜rst ♣r✐♠❛r②
s❤❛❢t r♦t❛t❡s ♥♦ ♠♦r❡ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ♦✉t♣✉t s❤❛❢t s♣❡❡❞❀ ✐♥ t❤✐s ✇❛② ✐t
❞♦❡s♥✬t ❧✐♥❦ ✐ts ✐♥❡rt✐❛ t♦ t❤❡ r♦t❛t✐♥❣ s②st❡♠✳

❋✐❣✉r❡ ■✳✸✿ ❯♣s❤✐❢t ❡①❛♠♣❧❡

■✳✸ ❙②st❡♠ s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥s

❉❈❚ s②st❡♠s ❛r❡ ❢✉❧❧② ❝♦♥tr♦❧❧❡❞ ❜② ❛♥ ❡❧❡❝tr♦✲❤②❞r❛✉❧✐❝ str✉❝t✉r❡ t❤❛t ✐s ✐♥ ❝❤❛r❣❡
♦❢ ❝❛rr②✐♥❣ ♦✉t ❡✈❡r② ❛❝t✐♦♥ t❤❛t ❤❛s t♦ ❜❡ t❛❦❡♥ ♦♥ t❤❡ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ s②st❡♠✳ ■♥
♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ t❤❡ ❚❈❯ s❡♥❞s ❡❧❡❝tr✐❝ s✐❣♥❛❧s t♦ t❤❡ ❛❝t✉❛t♦rs t❤❛t ✐♥ t✉r♥ ❢❡❡❞ t❤❡
❤②❞r❛✉❧✐❝ ❝✐r❝✉✐t ❛❝t✐♥❣ t❤❡♥ ♦♥ t❤❡ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ♦❢ t❤❡ ❉❈❚✳

❉r② ✈s ❲❡t ❉❈❚ ❉❈❚ s②st❡♠s ❛r❡ ❞✐✈✐❞❡❞ ✐♥t♦ t✇♦ ❢❛♠✐❧✐❡s✿ ❞r② ❛♥❞ ✇❡t✳
❉r② ❉❈❚s ❛r❡ ❡q✉✐♣♣❡❞ ✇✐t❤ t✇♦ ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥❛❧ ❝❧✉t❝❤❡s ✭t❤♦s❡ ✉s❡❞ ❛❧s♦ ✐♥ ▼❚s✮✱
t❤❛t ♣r❛❝t✐❝❛❧❧② ❝♦♥s✐st ♦❢ t✇♦ ♣❧❛t❡s ♠❛❞❡ ♦❢ ❤✐❣❤ ❢r✐❝t✐♦♥ ♠❛t❡r✐❛❧s❀ ❛s s✉❣❣❡st❡❞
❜② t❤❡ ♥❛♠❡✱ t❤❡② ✇♦r❦ ✐♥ ❞r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛♥❞ s♦ t❤❡r❡✬s ♥♦ ♥❡❡❞ ❢♦r ❧✉❜r✐❝❛t✐♦♥
❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ t✇♦ ❞✐s❦s✳ ❚❤❡② ❝❛♥ ❜❡ ♦♥❧② ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ✐♥ s②st❡♠s t❤❛t ❞❡❧✐✈❡r ❧♦✇
t♦rq✉❡ ✭❧❡ss t❤❛♥ ✷✺✵÷✸✺✵ ◆♠✮ ❛♥❞ t❤❡② ❛❧s♦ r❡q✉✐r❡ ❝♦♠♣❧❡① ❝♦♥tr♦❧ str❛t❡❣✐❡s
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✐♥ ♦r❞❡r t♦ ✇♦r❦ ♣r♦♣❡r❧②✱ ❜✉t ❛t t❤❡ s❛♠❡ t✐♠❡ t❤❡② ❤❛✈❡ ❛ ❣r❡❛t ❡✣❝✐❡♥❝②✳ ❲❡t
❉❈❚s ❛r❡ ✐♥st❡❛❞ ❡q✉✐♣♣❡❞ ✇✐t❤ t✇♦ ♠✉❧t✐✲♣❧❛t❡ ❝❧✉t❝❤❡s ❛♥❞ t❤❡② ✇♦r❦ ❜❛t❤❡❞ ✐♥
❛ ❝♦♦❧✐♥❣ ❧✉❜r✐❝❛t✐♥❣ ♦✐❧❀ t❤✐s s②st❡♠ ❣✉❛r❛♥t❡❡s s♠♦♦t❤❡r ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❛♥❞ ❧♦✇❡r
❞❡❣r❛❞❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞✐s❦s ❛♥❞ s♦ ✇❡t ❝❧✉t❝❤❡s ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ ✐♥ ❤✐❣❤ ♣♦✇❡r s②st❡♠s
✭t♦rq✉❡ ❣r❛t❡r t❤❛♥ ✷✺✵÷✸✺✵ ◆♠✮✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ✇❡t ❝❧✉t❝❤❡s ❤❛✈❡ ❛ st❛❜❧❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡
t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❜❡❤❛✈✐♦✉r ❜✉t✱ s✐♥❝❡ ♦✐❧ ✐s ♣r❡s❡♥t ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❞✐s❦s✱ t❤❡② ✇❛st❡
❡♥❡r❣② ❜❡❝❛✉s❡ ♦❢ t❤❡ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ♦✐❧ ❞r❛❣ t♦rq✉❡ ❛♥❞ s♦ ✈❡❤✐❝❧❡ ❢✉❡❧ ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥
✐s ✐♥❝r❡❛s❡❞✳ ❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ s✐♥❝❡ t❤❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ✐s ❦❡♣t ✐♥s✐❞❡ ❛
st❛❜❧❡ ❛♥❞ ❧✐♠✐t❡❞ r❛♥❣❡✱ ✐t✬s ❡❛s✐❡r t♦ ❝♦♥tr♦❧ t❤❡ ❝❧✉t❝❤❡s❀ t❤❛t✬s ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡r❡✬s
♥♦ ♠♦r❡ ❛ ❤✐❣❤ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝② ♦♥ t❤❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❛♥❞ t❤❡ s②st❡♠ ❜❡❝♦♠❡s ♠♦r❡
r♦❜✉st✳ ❚❤❡ s②st❡♠ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✐♥ t❤✐s t❤❡s✐s ✐s ❛ ✇❡t ♦♥❡✳

❍❛r❞✇❛r❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s ❉❈❚ ❤❛r❞✇❛r❡ ✐♥ ❝✉rr❡♥t ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ❛r❡ ❞❡s✐❣♥❡❞
✇✐t❤ ❡✐t❤❡r ✧♥❡st❡❞✧ ♦r ✧♣❛r❛❧❧❡❧✧ ❞✉❛❧ ❝❧✉t❝❤ ♣❛❝❦s✿ ✐♥ t❤❡ ✜rst ❝❛s❡ t❤❡r❡✬s ♦♥❧②
❛ ❝❧✉t❝❤ ❝♦♦❧✐♥❣ ❝✐r❝✉✐t s❤❛r❡❞ ❜② ❜♦t❤ t❤❡ ❝❧✉t❝❤❡s✱ ✇❤✐❧❡ ✐♥ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♦♥❡ t✇♦
❞✐✛❡r❡♥t ❝✐r❝✉✐ts ❛r❡ ✉s✉❛❧❧② ♣r❡s❡♥t✳ ◆❡st❡❞ ❉❈❚s ♣r❡s❡♥t ❛ ❧♦✇❡r ❤❛r❞✇❛r❡ ❝♦♠✲
♣❧❡①✐t② ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ ♣❛r❛❧❧❡❧ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥✱ ❜✉t t❤❡ ❧✉❜r✐❝❛t✐♦♥ ❝♦♥tr♦❧ ♠✉st t❛❦❡
✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t t❤❡ ♦✐❧ ❡♥t❡rs t❤❡ ✐♥♥❡r ❝❧✉t❝❤ ❜❡❢♦r❡ ❛♥❞ ♦♥❧② t❤❡♥ t❤❡
♦✉t❡r ♦♥❡❀ ✐t✬s t❤❡♥ ❝❧❡❛r t❤❛t t❤❡ ♦✐❧ ✇✐❧❧ ✢♦✇ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❝❧✉t❝❤ ✇✐t❤
❛ ❤✐❣❤❡r ♠❡❛♥ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ♠♦♠❡♥t ✇❤❡♥ ✐t ❡♥t❡rs t❤❡ ✜rst
❝❧✉t❝❤✱ ♦❜✈✐♦✉s❧② r❡❞✉❝✐♥❣ ✐ts ❝♦♦❧✐♥❣ ❡✛❡❝t ♦♥ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❝❧✉t❝❤✳ ❚❤❡ s②st❡♠
❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❤❡r❡ ✐s ♦❢ t❤❡ ♥❡st❡❞ t②♣❡✳

❋✐❣✉r❡ ■✳✹✿ ◆❡st❡❞ ✈s ♣❛r❛❧❧❡❧ ❝❧✉t❝❤ ♣❛❝❦s
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❈❧✉t❝❤❡s ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ✐♥ ❉❈❚s ❛r❡ ♦❢ ♥♦r♠❛❧❧② ♦♣❡♥ t②♣❡ ❢♦r s❛❢❡t② r❡❛s♦♥s✿
t❤❛t✬s ❜❡❝❛✉s❡✱ ✐♥ ❝❛s❡ ♦❢ ❢❛✉❧ts ✐♥ t❤❡ ❤✐❣❤ ♣r❡ss✉r❡ ❤②❞r❛✉❧✐❝ ❝✐r❝✉✐t✱ ✐t✬s ♥❡❝❡ss❛r②
t♦ ❛✈♦✐❞ t❤❡ ❝♦♥t❡♠♣♦r❛r② ❝❧♦s✉r❡ ♦❢ ❜♦t❤ ❝❧✉t❝❤❡s ✇✐t❤ t✇♦ ❣❡❛rs ❡♥❣❛❣❡❞✱ s✐♥❝❡
✐t ✇♦✉❧❞ ❝❛✉s❡ t❤❡ ❜r❡❛❦❞♦✇♥ ♦❢ t❤❡ ✇❤♦❧❡ ❣❡❛r❜♦① ❛♥❞ t❤❡♥✱ r✐s❦s ❢♦r ❞r✐✈❡r ❛♥❞
♣❛ss❡♥❣❡rs✳
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❉❈❚ ❞r✐✈❡❧✐♥❡

❚❤❡ ❣♦❛❧ ♦❢ t❤✐s t❤❡s✐s ✐s t♦ s✐♠✉❧❛t❡ t❤❡ ✇❤♦❧❡ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ s②st❡♠ ❛♥❞ t❤❡♥
t❡st ❝♦♥tr♦❧❧❡r ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡❀ t❤❡r❡❢♦r❡ ✐t✬s ♥❡❝❡ss❛r② t♦ ❞❡✈❡❧♦♣ ❛ ❞r✐✈❡❧✐♥❡ ❞②♥❛♠✐❝
♠♦❞❡❧ ❛❜❧❡ t♦ r❡♣r♦❞✉❝❡ ❉❈❚ ❛❝t✉❛❧ ❜❡❤❛✈✐♦✉r✱ ❡s♣❡❝✐❛❧❧② ❞✉r✐♥❣ ❣❡❛r s❤✐❢ts✳ ❚❤❡
❝r❡❛t❡❞ ♠♦❞❡❧ ✐s ♦❢ ❝♦✉rs❡ ❛ s✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❛❝t✉❛❧ ❞r✐✈❡❧✐♥❡ ❛♥❞ ✐t ✐♥❝❧✉❞❡s
♦♥❧② ✜rst ❛♥❞ s❡❝♦♥❞ ❣❡❛r✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ t❤❡ ❛❜s♦❧✉t❡ ❡ss❡♥t✐❛❧ ❢♦r t❡st✐♥❣ t❤❡ tr❛♥s♠✐s✲
s✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ♠❛✐♥ ♦♣❡r❛t✐♥❣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✇✐t❤♦✉t ❧♦s✐♥❣ ❣❡♥❡r❛❧✐t②✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ♥♦
s②♥❝❤r♦♥✐③❡rs ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ✭❣❡❛r ♣r❡s❡❧❡❝t✐♦♥✱ ❞❡s❡❧❡❝t✐♦♥✱ ❡t❝✳✮ ❛♥❞ ♥♦ s❤❛❢t st✐✛✲
♥❡ss ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ t❛❦❡♥ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t ✭✐♥✜♥✐t❡ st✐✛♥❡ss ❛ss✉♠❡❞ ❢♦r ❛❧❧ t❤❡ ❞r✐✈❡❧✐♥❡
❡❧❡♠❡♥ts✮✳ ❈♦♥s❡q✉❡♥t❧②✱ ❜♦t❤ t❤❡ ❝♦✉♣❧❡s ♦❢ ♣r✐♠❛r②✰s❡❝♦♥❞❛r② s❤❛❢t ✇✐❧❧ ❛❧✇❛②s
r♦t❛t❡ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❝✉rr❡♥t ♦✉t♣✉t s❤❛❢t s♣❡❡❞ ✭❛♥❞ s♦ ♥♦ ❣❡❛r ♣r❡s❡❧❡❝t✐♦♥
♣❤❛s❡ ✇✐❧❧ ♦❝❝✉r✮ ❛♥❞ ♥♦ s❤♦❝❦ ✇✐❧❧ ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✐♥ t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❜✉t
♦♥❧② t❤❡ ✐♥❡rt✐❛❧ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s✳ ❊✈❡♥ ✐❢ s❤❛❢t st✐✛♥❡ss ❛♥❞ ❡s♣❡❝✐❛❧❧② s②♥❝❤r♦♥✐③❡rs
♣❧❛② ❛♥ ✐♠♣♦rt❛♥t r♦❧❡ ✐♥ t❤❡ ❞r✐✈❡❧✐♥❡ ❜❡❤❛✈✐♦✉r✱ ✐t✬s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ♥❡❣❧❡❝t t❤❡♠
s✐♥❝❡ t❤❡② ❤❛✈❡ ♥♦t ❛ ❣r❡❛t ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦♥ ❢r✐❝t✐♦♥ ♣♦✇❡r ❞✐ss✐♣❛t❡❞ ❜② t❤❡ ❝❧✉t❝❤❡s❀
t❤✐s ♠♦❞❡❧ ❤❛s ❜❡❡♥ ♦♥❧② ❝r❡❛t❡❞ t♦ s✐♠✉❧❛t❡ ✐t ✐♥st❡❛❞✳

▼♦❞❡❧ ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❞✐st✐♥❝t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ ♦♣❡r❛t✐♥❣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✇❤✐❝❤ ❛r❡
r✉❧❡❞ ❜② ❞✐✛❡r❡♥t s❡ts ♦❢ ❡q✉❛t✐♦♥s✿ s❧✐♣ ❛♥❞ ♥♦ s❧✐♣ ♣❤❛s❡✳

■■✳✶ ◆♦ s❧✐♣ ♣❤❛s❡

❉❈❚ ✐s ✐♥ ♥♦ s❧✐♣ ♣❤❛s❡ ✇❤❡♥ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ t✇♦ ❝❧✉t❝❤❡s ✐s ❝♦♠♣❧❡t❡❧② ❝❧♦s❡❞ ❛♥❞
♦♥❡ ❣❡❛r ♦❢ t❤❡ tr❛♥s♠✐tt✐♥❣ ♣r✐♠❛r② s❤❛❢t ✐s s❡❧❡❝t❡❞❀ t❤❡ s②st❡♠ ❧✐❡s t❤❡r❡❢♦r❡ ✐♥
♥♦ s❧✐♣ ♣❤❛s❡ ✇❤❡♥ ❛t ❧❡❛st ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ t✇♦ ❣❡❛r ❜r❛♥❝❤❡s r♦t❛t❡ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡
❡♥❣✐♥❡ s♣❡❡❞ ❛♥❞ t❤❡♥ t❤❡r❡✬s ♥♦ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ s♣❡❡❞ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞
♣r✐♠❛r② s❤❛❢t ❛♥❞ t❤❡ ❡♥❣✐♥❡ s❤❛❢t s♣❡❡❞✳ ■♥ t❤✐s ❝♦♥❞✐t✐♦♥✱ s✐♥❝❡ ❡❛❝❤ ❡❧❡♠❡♥t ♦❢
t❤❡ ❞r✐✈❡❧✐♥❡ ✐s r✐❣✐❞❧② ❝♦♥♥❡❝t❡❞✱ t❤❡ ✇❤♦❧❡ s②st❡♠ ❜❡❤❛✈✐♦✉r ❝❛♥ ❜❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜②
♠❡❛♥s ♦❢ ♦♥❧② ♦♥❡ ❞❡❣r❡❡ ♦❢ ❢r❡❡❞♦♠✱ ✇❤✐❝❤ ❤❛s ❜❡❡♥ ❝❤♦s❡♥ ❛s t❤❡ ❡♥❣✐♥❡ s♣❡❡❞

✶✶



ωeng✳
■t✬s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❞❡r✐✈❡ t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝ ❡q✉❛t✐♦♥s ❞❡s❝r✐❜✐♥❣ t❤❡ s②st❡♠ ✐♥ ♠❛♥②

✇❛②s ❛♥❞ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡♠ ✐s ♣♦✇❡r ❜❛❧❛♥❝❡❀ t❤✐s ✐s ❛❧s♦ t❤❡ ♠❡t❤♦❞ ✉s❡❞ ❤❡r❡✳ ■♥
♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ s②st❡♠ ❡q✉❛t✐♦♥ ❢♦r s❧✐♣ ♣❤❛s❡ ❝❛♥ ❜❡ ✇r✐tt❡♥ ✐♥ t❤✐s ✇❛②✿

τengωeng − τresωout = Jengω̇engωeng + Jp1ω̇p1ωp1 + Jp2ω̇p2ωp2 + Js1ω̇s1ωs1+

+Js2ω̇s2ωs2 + Joutω̇outωout +Mvehavehvveh
✭■■✳✶✮

❆❧❧ t❤❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ❛r❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡✐r ♦✇♥ s♣❡❡❞✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ✐♥ t✉r♥
r❡❧❛t❡❞ ♦♥❡ ❛♥♦t❤❡r t❤r♦✉❣❤ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ r❛t✐♦s✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ❞r✐✈✐♥❣ ✐♥ ✜rst ♦r
s❡❝♦♥❞ ❣❡❛r ✐♠♣❧✐❡s ❞✐✛❡r❡♥t ❣❡❛r r❛t✐♦s ❛♥❞ s♦ ❞✐✛❡r❡♥t ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ✐♥❡rt✐❛s ❛♥❞
t♦rq✉❡s❀ ✐♥ t❤✐s ❝♦♥t❡①t ✐t ✐s t❤❡♥ ❝♦♥✈❡♥✐❡♥t t♦ ❞✐✈✐❞❡ ✐♥ t✇♦ ❡q✉❛t✐♦♥s ✐♥st❡❛❞ ♦❢
♦♥❡ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ♦❜t❛✐♥ ❛ ❝❧❡❛r❡r ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❢♦r ♠♦❞❡❧❧✐♥❣ ♣✉r♣♦s❡s✳ ❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣
❡q✉❛t✐♦♥s ❝❛♥ ❜❡ ❣❡♥❡r❛❧✐③❡❞ ❛❧s♦ ❢♦r t❤❡ ❝❛s❡ ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ♣r❡s❡❧❡❝t✐♦♥ ♣❤❛s❡
✇❛s t❛❦❡♥ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t✱ ❥✉st ❜② ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ♦r ♥♦t t❤❡ ✐♥❡rt✐❛s r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ ♥♦t
tr❛♥s♠✐tt✐♥❣ s❤❛❢ts ✳

❉r✐✈✐♥❣ ✐♥ ✜rst ❣❡❛r ❆❢t❡r ❤❛✈✐♥❣ r❡❞✉❝❡❞ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭■■✳✶✮ ✐♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ ω̇eng

❝♦♠♣✉t✐♥❣ ❛❧❧ t❤❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦rq✉❡s ❛♥❞ ✐♥❡rt✐❛s✱ ♣♦✇❡r ❜❛❧❛♥❝❡ ❢♦r t❤✐s s✐t✉❛t✐♦♥
❝❛♥ ❜❡ t❤❡♥ ❡①♣r❡ss❡❞ ❛s✿

τeng −
τres
i1o1

= (Jeng + Jp1 + Jp2
i22o

2
2

i21o
2
1

+
Js1
i21

+ Js2
o22
i21o

2
1

+
Jout
i21o

2
1

+Mveh
R2

wh

i21o
2
1

)ω̇eng ✭■■✳✷✮

✇❤❡r❡ i1 ❛♥❞ o1 ❛r❡ t❤❡ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ r❛t✐♦s ❢r♦♠ ♣r✐♠❛r② t♦ s❡❝♦♥❞❛r② s❤❛❢t ❛♥❞
❢r♦♠ s❡❝♦♥❞❛r② t♦ ♦✉t♣✉t s❤❛❢t ❢♦r t❤❡ ♦❞❞ ❣❡❛rs ❜r❛♥❝❤✱ i2 ❛♥❞ o2 ❛r❡ t❤♦s❡ ♦❢
t❤❡ ❡✈❡♥ ❣❡❛rs ❜r❛♥❝❤ ❛♥❞ Rwh ✐s t❤❡ ✇❤❡❡❧ r❛❞✐✉s✳

i1 =
ωp1

ωs1

o1 =
ωs1

ωout

i2 =
ωp2

ωs2

o2 =
ωs2

ωout

❉r✐✈✐♥❣ ✐♥ s❡❝♦♥❞ ❣❡❛r Pr♦❝❡❡❞✐♥❣ ✐♥ t❤❡ s❛♠❡ ✇❛②✱ ♣♦✇❡r ❜❛❧❛♥❝❡ ❢♦r t❤❡
✈❡❤✐❝❧❡ ❞r✐✈❡♥ ✐♥ s❡❝♦♥❞ ❣❡❛r ✐s ✐♥st❡❛❞✿

τeng −
τres
i2o2

= (Jeng + Jp1
i21o

2
1

i22o
2
2

+ Jp2 + Js1
o21
i22o

2
2

+
Js2
i22

+
Jout
i22o

2
2

+Mveh
R2

wh

i22o
2
2

)ω̇eng ✭■■✳✸✮

✶✷



■■✳✷ ❙❧✐♣ ♣❤❛s❡

❉❈❚ ✐s ✐♥ s❧✐♣ ♣❤❛s❡ ✇❤❡♥ ❜♦t❤ ❝❧✉t❝❤❡s ❛r❡ ♦♣❡♥ ✭♦r ♥♦t ❝♦♠♣❧❡t❡❧② ❝❧♦s❡❞✮ ❛♥❞
t❤❡♥ ❜♦t❤ ♣r✐♠❛r② s❤❛❢ts r♦t❛t❡ ✇✐t❤ ❛ s♣❡❡❞ ✇❤✐❝❤ ✐s ❞✐✛❡r❡♥t ❢r♦♠ t❤❡ ❡♥❣✐♥❡
♦♥❡✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✐♥ t❤✐s ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ♥♦ ♣r✐♠❛r② s❤❛❢t ✐s r✐❣✐❞❧② ❝♦♥♥❡❝t❡❞ t♦ t❤❡
❡♥❣✐♥❡ ❛♥❞✱ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ♠♦❞❡❧ t❤❡ s②st❡♠✱ ✐t✬s ♥❡❝❡ss❛r② t♦ ❞✐✈✐❞❡ ✐t ✐♥ t✇♦ ♣❛rts✿
t❤❡ ✜rst ♦♥❡✱ ❢r♦♠ t❤❡ ❡♥❣✐♥❡ t♦ t❤❡ ❝❧✉t❝❤❡s✱ ❝♦♥s✐❞❡rs ❡♥❣✐♥❡ s❤❛❢t ❞②♥❛♠✐❝s✱
✇❤✐❧❡ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♦♥❡✱ ❢r♦♠ t❤❡ ❝❧✉t❝❤❡s t♦ t❤❡ ✇❤❡❡❧s✱ ❝♦♥s✐❞❡rs t❤❡ ♦t❤❡r ✈❡❤✐❝❧❡
❞②♥❛♠✐❝s✳ ❈❧❡❛r❧②✱ t❤✐s ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t ❛♥♦t❤❡r ❞❡❣r❡❡ ♦❢ ❢r❡❡❞♦♠ ❤❛s t♦ ❜❡ ✐♥❝❧✉❞❡❞
✐♥ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ✭✐♥ ❛❞❞✐t✐♦♥ t♦ t❤❡ ❡♥❣✐♥❡ s♣❡❡❞ ωeng✮ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ♥♦ s❧✐♣
♣❤❛s❡ ♠♦❞❡❧✿ t❤✐s ♦♥❡ ❝❛♥ ❜❡ ❝❤♦s❡♥ ❛s t❤❡ s♣❡❡❞ ♦❢ ❛♥② ♦t❤❡r s❤❛❢t✱ ❜✉t ✐t✬s
❝♦♥✈❡♥✐❡♥t t♦ ✉s❡ t❤❡ ♦✉t♣✉t s❤❛❢t s♣❡❡❞ ωout✳

❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡ s②st❡♠ ✇✐❧❧ ❜❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜② ♠❡❛♥s ♦❢ t✇♦ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ❡q✉❛t✐♦♥s❀
❛❧s♦ ✐♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ ♣♦✇❡r ❜❛❧❛♥❝❡ ✐s ✉s❡❞ t♦ ❞❡r✐✈❡ t❤❡♠✳

❊♥❣✐♥❡ s❤❛❢t ❞②♥❛♠✐❝s P♦✇❡r ❜❛❧❛♥❝❡ ❢♦r ❡♥❣✐♥❡ s❤❛❢t ❞②♥❛♠✐❝s ✐♥❝❧✉❞❡s ♦♥❧②
❛♥ ✐♥❡rt✐❛ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ✭t❤❛t ♦❢ t❤❡ ❡♥❣✐♥❡ s❤❛❢t✮ ❛♥❞ ❝♦♥s✐❞❡rs ❝❧✉t❝❤ t♦rq✉❡s ❛s
r❡s✐st❛♥t t♦rq✉❡s✳ ❲❤❛t ❝♦♠❡s ♦✉t ✐s t❤❡♥✿

τeng − τk1 − τk2 = Jengω̇eng ✭■■✳✹✮

✇❤❡r❡ τk1 ❛♥❞ τk2 ❛r❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ❝❧✉t❝❤ t♦rq✉❡ ♠♦❞❡❧✳ ❚❤✐s ♦♥❡ ✐s ✉s❡❞
t♦ ❡✈❛❧✉❛t❡ t❤❡ t♦rq✉❡ tr❛♥s♠✐ss✐❜❧❡ ❜② ❛ ✇❡t ♠✉❧t✐✲♣❧❛t❡ ❝❧✉t❝❤✳

τk =
2

3

r3k,out − r3k,in
r2k,out − r2k,in

pkAkµkzk ✭■■✳✺✮

✇❤❡r❡ rk,out ❛♥❞ rk,in ❛r❡ t❤❡ ♦✉t❡r ❛♥❞ ✐♥♥❡r r❛❞✐✉s ♦❢ t❤❡ ❝❧✉t❝❤ ♣❧❛t❡s✱ zk ✐s
t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❢r✐❝t✐♦♥ s✉r❢❛❝❡s✱ pk ❛♥❞ Ak ❛r❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② t❤❡ ❝❧✉t❝❤ ❛❝t✉❛t✐♦♥
♣r❡ss✉r❡ ❛♥❞ ❛♣♣❧② ♣✐st♦♥ ❛r❡❛✳ µk ✐s ✐♥st❡❛❞ t❤❡ ❢r✐❝t✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ♦❢ t❤❡ ♣❧❛t❡s
❛♥❞ ✐t✬s ❛ ❝r✐t✐❝❛❧ ♣❛r❛♠❡t❡r s✐♥❝❡ ✐t ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ ♠❛♥② ❢❛❝t♦rs s✉❝❤ ❛s ❞✐✛❡r❡♥t
❡♥❣❛❣❡♠❡♥t ♣❤❛s❡ ♦r ♦✐❧ ❛♥❞ ♣❧❛t❡s t❡♠♣❡r❛t✉r❡✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ❝❧✉t❝❤ t♦rq✉❡ s✐❣♥
❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ s❧✐♣ s♣❡❡❞ ∆ωk s✐❣♥ ❛♥❞ t❤❡♥ ✐t✬s t②♣✐❝❛❧❧② ♣♦s✐t✐✈❡ ❞✉r✐♥❣ ✉♣s❤✐❢ts
❛♥❞ ♥❡❣❛t✐✈❡ ❞✉r✐♥❣ ❞♦✇♥s❤✐❢ts✳

❖✉t♣✉t s❤❛❢t ❞②♥❛♠✐❝s P♦✇❡r ❜❛❧❛♥❝❡ ❢♦r t❤✐s ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ✐♥❝❧✉❞❡s
❞r✐✈✐♥❣ ❝❧✉t❝❤ t♦rq✉❡s ❛♥❞ ❛❧❧ t❤❡ ✈❡❤✐❝❧❡ r❡s✐st❛♥t t♦rq✉❡s✿

τk1ωp1 + τk2ωp2 − τresωout = Jp1ω̇p1ωp1 + Jp2ω̇p2ωp2 + Js1ω̇s1ωs1+

+Js2ω̇s2ωs2 + Joutω̇outωout +Mvehavehvveh
✭■■✳✻✮

✶✸



❚❤✐s ❧❡❛❞s t♦✿

τk1i1o1 + τk2i2o2 − τres = (Jp1i
2
1o

2
1 + Jp2i

2
2o

2
2 + Js1o

2
1 + Js2o

2
2+

+Jout +MvehR
2
wh)ω̇out

✭■■✳✼✮

■♥ t❤✐s ♠♦❞❡❧ ♦♥❧② ♣✉r❡❧② ♠♦✈✐♥❣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ t❛❦❡♥ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t ❛♥❞
t❤❡♥ st❛t❡s ♦❢ t❤❡ s②st❡♠ ❧✐❦❡ ❡♥❣✐♥❡ ♦✛ ♦r ♥❡✉tr❛❧✴♣❛r❦✐♥❣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛r❡ ♥♦t
✐♥❝❧✉❞❡❞✳

■■✳✷✳✶ ▼✐❝r♦✲s❧✐♣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥

■♥ ♣♦✇❡rtr❛✐♥ s②st❡♠s ❡q✉✐♣♣❡❞ ✇✐t❤ ✐♥t❡r♥❛❧ ❝♦♠❜✉st✐♦♥ ❡♥❣✐♥❡✱ t♦rq✉❡ ❞✐str✐✲
❜✉t✐♦♥ ✐s ❛ ❞❡❧✐❝❛t❡ ✐ss✉❡✿ t❤❛t✬s ❜❡❝❛✉s❡ t♦rq✉❡ ✐s ♥♦t ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s❧② ❜②
t❤❡ ❡♥❣✐♥❡ ❜✉t ✐♥t❡r♠✐tt❡♥t❧② ❛♥❞ t❤✐s ❧❡❛❞s t♦ ❛ ✢♦❛t② ❜❡❤❛✈✐♦✉r ♦❢ t❤❡ ❡♥❣✐♥❡
s❤❛❢t ❛❝❝❡❧❡r❛t✐♦♥✳ ■♥ ❛♥ ✐❞❡❛❧❧② ♣❡r❢❡❝t ♥♦ s❧✐♣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✭❛❧s♦ r❡❢❡rr❡❞ t♦ ❛s ❝❧✉t❝❤
❧♦❝❦✲✉♣✮✱ t❤✐s ✉♥❞❡s✐r❡❞ ❡✛❡❝t ✐s tr❛♥s♠✐tt❡❞ t♦ ❛❧❧ t❤❡ ♦t❤❡r s❤❛❢ts ❛♥❞ t❤❡♥ t♦
t❤❡ ✈❡❤✐❝❧❡ ✐ts❡❧❢✱ ❣❡♥❡r❛t✐♥❣ ❛♥ ✉♥♣❧❡❛s❛♥t ❢❡❡❧✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ♣❛ss❡♥❣❡rs✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱
❞✉r✐♥❣ t♦♣✲✐♥✱ t♦♣✲♦✉t ❛♥❞ ❣❡❛r s❤✐❢t ❡✈❡♥ts✱ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ❡❧❡♠❡♥ts ❡❧❛st✐❝✐t② ❝❛♥
❧❡❛❞ t♦ t♦rs✐♦♥❛❧ ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ s❤❛❢ts ❛♥❞ t❤❡♥ t♦ ❧♦♥❣✐t✉❞✐♥❛❧ ❥❡r❦✐♥❣ ❡✛❡❝ts
♦♥ t❤❡ ✈❡❤✐❝❧❡✳

❆ ♣♦ss✐❜❧❡ s♦❧✉t✐♦♥ t♦ ♦✈❡r❝♦♠❡ t❤✐s ❦✐♥❞ ♦❢ ✐ss✉❡s ✐s t❤❡ ♠✐❝r♦✲s❧✐♣ ❝♦♥tr♦❧ ♦❢
t❤❡ ❝❧✉t❝❤❡s✳ ❚❤❡ ✐❞❡❛ ✐s t❤❛t ♦❢ r❡❣✉❧❛t✐♥❣ ❝❧✉t❝❤ tr❛♥s♠✐tt❡❞ t♦rq✉❡ ✐♥ ♦r❞❡r t♦
❛✈♦✐❞ ❧♦❝❦✲✉♣ ❛♥❞ ❧❡❛✈❡ t❤❡ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ✐♥ ❛ s❧✐♣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❡✈❡♥ ❛❢t❡r tr❛♥s✐❡♥t
❡✈❡♥ts ❤❛✈❡ ❡♥❞❡❞✳ ■♥ t❤✐s ✇❛②✱ t❤❡ s❧✐♣♣✐♥❣ ❝❧✉t❝❤ ✐s♦❧❛t❡s ❡♥❣✐♥❡ t♦rq✉❡ ♦s❝✐❧❧❛✲
t✐♦♥s ❜② ♠❡❛♥s ♦❢ t❤❡ ❧✉❜r✐❝❛t✐♥❣ ♦✐❧ ✢♦✇✐♥❣ ✐♥ t❤❡ ❝❧✉t❝❤✱ ❧❡❛❞✐♥❣ t♦ ❛ s♠♦♦t❤❡r
❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥✳ ❆s t❤❡ ♥❛♠❡ ✧♠✐❝r♦✲s❧✐♣✧ s✉❣❣❡sts✱ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ s❧✐♣ s♣❡❡❞
∆ωs = ωeng − ωp ♠✉st ❜❡ ❧✐♠✐t❡❞ t♦ ❛ ❧♦✇ ✈❛❧✉❡ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❛✈♦✐❞ ❛ ❧❛r❣❡ ❢r✐❝t✐♦♥
❡♥❡r❣② ❞✐ss✐♣❛t✐♦♥ ✐♥ st❡❛❞② st❛t❡✳

❚❤❡ ♠✐❝r♦✲s❧✐♣ ❝❧✉t❝❤ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐s t❤❡♥ ✐♥t❡♥❞❡❞ t♦ r❡♣❧❛❝❡ t❤❡ ♥♦ s❧✐♣ ♣❤❛s❡✱
s✐♥❝❡ ✐t ❛❧❧♦✇s t♦ ❞r✐✈❡ t❤❡ ❝❛r ♠♦r❡ ❝♦♠❢♦rt❛❜❧② ❛♥❞ ✐♥ ❛ ♠♦r❡ ♣❡r❢♦r♠✐♥❣ ✇❛②✳
▼♦r❡♦✈❡r✱ ❞✐✛❡r❡♥t❧② ❢r♦♠ t❤❡ ♥♦ s❧✐♣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥✱ ✐t ❝❛✉s❡s ❛ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ❢r✐❝t✐♦♥
♣♦✇❡r ❞✐ss✐♣❛t✐♦♥ t❤❛t ❤❛s t♦ ❜❡ ❝♦♠♣❡♥s❛t❡❞ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ❧✉❜r✐❝❛t✐♦♥ ❝♦♥tr♦❧
❛❝t✐♦♥✳

❙✐♥❝❡ t❤✐s ♦♣❡r❛t✐♥❣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐s ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ ❜② ❛ ❝♦♥st❛♥t s❧✐♣ ❜❡t✇❡❡♥ ❡♥❣✐♥❡
s❤❛❢t ❛♥❞ s❡❧❡❝t❡❞ ❣❡❛r ♣r✐♠❛r② s❤❛❢t✱ t❤❡ s②st❡♠ ❝❛♥ ❜❡ ♠♦❞❡❧❧❡❞ ✐♥ t❤❡ s❛♠❡ ✇❛②
♦❢ t❤❡ s❧✐♣ ♣❤❛s❡✳ ❇② t❤❡ ✇❛②✱ ✐❢ t❤❡ ♠✐❝r♦✲s❧✐♣ ❝♦♥tr♦❧ ✐s s✉♣♣♦s❡❞ ♣❡r❢❡❝t❧② st❛❜❧❡
❛♥❞ ♣r❡❝✐s❡✱ ✐t ❝❛♥ ❜❡ ♠♦❞❡❧❧❡❞ ❧✐❦❡ t❤❡ ♥♦ s❧✐♣ ♣❤❛s❡ ✇✐t❤ ❛ s✐♥❣❧❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡✿
❝✉rr❡♥t ❣❡❛r ♣r✐♠❛r② s❤❛❢t s♣❡❡❞ ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ r❡❞✉❝✐♥❣ ❡♥❣✐♥❡ s❤❛❢t s♣❡❡❞ ♦❢ ❛
❝♦♥st❛♥t ♦✛s❡t ∆ωs✳

✶✹



■■✳✸ ❙✐♠✉❧✐♥❦ ♠♦❞❡❧

❚❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥s ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ s❡❝t✐♦♥s ■■✳✶ ❛♥❞ ■■✳✷ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ tr❛♥s❧❛t❡❞ ✐♥t♦ ❙✐♠✉❧✐♥❦
♠♦❞❡❧s✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ❤❡r❡ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡t❡ ♠♦❞❡❧ ♦❢ t❤❡ ❞r✐✈❡❧✐♥❡ ✇✐t❤ s❧✐♣ ❛♥❞ ♥♦
s❧✐♣ ♣❤❛s❡s ✐♥❝❧✉❞❡❞ ✐s ♣r❡s❡♥t❡❞✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ♦♥❡ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ♠✐❝r♦✲s❧✐♣ ❞r✐✈✐♥❣ ♠♦❞❡
✇✐❧❧ ❜❡ t❛❦❡♥ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ❱✳✸✳

❚❤❡ ✈❡❤✐❝❧❡ ❛❝q✉✐s✐t✐♦♥s ♦❢ ❡♥❣✐♥❡ ❛♥❞ ❝❧✉t❝❤❡s t♦rq✉❡s ❛♥❞ s♣❡❡❞s ✇❡r❡ t❤❡
♦♥❧② ❞r✐✈❡❧✐♥❡ ❞❛t❛ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❞✉r✐♥❣ ♠♦❞❡❧❧✐♥❣ ❛♥❞ t❤❡♥✱ ❛♥ ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss
❤❛s ❜❡❡♥ ❝❛rr✐❡❞ ♦✉t ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❡st✐♠❛t❡ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ✈❡❤✐❝❧❡ ♠❛ss✱ s❤❛❢t ✐♥❡rt✐❛s✱
✇❤❡❡❧ r❛❞✐✉s ❛♥❞ r❡s✐st❛♥t t♦rq✉❡✳ ❑♥♦✇♥ t♦rq✉❡s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ✉s❡❞ ❛s ✐♥♣✉t ❢♦r t❤❡
s②st❡♠ ✐♥st❡❛❞✳

▼♦❞❡❧ ❤❛s ❜❡❡♥ ❞❡s✐❣♥❡❞ ✇✐t❤ ❜♦t❤ t❤❡ ♣❤❛s❡s ♠♦❞❡❧s ❛❧✇❛②s r✉♥♥✐♥❣✱ ❝♦♠✲
♣✉t✐♥❣ t❤❡♥ ωeng✱ ωout ❛♥❞ vveh ❛t ❡❛❝❤ t✐♠❡ st❡♣ ❛♥❞ ❞❡❝✐❞✐♥❣ ✇❤✐❝❤ ♦♥❡ t♦ t❛❦❡
t❤r♦✉❣❤ ❛ ❞❡❝✐s✐♦♥ ❧♦❣✐❝ ❜❧♦❝❦✳ ❚❤❡ ❧❛tt❡r ✐s ♠❛✐♥❧② ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤r❡❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✿ s❧✐♣
s♣❡❡❞ ❛❧♠♦st ❡q✉❛❧ t♦ ✵✱ ♥♦ t♦rq✉❡ ❛♣♣❧✐❡❞ ♦♥ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ t✇♦ ❝❧✉t❝❤❡s ❛♥❞ ❝❧✉t❝❤
❛❝t✉❛t♦r✬s ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ✐♥ ✐ts ♠❛①✐♠✉♠ ♣♦s✐t✐♦♥✳ ❙✐♥❝❡ ✐♥ t❤✐s ♠♦❞❡❧ ♥♦ ✈❛❧✈❡s
❛♥❞ ❛❝t✉❛t♦rs ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ t❛❦❡♥ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t✱ t❤✐s ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❤❛s ❜❡❡♥ ✐♥❝❧✉❞❡❞ ❜②
✐♥tr♦❞✉❝✐♥❣ ❛ s✐❣♥❛❧ ❜✉✐❧❞❡r✳ ❚❤✐s ❜❧♦❝❦✬s ♦✉t♣✉t ✐s t❤❡♥ ❛ ❜✐t ✉s❡❞ t♦ s✇✐t❝❤
❜❡t✇❡❡♥ s❧✐♣ ❛♥❞ ♥♦ s❧✐♣ ♣❤❛s❡s✳

❋✐❣✉r❡ ■■✳✶✿ ❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♥♦ s❧✐♣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❜✐t

❘❡s✐st❛♥t t♦rq✉❡ ❤❛s ❜❡❡♥ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❛s t❤❡ s✉♠ ♦❢ ❢r✐❝t✐♦♥ ✭✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ❜♦t❤
r♦❧❧✐♥❣ ❛♥❞ ❛❡r♦❞②♥❛♠✐❝ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s✮ ❛♥❞ r♦❛❞ s❧♦♣❡ t❡r♠s✱ ✇❤✐❧❡ ❜r❛❦✐♥❣ t❡r♠
❤❛s ❜❡❡♥ ♥❡❣❧❡❝t❡❞ s✐♥❝❡ ✐t✬s ♥♦t ✐♠♣♦rt❛♥t ❢♦r s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♣✉r♣♦s❡s✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱
❢r✐❝t✐♦♥ t♦rq✉❡ ❤❛s ❜❡❡♥ ❝♦♠♣✉t❡❞ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ✉s❡ ♦❢ t❤❡ ❝✉r✈❡ ✜tt✐♥❣ ♣❛r❛♠❡t❡rs
♠❡t❤♦❞ ✭f0✱ f1 ❛♥❞ f2✮✳
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■■✳✹ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥ r❡s✉❧ts

❙✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❝❛rr✐❡❞ ♦✉t ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ✈❛❧✐❞❛t❡ t❤❡ ❞❡s✐❣♥❡❞ ♠♦❞❡❧✳ ■♥
♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ✐♥ t❤❡ ♦♥❡ r❡♣♦rt❡❞ ❤❡r❡ ✸ ❡✈❡♥ts ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ s✐♠✉❧❛t❡❞✿ ❧❛✉♥❝❤✱ ✉♣s❤✐❢t
❛♥❞ ❞♦✇♥s❤✐❢t✳ ❖♥❧② ❢♦r t❤❡ ❧❛tt❡r ♥♦ t♦rq✉❡ ❞❛t❛ ✇❡r❡ ❛❝t✉❛❧❧② ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❛♥❞ s♦
t❤❡② ❤❛❞ t♦ ❜❡ ❝❛❧✐❜r❛t❡❞ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ s♦♠❡ ❤✐♥ts ♦♥ t❤❡ ❞♦✇♥s❤✐❢t ❝♦♥tr♦❧ str❛t❡❣②
✐♥ ♦r❞❡r t♦ ♦❜t❛✐♥ ❛ ✧♣❡r❢❡❝t✧ ❣❡❛r s❤✐❢t✳

❋✐❣✉r❡ ■■✳✺✿ ❆♣♣❧✐❡❞ ❡♥❣✐♥❡ ❛♥❞ ❝❧✉t❝❤❡s t♦rq✉❡s

❚❤❡ ♥♦ s❧✐♣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❜✐t ✭✜❣✉r❡ ■■✳✺✮ ❤❛s t♦ ❜❡ s✇✐t❝❤❡❞ ♦✛ ✭✵✮ ✇❤❡♥ ❛ ❣❡❛r
s❤✐❢t ❡✈❡♥t st❛rts ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❡♠✉❧❛t❡ ❝❧✉t❝❤ ♠♦✈❡♠❡♥ts ❜❡❧♦✇ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❞✐s✲
♣❧❛❝❡♠❡♥t✱ ✇❤✐❧❡ ✐t ❛✉t♦♠❛t✐❝❛❧❧② s✇✐t❝❤❡s ♦♥ ✭✶✮ ✇❤❡♥ ♥♦ s❧✐♣ ♣❤❛s❡ ✐s r❡❛❝❤❡❞❀ ❛s
❛♥t✐❝✐♣❛t❡❞✱ t❤❡ ✜rst ❛❝t✐♦♥ ❤❛s t♦ ❜❡ ❛❝❝♦♠♣❧✐s❤❡❞ ✧♠❛♥✉❛❧❧②✧ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ s✐❣♥❛❧
❜✉✐❧❞❡r ✐♥s✐❞❡ t❤❡ ♥♦ s❧✐♣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❜❧♦❝❦✳ ◆♦ s❧✐♣ ❜✐t ❝❛♥ ❛❧s♦ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ s✐♠✉❧❛t❡
t❤❡ s②st❡♠ ❧②✐♥❣ ✐♥ tr❛♥s✐❡♥t ✭❣❡❛r s❤✐❢t✮ ❡✈❡♥t st❛t❡✳

❋✐❣✉r❡ ■■✳✻✿ ❇✐t ❢♦r s✇✐t❝❤✐♥❣ ❜❡t✇❡❡♥ s❧✐♣ ❛♥❞ ♥♦ s❧✐♣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥
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❙✐♠✉❧❛t✐♦♥ r❡s✉❧ts ✐♥ t❡r♠s ♦❢ s❤❛❢ts s♣❡❡❞s ✭✜❣✉r❡ ■■✳✼✮ s❤♦✇ t❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦✉r ♦❢
❛ ❉❈❚ ❞r✐✈❡❧✐♥❡ ✐♥ ✜rst ❛♥❞ s❡❝♦♥❞ ❣❡❛r✳ ■t ❝❛♥ ❜❡ ♥♦t✐❝❡❞ t❤❛t ❞✉r✐♥❣ ❣❡❛r s❤✐❢ts
t❤❡ ❡♥❣✐♥❡ ✐s st✐❧❧ tr❛♥s♠✐tt✐♥❣ ♣♦✇❡r t♦ t❤❡ ✈❡❤✐❝❧❡✱ s✐♥❝❡ ❛t ❧❡❛st ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ t✇♦
❝❧✉t❝❤❡s ❤❛s ❣♦t ❛ t♦rq✉❡ ❛♣♣❧✐❡❞✳ ❚❤❡ ❢❛❝t t❤❛t ❝❧✉t❝❤ t♦rq✉❡ ❡①❝❡❡❞s ❡♥❣✐♥❡ ♦♥❡
✇❤❡♥ t❤❡ tr❛♥s✐❡♥t ❡✈❡♥t ❤❛s ❡♥❞❡❞ s❤♦✉❧❞ ♥♦t ❞❡❝❡✐✈❡✿ ✐♥❞❡❡❞✱ ✐t ♠❡❛♥s t❤❛t t❤❡
❝❧✉t❝❤ ✐s ❦❡♣t ❧♦❝❦❡❞✲✉♣ ❜② ❛♥ ❡①tr❛ ♣r❡ss✉r❡ ❛♣♣❧✐❡❞ ♦♥ ✐t t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ❛❝t✉❛t♦r✱
❜✉t ♦❜✈✐♦✉s❧② t❤❡ t♦rq✉❡ tr❛♥s♠✐tt❡❞ ✐s ❛❝t✉❛❧❧② t❤❡ ❡♥❣✐♥❡ ♦♥❡✳ ❚❤❡♦r❡t✐❝❛❧❧②
❉❈❚ ❤❛s ❜❡❡♥ ❝r❡❛t❡❞ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ r❡♠♦✈❡ t❤❡ t♦rq✉❡ ✐♥t❡rr✉♣t✐♦♥ ❞✉r✐♥❣ ❣❡❛r
s❤✐❢ts❀ ♣r❛❝t✐❝❛❧❧②✱ t❤✐s t❛s❦ ❝❛♥✬t ❜❡ r❡❛❝❤❡❞ ♣❡r❢❡❝t❧② ❛♥❞ t❤✐s tr❛♥s❧❛t❡s ✐♥t♦ ❛
✇❡❛❦ ❞❡❝❡❧❡r❛t✐♦♥✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ❛ ❤✐❣❤ r❡s✐st❛♥t t♦rq✉❡ ❤❛s ❜❡❡♥ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ✐♥ t❤❡
s②st❡♠ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ♠❛❦❡ t❤❡ ❞♦✇♥s❤✐❢t r❡q✉✐r❡❞✳

❋✐❣✉r❡ ■■✳✼✿ ❊♥❣✐♥❡ ❛♥❞ ♣r✐♠❛r② s❤❛❢ts s♣❡❡❞s

❲❤❛t r❡❛❧❧② ♠❛tt❡rs ❢♦r ❧✉❜r✐❝❛t✐♦♥ ♣✉r♣♦s❡s ✐s ❢r✐❝t✐♦♥ ♣♦✇❡r ❞✐ss✐♣❛t❡❞ ❜②
t❤❡ ❝❧✉t❝❤❡s❀ t❤✐s ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ ❝❧✉t❝❤ t♦rq✉❡ ❛♥❞ ✐ts
❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t s❧✐♣ s♣❡❡❞✳ ❋✐❣✉r❡ ■■✳✽ s❤♦✇s t❤❛t ❞✉r✐♥❣ ❧❛✉♥❝❤ ❡✈❡♥t t❤❡ ♣❡❛❦
❢r✐❝t✐♦♥ ♣♦✇❡r ❞✐ss✐♣❛t❡❞ r❡s✉❧ts t♦ ❜❡ ❧♦✇❡r ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❛t ♦❢ ❣❡❛r s❤✐❢t
❡✈❡♥ts✳ ❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ ❧❛✉♥❝❤ ❧❛sts ❧♦♥❣❡r ✭❛t ❧❡❛st t✇✐❝❡✮ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦
❣❡❛r s❤✐❢ts❀ t❤✐s tr❛♥s❧❛t❡s ✐♥t♦ ❛ ❤✐❣❤❡r ❛♠♦✉♥t ♦❢ ❢r✐❝t✐♦♥ ❡♥❡r❣② ❞✐ss✐♣❛t❡❞ ❛♥❞
s♦✱ ❛s ✐t ✇✐❧❧ ❜❡ s❤♦✇♥ ❧❛t❡r✱ ❛❧s♦ ✐♥t♦ ❛ ❤✐❣❤❡r ✐♥❝r❡❛s❡ ✐♥ ❝❧✉t❝❤❡s t❡♠♣❡r❛t✉r❡✳
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❋✐❣✉r❡ ■■✳✽✿ ❈❧✉t❝❤❡s ❞✐ss✐♣❛t❡❞ ♣♦✇❡r
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■■■

❍②❞r❛✉❧✐❝ ❝✐r❝✉✐t

❲❡t ❉❈❚s✬ ❤②❞r❛✉❧✐❝ ❝✐r❝✉✐t ✐s ❞✐✈✐❞❡❞ ✐♥t♦ t✇♦ s✉❜✲❝✐r❝✉✐ts t❤❛t ❤❛✈❡ t♦ ❜❡ tr❡❛t❡❞
s❡♣❛r❛t❡❧②✿ ♦♥❡ ❢♦r t❤❡ ❛❝t✉❛t✐♦♥ ♦❢ ❝❧✉t❝❤❡s ❛♥❞ ❣❡❛rs ✭❤✐❣❤ ♣r❡ss✉r❡ ❝✐r❝✉✐t✮ ❛♥❞
♦♥❡ ❢♦r t❤❡✐r ❧✉❜r✐❝❛t✐♦♥ ✭❧♦✇ ♣r❡ss✉r❡ ❝✐r❝✉✐t✮❀ t❤❛t✬s ❜❡❝❛✉s❡ ❛❝t✉❛t♦rs ♥❡❡❞ ❤✐❣❤
♣r❡ss✉r❡ ❛♣♣❧✐❡❞ ♦♥ t❤❡✐r ♣✐st♦♥ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❣❡♥❡r❛t❡ ❤✐❣❤ ❢♦r❝❡s ♦♥ t❤❡ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥
❡❧❡♠❡♥ts✱ ✇❤✐❧❡ ❢♦r t❤❡ ❧✉❜r✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❧❛tt❡r ✐t✬s r❡q✉✐r❡❞ ❛ ❤✐❣❤ ✢♦✇ ❜✉t ❛ ❧♦✇
♣r❡ss✉r❡ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❛✈♦✐❞ t❤❡ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ♦❢ ❛♥ ❤②❞r♦❞②♥❛♠✐❝ r❡s✐st❛♥t t♦rq✉❡ ♦♥
t❤❡ ❝❧✉t❝❤ ❞✐s❦s✳

❍✐❣❤ ♣r❡ss✉r❡ ❛❝t✉❛t✐♦♥ ❝✐r❝✉✐t ✐s s✉♣♣❧✐❡❞ ❜② ❛ ♣✉♠♣ ♣♦✇❡r❡❞ ❜② ❛ ❜r✉s❤❧❡ss
❉❈ ❡❧❡❝tr✐❝ ♠♦t♦r ❛♥❞ ❝❧✉t❝❤ ❛❝t✉❛t♦rs ❛r❡ ❝♦♥tr♦❧❧❡❞ ❜② ❛ ❝♦✉♣❧❡ ♦❢ ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧
♣r❡ss✉r❡ ❡❧❡❝tr♦✈❛❧✈❡✱ ✇❤❡r❡❛s t❤❡ ❧♦✇ ♣r❡ss✉r❡ ❝✐r❝✉✐t ✐s s✉♣♣❧✐❡❞ ❜② ❛ ♣✉♠♣ ❝♦♥✲
♥❡❝t❡❞ t♦ t❤❡ ❡♥❣✐♥❡ s❤❛❢t ❛♥❞ ❝❧✉t❝❤❡s ❧✉❜r✐❝❛t✐♦♥ ✐s ❝♦♠♠❛♥❞❡❞ t❤r♦✉❣❤ ❛ ♣r♦✲
♣♦rt✐♦♥❛❧ ✢♦✇ ❡❧❡❝tr♦✈❛❧✈❡✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ❧♦✇ ♣r❡ss✉r❡ ✢♦✇ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ r❛t❡ ♦❢
r♦t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡r♥❛❧ ❝♦♠❜✉st✐♦♥ ❡♥❣✐♥❡ ❛♥❞✱ ✐❢ t❤❡ ❝❛r ✐s r✉♥♥✐♥❣ ✐♥ ❢✉❧❧ ❡❧❡❝tr✐❝
♠♦❞❡✱ t❤✐s ♣✉♠♣ ✐s s✇✐t❝❤❡❞ ♦✛✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ t❤❡ ❧✉❜r✐❝❛t✐♥❣ ✢♦✇ ✐s t❛❦❡♥ ❢r♦♠
t❤❡ ♣✉♠♣ ♦❢ t❤❡ ❤✐❣❤ ♣r❡ss✉r❡ ❝✐r❝✉✐t ❛♥❞ ✐ts ♣r❡ss✉r❡ ✐s r❡❞✉❝❡❞ ♣r♦♣❡r❧② t❤r♦✉❣❤
❛ ✈❛❧✈❡✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡ ❣♦❛❧ ♦❢ t❤✐s ✇♦r❦ ✐s t♦ ❝♦♥tr♦❧ t❤❡ ❧✉❜r✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t✇♦ ✇❡t
❝❧✉t❝❤❡s✱ ❧♦✇ ♣r❡ss✉r❡ ❝✐r❝✉✐t ❤❛s ❜❡❡♥ ❛♥❛❧②s❡❞ ♠♦r❡ ✐♥ ❞❡t❛✐❧ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦
❤✐❣❤ ♣r❡ss✉r❡ ❝✐r❝✉✐t ✇❤✐❝❤ ❤❛s ♦♥❧② ❜❡❡♥ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❤❡r❡ t♦ ❝♦♥tr♦❧ t❤❡ ♠✐❝r♦✲s❧✐♣
❝♦♥❞✐t✐♦♥✳

■■■✳✶ ▲♦✇ ♣r❡ss✉r❡ ❝✐r❝✉✐t

▲♦✇ ♣r❡ss✉r❡ ❝✐r❝✉✐t ❤❛s ❜❡❡♥ ♠♦❞❡❧❧❡❞ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ s✐♠✉❧❛t❡ ✐♥ t❤❡ ❜❡st ✇❛② ❛❝t✉❛❧
✇♦r❦✐♥❣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛♥❞ t♦ ❝❛❧✐❜r❛t❡ ♦♥ ✐t t❤❡ ❧✉❜r✐❝❛t✐♦♥ ❝♦♥tr♦❧✳

■♥ t❤❡ ❛❝t✉❛❧ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✱ ♦✐❧ ❝♦♠❡s ❢r♦♠ ❛ s✉♠♣ t❤❛t ✐s ❝♦♠♠♦♥ t♦ ❜♦t❤ t❤❡
❤✐❣❤ ❛♥❞ ❧♦✇ ♣r❡ss✉r❡ ❝✐r❝✉✐ts ❛♥❞ ✐t ♣❛ss❡s t❤r♦✉❣❤ ❛ ❝♦♦❧❡r t❤❛t r❡❞✉❝❡s ✐ts
t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❛♥❞ t❤❡♥ t❤r♦✉❣❤ ❛ ✜❧t❡r❀ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ✐s t❤❡♥ s❡♥s❡❞ ❛♥❞ t❤✐s ❞❛t❛
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✐s s❡♥t t♦ t❤❡ ❚❈❯✱ ✇❤✐❝❤ ✉s❡s t❤✐s ❛♥❞ ♦t❤❡r ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❣❡♥❡r❛t❡ ❛
❝♦♥tr♦❧ s✐❣♥❛❧ ❢♦r ❛ ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ ✢♦✇ ❡❧❡❝tr♦✈❛❧✈❡ ✇❤✐❝❤ r❡❣✉❧❛t❡s t❤❡ ♦✐❧ ✢♦✇ t❤❛t
✇✐❧❧ ❧✉❜r✐❝❛t❡ t❤❡ ❝❧✉t❝❤❡s✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ❛♥♦t❤❡r ❧✐♥❡ ✭❝♦♠♠❛♥❞❡❞ ❜② ❛ ❢✉rt❤❡r ✢♦✇
❝♦♥tr♦❧ ✈❛❧✈❡✮ t❤❛t ❧✉❜r✐❝❛t❡s t❤❡ ❣❡❛rs ✐s ♣r❡s❡♥t ✐♥ t❤❡ s②st❡♠✱ ❜✉t ✐t ❤❛s♥✬t ❜❡❡♥
t❛❦❡♥ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t ✐♥ t❤✐s t❤❡s✐s✳

❆ ❝♦✉♣❧❡ ♦❢ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♠❛❞❡ t♦ s✐♠♣❧✐❢② t❤❡ st✉❞② ♦❢ t❤❡ s②st❡♠✳
❋✐rst ♦❢ ❛❧❧✱ t❤❡ t❤❡r♠♦❞②♥❛♠✐❝ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛s t❤❡② ✇❡r❡
❝♦♥st❛♥t✱ ❡✈❡♥ ✐❢ t❤❡② ❝❤❛♥❣❡ ✇✐t❤ t❡♠♣❡r❛t✉r❡✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ♥♦ t❤❡r♠❛❧ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥
❝♦♠✐♥❣ ❢r♦♠ ♦✉ts✐❞❡ t❤❡ ❝✐r❝✉✐t ✭❢♦r ❡①❛♠♣❧❡ t❤❡ ❝♦♥✈❡❝t✐✈❡ ❤❡❛t ❡①❝❤❛♥❣❡ ❜❡t✇❡❡♥
s✉♠♣ ♦r ❝♦♦❧❡r ❛♥❞ ❛♠❜✐❡♥t✱ ❡t❝✮ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ t❛❦❡♥ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t✳

■■■✳✶✳✶ ❈❧✉t❝❤❡s t❤❡r♠❛❧ ♠♦❞❡❧

❙✐♥❝❡ t❤❡ s❝♦♣❡ ♦❢ t❤✐s ✇♦r❦ ✐s t♦ ❞❡s✐❣♥ ❛ ❧✉❜r✐❝❛t✐♦♥ ❝♦♥tr♦❧❧❡r ❛❜❧❡ t♦ ❧✐♠✐t
❝❧✉t❝❤❡s ❞✐s❦s t❡♠♣❡r❛t✉r❡✱ t❤❡ ❝❡♥tr❛❧ ❛♥❞ ♠♦st ✐♠♣♦rt❛♥t ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ❤②❞r❛✉❧✐❝
❝✐r❝✉✐t t♦ ❝♦♥s✐❞❡r ✐s t❤❡ ❝❧✉t❝❤❡s ❜❧♦❝❦✳ ❆s ❛♥t✐❝✐♣❛t❡❞✱ ✐♥ t❤✐s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❝❧✉t❝❤❡s
❛r❡ ♦❢ t❤❡ ♥❡st❡❞ t②♣❡ ❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡ t❤❡② s❤❛r❡ ❛ s✐♥❣❧❡ ❧✉❜r✐❝❛t✐♦♥ ❝❤❛♥♥❡❧✳ ❚❤✐s ✐s
❛ ❧✐♠✐t❛t✐♦♥ ❢r♦♠ t❤❡ s②st❡♠ ♠♦❞❡❧❧✐♥❣ ♣♦✐♥t ♦❢ ✈✐❡✇✱ s✐♥❝❡ ✐t✬s ❛❧♠♦st ✐♠♣♦ss✐❜❧❡
t♦ ❦♥♦✇ ✐♥ ❛❞✈❛♥❝❡ t❤❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ♦✐❧ ✇❤❡♥ ❧✉❜r✐❝❛t✐♥❣ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❝❧✉t❝❤✳

❋✐❣✉r❡ ■■■✳✶✿ ▲✉❜r✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ♥❡st❡❞ t②♣❡ ❉❈❚

❚❤❡ ♠♦❞❡❧ ✐s ✐♥t❡♥❞❡❞ t♦ r✉♥ ✐♥s✐❞❡ t❤❡ ❚❈❯ ❛♥❞ s♦ ✐t ♥❡❡❞s t♦ ❤❛✈❡ ❛ ❧♦✇
❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ✐♠♣❛❝t❀ t❤❛t✬s ✇❤② ✐♥ ✐ts ❞❡s✐❣♥ ✐t ✐s ❛ss✉♠❡❞ t❤❛t t❤❡ ❤❡❛t ♣♦✇❡r
❡①❝❤❛♥❣❡ ❤❛♣♣❡♥s ❛t t❤❡ s❛♠❡ t✐♠❡ ✐♥ t❤❡ t✇♦ ❝❧✉t❝❤❡s✳ ■t ✐s t❤❡r❡❢♦r❡ r❡q✉✐r❡❞ t♦
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❝❛rr② ♦✉t ❛ ♣♦✇❡r ❜❛❧❛♥❝❡ ❢♦r ❜♦t❤ t❤❡ t✇♦ ❝❧✉t❝❤❡s ❛♥❞ ♦✐❧ ❛t ❡❛❝❤ t✐♠❡ ✐♥st❛♥t
✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❡st✐♠❛t❡ ❝❧✉t❝❤❡s t❡♠♣❡r❛t✉r❡✳

❚♦ ❜❡❣✐♥ ✇✐t❤✱ ❝❧✉t❝❤❡s t❤❡r♠♦❞②♥❛♠✐❝ ❜❡❤❛✈✐♦✉r ❝❛♥ ❜❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜② ♠❡❛♥s
♦❢ ♣❧❛t❡s ✐♥t❡r❢❛❝❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡✿ t❤❡ ❧❛tt❡r✱ ✇✐t❤ ✐ts r❡❧❛t❡❞ t❤❡r♠❛❧ ✐♥❡rt✐❛✱ ❝❛♥ ❜❡
❞❡❝r❡❛s❡❞ ❜② t❤❡ ❝♦♦❧✐♥❣ ❡✛❡❝t ♦❢ t❤❡ ♦✐❧ ❛♥❞ ✐♥❝r❡❛s❡❞ ❜② t❤❡ ✇❛r♠✐♥❣ ❡✛❡❝t ♦❢
t❤❡ ❢r✐❝t✐♦♥ ♣♦✇❡r ❣❡♥❡r❛t❡❞ ✇❤❡♥ t❤❡ ❝❧✉t❝❤❡s ❛r❡ s❧✐♣♣✐♥❣✳ ❚❤✐s tr❛♥s❧❛t❡s ✐♥t♦
❛ ❝♦✉♣❧❡ ♦❢ t✇✐♥ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ❡q✉❛t✐♦♥s✿

mk1cpk1
dTk1
dt

= koil,k1(Toil − Tk1) + τk1∆ωk1 ✭■■■✳✶✮

mk2cpk2
dTk2
dt

= koil,k2(Toil − Tk2) + τk2∆ωk2 ✭■■■✳✷✮

❋♦r ✇❤❛t ❝♦♥❝❡r♥s t❤❡ ♦✐❧ ✐♥st❡❛❞✱ ♣♦✇❡r ❜❛❧❛♥❝❡ ✐♥❝❧✉❞❡s ♦♥❧② ❝♦♥✈❡❝t✐✈❡ ❤❡❛t
t❤❛t ✐s ❡①❝❤❛♥❣❡❞ ❜❡t✇❡❡♥ ♦✐❧ ❛♥❞ ❝❧✉t❝❤❡s✿

ρoilQoilcpoil(Toil,out − Toil,in) = kk1,oil(Tk1 − Toil) + kk2,oil(Tk2 − Toil) ✭■■■✳✸✮

■♥ t❤✐s ✇❛② ✐t✬s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ♦❜t❛✐♥ t❤❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ ♦✐❧ ✢♦✇✐♥❣
✐♥s✐❞❡ ❛♥❞ ♦✉ts✐❞❡ t❤❡ ❝❧✉t❝❤❡s✳ ❙✐♥❝❡ ❢r✐❝t✐♦♥ ♣♦✇❡r ❛♥❞ ✐♥♣✉t ♦✐❧ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❝❛♥
❜❡ ♠❡❛s✉r❡❞ ❞✐r❡❝t❧② ♦♥ t❤❡ ✈❡❤✐❝❧❡ ❛♥❞ t❤❡r♠♦❞②♥❛♠✐❝ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛r❡ s✉♣♣♦s❡❞
t♦ ❜❡ ✜①❡❞✱ t❤❡ ♦♥❧② ✉♥❦♥♦✇♥s ✐♥ t❤❡ s②st❡♠ ❛r❡ ❝❧✉t❝❤❡s ✐♥t❡r❢❛❝❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡s
❛♥❞ ♦✉t♣✉t ♦✐❧ t❡♠♣❡r❛t✉r❡✱ ❢r♦♠ ✇❤✐❝❤ ❝♦♠❡s ♦✉t ♦✐❧ ❛r✐t❤♠❡t✐❝ ♠❡❛♥ t❡♠♣❡r✲
❛t✉r❡ Toil =

Toil,in+Toil,out
2

✳ ❚❤❡ ❧❛tt❡r ✐s ✉s❡❞ t♦ ♠♦❞❡❧ t❤❡ ❝♦♥✈❡❝t✐✈❡ ❤❡❛t ♣♦✇❡r
❡①❝❤❛♥❣❡✿ s✐♥❝❡✱ ❛s ❛♥t✐❝✐♣❛t❡❞✱ t❤❡ ❝♦♦❧✐♥❣ ♣r♦❝❡ss ✐s s✉♣♣♦s❡❞ t♦ t❛❦❡ ♣❧❛❝❡ ✐♥✲
st❛♥t❧② ✐♥ ❜♦t❤ t❤❡ ❝❧✉t❝❤❡s✱ ✐t✬s ❝♦♥✈❡♥✐❡♥t t♦ ✐♥tr♦❞✉❝❡ t❤✐s ✈❛r✐❛❜❧❡ t♦ s✐♠♣❧✐❢②
t❤❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥✳

❊✈❡♥ ✐❢ ✐t ✐s ❛✛❡❝t❡❞ ❜② s♦♠❡ ✐♥❛❝❝✉r❛❝✐❡s✱ t❤✐s t❤❡r♠❛❧ ♠♦❞❡❧ ✐s ❞✐r❡❝t❧② ✐♠♣❧❡✲
♠❡♥t❡❞ ✐♥ t❤❡ ❚❈❯ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❡st✐♠❛t❡ ✐♥ r❡❛❧ t✐♠❡ ❝❧✉t❝❤❡s t❡♠♣❡r❛t✉r❡✱ ✇❤✐❝❤
✇✐❧❧ ❜❡ ✉s❡❞ ❜② t❤❡ ❝♦♥tr♦❧❧❡r t♦ ❣❡♥❡r❛t❡ ❛♥ ♦✐❧ ✢♦✇ ❢♦r t❤❡r♠❛❧ ❝♦♠♣❡♥s❛t✐♦♥ ♦♥
t❤❡ ❝❧✉t❝❤❡s✳

■■■✳✶✳✷ Pr♦♣♦rt✐♦♥❛❧ ❋❧♦✇ ❱❛❧✈❡

❆♥ ❡❧❡♠❡♥t ❛❜❧❡ t♦ ❝♦♠♠❛♥❞ ❛♥❞ r❡❣✉❧❛t❡ t❤❡ ♦✐❧ ✢♦✇ ✐♥ t❤❡ ❝❧✉t❝❤❡s ✐s ♥❡❝❡ss❛r②✿
t❤✐s ✐s t❤❡ ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ ✢♦✇ ❡❧❡❝tr♦✈❛❧✈❡ ✭◗P❱✮✳ ❚❤✐s ✈❛❧✈❡ ❜❛s✐❝❛❧❧② r❡❝❡✐✈❡s ❛♥
❡❧❡❝tr✐❝ s✐❣♥❛❧ ❢r♦♠ t❤❡ ❚❈❯ ❛s ✐♥♣✉t ❛♥❞ ✉s❡s ✐t ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❛❝t ♦♥ ❛ s♦❧❡♥♦✐❞
✇❤✐❝❤ ✐s ✐♥ t✉r♥ ❝♦♥♥❡❝t❡❞ t♦ ❛ ♠♦✈✐♥❣ s♣♦♦❧❀ t❤✐s s♣♦♦❧ ✐s ♠❡❛♥t ❢♦r r❡❣✉❧❛t✐♥❣
t❤❡ ♦♣❡♥✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ✈❛❧✈❡ ❤♦❧❡s t♦ t❤❡ ❝❧✉t❝❤❡s ❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡ t❤❡ ♦✐❧ ✢♦✇ ✐♥s✐❞❡
t❤❡♠✳ ❚❤❡♥✱ t❤✐s ✈❛❧✈❡ ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ ❛s ❛ t❤r♦tt❧❡ ✈❛❧✈❡ ✐♥ ✇❤✐❝❤ ♥♦ ♣r❡ss✉r❡ ❞r♦♣

✷✹



✐s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞❀ t❤❛t✬s ❜❡❝❛✉s❡ ◗P❱ ❜❡❧♦♥❣s t♦ t❤❡ ❧♦✇ ♣r❡ss✉r❡ ❝✐r❝✉✐t ❛♥❞ s♦ t❤❡
♣r❡ss✉r❡ ❞r♦♣ ✐s ❢♦r s✉r❡ ♥❡❣❧✐❣✐❜❧❡ ❛♥❞ ✐♥❞❡❡❞ t❤❡ ♦♥❧② t❤✐♥❣ t❤❛t ♠❛tt❡rs ✐s t❤❡
♦✐❧ ✢♦✇✳

◗P❱ ❤❛s t♦ ❜❡ st✉❞✐❡❞ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ✐ts s♣♦♦❧ ❞②♥❛♠✐❝s s✐♥❝❡✱ ❛s ❛♥t✐❝✐♣❛t❡❞✱
t❤✐s ✐s t❤❡ ❡❧❡♠❡♥t t❤❛t r❡❣✉❧❛t❡s t❤❡ ♦✐❧ ✢♦✇✳ ❱❛❧✈❡ s♣♦♦❧ ❝❛♥ ❜❡ ❡❛s✐❧② ♠♦❞✲
❡❧❧❡❞ ❛s ❛ ♠❛ss✲s♣r✐♥❣✲❞❛♠♣❡r s②st❡♠✿ ✐♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ❡①t❡r♥❛❧ ❢♦r❝❡s ❛♣♣❧✐❡❞ t♦
t❤❡ ✈❛❧✈❡ s♣♦♦❧ ❛r❡ t❤❛t ♦❢ t❤❡ s♦❧❡♥♦✐❞ Fsol ✭❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❝✉rr❡♥t ✢♦✇✐♥❣ ✐♥
✐t✮✱ t❤❡ ♣r❡❧♦❛❞ ❢♦r❝❡ ♦❢ t❤❡ s♣r✐♥❣ Fprel ❛♥❞ t❤❡ r❡s✐st❛♥t ❢♦r❝❡ Fres ❞✉❡ t♦ ✢✉✐❞
❞②♥❛♠✐❝ ❡✛❡❝ts ❛♥❞ ♦t❤❡r ♥♦♥ ❧✐♥❡❛r✐t✐❡s✳ ❚❤❡♥✱ t❤❡ ♠❛st❡r ❡q✉❛t✐♦♥ t❤❛t r✉❧❡s
s♣♦♦❧ ❞②♥❛♠✐❝s ✐s✿

mẍ+ cẋ+ kx = Fsol − Fprel − Fres ✭■■■✳✹✮

✇❤❡r❡ m✱ c ❛♥❞ k r❡♣r❡s❡♥t ♠❛ss✱ ❞❛♠♣✐♥❣ ❛♥❞ st✐✛♥❡ss ♦❢ t❤❡ s♣♦♦❧ ❛♥❞ x ✐ts
♣♦s✐t✐♦♥✳

Fres ❝❛♥ ❜❡ ♥❡❣❧❡❝t❡❞ s✐♥❝❡ ✐t ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ ♠❛♥② ❢❛❝t♦rs ❛♥❞ ❤❛s ❣♦t ❧❡ss ✐♠♣♦r✲
t❛♥❝❡ ✐❢ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ♦t❤❡r ❢♦r❝❡s✳

■■■✳✶✳✸ ❖✐❧ s✉♠♣ ❛♥❞ ❝♦♦❧❡r

❲❤❡♥ ❛♥ ♦✐❧ ✢♦✇ ✐s ❝♦♠♠❛♥❞❡❞ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ❝❧✉t❝❤❡s✱ t❤❡ ✢♦✇ ❡❧❡❝tr♦✈❛❧✈❡ s✉❝t✐♦♥s
♦✐❧ ❢r♦♠ t❤❡ s✉♠♣✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ✐♥ ❝♦♠♠♦♥ ❢♦r ❜♦t❤ ❧♦✇ ♣r❡ss✉r❡ ❛♥❞ ❤✐❣❤ ♣r❡ss✉r❡
❝✐r❝✉✐ts✱ ❛♥❞ s❡♥❞s ✐t t♦ t❤❡ ❝❧✉t❝❤❡s ❛❢t❡r ❜❡✐♥❣ ❝♦♦❧❡❞ t❤r♦✉❣❤ ❛ ❤❡❛t ❡①❝❤❛♥❣❡r✳
❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ♦✐❧ ❡♥t❡rs t❤❡ ❝❧✉t❝❤❡s ✇✐t❤ ❛ ❧♦✇❡r t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❛t
♦❢ t❤❡ s✉♠♣✳ ▼❛♥② s✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❛♣♣❧✐❡❞ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♠♦❞❡❧s s✐♥❝❡✱
❛t ❧❡❛st ❢♦r ✇❤❛t ♠❛tt❡rs t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t✱ t❤❡② ❤❛✈❡ ❛ ❧♦✇ ✐♠♣❛❝t ♦♥
s②st❡♠ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s✳ ❇② t❤❡ ✇❛②✱ ✐t✬s ✐♠♣♦rt❛♥t t♦ ✐♥❝❧✉❞❡ t❤❡s❡ ❡❧❡♠❡♥ts s✐♥❝❡✱
❡s♣❡❝✐❛❧❧② ✇❤❡♥ t❤❡ ♦✐❧ ❣❡ts ✈❡r② ❤♦t✱ t❤❡✐r ✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ❣r♦✇s s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧②✳

❖✐❧ s✉♠♣ ❚❤✐s ❡❧❡♠❡♥t ✐s ♠♦❞❡❧❧❡❞ ❛s ✐t ✇❛s ❛ t❛♥❦ ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❤❛s
❜❡❡♥ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s✳ ❚❤❡ ♦♥❧② ❤❡❛t ❡①❝❤❛♥❣❡ t❛❦❡♥ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t ❢♦r t❤✐s
♠♦❞❡❧ ✐s t❤❛t ♦❢ t❤❡ ♦✐❧ ❡①✐t✐♥❣ t❤❡ ❝❧✉t❝❤❡s ❛♥❞ ❡♥t❡r✐♥❣ t❤❡ s✉♠♣ ✇✐t❤ ❛ ✭t②♣✐❝❛❧❧②✮
❤✐❣❤❡r t❡♠♣❡r❛t✉r❡✳ ❖✐❧ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ✐♥ t❤❡ s✉♠♣ ❝❛♥ t❤❡♥ ❜❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ❥✉st
❜② ✐♥t❡❣r❛t✐♥❣ ❛ s✐♥❣❧❡ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ❡q✉❛t✐♦♥ ✇❤✐❝❤ ✐s t❤❡ ♦♥❡ ❢♦r ❝♦♥✈❡❝t✐✈❡ ❤❡❛t
❡①❝❤❛♥❣❡ ❜❡t✇❡❡♥ ❛ ♠♦✈✐♥❣ ❛♥❞ ❛ st❛t✐❝ ✭❛t ❧❡❛st ✐♥ t❤✐s ♠♦❞❡❧✮ ✢✉✐❞✳

msumpcpoil
dTsump

dt
= ρoilQoilcpoil(Toil,out − Tsump) ✭■■■✳✺✮

✇❤❡r❡ msump r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ t♦t❛❧ ♠❛ss ♦❢ t❤❡ ♦✐❧ ✐♥s✐❞❡ t❤❡ s✉♠♣✳

❚❤✐s ❡❧❡♠❡♥t ♠♦❞❡❧❧✐♥❣ ✐s ♦♥❧② ✐♠♣♦rt❛♥t ❢♦r t❤❡ ❧♦✇ ♣r❡ss✉r❡ ❝✐r❝✉✐t✱ s✐♥❝❡ ✐♥
t❤❡ ❤✐❣❤ ♣r❡ss✉r❡ ❝✐r❝✉✐t ♥♦ t❤❡r♠♦❞②♥❛♠✐❝ ❡✛❡❝t ✐s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✳

✷✺



❖✐❧ ❝♦♦❧❡r ❚❤❡ ❤❡❛t ❡①❝❤❛♥❣❡r ✉♥❞❡r ❞✐s❝✉ss✐♦♥ ✐s ❛ ❝♦✉♥t❡r✲✢♦✇ ❧✐q✉✐❞ t♦ ❧✐q✉✐❞
♦♥❡ ❛♥❞ ✐ts ♠♦❞❡❧ ❛❞❞s ❛ ❢✉rt❤❡r s✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥ ✭❛❧♦♥❣ ✇✐t❤ t❤❡ ♦t❤❡rs ❞✐s❝✉ss❡❞
❛❜♦✈❡✮ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ r❡❛❧✐t②✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ t❤❡ ♣r♦❝❡ss ❤❛s ❜❡❡♥ st✉❞✐❡❞ ✇✐t❤
❛ ✧st❛t✐❝✧ ❛♣♣r♦❛❝❤✿ ✐♥ ❢❛❝t✱ ❝♦❧❞ ❧✐q✉✐❞ ✐♥✐t✐❛❧ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ✭✇❤❡♥ ❡♥t❡r✐♥❣ t❤❡
❝♦♦❧❡r✮ ❛♥❞ ✢♦✇ r❛t❡ ❛r❡ ✜①❡❞ ✐♥ t✐♠❡✳ ❚❤✐s ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t t❤❡ ♦♥❧② ✉♥❦♥♦✇♥ t❡♠✲
♣❡r❛t✉r❡s ✐♥ t❤❡ ❝♦♦❧❡r ♠♦❞❡❧ ❛r❡ t❤❛t ♦❢ t❤❡ ❝♦❧❞ ❧✐q✉✐❞ ❡①✐t✐♥❣ t❤❡ ❝♦♦❧❡r ❛♥❞ t❤❡
♦✐❧ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❡♥t❡r✐♥❣ t❤❡ ❝❧✉t❝❤❡s✳

❈♦♦❧❡r ❤❛s ❜❡❡♥ ♠♦❞❡❧❧❡❞ ✉s✐♥❣ ❛ ❝♦✉♣❧❡ ♦❢ ❡q✉❛t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ✜rst ♦♥❡ ❝♦♠❡s ❢r♦♠
t❤❡ ❤❡❛t ♣♦✇❡r ❡①❝❤❛♥❣❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❜❡t✇❡❡♥ ❤♦t ❛♥❞ ❝♦❧❞ ✢✉✐❞s✳ ❚❤❡ s❡❝♦♥❞ ♦♥❡
❝♦♠❡s ❢r♦♠ ❛♥ ✐♥✜♥✐t❡s✐♠❛❧ ❧♦❣❛r✐t❤♠✐❝ r❡❧❛t✐♦♥ ♦❢ ❤❡❛t ♣♦✇❡r ❡①❝❤❛♥❣❡ ❜❡t✇❡❡♥
t❤❡ t✇♦ ✢✉✐❞s ✐♥t❡❣r❛t❡❞ ❢r♦♠ ✐♥♣✉t t♦ ♦✉t♣✉t ♦❢ t❤❡ ❝♦✉♥t❡r✲✢♦✇ ❝♦♦❧❡r✳ ❇♦t❤
❡q✉❛t✐♦♥s ❞♦♥✬t t❛❦❡ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t ♣✐♣❡ ✇❛❧❧s t❤❡r♠❛❧ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥✳

ρoilQoilcpoil(Tsump − Toil,in) = ρrefQrefcpref (Tref,out − Tref,in) ✭■■■✳✻✮

Toil,in − Tref,out
Tsump − Tref,in

= e
−UcoolAcool(

1
ρoilQoilcpoil

+ 1
ρrefQref cpref

)
✭■■■✳✼✮

✇❤❡r❡ ρref ✱ cpref ❛♥❞ Qref r❡♣r❡s❡♥t r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ❞❡♥s✐t②✱ s♣❡❝✐✜❝ ❤❡❛t ❛♥❞ ✈♦❧✉♠❡t✲
r✐❝ ✢♦✇ ♦❢ t❤❡ r❡❢r✐❣❡r❛♥t ❧✐q✉✐❞✱ Tref,in ❛♥❞ Tref,out ❛r❡ t❤❡ ✐♥❝♦♠✐♥❣ ❛♥❞ ♦✉t❣♦✐♥❣
t❡♠♣❡r❛t✉r❡s ♦❢ t❤❡ r❡❢r✐❣❡r❛♥t ❧✐q✉✐❞ ✐♥ t❤❡ ❝♦♦❧❡r ❛♥❞ Ucool ❛♥❞ Acool st❛♥❞ r❡✲
s♣❡❝t✐✈❡❧② ❢♦r t❤❡ ♦✈❡r❛❧❧ ❤❡❛t tr❛♥s❢❡r ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❬W/m2K❪ ❛♥❞ t♦t❛❧ s✉r❢❛❝❡ ♦❢
❤❡❛t tr❛♥s❢❡r ♦❢ t❤❡ ❤❡❛t ❡①❝❤❛♥❣❡r✳

❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ❦♥♦✇✐♥❣ Qoil ❛♥❞ Tsump ❛t ❡❛❝❤ t✐♠❡✱ ✐t✬s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❝♦♠♣✉t❡ Toil,in
❛♥❞ Tref,out s♦❧✈✐♥❣ t❤❡ t✇♦ st❛t✐❝ ❡q✉❛t✐♦♥s ❛❜♦✈❡✳

■■■✳✷ ❍✐❣❤ ♣r❡ss✉r❡ ❝✐r❝✉✐t

❍✐❣❤ ♣r❡ss✉r❡ ❝✐r❝✉✐t ♠♦❞❡❧ ❤❛s ❜❡❡♥ ♦♥❧② ✐♥❝❧✉❞❡❞ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ s❡r✈❡ t❤❡ ♠✐❝r♦✲s❧✐♣
❝♦♥tr♦❧❧❡r✳ ■♥ t❤✐s ✇❛② ✐t✬s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❜❡tt❡r s✐♠✉❧❛t❡ t❤❡ t❤❡r♠❛❧ ❜❡❤❛✈✐♦✉r ♦❢
t❤❡ ❝❧✉t❝❤❡s ❞✉r✐♥❣ ❡✈❡r② ♣♦ss✐❜❧❡ ❞✐ss✐♣❛t✐✈❡ ❡✈❡♥t✳

■♥ t❤❡ ❛❝t✉❛❧ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✱ ♦✐❧ ❝♦♠✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ s✉♠♣ ❡♥t❡rs t❤❡ ❤✐❣❤ ♣r❡ss✉r❡
❝✐r❝✉✐t ♣❛ss✐♥❣ t❤r♦✉❣❤ ❛ ♥♦♥✲r❡t✉r♥ ✈❛❧✈❡ ❛♥❞ t❤❡♥ ✐t ✐s ❛❝❝✉♠✉❧❛t❡❞✳ ❚❤❡ ♣r❡s✲
s✉r❡ ✐♥ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ❝✐r❝✉✐t ✐s s❡♥s❡❞ ❛♥❞ t❤❡♥ ♦✐❧ ✢♦✇ t♦ t❤❡ ❛❝t✉❛t♦rs
✐s ❝♦♠♠❛♥❞❡❞ ❜② t❤❡ ❚❈❯ t❤r♦✉❣❤ ♥♦r♠❛❧❧② ❝❧♦s❡❞ ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ ♣r❡ss✉r❡ ❡❧❡❝✲
tr♦✈❛✈❧✈❡s✿ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡♠ st❛②s ✉♣str❡❛♠ ❛♥❞ ✐s ✐♥❝❧✉❞❡❞ ❢♦r s❛❢❡t② r❡❛s♦♥s✱ t✇♦
♦t❤❡rs st❛② ✐♥st❡❛❞ ❞♦✇♥str❡❛♠ ❛♥❞ ❛r❡ t❤♦s❡ ✇❤♦ ❝♦♠♠❛♥❞ t❤❡ ♣r❡ss✉r❡ ✐♥ t❤❡
❝❧✉t❝❤❡s✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ t❤❡r❡✬s ❛ ♣r❡ss✉r❡ s❡♥s♦r ❛❢t❡r ❜♦t❤ t❤❡s❡ ✈❛❧✈❡s t❤❛t ❛❧❧♦✇ t♦
❤❛✈❡ ❛ ❢❡❡❞❜❛❝❦ ♦❢ t❤❡ ♦✐❧ ♣r❡ss✉r❡ ❡♥t❡r✐♥❣ t❤❡ ❝❧✉t❝❤❡s✳

❊✈❡♥ ❢♦r t❤❡ ❤✐❣❤ ♣r❡ss✉r❡ ❝✐r❝✉✐t✱ s♦♠❡ s✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❛ss✉♠❡❞ ✐♥
♦r❞❡r t♦ ♠❛❦❡ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ❡❛s✐❡r✿ ✐♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ♥♦ t❤❡r♠❛❧ ❞②♥❛♠✐❝ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s

✷✻



❤❛✈❡ ❜❡❡♥ t❛❦❡♥ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t✳
❇♦t❤ t❤❡ ♠♦❞❡❧s ❛r❡ ❛❝❝✉r❛t❡❧② ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❛♥❞ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❬✹❪✳

Pr♦♣♦rt✐♦♥❛❧ Pr❡ss✉r❡ ❱❛❧✈❡ ❚❤❡ ❡❧❡♠❡♥t t❤❛t r❡❣✉❧❛t❡s t❤❡ ♣r❡ss✉r❡ ❡♥t❡r✐♥❣
t❤❡ ❝❧✉t❝❤❡s ❛❝t✉❛t♦rs ✐s t❤❡ ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ ♣r❡ss✉r❡ ✈❛❧✈❡ ✭PP❱✮✳ ❚❤✐s ✈❛❧✈❡ ✐s ❛
t❤r❡❡✲✇❛② ♦♥❡ ❛♥❞✱ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ✐ts s♣♦♦❧ ♣♦s✐t✐♦♥✱ ✐t ♠❛② ❝♦♥♥❡❝t ❛❝t✉❛t✐♦♥ ♣♦rt
✭❆✮ t♦ ♣✉♠♣ ✭P✮ ♦r t❛♥❦ ✭❚✮ ♣♦rt❀ ❛ ❞❡❛❞ ③♦♥❡ ✐s ❛❧s♦ ♣r❡s❡♥t ❛♥❞ ✐♥ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥❝❡
t♦ ✐t ♦✐❧ ❞♦❡s♥✬t ✢♦✇ ✐♥ ❛♥② ❞✐r❡❝t✐♦♥✳ ■ts ♠♦❞❡❧ ✐s s✐♠✐❧❛r t♦ t❤❛t ♦❢ t❤❡ ◗P❱✱ ❜✉t
✐♥ t❤✐s ❝❛s❡ ♦❢ ❝♦✉rs❡ ♣r❡ss✉r❡ ❞②♥❛♠✐❝s ♠❛tt❡r✿ ❢♦r t❤✐s r❡❛s♦♥ ❛♥❞ ♦t❤❡r ❝❛✉s❡s
❧✐❦❡ t❤❡ ❞❡❛❞ ③♦♥❡✱ PP❱ ♠♦❞❡❧ ❜❡❝♦♠❡s ♠♦r❡ ❝♦♠♣❧❡① ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ PP❱ ♦♥❡✳

❈❧✉t❝❤ ❛❝t✉❛t♦r ❚❤✐s ❛❝t✉❛t♦r ✐s t❤❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ ❤②❞r❛✉❧✐❝ ❛♥❞ ♠❡❝❤❛♥✲
✐❝❛❧ ❞♦♠❛✐♥s✿ ✐ts ♠♦t✐♦♥ ✐s ✐♥❞❡❡❞ r❡s♣♦♥s✐❜❧❡ ❢♦r t❤❡ ♣♦✇❡r tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ❢r♦♠
t❤❡ ❡♥❣✐♥❡ t♦ t❤❡ ❣❡❛r❜♦①✳ ■t ✐s ❜❛s✐❝❛❧❧② ❛ ♠♦✈✐♥❣ ♣✐st♦♥ ✇❤♦s❡ ❞②♥❛♠✐❝s ❝❛♥
❜❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜② t❤❡ ♠❛ss✲s♣r✐♥❣✲❞❛♠♣❡r ♠♦❞❡❧❀ t❤❡ ♣❡❝✉❧✐❛r✐t② ♦❢ t❤✐s ❡❧❡♠❡♥t ✐s
r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② t❤❡ s♣r✐♥❣ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ ✇❤✐❝❤ ✐s ❤✐❣❤❧② ♥♦♥❧✐♥❡❛r✳

■■■✳✸ ❙✐♠✉❧✐♥❦ ♠♦❞❡❧

❆❧❧ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s❧② ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❡❧❡♠❡♥ts t❤❛t ❜❡❧♦♥❣ t♦ t❤❡ ❧♦✇ ♣r❡ss✉r❡ ❝✐r❝✉✐t ❤❛✈❡
❜❡❡♥ ♠♦❞❡❧❧❡❞ t❤r♦✉❣❤ ❙✐♠✉❧✐♥❦✳ ❖✐❧ s✉♠♣ ❛♥❞ ❝♦♦❧❡r ❛♥❞ ◗P❱ ♠♦❞❡❧s ❛r❡ r❡✲
♣♦rt❡❞ ❤❡r❡✱ ✇❤✐❧❡ ❝❧✉t❝❤❡s t❤❡r♠❛❧ ♠♦❞❡❧ ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ✐♥ ❬✹❪✳

❉✉r✐♥❣ ♠♦❞❡❧❧✐♥❣ ♣❤❛s❡ ♦❢ ❝❧✉t❝❤❡s✱ ❝♦♦❧❡r ❛♥❞ s✉♠♣✱ ♥♦ ❛❝t✉❛❧ ❞❛t❛ ♦t❤❡r t❤❛♥
❛ s✐♥❣❧❡ ✈❡❤✐❝❧❡ ❛❝q✉✐s✐t✐♦♥ ✇❛s ❛✈❛✐❧❛❜❧❡❀ t❤✐s ✐♥❝❧✉❞❡s ❛ s❡r✐❡s ♦❢ ❧❛✉♥❝❤ ❡✈❡♥ts ✐♥
✇❤✐❝❤ ❝❧✉t❝❤❡s ❛♥❞ ♦✐❧ t❡♠♣❡r❛t✉r❡s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ tr❛❝❦❡❞✳ ■t ✇❛s t❤❡♥ ♣♦ss✐❜❧❡ t♦
✐❞❡♥t✐❢② ❛❧❧ t❤❡ t❤❡r♠❛❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs ♦❢ ❝❧✉t❝❤❡s✱ ❝♦♦❧❡r✱ s✉♠♣ ❛♥❞ ♦✐❧✳

❚❤❡ ✇❤♦❧❡ ❝✐r❝✉✐t ✐s ❜❛s✐❝❛❧❧② ❞✐✈✐❞❡❞ ✐♥t♦ t✇♦ ✇♦r❦✐♥❣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✿ ♦✐❧ ✢♦✇✐♥❣
✐♥t♦ t❤❡ ❝❧✉t❝❤❡s ✭❉❊❱■❈❊ ❖◆✮ ♦r st❛t✐❝ ♦✐❧ ✐♥s✐❞❡ t❤❡ ❝❧✉t❝❤❡s ❜♦① ✭❉❊❱■❈❊
❖❋❋✮✳ ❚♦ ❜❡❣✐♥ ✇✐t❤✱ t❤✐s ✐♥tr♦❞✉❝❡s t✇♦ ❞✐✛❡r❡♥t ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ✐♥ ❡✈❛❧✉❛t✐♥❣ ♦✐❧
t❡♠♣❡r❛t✉r❡✳ ■♥❞❡❡❞✱ t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ❢♦r ♦✐❧ ♠❡❛♥ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❝♦♠♣✉✲
t❛t✐♦♥ ✐s t❤❡ ♦♥❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ■■■✳✶✳✶ ✇❤❡♥ ♦✐❧ ✢♦✇ ✐s ♥♦t ♥✉❧❧✱ ♦t❤❡r✇✐s❡ ❛
♥❡✇ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ❡q✉❛t✐♦♥ ✐s ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞✳

moilcpoil
dToil
dt

= kk1,oil(Tk1 − Toil) + kk2,oil(Tk2 − Toil) ✭■■■✳✽✮

✇❤❡r❡ moil ✐s t❤❡ ♠❛ss ♦❢ t❤❡ ♦✐❧ ✐♥s✐❞❡ t❤❡ ❝❧✉t❝❤❡s✳
❇② t❤❡ ✇❛②✱ ❛s ✐t ✇✐❧❧ ❜❡ s❤♦✇♥ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ■❱✳✷✱ ❛ ♠✐♥✐♠✉♠ ♦✐❧ ✢♦✇ ✐s ❛❧✇❛②s

r❡q✉✐r❡❞ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❦❡❡♣ t❤❡ ❝❧✉t❝❤❡s ❧✉❜r✐❝❛t❡❞ ❛♥❞ t❤❡♥ ♦♥❧② ❛t t✐♠❡ ✵ t❤✐s
❡q✉❛t✐♦♥ ✇✐❧❧ ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✳
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▼♦r❡♦✈❡r✱ ❢♦r t❤❡ s❛♠❡ r❡❛s♦♥✱ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ ♦✐❧ ✢♦✇✐♥❣ ♦r ♥♦t ✐♥t♦
t❤❡ ❝❧✉t❝❤❡s ✐s ✉s❡❞ t♦ s✇✐t❝❤ ♦♥ ♦r ♦✛ ❝♦♦❧❡r ♠♦❞❡❧✳ ■♥❞❡❡❞✱ ✐❢ t❤❡r❡✬s ♥♦ ♦✐❧ ✢♦✇
t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ❝♦♦❧❡r✱ ✐t ❝❛♥✬t ♦❜✈✐♦✉s❧② ✇♦r❦✳

❋♦r ✇❤❛t ❝♦♥❝❡r♥s t❤❡ ◗P❱ ✐♥st❡❛❞✱ ❣✐✈❡♥ ❞❛t❛ ✇❡r❡ ✐ts ❝✉rr❡♥t✲♦✐❧ ✢♦✇ ❛♥❞
❡♥❣✐♥❡ s♣❡❡❞✲♣✉♠♣ ♦✐❧ ✢♦✇ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s✳

✭❛✮ ❊①♣❡r✐♠❡♥t❛❧

✭❜✮ ■♠♣❧❡♠❡♥t❡❞

❋✐❣✉r❡ ■■■✳✷✿ ◗P❱ ❝✉rr❡♥t✲♦✐❧ ✢♦✇ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝
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❆s ✐t ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ ✐♥ ✜❣✉r❡ ■■■✳✷✱ ◗P❱ ✐s ❛❝t✉❛❧❧② ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ ❜② ❛♥ ❤②st❡r❡t✐❝
❜❡❤❛✈✐♦✉r ✭♦r❛♥❣❡ ❧✐♥❡s✮ ❜✉t ✐t ❤❛s ❜❡❡♥ ♠♦❞❡❧❧❡❞ ♥♦t ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤✐s ❡✛❡❝t✱ ✐♠✲
♣❧❡♠❡♥t✐♥❣ t❤❡ ♠❡❛♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ t✇♦ ❧✐♥❡s✳

❋✐❣✉r❡ ■■■✳✸✿ P✉♠♣ s♣❡❡❞✲♦✐❧ ✢♦✇ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝

❆s ❛♥t✐❝✐♣❛t❡❞✱ ♦✐❧ ✢♦✇ ✐s
s❛t✉r❛t❡❞ ❜② t❤❡ ♣✉♠♣ ♦✐❧ ✢♦✇❀
t❤✐s ❜❡❝❛✉s❡ ♣✉♠♣ ✢♦✇ ✐s ❢✉♥❝✲
t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦rr❡❝t❡❞ ❡♥❣✐♥❡
s♣❡❡❞✳ ❖✐❧ ♣r❡ss✉r❡ ❞♦❡s♥✬t
❝❤❛♥❣❡ ✐♥st❡❛❞ ✇✐t❤ ❞✐✛❡r❡♥t
❡♥❣✐♥❡ s♣❡❡❞s✳

❆♥ ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss
❤❛s ❜❡❡♥ ❝❛rr✐❡❞ ♦✉t ❛❧s♦ ❢♦r
t❤❡ ◗P❱ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ ♣❛r❛♠✲
❡t❡rs ✭♠❛✐♥❧② m✱ c ❛♥❞ k✮✳ ❆
s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ◗P❱ st❡♣
r❡s♣♦♥s❡ ✐s r❡♣♦rt❡❞ ✐♥ ✜❣✲
✉r❡ ■■■✳✹✳ ■t ✐s ❛ ✈❛❧✈❡ ✇✐t❤ ❛

q✉✐t❡ ❢❛st✱ ❛❝❝✉r❛t❡ ❛♥❞ st❛❜❧❡ r❡s♣♦♥s❡ t♦ s♦❧✐❝✐t❛t✐♦♥s✱ ♣❡r❢❡❝t❧② s✉✐t❛❜❧❡ ❢♦r ✇♦r❦✲
✐♥❣ ✐♥ ♦♣❡♥✲❧♦♦♣ ❛s ✐t ✐s ✐♥t❡♥❞❡❞ t♦ ❞♦✳

❋✐❣✉r❡ ■■■✳✹✿ ◗P❱ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ r❡s✉❧ts

❍✐❣❤ ♣r❡ss✉r❡ ❝✐r❝✉✐t ❙✐♠✉❧✐♥❦ ♠♦❞❡❧s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ t❛❦❡♥ ❢r♦♠ ❬✹❪ ❛♥❞ ❛❞❞❡❞ ❛s
t❤❡② ✇❡r❡✳
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■❱

▲✉❜r✐❝❛t✐♦♥ ❝♦♥tr♦❧❧❡r

❚❤❡ ❝♦r❡ ❛❝t✐✈✐t② ♦❢ t❤✐s t❤❡s✐s ✇♦r❦ ✇❛s t❤❛t ♦❢ ❞❡s✐❣♥✐♥❣ ❛ ❧✉❜r✐❝❛t✐♦♥ ❝♦♥tr♦❧❧❡r
s✉✐t❛❜❧❡ ❢♦r s✐t✉❛t✐♦♥s ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ✈❡❤✐❝❧❡ ✐s r✉♥♥✐♥❣ ✐♥ ❉r✐✈❡ ✭❉✮ ♠♦❞❡✳ ❆♥ ❛♣✲
♣r♦♣r✐❛t❡ ❝❧✉t❝❤ ❝♦♦❧✐♥❣ ✢♦✇ ♠✉st ❜❡ ♣r♦✈✐❞❡❞ ✉♥❞❡r ❛❧❧ ♦♣❡r❛t✐♥❣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s t♦
❡♥s✉r❡ r♦❜✉st ❛♥❞ ❤✐❣❤ ❝②❝❧❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ✇❡t ❢r✐❝t✐♦♥ ❝❧✉t❝❤❡s ♠♦❞✉❧❡ ✐♥
t❤❡ ❉❈❚ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥✳ ❆♥ ❛❝t✐✈❡ ❝♦♦❧✐♥❣ ❝♦♥tr♦❧ ✐s ✐♥t❡♥❞❡❞ t♦ ❦❡❡♣ t❤❡ ❝❧✉t❝❤
✐♥t❡r❢❛❝❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡s ✐♥s✐❞❡ ❛ ❞❡✜♥❡❞ r❛♥❣❡ ❞✉r✐♥❣ ✈❡❤✐❝❧❡ ♦♣❡r❛t✐♦♥✱ ✇❤✐❧❡ ♠✐♥✲
✐♠✐③✐♥❣ ❡①❝❡ss✐✈❡ ❝❧✉t❝❤ ❝♦♦❧✐♥❣ ✢♦✇ t♦ ✐♠♣r♦✈❡ ♦✈❡r❛❧❧ s②st❡♠ ❡✣❝✐❡♥❝②✳

❚❤❡ ❝♦♥tr♦❧❧❡r ❤❛s ❜❡❡♥ ❞❡s✐❣♥❡❞ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ✉s❡ ♦❢ ❛ ✜♥✐t❡✲st❛t❡ ♠❛❝❤✐♥❡✳
❆❢t❡r ❤❛✈✐♥❣ ♣r♦❝❡ss❡❞ t❤❡ ✐♥♣✉t r❡❝❡✐✈❡❞✱ ✐ts ❣♦❛❧ ✐s t❤❛t ♦❢ ❣❡♥❡r❛t✐♥❣ ❛♥ ❡❧❡❝tr✐❝
s✐❣♥❛❧ t♦ ❝♦♠♠❛♥❞ t❤❡ ♦✐❧ ✢♦✇ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ◗P❱✱ ✇❤✐❝❤ ✇♦r❦s ✐♥ ♦♣❡♥ ❧♦♦♣✳ ❚❤❡
❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❝♦♥tr♦❧❧❡r ✐s ✐♥t❡♥❞❡❞ ❢♦r r✉♥♥✐♥❣ ✐♥s✐❞❡ t❤❡ ❚❈❯ ❛♥❞ s♦ ✐t ❤❛❞ t♦ ❜❡
t❤♦✉❣❤t ✐♥ ❛♥ ❡✣❝✐❡♥t ✇❛② ❢r♦♠ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ♣♦✐♥t ♦❢ ✈✐❡✇✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ t❤❡
❞❡s✐❣♥ t❛❦❡s ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t ❛❧s♦ ❢✉t✉r❡ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥ts ♦♥ t❤❡ ♣r♦❥❡❝t✿ ✐♥ ❢❛❝t✱ t❤❡
❧♦❣✐❝ t❤❛t ❣♦✈❡r♥s t❤❡ ❝♦♥tr♦❧❧❡r ❛❧❧♦✇s t♦ ✉s❡ ✐t ❜♦t❤ ❢♦r ♥❡st❡❞ ❛♥❞ ♣❛r❛❧❧❡❧ ❉❈❚
t②♣❡s ✇✐t❤ ♥♦ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ✐♥ ✐ts ❛❝t✉❛❧ ❡✣❝✐❡♥❝②✳

■❱✳✶ ❋✐♥✐t❡✲❙t❛t❡ ▼❛❝❤✐♥❡

❆ ✜♥✐t❡✲st❛t❡ ♠❛❝❤✐♥❡ ✭♦r ✜♥✐t❡✲st❛t❡ ❛✉t♦♠❛t♦♥✮ ✐s ❛ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ❛❜str❛❝t✐♦♥
❛♥❞ ✐s ♠❛✐♥❧② ❤❡❧♣❢✉❧ ❢♦r ❝♦♥tr♦❧ ♣✉r♣♦s❡s ✭❛s ✐t ❤❛♣♣❡♥s ✐♥ t❤✐s ❝❛s❡✮❀ ✐t ✐s ✉s❡❞
t♦ ❞❡s✐❣♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❛♥❞ ❞✐❣✐t❛❧ ❧♦❣✐❝✳ ■t ✐s ❝♦♠♣♦s❡❞ ❜② ❛ ✜♥✐t❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ st❛t❡s✱
tr❛♥s✐t✐♦♥s✱ ❛♥❞ ❛❝t✐♦♥s t❤❛t ❝❛♥ ❜❡ ♠♦❞❡❧❧❡❞ ✇✐t❤ ✢♦✇ ❣r❛♣❤s t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ✉s❡ ♦❢
s♦❢t✇❛r❡ ❧✐❦❡ t❤❡ ♦♥❡ ❛❞♦♣t❡❞ ❤❡r❡✱ ❙t❛t❡✢♦✇ ✭❜② ▼❆❚▲❆❇ ✫ ❙✐♠✉❧✐♥❦✮✳

❚❤❡ ♦♣❡r❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ st❛t❡ ♠❛❝❤✐♥❡ ❜❡❣✐♥s ❢r♦♠ ❛ st❛rt st❛t❡✳ ❆❢t❡r ❛ s✉❝❝❡ss❢✉❧
tr❛♥s✐t✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤ t❛❦❡s ♣❧❛❝❡ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❢✉❧✜❧♠❡♥t ♦❢ ❝❡rt❛✐♥ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ♦♥
t❤❡ ✐♥♣✉t ♣r♦✈✐❞❡❞✱ ✐t ❡♥❞s ✉♣ ✐♥ ❛♥♦t❤❡r ❛❝❝❡♣t st❛t❡✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡ ❝✉rr❡♥t
st❛t❡ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ♣❛st st❛t❡ ♦❢ t❤❡ s②st❡♠✳ ❆♥ ❛❝t✐♦♥ ❞❡s❝r✐❜❡s ✐♥st❡❛❞ ❛♥

✸✹



❛❝t✐✈✐t② ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❛t ❛ ❣✐✈❡♥ ♠♦♠❡♥t✳ ❚❤❡ st❛t❡ ♠❛❝❤✐♥❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ❤❡r❡ ✐s ♦❢
t❤❡ ❞❡t❡r♠✐♥✐st✐❝ t②♣❡✿ t❤✐s ♠❡❛♥s t❤❛t ❢r♦♠ ❛♥② st❛t❡ t❤❡r❡ ✐s ♦♥❧② ♦♥❡ ♣♦ss✐❜❧❡
tr❛♥s✐t✐♦♥ ❢♦r ❛♥② ❛❧❧♦✇❡❞ ✐♥♣✉t✳

■❱✳✷ ❈♦♥tr♦❧ str❛t❡❣②

❋✐❣✉r❡ ■❱✳✶✿ ❖✐❧ ✢♦✇ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥

❲✐t❤ t❤❡ ❛✐♠ ♦❢ ❝❛rr②✐♥❣ ♦✉t
t❤❡ ❧✉❜r✐❝❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❜❡st ✇❛②✱
t❤r❡❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❝♦♦❧✐♥❣ ♠♦❞❡s
❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ✐♥❝❧✉❞❡❞ ✐♥ t❤❡
❝♦♥tr♦❧❧❡r✿ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ♣♦✇❡r
♦♣❡r❛t✐♦♥✱ ❤✐❣❤ ♣♦✇❡r ✭tr❛♥✲
s✐❡♥t✮ ♦♣❡r❛t✐♦♥ ❛♥❞ ✐♥t❡r❢❛❝❡
t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❜❛s❡❞ ♦♣❡r❛t✐♦♥✳
❉✉r✐♥❣ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ♦♣❡r❛t✐♦♥✱
t❤❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡❞ ❝❧✉t❝❤ ❝♦♦❧✐♥❣
✢♦✇ ✇✐❧❧ ❜❡ s❡t ❛s t❤❡ ♠❛①✲
✐♠✉♠ ♦❢ t❤❡s❡ t❤r❡❡ ♠♦❞❡s✳

❊❛❝❤ ♦❢ t❤❡s❡ ♠♦❞❡s ✐s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ♠✉❝❤ ✐♥ ❞❡t❛✐❧ ❜❡❧♦✇✳
❆ ❝♦✉♣❧❡ ♦❢ ❝❧✉t❝❤ ❝♦♦❧✐♥❣ ♠❛♣s ❛r❡ ✉s❡❞ t♦ ❞❡❝✐❞❡ ❛t ❡❛❝❤ t✐♠❡ st❡♣ t❤❡ ♦✐❧

✢♦✇ t♦ ❜❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡❞ t♦ t❤❡ ❝❧✉t❝❤❡s✳ ❚❤❡ ✜rst ♦♥❡ ✐s ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ ❢r✐❝t✐♦♥ ♣♦✇❡r
❞✐ss✐♣❛t❡❞ ❛♥❞ ♦✐❧ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❛♥❞ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♦♥❡ ✐s ♦♥❧② ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡st✐♠❛t❡❞
✐♥t❡r❢❛❝❡ ❝❧✉t❝❤ t❡♠♣❡r❛t✉r❡❀ t❤❡② ❝❛♥ ❝❤❛♥❣❡ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ❞✉t② ❝②❝❧❡✳ ❚❤❡
❝♦♦❧✐♥❣ ✢♦✇ ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❣♦❛❧ ♦❢ ♠✐♥✐♠✐③✐♥❣ t❤❡ ✐♥❝r❡❛s❡ ✐♥ ❢r✐❝t✐♦♥ ♠❛t❡r✐❛❧
✐♥t❡r❢❛❝❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ♠❛♥❡✉✈❡rs✳

❙✐♥❝❡ t❤❡ s②st❡♠ ✐♥❝❧✉❞❡s ❛ ♣❛✐r ♦❢ ❝❧✉t❝❤❡s✱ t✇♦ ✐❞❡♥t✐❝❛❧ ♣❛r❛❧❧❡❧ ❜r❛♥❝❤❡s
♦❢ t❤❡ ❝♦♥tr♦❧❧❡r r✉♥ t♦❣❡t❤❡r ❛♥❞ ❜♦t❤ ♦❢ t❤❡♠ ❝♦♠❡s ♦✉t ✇✐t❤ t❤❡ ❧✉❜r✐❝❛t✐♥❣
✢♦✇ r❡q✉✐r❡❞ ❜② ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ t✇♦ ❝❧✉t❝❤❡s❀ t❤❡ t✇♦ ✈❛❧✉❡s ❛r❡ t❤❡♥ s✉♠♠❡❞ ❛♥❞ t❤❡
r❡s✉❧t✐♥❣ ♦✐❧ ✢♦✇ r❡q✉✐r❡❞ ✇✐❧❧ ❜❡ t❤❡ r❡❢❡r❡♥❝❡ ❢♦r t❤❡ ◗P❱✳

■❱✳✷✳✶ ❈♦♥t✐♥✉♦✉s P♦✇❡r ❖♣❡r❛t✐♦♥

❚❤❡ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ♣♦✇❡r ♦♣❡r❛t✐♥❣ ♠♦❞❡ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s ❛♥② ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡
❝❧✉t❝❤ ❢r✐❝t✐♦♥ ♣♦✇❡r ✐s ❧❡ss t❤❛♥ t❤❡ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ♣♦✇❡r ❧✐♠✐t ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ t❤❡ ❝❧✉t❝❤
❝♦♦❧✐♥❣ ♠❛♣ ✭✇❤❡♥ t❤❡ ♦✐❧ r❡q✉❡st❡❞ s❛t✉r❛t❡s ✐♥ ✜❣✉r❡ ■❱✳✷✮✳ ■♥ t❤✐s ♦♣❡r❛t✐♥❣
r❡❣✐♦♥ t❤❡ r❡q✉✐r❡❞ ❝♦♦❧✐♥❣ ✢♦✇ ✐s ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ❢r✐❝t✐♦♥ ♣♦✇❡r ❛♥❞
♦✐❧ t❡♠♣❡r❛t✉r❡✳ ❲❤❡♥ t❤❡ ❧❛tt❡r ✐s ❜❡t✇❡❡♥ 10◦❈ ❛♥❞ 120◦❈ t❤❡ ❞❡s✐r❡❞ ❝♦♦❧✐♥❣
✢♦✇ ✐s ❧✐♥❡❛r❧② ✐♥t❡r♣♦❧❛t❡❞ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ s♣❡❝✐✜❝ ❧✐♥❡s✳ ❋♦r t❡♠♣❡r❛t✉r❡s ❤✐❣❤❡r
t❤❛♥ 120◦❈ ♦r ❧♦✇❡r t❤❛♥ 10◦❈ t❤❡ ❝♦♦❧✐♥❣ ✢♦✇ ✐s s❛t✉r❛t❡❞ ❛t t❤❡ 120◦❈ ❛♥❞
10◦❈ ❧✐♥❡s r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❚❤❡ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ♦❢ t❤✐s ♠♦❞❡ ✐s t♦ ❦❡❡♣ t❤❡ ❝❧✉t❝❤ ✐♥t❡r❢❛❝❡

✸✺



t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❝♦♥st❛♥t ❞✉r✐♥❣ ♥♦r♠❛❧ ♦♣❡r❛t✐♦♥ ✭❛s✱ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ❞✉r✐♥❣ ♠✐❝r♦✲s❧✐♣
♣❤❛s❡✮✳

❋✐❣✉r❡ ■❱✳✷✿ ❈❧✉t❝❤ ❝♦♦❧✐♥❣ ♠❛♣ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ ✸ ❞✐✛❡r❡♥t ♦✐❧ t❡♠♣❡r❛t✉r❡s✿ r❡❞
❛♥❞ ❜❧✉❡ ❧✐♥❡s r❡♣r❡s❡♥t r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ❤✐❣❤❡r ❛♥❞ ❧♦✇❡r s❛t✉r❛t✐♦♥s

■❱✳✷✳✷ ❍✐❣❤ P♦✇❡r ❖♣❡r❛t✐♦♥

❉✉r✐♥❣ ❞②♥❛♠✐❝ ❝❧✉t❝❤ ❡✈❡♥ts ✭s❤✐❢t✐♥❣✱ ❧❛✉♥❝❤✱ r❛❝❡ st❛rt ♦r ♦t❤❡r ❤✐❣❤ ♣♦✇❡r
s❧✐♣ ❡✈❡♥ts✮ ✐t ✐s ♥❡❝❡ss❛r② t♦ ♣r♦✈✐❞❡ ❤✐❣❤❡r ❝♦♦❧✐♥❣ ✢♦✇s t♦ t❤❡ ❝❧✉t❝❤ t♦ ❡♥s✉r❡
❛❞❡q✉❛t❡ ❝♦♦❧✐♥❣ ❛♥❞ ♠✐♥✐♠✐③❡ t❤❡ ❡①❝❡ss✐✈❡ ✐♥❝r❡❛s❡ ✐♥ ❝❧✉t❝❤ ✐♥t❡r❢❛❝❡ t❡♠♣❡r❛✲
t✉r❡ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ tr❛♥s✐❡♥t ❡✈❡♥t✳ ❚❤✐s ♦♣❡r❛t✐♥❣ ♠♦❞❡ ✐♥❝❧✉❞❡s t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤r❡❡
s✉❜✲♠♦❞❡s✿ ♣r❡✈❡♥t❛t✐✈❡ ❝♦♦❧✐♥❣✱ tr❛♥s✐❡♥t ❡✈❡♥t ❝♦♦❧✐♥❣ ❛♥❞ ❛❢t❡r✲❝♦♦❧✐♥❣✳

Pr❡✈❡♥t❛t✐✈❡ ❈♦♦❧✐♥❣ ❆t t❤❡ ❜❡❣✐♥♥✐♥❣ ♦❢ t❤❡ tr❛♥s✐❡♥t ❡✈❡♥t t❤❡ ❝❧✉t❝❤ ❝♦♦❧✲
✐♥❣ ✐s ✐♠♠❡❞✐❛t❡❧② ❝♦♠♠❛♥❞❡❞ t♦ ❛ ❤✐❣❤❡r ✢♦✇ r❛t❡ ❜❛s❡❞ ♦♥ ❛♥ ❡st✐♠❛t❡ ♦❢ t❤❡
♣❡❛❦ ❢r✐❝t✐♦♥ ♣♦✇❡r ❡①♣❡❝t❡❞ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ❡✈❡♥t ✭✇❤✐❝❤ ✐♥ t✉r♥ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ t♦rq✉❡
r❡❢❡r❡♥❝❡✮✳ ❚❤✐s ✇✐❧❧ ✐♥❝r❡❛s❡ t❤❡ ❝♦♦❧✐♥❣ ✢♦✇ ❜❡❢♦r❡ t❤❡ ❢r✐❝t✐♦♥ ♣♦✇❡r ✐ts❡❧❢ ✐♥✲
❝r❡❛s❡s✳ ❚❤✐s ✐s ❞♦♥❡ t♦ ❡♥s✉r❡ t❤❛t t❤❡ ❝❧✉t❝❤ s✉r❢❛❝❡ r❡♠❛✐♥s ❧✉❜r✐❝❛t❡❞ ❞✉r✐♥❣
tr❛♥s✐❡♥t ❡✈❡♥ts✳

❚r❛♥s✐❡♥t ❊✈❡♥t ❈♦♦❧✐♥❣ ❉✉r✐♥❣ t❤❡ tr❛♥s✐❡♥t ❡✈❡♥t✱ ❝♦♦❧✐♥❣ ✢♦✇ ✐s ❤❡❧❞ ❛t
❡✐t❤❡r t❤❡ ✈❛❧✉❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣r❡✈❡♥t❛t✐✈❡ ❝♦♦❧✐♥❣ ♣❤❛s❡ ♦r ❢✉rt❤❡r ✐♥❝r❡❛s❡❞
❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❛❝t✉❛❧ ❢r✐❝t✐♦♥ ♣♦✇❡r ❛❝❤✐❡✈❡❞ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ❡✈❡♥t ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ♠✐♥✐✲
♠✐③❡ t❤❡ r✐s❡ ♦❢ t❤❡ ❝❧✉t❝❤ ✐♥t❡r❢❛❝❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡✳
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❆❢t❡r✲❈♦♦❧✐♥❣ ❖♥❝❡ t❤❡ tr❛♥s✐❡♥t ❡✈❡♥t ❡♥❞s ✭❛s ❞❡✜♥❡❞ ❜② tr❛♥s✐❡♥t ❡✈❡♥t
❜✐t s✇✐t❝❤✐♥❣ ♦✛ ❛♥❞ ❝❧✉t❝❤ ♣♦✇❡r ❞r♦♣♣✐♥❣ ❜❡❧♦✇ t❤❡ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ♣♦✇❡r ❧✐♠✐t✮
t❤❡ ❝♦♦❧✐♥❣ ✢♦✇ ✐s ❤❡❧❞ ❢♦r ❛♥ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❛♠♦✉♥t ♦❢ t✐♠❡✳ ❚❤❡ ❞✉r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤✐s
♣❤❛s❡ ❝❛♥ ❜❡ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ✐♥ t✇♦ ✇❛②s✿ t❤r♦✉❣❤ ❛♥ ❡♥❡r❣❡t✐❝ ♦r ❛ ♣♦✇❡r ❛♣♣r♦❛❝❤✳
❚❤❡ ✜rst ♦♥❡ ❝❤♦♦s❡s t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ❛❢t❡r✲❝♦♦❧✐♥❣ t✐♠❡ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ t♦t❛❧ ❢r✐❝t✐♦♥
❡♥❡r❣② ❞✐ss✐♣❛t❡❞ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ❡✈❡♥t✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♦♥❡ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠
❢r✐❝t✐♦♥ ♣♦✇❡r t❤❛t ✇❛s ♦❜s❡r✈❡❞ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ❡✈❡♥t✳

■❱✳✷✳✸ ■♥t❡r❢❛❝❡ ❚❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❇❛s❡❞ ❖♣❡r❛t✐♦♥

❯♥❞❡r ❛❧❧ ♦♣❡r❛t✐♥❣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛ ❝❧✉t❝❤ ❤❡❛t✐♥❣ ❛♥❞ ❝♦♦❧✐♥❣ ♣♦✇❡r ♠♦❞❡❧ ✭❛❧r❡❛❞②
❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ■■■✳✶✳✶✮ ✐s ✉s❡❞ t♦ ❡st✐♠❛t❡ t❤❡ ❝❧✉t❝❤ ✐♥t❡r❢❛❝❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡✿
❛t ❡❛❝❤ t✐♠❡ st❡♣ ❛ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ♦❝❝✉rs
t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ❝❧✉t❝❤❡s ♠♦❞❡❧✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ❝♦♦❧✐♥❣ ✢♦✇ ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡❞ ❛❝❝♦r❞✐♥❣
t♦ t❤❡ ❞✐s❦s t❡♠♣❡r❛t✉r❡✳ ❚❤✐s ♠❡t❤♦❞ ♦❢ ❞❡t❡r♠✐♥✐♥❣ t❤❡ ❝♦♦❧✐♥❣ ✢♦✇ ✐s ✐♥t❡♥❞❡❞
t♦ ✇♦r❦ ❛s ❛ ✏s❛❢❡t②✲♥❡t✑ t♦ ❡♥s✉r❡ t❤❡ ❝❧✉t❝❤ ✐s ♥♦t ❞❛♠❛❣❡❞ ❞✉❡ t♦ ❤✐❣❤ ✐♥t❡r❢❛❝❡
t❡♠♣❡r❛t✉r❡s✳ ❇② t❤❡ ✇❛②✱ ❞✉r✐♥❣ ♥♦r♠❛❧ ♦♣❡r❛t✐♦♥ t❤❡ ❞❡s✐r❡❞ ❧✉❜r✐❝❛t✐♦♥ ✢♦✇
s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜② ❡✐t❤❡r t❤❡ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ♣♦✇❡r ♦r t❤❡ ❤✐❣❤ ♣♦✇❡r ♠❡t❤♦❞s
❞❡s❝r✐❜❡❞ ♣r❡✈✐♦✉s❧②✳

❋✐❣✉r❡ ■❱✳✸✿ ❈❧✉t❝❤ ❝♦♦❧✐♥❣ ♠❛♣

■❱✳✷✳✹ ▲♦♥❣ ❉✉r❛t✐♦♥ ▼✐♥✐♠✉♠ ❋❧♦✇ ❖♣❡r❛t✐♦♥

■❢ t❤❡ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ♦♣❡r❛t❡s ❢♦r ❛♥ ❡①t❡♥❞❡❞ ❛♠♦✉♥t ♦❢ t✐♠❡ ✇✐t❤ t❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠
❝❧✉t❝❤ ❝♦♦❧✐♥❣ ✢♦✇ r❡q✉✐r❡❞✱ ✐t ✐s r❡❝♦♠♠❡♥❞❡❞ t♦ ✐♥t❡r♠✐tt❡♥t❧② ❝♦♠♠❛♥❞ ❤✐❣❤❡r
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❝♦♦❧✐♥❣ ✢♦✇ r❛t❡s t♦ ❡♥s✉r❡ t❤❛t t❤❡ ❝❧✉t❝❤ ✐s ❛❞❡q✉❛t❡❧② ❝♦♦❧❡❞ ❛♥❞ ❧✉❜r✐❝❛t❡❞✳
❊①❛♠♣❧❡s ♦❢ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✇❤❡♥ t❤✐s ✐♥t❡r♠✐tt❡♥t❧② ✐♥❝r❡❛s❡❞ ✢♦✇ ♠❛② ❜❡ ♥❡❡❞❡❞ ❛r❡
❞✉r✐♥❣ ✐❞❧❡ ✐♥ ❞r✐✈❡ ♦♣❡r❛t✐♦♥ ♦r ❞✉r✐♥❣ st❡❛❞② s♣❡❡❞ ❤✐❣❤✇❛② ❝r✉✐s✐♥❣✳

■❱✳✸ ❙✐♠✉❧✐♥❦ ♠♦❞❡❧

▲✉❜r✐❝❛t✐♦♥ ❝♦♥tr♦❧❧❡r ❤❛s ❜❡❡♥ ❞❡s✐❣♥❡❞ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ✉s❡ ♦❢ ❙t❛t❡✢♦✇ ❛♥❞ ❙✐♠✉❧✐♥❦
❛♥❞ ✐s r❡♣♦rt❡❞ ✐♥ ✜❣✉r❡ ■❱✳✺✳ ❇❛s✐❝❛❧❧②✱ ✐t ❝♦♥t✐♥✉♦✉s❧② ❝♦♠♣✉t❡s t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠
❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ✸ ♠♦❞❡s ❛❧r❡❛❞② ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❢♦r ❜♦t❤ t❤❡ ❝❧✉t❝❤❡s ❛♥❞ t❤❡♥ ✐t s✉♠s ✉♣
t❤❡ t✇♦ ✈❛❧✉❡s ♦❜t❛✐♥❡❞✱ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ❛❧s♦ ❛ ❝❤❡❝❦ ❢♦r ♠✐♥✐♠✉♠ ✢♦✇ ♦♣❡r❛t✐♦♥s✳

❙✐❣♥❛❧s ♥❡❡❞❡❞ ✐♥ ✐♥♣✉t t♦ t❤✐s ❝♦♥tr♦❧❧❡r ❛r❡✿ ❛❝t✉❛❧ ❛♥❞ ❡①♣❡❝t❡❞ ❢r✐❝t✐♦♥
♣♦✇❡r ❛♥❞ ✐♥t❡r❢❛❝❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❢♦r ❜♦t❤ t❤❡ ❝❧✉t❝❤❡s✱ ♦✐❧ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❛♥❞ ❤✐❣❤
♣♦✇❡r ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❜✐t❀ t❤❡ ♦♥❧② ♦✉t♣✉t ✐s t❤❡ r❡❢❡r❡♥❝❡ ♦✐❧ ✢♦✇ s✐❣♥❛❧ ❢♦r t❤❡ ◗P❱
✐♥st❡❛❞✳

❚♦ ❜❡❣✐♥ ✇✐t❤✱ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ♣♦✇❡r ♦♣❡r❛t✐♦♥ ♠♦❞❡ ✐s ❛♥❛❧②s❡❞✳ ❚❤✐s ♠♦❞❡ s✐♠♣❧②
❣❡ts ❢r✐❝t✐♦♥ ♣♦✇❡r ❛s ✐♥♣✉t ❛♥❞ ❣✐✈❡s ❜❛❝❦ ❛ ❝❡rt❛✐♥ ♦✐❧ ✢♦✇ ❛s ♦✉t♣✉t t❤❛t ✐s
❝♦♠♣✉t❡❞ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ❝♦♦❧✐♥❣ ♠❛♣ r❡♣♦rt❡❞ ✐♥ ✜❣✉r❡ ■❱✳✷✳

❍✐❣❤ ♣♦✇❡r ♦♣❡r❛t✐♦♥ ♠♦❞❡ ✐s t❤❡ ♠♦st ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧❧② ❞❡♠❛♥❞✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ✸
s✐♥❝❡ ✐t ✐s ✐♥ t✉r♥ ❞✐✈✐❞❡❞ ✐♥t♦ ✸ ❝♦♦❧✐♥❣ ♠♦❞❡s✳ ❇❡❝❛✉s❡ ♦❢ t❤✐s✱ ✐t ♥❡❡❞s t♦ ❜❡
❞❡s✐❣♥❡❞ t❤r♦✉❣❤ ❛ st❛t❡ ♠❛❝❤✐♥❡ ✇❤♦s❡ ♦✉t♣✉ts ❛r❡ ♣r❛❝t✐❝❛❧❧② ❝♦rr❡❝t❡❞ ❢r✐❝t✐♦♥
♣♦✇❡rs ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ❛❝t✉❛❧ ♦♥❡s✳ Pr❡✈❡♥t❛t✐✈❡ ❝♦♦❧✐♥❣ ✐s tr✐❣❣❡r❡❞ ✇❤❡♥
t❤❡ ❤✐❣❤ ♣♦✇❡r ❡✈❡♥t st❛rt✱ t❤❛t ✐s ✇❤❡♥ t❤❡ ❝❧✉t❝❤ ❜❡❣✐♥s t♦ ❞✐ss✐♣❛t❡ ♣♦✇❡r✳ ❆t
t❤❛t ♣♦✐♥t✱ ❢r✐❝t✐♦♥ ♣♦✇❡r ✐s s❡t t♦ t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ ❞✐ss✐♣❛t❡❞ ♣♦✇❡r ✈❛❧✉❡ t✐❧❧ ❢r✐❝t✐♦♥
♣♦✇❡r ❡①❝❡❡❞s ✐t❀ t❤❛t ✐s t❤❡ ♠♦♠❡♥t ✇❤❡♥ tr❛♥s✐❡♥t ❡✈❡♥t ❝♦♦❧✐♥❣ ❝❛♥ st❛rt✳
❇♦t❤ ♣r❡✈❡♥t❛t✐✈❡ ❛♥❞ tr❛♥s✐❡♥t ❡✈❡♥t ❝♦♦❧✐♥❣ ❝❛♥ ❜❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❛ s✐♥❣❧❡ st❛t❡✳
❲❤❡♥ t❤❡ tr❛♥s✐❡♥t ❡✈❡♥t ❡♥❞s ✐♥st❡❛❞✱ ❝♦rr❡❝t❡❞ ❢r✐❝t✐♦♥ ♣♦✇❡r ✈❛❧✉❡ ✐s ❤❡❧❞ ❢♦r
❛♥ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ t✐♠❡ ❝❤♦s❡♥ t❤r♦✉❣❤ ❛ ❧♦♦❦✲✉♣ t❛❜❧❡ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ♠❛①✐♠✉♠ ♣♦✇❡r
♦r t♦t❛❧ ❡♥❡r❣② ❞✐ss✐♣❛t❡❞ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ❡✈❡♥t✳ ■♥ ✜❣✉r❡ ■❱✳✺ t❤❡ ❡♥❡r❣❡t✐❝ ❛♣♣r♦❛❝❤
✐s r❡♣♦rt❡❞❀ ✐♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ ✐♥t❡❣r❛t♦r ✐s ❝❤❛r❣❡❞ ❜② t❤❡ ✐♥st❛♥t❛♥❡♦✉s ❢r✐❝t✐♦♥ ♣♦✇❡r
❞✐ss✐♣❛t❡❞ ❛♥❞ ✐s r❡s❡t ✇❤❡♥ ❛ ♥❡✇ ❤✐❣❤ ♣♦✇❡r ❡✈❡♥t st❛rts✳ ❖✉t♣✉t ♦❢ t❤❡ st❛t❡
♠❛❝❤✐♥❡ ❢❡❡❞s t❤❡ s❛♠❡ ❝♦♦❧✐♥❣ ♠❛♣ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ♣♦✇❡r ♦♣❡r❛t✐♦♥ ✐♥ ♦r❞❡r
t♦ s❛✈❡ ♠❡♠♦r② ✐♥ t❤❡ ❚❈❯✳ ❇❡❝❛✉s❡ ♦❢ t❤✐s✱ ❛ ✢❛❣ ✐s ✉s❡❞ t♦ s✇✐t❝❤ ❜❡t✇❡❡♥
❝♦♥t✐♥✉♦✉s ❛♥❞ ❤✐❣❤ ♣♦✇❡r ❛♥❞ ✐ts ❧♦❣✐❝ ✐s ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ✐♥s✐❞❡ t❤❡ st❛t❡ ♠❛❝❤✐♥❡✳

❆s ✐t ❤❛♣♣❡♥s ❢♦r t❤❡ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ♣♦✇❡r ♦♣❡r❛t✐♦♥ ♠♦❞❡✱ ❛❧s♦ ❢♦r t❤❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡
t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❜❛s❡❞ ♦♣❡r❛t✐♦♥ ♦♥❡ ♦✐❧ ✢♦✇ r❡q✉✐r❡❞ ✐s s✐♠♣❧② ❝❤♦s❡♥ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡
❝❧✉t❝❤ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❡st✐♠❛t❡❞ ❜② t❤❡ t❤❡r♠❛❧ ♠♦❞❡❧ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ✉s❡ ♦❢ ❛ ❧♦♦❦✲✉♣
t❛❜❧❡ ✭✜❣✉r❡ ■❱✳✸✮✳

❋✐♥❛❧❧②✱ ❛ st❛t❡ ♠❛❝❤✐♥❡ ❦❡❡♣s ✉♥❞❡r ❝♦♥tr♦❧ t❤❡ ♦✐❧ ✢♦✇ r❡q✉✐r❡❞ ✐♥ ♦r❞❡r t♦
❛✈♦✐❞ ❛ ❧♦♥❣ ❞✉r❛t✐♦♥ ❛t ♠✐♥✐♠✉♠ ✢♦✇ ✐s ❛❞❞❡❞ ❛❢t❡r t❤❡ ♦✐❧ s✉♠ ✐s ❝♦♠♣✉t❡❞✳

❆❧❧ t❤❡ t❛❜❧❡s ✉s❡❞ ♥❡❡❞❡❞ t♦ ❜❡ t✉♥❡❞ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ✜t ✐♥ t❤❡ ❜❡st ✇❛② t❤❡

✸✽



✭❛✮ ❊♥❡r❣②✲❜❛s❡❞ ✭❜✮ P♦✇❡r✲❜❛s❡❞

❋✐❣✉r❡ ■❱✳✹✿ ❊♥❡r❣②✲❜❛s❡❞ ✈s ♣♦✇❡r✲❜❛s❡❞ ❛❢t❡r✲❝♦♦❧✐♥❣ str❛t❡❣②

❤❛r❞✇❛r❡✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ❛s ❛♥t✐❝✐♣❛t❡❞✱ t❤❡ ❝♦♥tr♦❧❧❡r ♠♦❞❡❧ ✐s ♣❡r❢❡❝t❧② s✉✐t❛❜❧❡ ❛❧s♦
❢♦r ❛ ♣❛r❛❧❧❡❧ ❉❈❚ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥✿ ✐♥❞❡❡❞✱ ❛❧❧ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s ❥✉st ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❛r❡
r❡♣❡❛t❡❞ t✇♦ t✐♠❡s✱ ♦♥❝❡ ❢♦r ❛ ❝❧✉t❝❤ ❛♥❞ ♦♥❝❡ ❢♦r t❤❡ ♦t❤❡r ♦♥❡✳
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■❱✳✹ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥ r❡s✉❧ts

❈♦♥tr♦❧❧❡r ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❝❛♥ ♣r❡❧✐♠✐♥❛r✐❧② ❜❡ t❡st❡❞ ♦♥ t❤❡ ❉❈❚ ❞r✐✈❡❧✐♥❡ ♠♦❞❡❧
t❤❛t ❞♦❡s♥✬t ✐♥❝❧✉❞❡ ♠✐❝r♦✲s❧✐♣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✭s❡❝t✐♦♥ ■■✳✸✮✳ ❋✐rst ♦❢ ❛❧❧✱ ❝♦♥tr♦❧❧❡r
✐♥❝❧✉❞✐♥❣ t❤❡ ❡♥❡r❣②✲❜❛s❡❞ ❛❢t❡r✲❝♦♦❧✐♥❣ ♠♦❞❡ ✐s t❡st❡❞ ❛♥❞ t❤❡ r❡s✉❧ts ✐♥ t❡r♠s ♦❢
❝♦♦❧✐♥❣ ♦✐❧ ✢♦✇ ❛♥❞ ❝❧✉t❝❤❡s t❡♠♣❡r❛t✉r❡s ❛r❡ r❡♣♦rt❡❞ ✐♥ ✜❣✉r❡s ■❱✳✽ ❛♥❞ ■❱✳✾✳

❋✐rst ♣✐❝t✉r❡ s❤♦✇s ❤♦✇ ❛❧❧ t❤❡ t❤r❡❡ ❝♦♦❧✐♥❣ ♠♦❞❡s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ■❱✳✷ ❛r❡
❛❝t✉❛❧❧② ✇♦r❦✐♥❣✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ s❛t✉r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♦✐❧ ♣✉♠♣ ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ ❞✉r✐♥❣ ❧❛✉♥❝❤✿
✐♥ ❢❛❝t✱ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧❧② ❛ ❤✐❣❤❡r ✢♦✇ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ❡✈❡♥t ✇♦✉❧❞ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ r❡q✉✐r❡❞ ❜✉t✱
s✐♥❝❡ ❡♥❣✐♥❡ s♣❡❡❞ ✐s ❧♦✇✱ ✐t ❝❛♥✬t ❜❡ ♣r♦✈✐❞❡❞ ❜② t❤❡ ♣✉♠♣✳

❋✐❣✉r❡ ■❱✳✽✿ ▲✉❜r✐❝❛t✐♥❣ ♦✐❧ ✢♦✇ ✈s ❝❧✉t❝❤ ♣♦✇❡r ❞✐ss✐♣❛t❡❞

❙❡❝♦♥❞ ♣✐❝t✉r❡ s❤♦✇s ✐♥st❡❛❞ ❤♦✇ ❝❧✉t❝❤ ✐♥t❡r❢❛❝❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ r✐s❡s ❞✉r✐♥❣ t❤❡
❤✐❣❤ ♣♦✇❡r ❡✈❡♥ts✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ t❤❡ ♠❡❛♥ ✐♥❝r❡❛s❡ ✐♥ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ✐s ❡①♣❡r✐❡♥❝❡❞
❞✉r✐♥❣ ❧❛✉♥❝❤✿ t❤❛t✬s ❜❡❝❛✉s❡ t❤✐s tr❛♥s✐❡♥t ❡✈❡♥t ❧❛sts ❧♦♥❣❡r ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ ❣❡❛r
s❤✐❢ts✳ ❇② t❤❡ ✇❛②✱ ❢r✐❝t✐♦♥ ♣♦✇❡r ❞✐ss✐♣❛t❡❞ ✐s ❤✐❣❤❡r ✐♥ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❝❛s❡✳ ❚❤✐s
tr❛♥s❧❛t❡s ✐♥t♦ ❤✐❣❤❡r ❧✉❜r✐❝❛t✐♥❣ ✢♦✇s r❡q✉✐r❡❞ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ❡✈❡♥t ❛♥❞ t❤❡♥ ❛❧s♦
✐♥t♦ ❛ ❣r❡❛t❡r ❝♦♦❧✐♥❣ ❡✛❡❝t ♦❢ t❤❡ ♦✐❧✳

✹✸



❋✐❣✉r❡ ■❱✳✾✿ ❖✐❧ ♠❡❛♥ ❛♥❞ ❝❧✉t❝❤❡s t❡♠♣❡r❛t✉r❡

▼♦r❡♦✈❡r✱ ✐t✬s ✐♥t❡r❡st✐♥❣ t♦ ✐❧❧✉str❛t❡ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ t✇♦ ❛❢t❡r✲
❝♦♦❧✐♥❣ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s✳ ❊♥❡r❣②✲❜❛s❡❞ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❦❡❡♣s tr❛❝❦ ♦❢ t❤❡ t♦t❛❧ ❡♥❡r❣② ❞✐s✲
s✐♣❛t❡❞ ❞✉r✐♥❣ ❛ tr❛♥s✐❡♥t ❡✈❡♥t ❜② ✐♥t❡❣r❛t✐♥❣ ❞✐ss✐♣❛t❡❞ ♣♦✇❡r❀ t❤❡ ✐♥t❡❣r❛t♦r
r❡s❡ts ✇❤❡♥ ❛ ♥❡✇ ❣❡❛r s❤✐❢t ❡✈❡♥t ❤❛♣♣❡♥s✳ P♦✇❡r✲❜❛s❡❞ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❡①♣❧♦✐ts ✐♥✲
st❡❛❞ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ♣♦✇❡r ❞✐ss✐♣❛t❡❞ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ❡✈❡♥t✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❝♦♠♣✉t❡❞ ✐♥ t❤❡
❤✐❣❤ ♣♦✇❡r st❛t❡ ♠❛❝❤✐♥❡✳ ❚❤❡② ❜♦t❤ ❢❡❡❞ ❛ ❧♦♦❦✲✉♣ t❛❜❧❡ t❤❛t ✐s ✐♥ ❝❤❛r❣❡ ♦❢
❞❡❝✐❞✐♥❣ t❤❡ ❛❢t❡r✲❝♦♦❧✐♥❣ t✐♠❡✳

❘❡s✉❧ts ❝❛♥ ❜❡ ❛♣♣r❡❝✐❛t❡❞ ✐♥ ✜❣✉r❡ ■❱✳✶✵✳ ❲✐t❤ ♣♦✇❡r ❛♣♣r♦❛❝❤✱ ♦✐❧ ✢♦✇
r❡q✉✐r❡❞ ❞✉r✐♥❣ ❛❧❧ t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ r❡s✉❧ts t♦ ❜❡ ❤✐❣❤❡r ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ ❡♥❡r❣❡t✐❝
♦♥❡✳ ❚❤✐s ❜❡❝❛✉s❡ ❞✉r✐♥❣ ❣❡❛r s❤✐❢ts ❤✐❣❤ ♣♦✇❡r ♣❡❛❦s ❛r❡ r❡❛❝❤❡❞ ❛♥❞ s♦ ❛❢t❡r✲
❝♦♦❧✐♥❣ ✐s ❦❡♣t ❢♦r ❛ ❧♦♥❣ t✐♠❡✳ ❉✉r✐♥❣ ❧❛✉♥❝❤ ✐♥st❡❛❞✱ ♣♦✇❡r ♣❡❛❦ ✐s ♥♦t t❤❛t
❤✐❣❤ ❜✉t ✐t ❧❛sts ❧♦♥❣❡r✿ t❤✐s tr❛♥s❧❛t❡s ✐♥t♦ ❛ ❤✉❣❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ❢r✐❝t✐♦♥ ❡♥❡r❣②
❞✐ss✐♣❛t❡❞ ❛♥❞ ❛ r❛♣✐❞ ❝❤❛♥❣❡ ✐♥ ❝❧✉t❝❤ ✐♥t❡r❢❛❝❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✇❤❡♥
✉s✐♥❣ ❛♥ ❡♥❡r❣②✲❜❛s❡❞ ❛❢t❡r✲❝♦♦❧✐♥❣ ♠❡t❤♦❞✱ ❝♦♥tr♦❧❧❡r ❝❛♥ ❧✐♠✐t ✐♥ ❛ ❜❡tt❡r ✇❛②
t❤❡ ✐♥❝r❡❛s❡ ✐♥ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ❝❧✉t❝❤❡s✳ ❇② t❤❡ ✇❛②✱ ✐t ✐s t♦ ❜❡ s❛✐❞ t❤❛t
❛❝t✉❛❧❧② t❤❡ t✇♦ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ✐♥✢✉❡♥❝❡ t❤❡ s②st❡♠ ✇✐t❤ ❛ s♠❛❧❧ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ t❤❛t ✐s
♦♥❧② ❧✐❣❤t❧② ♣❡r❝❡✐✈❛❜❧❡✳

✹✹



✭❛✮ ❖✐❧ ✢♦✇

✭❜✮ ❋✐rst ❝❧✉t❝❤ ✐♥t❡r❢❛❝❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡

✭❝✮ ❙❡❝♦♥❞ ❝❧✉t❝❤ ✐♥t❡r❢❛❝❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡

❋✐❣✉r❡ ■❱✳✶✵✿ ❊♥❡r❣②✲❜❛s❡❞ ✭r❡❞ ❝✉r✈❡s✮ ✈s ♣♦✇❡r✲❜❛s❡❞ ✭❜❧❛❝❦ ❝✉r✈❡s✮ ❛❢t❡r✲
❝♦♦❧✐♥❣ str❛t❡❣② s✐♠✉❧❛t✐♦♥ r❡s✉❧ts

✹✺



❱

▼✐❝r♦✲s❧✐♣ ❝♦♥tr♦❧❧❡r

▼✐❝r♦✲s❧✐♣ ❞r✐✈✐♥❣ ♠♦❞❡ ✇❛s ✐♥❝❧✉❞❡❞ ✐♥ t❤✐s t❤❡s✐s ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❜❡tt❡r s✐♠✉❧❛t❡
t❤❡ ❛❝t✉❛❧ s②st❡♠ ❜❡❤❛✈✐♦✉r✳ ■♥❞❡❡❞✱ t❤✐s ✐s ❛ ❝♦♠♠♦♥ ✇❛② ♦❢ ✐♠♣r♦✈✐♥❣ ❞r✐✈✐♥❣
❝♦♠❢♦rt ❡✈❡♥ ✐❢ ❧♦s✐♥❣ s♦♠❡t❤✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ ❢✉❡❧ ❡✣❝✐❡♥❝② ♣♦✐♥t ♦❢ ✈✐❡✇✳

▼✐❝r♦✲s❧✐♣ ❝♦♥tr♦❧❧❡r ✐s ✐♥t❡♥❞❡❞ t♦ ❛❝t ♦♥ t❤❡ tr❛♥s♠✐tt✐♥❣ ❝❧✉t❝❤ t♦rq✉❡ ✐♥
♦r❞❡r t♦ tr❛❝❦ t❤❡ s❧✐♣ r❡❢❡r❡♥❝❡ s✐❣♥❛❧✳ ❋♦r t❤✐s r❡❛s♦♥✱ ✐t ♥❡❡❞s t♦ ♦♣❡r❛t❡ ♦♥ t❤❡
❤✐❣❤ ♣r❡ss✉r❡ ❛❝t✉❛t✐♦♥ ❝✐r❝✉✐t t❤r♦✉❣❤ t❤❡ t✇♦ PP❱s ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ■■■✳✷
❢❡❡❞✐♥❣ ✐t ✇✐t❤ ❛ ♣r♦♣❡r ❝✉rr❡♥t s✐❣♥❛❧✳

❚r❛❝❦✐♥❣ ✇✐❧❧ ❜❡ r❡❛❝❤❡❞ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ ❛ P■❉ ❝♦♥tr♦❧❧❡r ✐♥ ❛❞❞✐✲
t✐♦♥ t♦ t❤❡ ♦♣❡♥✲❧♦♦♣ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ♦❢ t❤❡ s②st❡♠✳

❱✳✶ P■❉ ❝♦♥tr♦❧

P■❉ ❝♦♥tr♦❧❧❡r ✐s ❛ ❝♦♥tr♦❧ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ ❜② ❛ ♣r❡❞❡✜♥❡❞ str✉❝t✉r❡ ✇✐t❤
❜❛s✐❝❛❧❧② ✸ ♣❛r❛♠❡t❡rs t♦ t✉♥❡✳ ❋r♦♠ t❤❡ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ♣♦✐♥t ♦❢ ✈✐❡✇✱ P■❉ r❡❣✉❧❛✲
t♦r ✐s ❛ ❞②♥❛♠✐❝ s②st❡♠ t❤❛t ❣❡ts ❛s ✐♥♣✉t ❛♥ ❡rr♦r s✐❣♥❛❧ e(t) = r(t)−y(t) ✭✇❤✐❝❤
✐s t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ r❡❢❡r❡♥❝❡ ❛♥❞ ♠❡❛s✉r❡❞ s✐❣♥❛❧ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥tr♦❧❧❡❞ ✈❛r✐❛❜❧❡✮
❛♥❞ ❣✐✈❡s ❛s ♦✉t♣✉t ❛ ❝♦♥tr♦❧ s✐❣♥❛❧ u(t)✳ ❇❛s✐❝❛❧❧②✱ t❤❡ ❧❛tt❡r ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❛s t❤❡
s✉♠ ♦❢ ✸ t❡r♠s✿

u(t) = KP e(t) +KI

Z t

0

e(τ) dτ +KD
de(t)

dt
✭❱✳✶✮

✇❤❡r❡ KP ✱ KI ❛♥❞ KD ❛r❡ t❤❡ ✸ ❞❡❣r❡❡s ♦❢ ❢r❡❡❞♦♠ ✭♣❛r❛♠❡t❡rs t♦ ❜❡ t✉♥❡❞✮ t❤❛t
❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡ P■❉ ❝♦♥tr♦❧❧❡rs✳

❚❤❛♥❦s t♦ ✐ts s✐♠♣❧✐❝✐t② ❛♥❞ ❡✣❝✐❡♥❝② ✐♥ ❛ ❧♦t ♦❢ ✜❡❧❞s✱ ✐t✬s ❜② ❢❛r t❤❡ ♠♦st
✉s❡❞ ❝♦♥tr♦❧ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❢♦r ✐♥❞✉str✐❛❧ ♣✉r♣♦s❡s✳

✹✻



❋✐❣✉r❡ ❱✳✶✿ P■❉ ❜❛s✐❝ s❝❤❡♠❡

❱✳✶✳✶ Pr♦♣♦rt✐♦♥❛❧ ❛❝t✐♦♥

❋✐rst ❝♦♥tr♦❧❧❡r ❛❝t✐♦♥ ✐s t❤❡ ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ ♦♥❡✳ ■t ✐s s♦ ❝❛❧❧❡❞ s✐♥❝❡ ✐t ❧✐♥❡❛r❧② r❡❧❛t❡s
t❤❡ ✐♥♣✉t e(t) ❛♥❞ t❤❡ ♦✉t♣✉t u(t) t❤r♦✉❣❤ ❛ ❝♦♥st❛♥t KP ✳ ❆s ✐t ❝❛♥ ❜❡ ❡❛s✐❧②
✉♥❞❡rst♦♦❞ ❢r♦♠ ✭❱✳✶✮ ❜② ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ KI ❛♥❞ KD ❛s t❤❡② ✇❡r❡ ♥✉❧❧✱ ✐ts ❡✛❡❝t ✐s
t❤❛t ♦❢ ❛tt❡♥✉❛t❡ t❤❡ ❡rr♦r ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧❧② ✇✐t❤ ❛ ❝♦♥st❛♥t KP ❀ ✐t✬s ❝❧❡❛r t❤❛t ✐ts
❡✛❡❝t ✐s ❡✛❡❝t✐✈❡ ♦♥❧② ✇❤❡♥ ❛♥ ❡rr♦r ✐s ♣r❡s❡♥t✳

KP ♠❛✐♥❧② ❛❝ts ♦♥ t❤❡ s②st❡♠ s♣❡❡❞ ♦❢ r❡s♣♦♥s❡✿ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ✐t✱ s②st❡♠ r❡s♣♦♥s❡
✇✐❧❧ ❜❡ ❢❛st❡r ❜✉t st❛❜✐❧✐t② ✇✐❧❧ ❞❡❝r❡❛s❡ ❛♥❞ ❣r❡❛t ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥s ✇✐❧❧ ❛♣♣❡❛r❀ ♦♥ t❤❡
♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ ❞❡❝r❡❛s✐♥❣ ✐t t❤❡ ❡rr♦r ❝♦♠♣❡♥s❛t✐♦♥ ✇✐❧❧ ❜❡ r❡❞✉❝❡❞✳

❆ P ❝♦♥tr♦❧❧❡r ✭✇✐t❤ ♦♥❧② ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ♣r❡s❡♥t✮ ✇✐❧❧ r❛r❡❧② r❡❣✉❧❛t❡
t❤❡ s②st❡♠ ✐♥ t❤❡ ♣r♦♣❡r ✇❛② ❛♥❞ t❤❡② ❛r❡ ♦♥❧② ✉s❡❞ ✇❤❡♥ ❛ st❡❛❞② st❛t❡ ❡rr♦r
❝❛♥ ❜❡ ❛❝❝❡♣t❡❞✳

❱✳✶✳✷ ■♥t❡❣r❛❧ ❛❝t✐♦♥

❙❡❝♦♥❞ ❝♦♥tr♦❧❧❡r ❛❝t✐♦♥ ✐s t❤❡ ✐♥t❡❣r❛t✐✈❡ ♦♥❡ ❛♥❞ ✐t r❡❧❛t❡s t❤❡ t✐♠❡ ✐♥t❡❣r❛❧ ♦❢
t❤❡ ❡rr♦r e(t) ✇✐t❤ ❛ ❝♦♥st❛♥t KI ✳ ❚❤✐s ❛❝t✐♦♥ ✐s ✐♥t❡♥❞❡❞ ❢♦r ❞❡❧❡t✐♥❣ t❤❡ ❡rr♦r
✐♥ st❡❛❞② st❛t❡✿ ✐♥❞❡❡❞✱ ✐t ❝♦♥t✐♥✉♦✉s❧② ✐♥❝r❡❛s❡s ♦r ❞❡❝r❡❛s❡s u(t) ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦
t❤❡ ❡rr♦r s✐❣♥✱ ❝❤❛r❣✐♥❣ t❤❡ ✐♥t❡❣r❛t♦r ✇❤❡♥ t❤❡ ❡rr♦r ✐s ♣♦s✐t✐✈❡ ❛♥❞ ❞✐s❝❤❛r❣✐♥❣
✐t ✇❤❡♥ ✐t ✐s ♥❡❣❛t✐✈❡ t✐❧❧ t❤❡ ❡rr♦r ✐s ♥✉❧❧✳

KI ♣❛r❛♠❡t❡r ❝❛♥ ❛❧s♦ ❜❡ ❡①♣r❡ss❡❞ ❜② ✐♥tr♦❞✉❝✐♥❣ ❛♥♦t❤❡r ✈❛r✐❛❜❧❡ TI ✇❤✐❝❤
✐s t❤❡ r❡s❡t t✐♠❡✿

KI =
KP

TI

✹✼



❚❤❡ s♠❛❧❧❡r TI ✐s✱ t❤❡ ❣r❡❛t❡r ✇✐❧❧ ❜❡ t❤❡ ✐♥t❡❣r❛❧ ❝♦rr❡❝t✐♦♥ ❜✉t✱ ❛t t❤❡ s❛♠❡ t✐♠❡✱
st❛❜✐❧✐t② ✇✐❧❧ ❞❡❝r❡❛s❡ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❤✐❣❤ ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥s t❤❛t ✇✐❧❧ r✐s❡✳ ❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱
✐♥❝r❡❛s✐♥❣ TI t♦♦ ♠✉❝❤ ✇✐❧❧ ❜r✐♥❣ t♦ t❤❡ ❡❧✐♠✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡❣r❛❧ ❛❝t✐♦♥✳

■♥t❡❣r❛❧ t♦❣❡t❤❡r ✇✐t❤ ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ ❛❝t✐♦♥ ❢♦r♠ t❤❡ P■ ❝♦♥tr♦❧❧❡r✱ ✇❤✐❝❤ ✐s t❤❡
♠♦st ✉s❡❞ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ✐♥❞✉str✐❛❧ ✜❡❧❞✳ ❚❤❛t✬s ❜❡❝❛✉s❡ ✐t ❣✉❛r❛♥t❡❡s ❛
❣♦♦❞ ♣r❡❝✐s✐♦♥ ❛♥❞ r❡s♣♦♥s❡ s♣❡❡❞ ✇✐t❤♦✉t ❧♦s✐♥❣ st❛❜✐❧✐t②✳

❱✳✶✳✸ ❉❡r✐✈❛t✐✈❡ ❛❝t✐♦♥

❚❤✐r❞ ❛❝t✐♦♥ ✐s t❤❡ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡ ♦♥❡ ❛♥❞ ✐t r❡❧❛t❡s t❤❡ t✐♠❡ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡ ♦❢ t❤❡ ❡rr♦r
e(t) ✇✐t❤ ❛ ♣❛r❛♠❡t❡r KD✳ ❆s t❤❡ ♥❛♠❡ s✉❣❣❡sts✱ ✐♥♣✉t s✐❣♥❛❧ ✐s ❞❡r✐✈❡❞ ✐♥ t✐♠❡
❛♥❞ s♦ r❛♣✐❞ ✈❛r✐❛t✐♦♥s ♦❢ e(t) ❛r❡ t❛❦❡♥ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t❀ t❤✐s ❝♦♥tr♦❧❧❡r ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥
tr✐❡s t❤❡♥ t♦ ❛♥t✐❝✐♣❛t❡ t❤❡ ❢✉t✉r❡ ❝♦rr❡❝t✐✈❡ ❛❝t✐♦♥✳

❆s ✐t ❤❛♣♣❡♥s ❢♦r KI ✱ ❛❧s♦ KD ✐s s♦♠❡t✐♠❡s ❡①♣r❡ss❡❞ ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ ❛♥♦t❤❡r
♣❛r❛♠❡t❡r TD✿

KD = KPTD

❚❤✐s ❛❝t✐♦♥ ❝❛♥✬t ❜❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ❛❧♦♥❡ s✐♥❝❡ ✐t ✐♥tr♦❞✉❝❡s ❛ ③❡r♦ ✐♥ t❤❡ ♦r✐❣✐♥
♦❢ t❤❡ s②st❡♠✳ ■❢ ✐t✬s ❛❞❞❡❞ t♦ t❤❡ ♦t❤❡r ❛❝t✐♦♥s✱ ✐ts ❣♦❛❧ ✐s t❤❛t ♦❢ r❡❞✉❝✐♥❣ t❤❡
♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥s ❛r♦✉♥❞ t❤❡ ♦✉t♣✉t ✈❛❧✉❡✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ t❤❡ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡ t❡r♠ ❤❛s t♦ ❜❡
tr❡❛t❡❞ ❝❛r❡❢✉❧❧② s✐♥❝❡ ✐t ❤❛s t❤❡ ❡✛❡❝t t♦ ❛♠♣❧✐❢② t❤❡ ❤✐❣❤ ❢r❡q✉❡♥❝② s✐❣♥❛❧s❀ ❢♦r
t❤✐s r❡❛s♦♥✱ ❛ ✜❧t❡r ♦♥ t❤❡ ✐♥♣✉t ❝❛♥ ❜❡ ❛❞❞❡❞ t♦ t❤✐s t❡r♠✳

❱✳✶✳✹ ❆♥t✐ ✇✐♥❞✲✉♣ t❡❝❤♥✐q✉❡

❆❝t✉❛t♦rs ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ✐♥ ❝♦♥tr♦❧ s②st❡♠s ❛r❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐s❡❞ ❜② s❛t✉r❛t✐♦♥s t♦ ♠❛①✲
✐♠✉♠ ❛♥❞ ♠✐♥✐♠✉♠ ✈❛❧✉❡s✳ ❯s✐♥❣ ❛ ❝♦♥tr♦❧❧❡r ✇✐t❤ ❛♥ ✐♥t❡❣r❛❧ ❛❝t✐♦♥✱ ✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡
t❤❛t t❤❡s❡ ❧✐♠✐ts ❛r❡ r❡❛❝❤❡❞ ❛♥❞ t❤❡ ❛❝t✉❛t♦r ♦✉t♣✉t ❝❛♥✬t ✐♥❝r❡❛s❡ ✭♦r ❞❡❝r❡❛s❡✮
❡✈❡♥ ✐❢ e(t) ✐s♥✬t ♥✉❧❧✳ ❚❤✐s ❞♦❡s♥✬t ❛❧❧♦✇ t❤❡ r❡❣✉❧❛t♦r t♦ ❛❝t ♦♥ t❤❡ s②st❡♠ ❡✈❡♥
✇❤❡♥ t❤❡ ❡rr♦r ❞❡❝r❡❛s❡s ❛♥❞✴♦r ❝❤❛♥❣❡s ✐♥ s✐❣♥❀ ♦♥❧② ✇❤❡♥ u(t) ❝♦♠❡s ❜❛❝❦ t♦
❧✐♥❡❛r✐t② r❛♥❣❡ ✐t ❝❛♥ ✇♦r❦ ❛❣❛✐♥✳ ❚❤✐s ♣❤❡♥♦♠❡♥♦♥ ✐s ❝❛❧❧❡❞ ✐♥t❡❣r❛❧ ✇✐♥❞✲✉♣ ❛♥❞
✐t ❝❛♥ ❜❡ ❛✈♦✐❞❡❞ ❜② ✐♥t❡rr✉♣t✐♥❣ t❤❡ ✐♥t❡❣r❛❧ ❛❝t✐♦♥ ✇❤❡♥ ❛❝t✉❛t♦r s❛t✉r❛t✐♦♥ ✐s
r❡❛❝❤❡❞✳

❆ ♣♦ss✐❜❧❡ s♦❧✉t✐♦♥ t♦ ✐♠♣❧❡♠❡♥t ✐s t❤❛t ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡❣r❛❧ t❡r♠ r❡❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥
✭✜❣✉r❡ ❱✳✷✮✿ t❤❡ s✐❣♥❛❧ ❡♥t❡r✐♥❣ t❤❡ ❛❝t✉❛t♦r ✐s s✉❜tr❛❝t❡❞ t♦ t❤❡ s✐❣♥❛❧ ❡①✐t✐♥❣ ✐t❀
t❤❡ s✉♠ ✐s t❤❡♥ s✉❜tr❛❝t❡❞ t♦ t❤❡ ❡rr♦r e(t) ❛♥❞ ✐s ✉s❡❞ t♦ ❧✐♠✐t t❤❡ ✐♥t❡❣r❛❧ ❛❝t✐♦♥
✐❢ t❤❡ ❛❝t✉❛t♦r s❛t✉r❛t❡s✳ ❆♥♦t❤❡r ♣♦ss✐❜✐❧✐t② ✐s t❤❛t ♦❢ s✇✐t❝❤✐♥❣ ♦✛ t❤❡ ✐♥t❡❣r❛❧
❛❝t✐♦♥✳

✹✽



❋✐❣✉r❡ ❱✳✷✿ ❆♥t✐ ✇✐♥❞✲✉♣ s②st❡♠

❱✳✶✳✺ ●❛✐♥ s❝❤❡❞✉❧✐♥❣

❚❤❡ ♣❧❛♥t t♦ ❜❡ ❝♦♥tr♦❧❧❡❞ ❝❛♥ ❜❡ str♦♥❣❧② ♥♦♥❧✐♥❡❛r ❛♥❞ s♦ ♦♥❧② t❤r❡❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs
❢♦r ❛ P■❉ ❝♦♥tr♦❧❧❡r ❝♦✉❧❞ ❜❡ ♥♦t ❡♥♦✉❣❤ t♦ ❝♦♥tr♦❧ ♣r❡❝✐s❡❧② ❛♥❞✴♦r ✇✐t❤ ❣♦♦❞
♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ t❤❡ s②st❡♠ ✐♥ ❡✈❡r② s✐t✉❛t✐♦♥✳ ■t✬s t❤❡♥ ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❞✐✈✐❞❡ t❤❡ ♣❧❛♥t
✐♥ ♠♦r❡ t❤❛♥ ♦♥❡ ♦♣❡r❛t✐♥❣ ♣♦✐♥t ❛♥❞ t♦ ✐♠♣❧❡♠❡♥t ❛ ❞✐✛❡r❡♥t ❧✐♥❡❛r ❝♦♥tr♦❧❧❡r ❢♦r
❡✈❡r② s✐t✉❛t✐♦♥ ❜② ✉s✐♥❣ ✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥s✳

❱✳✷ ❈♦♥tr♦❧ str❛t❡❣②

▼✐❝r♦✲s❧✐♣ ❝♦♥tr♦❧❧❡r ❤❛s ❜❡❡♥ ❞❡s✐❣♥❡❞ ✇✐t❤ ❛ ♣r❡❞♦♠✐♥❛♥t ❢❡❡❞❢♦r✇❛r❞ ♣❛rt ❛♥❞ ❛
❢❡❡❞❜❛❝❦ ❝♦♠♣❡♥s❛t✐♦♥ ♣❛rt✳ ❚❤❡♦r❡t✐❝❛❧❧②✱ t❤❡ ♦♣❡♥✲❧♦♦♣ ❜r❛♥❝❤ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥tr♦❧❧❡r
s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❡♥♦✉❣❤ t♦ ❝♦♥tr♦❧ ✐♥ t❤❡ ❜❡st ✇❛② t❤❡ st❡❛❞② st❛t❡ ❜❡❤❛✈✐♦✉r ♦❢ t❤❡ s②s✲
t❡♠ s✐♥❝❡ ✐t ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ❣❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ t❡st✐♥❣✳ ❆❝t✉❛❧❧②✱ ✐♠♣r❡❝✐s✐♦♥s
♦❢ t❤❡ ♦♣❡♥✲❧♦♦♣ ♠♦❞❡❧ ❛♥❞ ❞✐st✉r❜❛♥❝❡s ♠❛❦❡ ❛ ❝❧♦s❡❞✲❧♦♦♣ ❝♦rr❡❝t✐♦♥ ♥❡❝❡ss❛r②✳

❋✐rst ♦❢ ❛❧❧✱ ✐❢ t❤❡ ♠✐❝r♦✲s❧✐♣ ❝♦♥tr♦❧❧❡r ✐s s✇✐t❝❤❡❞ ♦♥✱ t❤❡ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ♦❢ t❤❡
❝✉rr❡♥t ❣❡❛r✱ ❡♥❣✐♥❡ t♦rq✉❡ ❛♥❞✱ ✐❢ ♣r❡s❡♥t✱ ❛♥ ❡st✐♠❛t❡ ♦❢ t❤❡ r❡s✐st❛♥t t♦rq✉❡
❛r❡ ✉s❡❞ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❣❡♥❡r❛t❡ ❛ t♦rq✉❡ r❡❢❡r❡♥❝❡ ❢♦r t❤❡ tr❛♥s♠✐tt✐♥❣ ❝❧✉t❝❤✳ ❚❤❡
❣❡♥❡r❛t❡❞ s✐❣♥❛❧ ✐s t❤❡♥ tr❛♥s❢♦r♠❡❞ ✐♥t♦ ❛ ♣r❡ss✉r❡ s✐❣♥❛❧ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ❝❧✉t❝❤
tr❛♥s♠✐ss✐❜✐❧✐t② ✐♥✈❡rs❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝✳ Pr❡ss✉r❡ s✐❣♥❛❧ ✐s ✉s❡❞ t♦ ❣❡♥❡r❛t❡ ❛♥ ♦♣❡♥✲
❧♦♦♣ ❝✉rr❡♥t r❡❢❡r❡♥❝❡ ❢♦r t❤❡ PP❱✱ ❛♥❞ ✐t ✐s s✉♠♠❡❞ t♦ t❤❡ ❝❧♦s❡❞✲❧♦♦♣ ❝✉rr❡♥t
❝♦♠♣❡♥s❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❧❛tt❡r ✐s ❝♦♠♣✉t❡❞ t❤r♦✉❣❤ ❛ P■❉ ❝♦♥tr♦❧ ♦❢ t❤❡ s❧✐♣ s♣❡❡❞
❡rr♦r✳

✹✾



❋✐❣✉r❡ ❱✳✸✿ ▼✐❝r♦✲s❧✐♣ ❝♦♥tr♦❧❧❡r s❝❤❡♠❡

❱✳✷✳✶ ▼✐❝r♦✲s❧✐♣ st❛t❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥

▼✐❝r♦✲s❧✐♣ ❝♦♥tr♦❧❧❡r ✐s s✉♣♣♦s❡❞ t♦ ✇♦r❦ ❡✈❡r② t✐♠❡ ♥♦ tr❛♥s✐❡♥t ❡✈❡♥t ✐s ✐♥
♣r♦❣r❡ss✳ ❚❤✐s ♠❡❛♥s t❤❛t t❤❡ s②st❡♠ ❝♦✉❧❞ ❧✐❡ ✐♥ t✇♦ st❛t❡s✿ ♠✐❝r♦✲s❧✐♣ st❛t❡
❛♥❞ tr❛♥s✐❡♥t ❡✈❡♥t st❛t❡❀ t❤❡ ❧❛tt❡r ✐♥❝❧✉❞❡s ❛❧❧ t❤❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ❤✐❣❤ ♣♦✇❡r ❡✈❡♥ts
✭♠❛✐♥❧② ❧❛✉♥❝❤ ❛♥❞ ❣❡❛r s❤✐❢ts✮✳

❚❤❡ ❧♦❣✐❝ t❤❛t ❞❡❝✐❞❡s ✇❤❡t❤❡r t♦ ❜❡ ✐♥ ♠✐❝r♦✲s❧✐♣ st❛t❡ ♦r ♥♦t ❝❛♥ ❜❡ s②♥t❤❡✲
s✐③❡❞ ✐♥ t❤✐s ✇❛②✿ ✐❢ t❤❡ ❣❡❛r s❤✐❢t ❡✈❡♥t ❤❛s ❡♥❞❡❞✱ s❧✐♣ ✐s ❜❡❧♦✇ ❛ ❝❡rt❛✐♥ t❤r❡s❤♦❧❞
✭❣r❡❛t❡r t❤❛♥ s❧✐♣ r❡❢❡r❡♥❝❡✮ ❛♥❞ t♦rq✉❡ ♦♥ t❤❡ ♦✛❣♦✐♥❣ ❝❧✉t❝❤ ✐s ♥✉❧❧✱ t❤❡♥ t❤❡ s②s✲
t❡♠ ❝❛♥ ❜❡ ♠✐❝r♦✲s❧✐♣ ❝♦♥tr♦❧❧❡❞❀ ♦t❤❡r✇✐s❡✱ ❝❧✉t❝❤❡s ❤❛✈❡ t♦ ❜❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡❞ ❛s
t❤❡ tr❛♥s✐❡♥t ❡✈❡♥t r❡q✉✐r❡✳

❋✐❣✉r❡ ❱✳✹✿ ▼✐❝r♦✲s❧✐♣ ❝♦♥tr♦❧❧❡r st❛t❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥

■❢ t❤❡ ❝♦♥tr♦❧❧❡r ✐s s✉✣❝✐❡♥t❧② ♣r❡❝✐s❡ ❛♥❞ st❛❜❧❡ ❛♥❞ t❤❡ s❧✐♣ t❤r❡s❤♦❧❞ ✐s ❝❤♦s❡♥
♣r♦♣❡r❧②✱ ♦♥❝❡ t❤❡ s②st❡♠ ❡♥t❡rs t❤❡ ♠✐❝r♦✲s❧✐♣ ♣❤❛s❡ ❝❛♥ ♦♥❧② ❡①✐t ✐t ✇❤❡♥ ❛ ❣❡❛r
s❤✐❢t ❡✈❡♥t st❛rts✳

❱✳✷✳✷ ❚♦rq✉❡ r❡❢❡r❡♥❝❡ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥

❲❤❡♥ ♠♦❞❡❧❧✐♥❣ t❤❡ s❧✐♣ ♣❤❛s❡ ♦❢ t❤❡ ❉❈❚ ❞r✐✈❡❧✐♥❡✱ t❤❡ s②st❡♠ ❤❛s ❜❡❡♥ ❞✐✈✐❞❡❞
✐♥t♦ t✇♦ ♣❛rts✿ ❡♥❣✐♥❡ ❛♥❞ ✈❡❤✐❝❧❡ ❞②♥❛♠✐❝s✳ ❘❡❝❛❧❧✐♥❣ ❡q✉❛t✐♦♥s ✭■■✳✹✮ ❛♥❞ ✭■■✳✼✮✱
✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ r❡❛rr❛♥❣❡ t❤❡♠ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❣❡♥❡r❛t❡ ❛ t♦rq✉❡ r❡❢❡r❡♥❝❡ s✐❣♥❛❧ ❢♦r
t❤❡ tr❛♥s♠✐tt✐♥❣ ❝❧✉t❝❤✳

✺✵



❆s ♠❡♥t✐♦♥❡❞ ❜❡❢♦r❡✱ t❤❡ ✐❞❡❛ ✐s t❤❛t ♦❢ ❦❡❡♣✐♥❣ ❛ ❝♦♥st❛♥t s❧✐♣ s♣❡❡❞✿ t❤✐s
♠❡❛♥s t❤❛t ✐♥ st❡❛❞② st❛t❡ ❛♥❣✉❧❛r ❛❝❝❡❧❡r❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ t✇♦ s❤❛❢ts ✐♥✈♦❧✈❡❞ ✭ω̇eng

❛♥❞ ω̇p✮ ♠✉st ❤❛✈❡ t❤❡ s❛♠❡ r❛t❡ ♦❢ ❝❤❛♥❣❡✳ ❋♦r t❤✐s ♣✉r♣♦s❡✱ ✐♥ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭■■✳✼✮
t❤❡ ❞❡❣r❡❡ ♦❢ ❢r❡❡❞♦♠ s❤♦✉❧❞ ❜❡ ♠♦❞✐✜❡❞ ❢r♦♠ ωout t♦ ωp✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ❡q✉❛t✐♥❣
ω̇eng ❛♥❞ ω̇p✱ t❤❡ r❡❢❡r❡♥❝❡ ❝❧✉t❝❤ t♦rq✉❡ ❢♦r ♠✐❝r♦✲s❧✐♣ ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞✳

▼♦r❡♦✈❡r✱ s✐♥❝❡ t❤❡ ♠✐❝r♦✲s❧✐♣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐s ✐♥t❡♥❞❡❞ t♦ r❡♣❧❛❝❡ t❤❡ ♥♦ s❧✐♣ ♣❤❛s❡✱
✐t✬s ❡❛s✐❡r t♦ ❝♦♥s✐❞❡r✱ ❛s ❛❧r❡❛❞② ❞♦♥❡ ✐♥ ♥♦ s❧✐♣ ♠♦❞❡❧❧✐♥❣ ✭s❡❝t✐♦♥ ■■✳✶✮✱ t❤❡ t✇♦
❣❡❛rs s❡♣❛r❛t❡❧②✳

❋✐rst ❣❡❛r t♦rq✉❡ r❡❢❡r❡♥❝❡ ❲❤❡♥ ✐t✬s r❡q✉✐r❡❞ t♦ ♠✐❝r♦✲s❧✐♣ ❝♦♥tr♦❧ t❤❡ ♦❞❞
❣❡❛r ❝❧✉t❝❤✱ r❡❢❡r❡♥❝❡ t♦rq✉❡ ✐s t❤❡♥ ❣✐✈❡♥ ❜②✿

τk1 =
1

1 + Jeng
Jtot1

(τeng − τk2(1 +
i2o2
i1o1

Jeng
Jtot1

) +
Jeng
Jtot1

τres
i1o1

) ✭❱✳✷✮

✇❤❡r❡ Jtot1 = Jeng + Jp1 + Jp2
i22o

2
2

i21o
2
1

+
Js1
i21

+ Js2
o22
i21o

2
1

+ Jout
i21o

2
1

+Mveh
R2
wh

i21o
2
1
✐s t❤❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t

t♦t❛❧ ✐♥❡rt✐❛ r❡❢❡rr❡❞ t♦ t❤❡ ✜rst ♣r✐♠❛r② s❤❛❢t✳

❙❡❝♦♥❞ ❣❡❛r t♦rq✉❡ r❡❢❡r❡♥❝❡ ❲❤❡♥ ✐t✬s r❡q✉✐r❡❞ t♦ ♠✐❝r♦✲s❧✐♣ ❝♦♥tr♦❧ t❤❡
❡✈❡♥ ❣❡❛r ❝❧✉t❝❤ ✐♥st❡❛❞✱ r❡❢❡r❡♥❝❡ t♦rq✉❡ ✐s ❡①♣r❡ss❡❞ ❛s✿

τk2 =
1

1 + Jeng
Jtot2

(τeng − τk1(1 +
i1o1
i2o2

Jeng
Jtot2

) +
Jeng
Jtot2

τres
i2o2

) ✭❱✳✸✮

✇❤❡r❡ Jtot2 = Jeng + Jp1
i21o

2
1

i22o
2
2

+ Jp2 + Js1
o21
i22o

2
2

+
Js2
i22

+ Jout
i22o

2
2

+Mveh
R2
wh

i22o
2
2
✳

❱✳✷✳✸ P■❉ ❝♦♠♣❡♥s❛t♦r

❚❤❡ ❢❡❡❞❜❛❝❦ ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ❝♦♥tr♦❧❧❡r✱ ❛s ❛♥t✐❝✐♣❛t❡❞✱ ♦♥❧② ♣r♦✈✐❞❡s ❛♥ ❡rr♦r ❝♦rr❡❝✲
t✐♦♥ t♦ t❤❡ ❢❡❡❞❢♦r✇❛r❞ ❜r❛♥❝❤✳ ❋♦r t❤✐s ♣✉r♣♦s❡✱ ❛ s✐♠♣❧❡ P■ ❝♦♥tr♦❧❧❡r ✐s ❡♥♦✉❣❤
t♦ r❡❛❝❤ ❛ ❣♦♦❞ tr❛❝❦✐♥❣ ♦❢ t❤❡ s❧✐♣ r❡❢❡r❡♥❝❡ s✐❣♥❛❧✳

❉✉r✐♥❣ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ✐t ❤❛s ❜❡❡♥ ♥♦t❡❞ t❤❛t s②st❡♠ ❞②♥❛♠✐❝s ❝❤❛♥❣❡ ✇❤❡t❤❡r
t❤❡ t♦rq✉❡ r❡❢❡r❡♥❝❡ ✐s ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ♦r ❞❡❝r❡❛s✐♥❣✳ ❆s ❛ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ t❤✐s✱ ❜♦t❤
t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ♦❢ t❤❡ ❝♦♥tr♦❧❧❡r ✭P ❛♥❞ ■✮ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❣❛✐♥ s❝❤❡❞✉❧❡❞ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦
t❤❡ t♦rq✉❡ r❡❢❡r❡♥❝❡ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡ ❜❡✐♥❣ ♣♦s✐t✐✈❡ ♦r ♥❡❣❛t✐✈❡✳

▼♦r❡♦✈❡r ❛♥ ❛♥t✐ ✇✐♥❞✲✉♣ s②st❡♠ ❤❛s ❜❡❡♥ ❛❞❞❡❞ t♦ t❤❡ ❝♦♥tr♦❧❧❡r ✐♥ ♦r❞❡r t♦
❛✈♦✐❞ t❤❡ s❛t✉r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❛❝t✉❛t♦r✳

✺✶



❱✳✸ ❙✐♠✉❧✐♥❦ ♠♦❞❡❧

❉r✐✈❡❧✐♥❡ ❙✐♠✉❧✐♥❦ ♠♦❞❡❧ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ♠✐❝r♦✲s❧✐♣ ❝♦♥tr♦❧ ✐s r❡♣♦rt❡❞ ✐♥ ✜❣✉r❡ ❱✳✺✳ ❇❛✲
s✐❝❛❧❧②✱ ❝♦♥tr♦❧❧❡r ❛♥❞ ❛❝t✉❛t✐♦♥ s②st❡♠s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❛❞❞❡❞ t♦ t❤❡ s❧✐♣ ♣❤❛s❡ ♠♦❞❡❧
❞❡s✐❣♥❡❞ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ■■✳✸✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ ♠♦❞❡❧❧✐♥❣ ✇❛s ❛❧s♦ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ tr❛♥s♠✐s✲
s✐❜✐❧✐t② ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ ✭❛❝t✉❛t♦r ♣r❡ss✉r❡✱ s❧✐♣ s♣❡❡❞ → ❝❧✉t❝❤ t♦rq✉❡✮ ❦♥♦✇♥ ❢r♦♠
t❡st✐♥❣✳

▼✐❝r♦✲s❧✐♣ ❝♦♥tr♦❧❧❡r ✐s ❝♦♠♣♦s❡❞ ❜② t✇♦ ❜❧♦❝❦s✿ ♦♥❡ ❢♦r t❤❡ t♦rq✉❡ r❡❢❡r❡♥❝❡
❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ❛♥❞ ♦♥❡ t❤❛t ✐♥❝❧✉❞❡s t❤❡ ♠✐❝r♦✲s❧✐♣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ P■❉
r❡❣✉❧❛t♦r✳ ❚❤❡ ✜rst ❜❧♦❝❦ ❢❡❡❞s t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♦♥❡ ✇✐t❤ t❤❡ ♦♣❡♥✲❧♦♦♣ r❡❢❡r❡♥❝❡ t♦rq✉❡
t♦ ♠✐❝r♦✲s❧✐♣ ❝♦♥tr♦❧ t❤❡ ❝❧✉t❝❤✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♦♥❡✱ ✇❤✐❝❤ ❛❧s♦ ❣❡ts t❤❡ r❡❢❡r❡♥❝❡
s❧✐♣ s♣❡❡❞ ❛s ✐♥♣✉t✱ ❢❡❡❞s t❤❡ ✈❛❧✈❡ ✇✐t❤ t❤❡ ❝✉rr❡♥t s✐❣♥❛❧ ❢♦r t❤❡ s♦❧❡♥♦✐❞✳

❚❤❡ ❝♦♥tr♦❧❧❡r ✐s ✐♥t❡♥❞❡❞ t♦ ✇♦r❦ ❛t ❛♥② t✐♠❡ ❡①❝❡♣t ❢♦r t❤❡ ✇❤♦❧❡ ❞✉r❛t✐♦♥
♦❢ tr❛♥s✐❡♥t ❡✈❡♥ts✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✐t ✇❛s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❞❡s✐❣♥ ✐t ✇✐t❤ ❛ ✧✈❡❝t♦r✐❛❧✧ ❛♣✲
♣r♦❛❝❤ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ✷ ❞✐✛❡r❡♥t ❣❡❛rs✱ ♠❛❦✐♥❣ ✐t s✉✐t❛❜❧❡ ❢♦r ❝♦♠♠❛♥❞✐♥❣ ❜♦t❤ t❤❡
PP❱s✳ ❇② t❤❡ ✇❛②✱ ❛❝t✉❛❧❧② t❤❡ t✇♦ ❝❧✉t❝❤❡s ❤❛✈❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❣❡♦♠❡tr✐❝ ❝❤❛r❛❝t❡r✐s✲
t✐❝s ❛♥❞ s♦ t❤❡② r❡q✉✐r❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❛❝t✉❛t✐♦♥ ♣r❡ss✉r❡s ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ♦❜t❛✐♥ t❤❡ s❛♠❡
❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ❛♥❞ s♦ ❝♦♥tr♦❧❧❡rs ❤❛✈❡ t♦ ❜❡ s♣❧✐t✳
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❋✐❣✉r❡ ❱✳✼✿ ▼✐❝r♦✲s❧✐♣ ✲ P■❉ ❝♦♥tr♦❧❧❡r ❛♥❞ st❛t❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥

✺✺



❱✳✹ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥ r❡s✉❧ts

❙✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❝❛rr✐❡❞ ♦✉t ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ✈❛❧✐❞❛t❡ t❤❡ ❡✛❡❝t✐✈❡♥❡ss ♦❢ t❤❡
❝♦♥tr♦❧❧❡r✳ ❚❤❡ ✐❞❡❛ ✇❛s t❤❛t ♦❢ ❢❡❡❞✐♥❣ t❤❡ ❞r✐✈❡❧✐♥❡ ✇✐t❤ t❤❡ s❛♠❡ ✐♥♣✉t t♦rq✉❡s
✉s❡❞ ✐♥ ♥♦ s❧✐♣ ❝❛s❡ ✭✜❣✉r❡ ■■✳✺✮✱ ❜✉t ❝♦rr❡❝t❡❞ ❜② ♠✐❝r♦✲s❧✐♣ ❝♦♥tr♦❧❧❡r ❛❝t✐♦♥✳

❆s ❛❧r❡❛❞② s❛✐❞✱ ❞r✐✈❡❧✐♥❡ ✐s ♠✐❝r♦✲s❧✐♣ ❝♦♥tr♦❧❧❡❞ ❡✈❡r② t✐♠❡ ♥♦ tr❛♥s✐❡♥t ❡✈❡♥t
✐s ✐♥ ♣r♦❣r❡ss✳ ▼✐❝r♦✲s❧✐♣ ❝♦♥tr♦❧❧❡r ✐s ❡♥❛❜❧❡❞ ♦r ❞✐s❛❜❧❡❞ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ♠✐❝r♦✲s❧✐♣
❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❜✐t✱ ✇❤✐❝❤ r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ st❛t❡ ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ❱✳✷✳✶✳

❋✐❣✉r❡ ❱✳✽✿ ❇✐t ❢♦r ❡♥❛❜❧✐♥❣ ♠✐❝r♦✲s❧✐♣ ❝♦♥tr♦❧

❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ❞✉r✐♥❣ ❧❛✉♥❝❤ ❛♥❞ ❣❡❛r s❤✐❢ts✱ t❤❡ s❛♠❡ ❝❧✉t❝❤ t♦rq✉❡ s✐❣♥❛❧s ❛s ✐♥ ♥♦
s❧✐♣ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ✉s❡❞✳ ❉✉r✐♥❣ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ♣♦✇❡r ❞r✐✈✐♥❣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✱ ❝❧✉t❝❤
t♦rq✉❡ ✐s s✇✐t❝❤❡❞ t♦ t❤❡ ♠✐❝r♦✲s❧✐♣ ❝♦♥tr♦❧❧❡❞ ♦♥❡ ✭✇❤✐❝❤ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ ❛❝t✉❛t♦r
♣r❡ss✉r❡ ❛♥❞ ❝✉rr❡♥t s❧✐♣ s♣❡❡❞✮✳

❋✐❣✉r❡ ❱✳✾✿ ❊♥❣✐♥❡ ❛♥❞ ❝❧✉t❝❤❡s t♦rq✉❡s ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ t❤❡ ❞r✐✈❡❧✐♥❡

❙✐♠✉❧❛t✐♦♥ r❡s✉❧ts ✐♥ t❡r♠s ♦❢ s❤❛❢ts s♣❡❡❞s s❤♦✇ t❤❛t t❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦✉r ♦❢ t❤❡

✺✻



❞r✐✈❡❧✐♥❡ ✐s t❤❡ s❛♠❡ ♦❢ t❤❡ ♥♦ s❧✐♣ ❝❛s❡ ✭✜❣✉r❡ ■■✳✼✮ ❜✉t ✇✐t❤ ❛♥ ♦✛s❡t ❜❡t✇❡❡♥
❡♥❣✐♥❡ ❛♥❞ ♣r✐♠❛r② s❤❛❢t s♣❡❡❞✳

❋✐❣✉r❡ ❱✳✶✵✿ ❊♥❣✐♥❡ ❛♥❞ ♣r✐♠❛r② s❤❛❢ts s♣❡❡❞s

❋✐❣✉r❡ ❱✳✶✶✿ ❈❧✉t❝❤❡s ❞✐ss✐♣❛t❡❞ ♣♦✇❡r
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❚❤❡ s❛♠❡ ❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥s ❝❛♥ ❜❡ ♠❛❞❡ ❢♦r ❢r✐❝t✐♦♥ ♣♦✇❡r ❞✐ss✐♣❛t❡❞✳ ■♥❞❡❡❞✱
❞✐✛❡r❡♥t❧② ❢r♦♠ ✇❤❛t ❤❛♣♣❡♥s ✐♥ t❤❡ ♥♦ s❧✐♣ ❝❛s❡ ✭✜❣✉r❡ ■■✳✽✮✱ ❡✈❡♥ ✇❤❡♥ t❤❡ ❤✐❣❤
♣♦✇❡r ❡✈❡♥t ❤❛s ❡♥❞❡❞✱ ❛ s♠❛❧❧ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ❢r✐❝t✐♦♥ ♣♦✇❡r ✐s ❞✐ss✐♣❛t❡❞ ❜❡❝❛✉s❡ ♦❢
t❤❡ ♠✐❝r♦✲s❧✐♣ ❝♦♥tr♦❧ ♦❢ t❤❡ ❝❧✉t❝❤❡s✳

▼✐❝r♦✲s❧✐♣ ❝♦♥tr♦❧❧❡r ❤❛s ❜❡❡♥ ❞❡s✐❣♥❡❞ t♦ ✇♦r❦ ♠❛✐♥❧② r❡❧②✐♥❣ ♦♥ ✐ts ♦♣❡♥✲❧♦♦♣
❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ♦❢ t❤❡ s②st❡♠✱ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❢❡❡❞❜❛❝❦ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦♥❧② t♦ ✐♠♣r♦✈❡ ♣r❡❝✐s✐♦♥✳
❚❤✐s ✐s ❝❧❡❛r❧② ✈✐s✐❜❧❡ ✐♥ ✜❣✉r❡ ❱✳✶✷✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ t✇♦ ✐♥♣✉t ❝✉rr❡♥t ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ♦♥
t❤❡ ✈❛❧✈❡ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ s❤♦✇♥✳

❋✐❣✉r❡ ❱✳✶✷✿ ❉✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ ❖▲ ❛♥❞ ❈▲ ❝✉rr❡♥t ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥

❖♥❝❡ ✈❡r✐✜❡❞ t❤❛t ❝♦♥tr♦❧❧❡r ❛❝t✉❛❧❧② ✇♦r❦s✱ ✐ts ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❝❛♥ ❜❡ ❝❤❡❝❦❡❞✳
❘❡❢❡r❡♥❝❡ s❧✐♣ s♣❡❡❞ ✐s ✜①❡❞ t♦ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ✷✺r♣♠ ✐♥ t❤❡s❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s❀ ❛❝t✉❛❧❧②✱
t❤✐s ✈❛❧✉❡ ❝❛♥ ✈❛r② ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡ ❝❧✉t❝❤ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❛♥❞ ♦t❤❡r ♣❛✲
r❛♠❡t❡rs✳ ❋✐❣✉r❡ ❱✳✶✸ s❤♦✇s ❤♦✇ t❤❡ s②st❡♠ tr❛❝❦s t❤❡ r❡❢❡r❡♥❝❡ s❧✐♣ s♣❡❡❞ ✐♥
♥♦r♠❛❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✭t❤♦s❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜❡❢♦r❡✮✳

▼♦r❡♦✈❡r✱ ♦t❤❡r ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ t❡st❡❞✳ ❋✐rst ♦❢ ❛❧❧✱ ❝♦♥tr♦❧❧❡r ♣❡r❢♦r✲
♠❛♥❝❡ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❝❤❡❝❦❡❞ ✇❤❡♥ ♥♦ ❢❡❡❞❜❛❝❦ ❛❝t✐♦♥ ✐s ♣r❡s❡♥t ✭✜❣✉r❡ ❱✳✶✹✮❀ ✐♥ t❤✐s
❝❛s❡✱ s②st❡♠ r❡s♣♦♥s❡ ✐s st✐❧❧ st❛❜❧❡ ❜✉t ❧❡ss ♣r❡❝✐s❡ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ ✐❞❡❛❧ ❜❡❤❛✈✐♦✉r✳
❚❤❡♥✱ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ♦♥ r❡s✐st❛♥t t♦rq✉❡ ❤❛s ❜❡❡♥ r❡♠♦✈❡❞ ❢r♦♠ t♦rq✉❡ r❡❢❡r❡♥❝❡ ❣❡♥✲
❡r❛t♦r ✭✜❣✉r❡ ❱✳✶✺✮✳ ■♥❞❡❡❞✱ Tres ❡♥t❡rs t❤❡ s②st❡♠ ❛s ❛ ❞✐st✉r❜❛♥❝❡ ❛♥❞ ✐t ✐s♥✬t
♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❤❛✈❡ ❛ ♣❡r❢❡❝t ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ♦❢ ✐t❀ ❜② t❤❡ ✇❛② ✐t ❝❛♥ ❜❡ ❡st✐♠❛t❡❞ ✐♥ ❛
q✉✐t❡ ❛❝❝✉r❛t❡ ✇❛②✳ ❙✉♣♣♦s✐♥❣ ✐t ✉♥❦♥♦✇♥ ❛t ❛❧❧✱ ❢❡❡❞❜❛❝❦ ❛❝t✐♦♥ t❛❦❡s ❝❛r❡ ♦❢
❝♦♠♣❡♥s❛t❡ t❤✐s t❡r♠ ✐♥✢✉❡♥❝❡✱ s❤♦✇✐♥❣ t♦ ❜❡ r♦❜✉st✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ❛ ❞✐✛❡r❡♥t ❡♥❣✐♥❡
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t♦rq✉❡ ❤❛s ❜❡❡♥ ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ t❤❡ s②st❡♠ ✐♥ ❛ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ r❛♥❣❡ ✭✜❣✉r❡ ❱✳✶✻✮✳ ■♥ t❤✐s
s✐t✉❛t✐♦♥✱ ❡♥❣✐♥❡ t♦rq✉❡ ❤❛s ♥♦ ♠♦r❡ ❜❡❡♥ t❛❦❡♥ ❛s ✐t ✇❛s ❝♦♥st❛♥t ✭❜❧❛❝❦ ❧✐♥❡ ✇❛s
t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ❡♥❣✐♥❡ t♦rq✉❡ s✐❣♥❛❧✮ ❜✉t ✇✐t❤ r❛♣✐❞❧② ❝❤❛♥❣✐♥❣ s❧♦♣❡✳
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❱■

❙✐♠✉❧❛t✐♦♥ r❡s✉❧ts

❆❢t❡r ❤❛✈✐♥❣ ♠♦❞❡❧❧❡❞ ❛♥❞ s✐♠✉❧❛t❡❞ ❡❛❝❤ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ♦❢ t❤❡ s②st❡♠✱ t❤❡② ❝❛♥
❜❡ ♣✉t t♦❣❡t❤❡r ✭❧♦✇ ♣r❡ss✉r❡ ❤②❞r❛✉❧✐❝ ❝✐r❝✉✐t ❛♥❞ ❧✉❜r✐❝❛t✐♦♥ ❝♦♥tr♦❧❧❡r ❤❛✈❡
❜❡❡♥ ❛❞❞❡❞ t♦ t❤❡ ♠✐❝r♦✲s❧✐♣ ❝♦♥tr♦❧❧❡❞ ❉❈❚ ❞r✐✈❡❧✐♥❡✮ ❛♥❞ ✜♥❛❧❧② ❧✉❜r✐❝❛t✐♦♥
❝♦♥tr♦❧ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❝❛♥ ❜❡ ❝❤❡❝❦❡❞ ❛♥❞ ✐♠♣r♦✈❡❞ ❜② t✉♥✐♥❣ t❛❜❧❡s ❛♥❞ ❝♦♥tr♦❧❧❡r
♣❛r❛♠❡t❡rs✳ ■♥♣✉t t♦rq✉❡ s✐❣♥❛❧s ❛r❡ t❤❡ s❛♠❡ ✉s❡❞ ✐♥ ♣r❡✈✐♦✉s s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❛♥❞
s♦ ❛r❡ ❛❧s♦ t❤❡ ♦✉t♣✉ts ✐♥ t❡r♠s ♦❢ s♣❡❡❞s ❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡ ♦❢ ❢r✐❝t✐♦♥ ♣♦✇❡rs✳

❚❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦✉r ♦❢ t❤❡ ♠✐❝r♦✲s❧✐♣ ❝♦♥tr♦❧❧❡❞ s②st❡♠ ✇✐t❤ ❛♥ ❡♥❡r❣②✲❜❛s❡❞ ❛❢t❡r✲
❝♦♦❧✐♥❣ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s r❡♣♦rt❡❞ ✐♥ ✜❣✉r❡s ❱■✳✶ ❛♥❞ ❱■✳✷✳

❋✐❣✉r❡ ❱■✳✶✿ ❖✐❧ ✢♦✇ r❡q✉✐r❡❞ ✈s ❝❧✉t❝❤ ♣♦✇❡r ❞✐ss✐♣❛t❡❞

✻✹



❋✐❣✉r❡ ❱■✳✷✿ ❖✐❧ ♠❡❛♥ ❛♥❞ ❝❧✉t❝❤❡s t❡♠♣❡r❛t✉r❡

❚❤❡r♠❛❧ ❜❡❤❛✈✐♦✉r ✐s ❛❧♠♦st s✐♠✐❧❛r t♦ t❤❛t s❤♦✇♥ ✐♥ ✜❣✉r❡ ■❱✳✽ ❛♥❞ ■❱✳✾✱
✇❤❡r❡ ♥♦ s❧✐♣ ❉❈❚ ❞r✐✈❡❧✐♥❡ ❤❛s ❜❡❡♥ t❡st❡❞✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✐t✬s ✐♥t❡r❡st✐♥❣ t♦ ❡✈❛❧✉❛t❡
❤♦✇ ♠✐❝r♦✲s❧✐♣✬s ♣❡rs✐st❡♥t ♣♦✇❡r ❞✐ss✐♣❛t✐♦♥ ✐♥✢✉❡♥❝❡s t❤❡ ✐♥❝r❡❛s❡ ✐♥ ❝❧✉t❝❤❡s
✐♥t❡r❢❛❝❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡✳ ❆s ✐t ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ ✐♥ ✜❣✉r❡ ❱■✳✸✱ ❝♦♠♠❛♥❞❡❞ ♦✐❧ ✢♦✇ ✭✉s✐♥❣
t❤❡ ❡♥❡r❣②✲❜❛s❡❞ ❛❢t❡r✲❝♦♦❧✐♥❣ ❛♣♣r♦❛❝❤✮ r❡s✉❧ts t♦ ❜❡ ♠♦r❡ ♦r ❧❡ss t❤❡ s❛♠❡❀ t❤❛t✬s
❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ s❛♠❡ ❝♦♥tr♦❧❧❡r ✇✐t❤ t❤❡ s❛♠❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛♥❞ ❧♦♦❦✲✉♣ t❛❜❧❡s ❤❛s ❜❡❡♥
✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ t♦ ❧✉❜r✐❝❛t❡ t❤❡ t✇♦ ❞✐✛❡r❡♥t ❞r✐✈❡❧✐♥❡s ❛♥❞ t❤❡ ❞✐ss✐♣❛t❡❞ ♣♦✇❡r
❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✐s ❧♦✇✳ ❋♦r ✇❤❛t ❝♦♥❝❡r♥s t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ✐♥st❡❛❞✱ ✐t ❝❛♥ ❜❡ ❝❧❡❛r❧② ♥♦t✐❝❡❞
t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ t✇♦ ❞r✐✈❡❧✐♥❡s✳ ■♥❞❡❡❞✱ ✇❤❡♥ ♠✐❝r♦✲s❧✐♣ ❝♦♥tr♦❧❧❡❞ t❤❡
s②st❡♠ t❛❦❡s ♠♦r❡ t✐♠❡ t♦ ❜r✐♥❣ t❤❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❜❛❝❦ t♦ ❛ ❧♦✇ ✈❛❧✉❡ ❜❡❝❛✉s❡ ♦❢
t❤❡ ❝♦♥st❛♥t ♣♦✇❡r ❞✐ss✐♣❛t✐♦♥ ❛♥❞ s♦ ❝❧✉t❝❤❡s ✐♥t❡r❢❛❝❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡s r❡s✉❧t t♦ ❜❡
❛✈❡r❛❣❡❧② ❤✐❣❤❡r✳

✻✺



✭❛✮ ❖✐❧ ✢♦✇

✭❜✮ ❋✐rst ❝❧✉t❝❤ ✐♥t❡r❢❛❝❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡

✭❝✮ ❙❡❝♦♥❞ ❝❧✉t❝❤ ✐♥t❡r❢❛❝❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡

❋✐❣✉r❡ ❱■✳✸✿ ▼✐❝r♦✲s❧✐♣ ❝♦♥tr♦❧❧❡❞ ✭r❡❞ ❝✉r✈❡s✮ ✈s ♥♦ s❧✐♣ ❝♦♥tr♦❧❧❡❞ ✭❜❧❛❝❦ ❝✉r✈❡s✮
❉❈❚ ❧✉❜r✐❝❛t✐♦♥ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ r❡s✉❧ts

✻✻



◆♦♠❡♥❝❧❛t✉r❡

ωeng ❊♥❣✐♥❡ s❤❛❢t s♣❡❡❞

ωout ❖✉t♣✉t s❤❛❢t s♣❡❡❞

ωp1 ❋✐rst ❝❧✉t❝❤ ♣r✐♠❛r② s❤❛❢t s♣❡❡❞

ωp2 ❙❡❝♦♥❞ ❝❧✉t❝❤ ♣r✐♠❛r② s❤❛❢t s♣❡❡❞

ωs1 ❋✐rst ❝❧✉t❝❤ s❡❝♦♥❞❛r② s❤❛❢t s♣❡❡❞

ωs2 ❙❡❝♦♥❞ ❝❧✉t❝❤ s❡❝♦♥❞❛r② s❤❛❢t s♣❡❡❞

ρoil ❖✐❧ ❞❡♥s✐t②

τeng ❊♥❣✐♥❡ t♦rq✉❡

τk1 ❋✐rst ❝❧✉t❝❤ t♦rq✉❡

τk2 ❙❡❝♦♥❞ ❝❧✉t❝❤ t♦rq✉❡

τres ❘❡s✐st❛♥t t♦rq✉❡

aveh ❱❡❤✐❝❧❡ ❛❝❝❡❧❡r❛t✐♦♥

cpk1 ❋✐rst ❝❧✉t❝❤ s♣❡❝✐✜❝ ❤❡❛t

cpk2 ❙❡❝♦♥❞ ❝❧✉t❝❤ s♣❡❝✐✜❝ ❤❡❛t

cpoil ❖✐❧ s♣❡❝✐✜❝ ❤❡❛t

Jeng ❊♥❣✐♥❡ s❤❛❢t ✐♥❡rt✐❛

Jout ❖✉t♣✉t s❤❛❢t ✐♥❡rt✐❛

Jp1 ❋✐rst ❝❧✉t❝❤ ♣r✐♠❛r② s❤❛❢t ✐♥❡rt✐❛

Jp2 ❙❡❝♦♥❞ ❝❧✉t❝❤ ♣r✐♠❛r② s❤❛❢t ✐♥❡rt✐❛

✻✼



Js1 ❋✐rst ❝❧✉t❝❤ s❡❝♦♥❞❛r② s❤❛❢t ✐♥❡rt✐❛

Js2 ❙❡❝♦♥❞ ❝❧✉t❝❤ s❡❝♦♥❞❛r② s❤❛❢t ✐♥❡rt✐❛

koil,k1 ❖✐❧ t♦ ✜rst ❝❧✉t❝❤ t❤❡r♠❛❧ ❝♦♥❞✉❝t✐✈✐t②

koil,k2 ❖✐❧ t♦ s❡❝♦♥❞ ❝❧✉t❝❤ t❤❡r♠❛❧ ❝♦♥❞✉❝t✐✈✐t②

mk1 ❋✐rst ❝❧✉t❝❤ ♠❛ss

mk2 ❙❡❝♦♥❞ ❝❧✉t❝❤ ♠❛ss

Mveh ❱❡❤✐❝❧❡ ♠❛ss

Qoil ❖✐❧ ✢♦✇

Tk1 ❋✐rst ❝❧✉t❝❤ t❡♠♣❡r❛t✉r❡

Tk2 ❙❡❝♦♥❞ ❝❧✉t❝❤ t❡♠♣❡r❛t✉r❡

Toil,in ❖✐❧ ✐♥✐t✐❛❧ t❡♠♣r❛t✉r❡

Toil,out ❖✐❧ ✜♥❛❧ t❡♠♣r❛t✉r❡

Tsump ❙✉♠♣ t❡♠♣❡r❛t✉r❡

vveh ❱❡❤✐❝❧❡ s♣❡❡❞
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❇✐❜❧✐♦❣r❛♣❤②

❬✶❪ ✇✇✇✳✇✐❦✐♣❡❞✐❛✳♦r❣

❬✷❪ ✇✇✇✳❤♦✇st✉✛✇♦r❦s✳❝♦♠

❬✸❪ ❖❧✐✈✐✱ ❉❛✈✐❞❡ ✭✷✵✶✸✮✱ ❉❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ♦❢ ❝♦♥tr♦❧✲♦r✐❡♥t❡❞ ♠♦❞❡❧s ♦❢ ❉✉❛❧ ❈❧✉t❝❤
❚r❛♥s♠✐ss✐♦♥ s②st❡♠s

❬✹❪ ❋✉s♦✱ ▼❛r❝♦ ✭✷✵✶✾✮✱ ▼♦❞❡❧❧✐♥❣ ❛♥❞ ❈♦♥tr♦❧ ♦❢ ❛ ❲❡t ❉✉❛❧ ❈❧✉t❝❤ ❚r❛♥s♠✐ss✐♦♥

❬✺❪ ➬❡♥❣❡❧✱ ❨✉♥✉s ❆✳ ✭✷✵✵✾✮✱ ❚❡r♠♦❞✐♥❛♠✐❝❛ ❡ tr❛s♠✐ss✐♦♥❡ ❞❡❧ ❝❛❧♦r❡ ✸✴❡❞

❬✻❪ ❏✳ ❙❝❤♦❡❢t♥❡r✱ ❲✳ ❊❜♥❡r ✭✷✵✶✼✮✱ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♠♦❞❡❧ ♦❢ ❛♥ ❡❧❡❝tr♦❤②❞r❛✉❧✐❝✲
❛❝t✉❛t❡❞ ❞♦✉❜❧❡✲❝❧✉t❝❤ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ✈❡❤✐❝❧❡✿ ♠♦❞❡❧❧✐♥❣ ❛♥❞ s②st❡♠ ❞❡s✐❣♥

❬✼❪ ✇✇✇✳t❡❝❤♦♣❡❞✐❛✳❝♦♠

❬✽❪ ❚♦♥❣❧✐ ▲✉✱ ❇✐♥ ❩❤♦✉✱ ❏✐❛♥✇✉ ❩❤❛♥❣✱ ❳✐✇❡♥ ❲❛♥❣ ✭✷✵✶✽✮✱ ❈❧✉t❝❤ ♠✐❝r♦✲s❧✐♣
❝♦♥tr♦❧ ✐♥ ❣❡❛rs❤✐❢ts ❢♦r ❞✉❛❧ ❝❧✉t❝❤ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥
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