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Introduzione

La simulazione di flussi in mezzi fratturati ¢ di fondamentale importanza per
diverse applicazioni nel campo ambientale e idrogeologico. Un esempio é quello
della gestione delle risorse idriche o idrocarburiche nel sottosuolo, ma anche del-
lo studio del trasporto e della diffusione di contaminanti per valutare I’impatto
ambientale di discariche o siti di stoccaggio per materiali tossici o radioattivi.

Simulare un flusso in un mezzo fratturato, anziché semplicemente poroso, pud
presentare diverse insidie, legate all’eterogeneita e all’incertezza delle proprieta
dei materiali coinvolti, alla necessita di trattare flussi direzionali e all’intrinseca
natura multiscala del fenomeno.

Uno dei possibili approcci al problema prevede 'utilizzo delle DEN, ovvero del-
le Discrete Fracture Networks, secondo il quale le fratture sono organizzate
in una rete tridimensionale, ma sono di per sé poligoni piani che si intersecano
lungo segmenti detti tracce.

Per reti particolarmente dense e lungo le quali le proprieta delle fratture come
la dimensione o la conducibilitd variano in maniera continua é possibile effet-
tuare le simulazioni andando a definire un mezzo continuo equivalente. Per
reti sparse in cui le proprieta non variano con continuita é invece pit adeguato
utilizzare I'approccio discreto delle DFN.

Tali reti di fratture possono essere geometricamente molto complesse, in quan-
to non é possibile ignorare casi di angoli di intersezione molto piccoli, tracce
molto lunghe o molto corte e altri casi particolari che in un sistema di fratture
naturale si possono ovviamente presentare.

La piu grande difficolta riguarda perd la definizione di una discretizzazione
conforme e di buona qualita per la risoluzione numerica del problema. La
conformita della griglia richiede che per ogni traccia sia definita un’unica di-
scretizzazione e che questa sia coerente con la griglia bidimensionale definita
invece su ciascuna delle fratture che si intersecano lungo di essa. Avere una
mesh che sia contemporaneamente conforme e di buona qualitd comporta una
grandissima quantita di elementi, rendendo cosi le simulazioni particolarmente
onerose. L’eccessivo costo computazionale o la scarsa qualita della griglia sono
problematiche che si riscontrano nei software commerciali gia esistenti per la
simulazione di flussi in mezzi fratturati.

Per risolvere questo tipo di problemi sono state proposte diverse soluzioni. Al-
cune di queste, presentate ad esempio in [8], [10], [14], prevedono un approccio
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4 INTRODUZIONE

adattativo, in cui la posizione reciproca delle tracce e degli elementi viene ritoc-
cata in modo da garantire la conformita. Un’alternativa, che permette invece
di aggirare parzialmente il problema, é presentata in [12], [13]. Essa ammette
una griglia non conforme, ma richiede che le tracce appartengano all’insieme
dei bordi degli elementi, ovvero che non vi siano elementi a cavallo delle tracce.

L’approccio utilizzato in questa tesi, e presentato da S. Berrone, S. Pieraccini
e S. Scialo in [2], prevede invece la riformulazione del problema in uno di ot-
timizzazione vincolata alla risoluzione di un’equazione alle derivate
parziali (PDE-constrained optimization problem).

Questo metodo permette di risolvere separatamente il problema su ciascuna
frattura e elimina pertanto la necessitd di una griglia conforme, in quanto
ogni frattura puod essere discretizzata in maniera indipendente dalle altre. Le
soluzioni ottenute su fratture adiacenti devono rispettare specifiche condizio-
ni di accoppiamento, che riguardano la continuita del carico idraulico e
la. conservazione dei flussi. Tali vincoli sono imposti andando a lavorare
direttamente con variabili ristrette alle tracce e definite su discretizzazioni mo-
nodimensionali che possono essere indipendenti da quella bidimensionale delle
fratture.

Grazie all’utilizzo degli XFEM, ovvero del metodo degli elementi finiti esteso,
si ammette anche la presenza di elementi a cavallo delle tracce. Lungo di esse il
flusso presenta infatti una discontinuita, ovvero il carico idraulico, vera incogni-
ta del problema, ¢ caratterizzato da una discontinuita della derivata prima. Gli
XFEM, come illustrato in appendice, permettono pero di cogliere discontinuita
localizzate in qualsiasi zona del dominio, non necessariamente allineate con i
lati degli elementi utilizzati per calcolare tradizionalmente la soluzione [6].

Le condizioni di accoppiamento utilizzate in [2] e quelle che saranno invece pre-
sentate in seguito sono concettualmente le stesse, ma diverso ¢ il modo in cui
esse vengono imposte debolmente al momento della formulazione variazionale
del problema. Nel caso di [2] il vincolo di continuita viene imposto richiedendo
che la differenza tra i carichi idraulici definiti su fratture adiacenti e ristretti
alla traccia in comune sia nulla. Per quanto riguarda la conservazione dei flussi
viene introdotta, per ciascuna frattura e ognuna delle sua tracce, una variabile
di controllo. Data una delle tracce della frattura, tale variabile corrisponde alla
derivata conormale, lungo la traccia e in direzione uscente, del carico idraulico
calcolato sulla frattura. Si richiede pertanto che la somma delle variabili di
controllo definite su fratture adiacenti sia nulla, sottolineando che le due varia-
bili avranno segno discorde, dato che rappresentano flussi in direzione opposta
lungo la stessa traccia.

L’idea del metodo che sara in seguito presentato € analoga, ma gli stessi vincoli
vengono imposti andando a considerare due variabili di controllo e defi-
nendole univocamente su ciascuna traccia e non frattura per frattura. Per
la continuitd si impone che i carichi idraulici definiti su fratture adiacenti e
ristretti alla traccia in comune eguaglino entrambi il valore della variabile di
controllo sui carichi definita sulla traccia stessa. Per la conservazione dei flussi
si impone invece che il valore assoluto dei flussi uscenti da fratture adiacenti
lungo la traccia comune, e calcolati con la derivata conormale gia utilizzata in
[2], eguaglino entrambi la variabile di controllo sui flussi definita sulla traccia.
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La formulazione del problema attraverso l’introduzione di due variabili di con-
trollo & un’applicazione della formulazione variazionale Three-Field intro-
dotta in [4] da F. Brezzi e L.D. Marini per problemi di domain decomposition
definiti a partire da problemi ellittici.

Per quanto 'approccio di [2] e quello basato sulla formulazione Three-Field
siano molto simili, si osserva, in fase di simulazione, che la scelta di andare
a definire sulle tracce e non sulle fratture la variabile di controllo sui flussi
permette di soddisfare in maniera pit accurata il vincolo di conservazione. La
variabile di controllo sul carico aumenta invece la stabilita e sard il punto di
partenza per la definizione del problema di ottimizzazione vincolata col quale
sara riformulato il problema iniziale. Il grande vantaggio di definire in manie-
ra unica su ciascuna traccia le variabili di controllo riguarda la possibilita di
disaccoppiare completamente il problema: cercando la soluzione su una delle
fratture non ¢ infatti necessario avere informazioni sul carico definito sulla frat-
tura adiacente.

La trattazione che segue é organizzata in due capitoli.

Nel primo viene costruito passo passo il problema variazionale continuo che
permette di modellare il flusso in una rete di fratture e la sua formulazione co-
me problema di ottimizzazione vincolata. Viene inoltre affrontata nel dettaglio
la sua riscrittura matriciale discreta, forma nella quale il metodo pud essere
implementato. Segue la presentazione dei metodi risolutivi che sono stati ap-
plicati per la risoluzione del problema.

Nel capitolo 2 sono invece presentati i risultati numerici ottenuti su 3 diverse
DFN di dimensioni crescenti: 3, 10 e 59 fratture. Il primo caso é interessante in
quanto ¢ nota la soluzione esatta del problema ([3]) e quindi & possibile valutare
I’accuratezza del metodo andando a calcolare direttamente 1’errore commesso.
Per il caso di 10 fratture & invece possibile identificare la frattura di ingresso
e quella di uscita e pertanto fare alcune analisi sulla conservazione dei flussi.
Inoltre si tratta di un problema gia leggermente pitt complesso, per il quale
puo essere interessante valutare la performance di metodi iterativi per la sua
soluzione. Il problema su 59 fratture permette infine di testare il metodo su un
caso pitt complesso e di avvalorare la bonta di un precondizionatore introdotto
per il 10 fratture.
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Capitolo 1

Definizione di un modello
matematico per il flusso di un
fluido 1n un mezzo fratturato

1.1 Formulazione del problema variazionale

1.1.1 Problema alle derivate parziali

Si consideri un mezzo fratturato modellato attraverso una Discrete Fracture
Network (DFN). Secondo questo approccio le fratture sono organizzate in una
rete tridimensionale, ma sono di per sé enti poligonali piani che si intersecano
lungo segmenti detti tracce.

Si vuole costruire un modello per la simulazione di un flusso sotterraneo che
interessi unicamente le fratture. Si suppone pertanto che queste ultime siano
circondate da una matrice rocciosa impermeabile.

La velocita di filtrazione del fluido, ovvero la quantita di fluido che attraversa
un’area unitaria nell’unita del tempo, é regolata dalla legge di Darcy:

v=-KVH. (1.1)

Avendo pero approssimato le fratture con poligoni bidimensionali, tale velocita
puo essere immaginata come una velocita mediata sullo spessore che la frattura
avrebbe in un caso reale. In (1.1) K rappresenta il tensore di conducibilita del
mezzo ([m/s]), mentre H & il carico idraulico, definito come

H=zt 2 [m] (1.2)

con z profondita, p pressione, p densita del fluido e g = 9.81m/s>.

La legge di conservazione di massa per il fluido si esprime come

dp
E—'— V- (pv) =0, (1.3)
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ma, per un fluido incomprimibile e un moto stazionario si ha che la derivata
totale della densita si annulla, ovvero

dp Op
I = 14
ar ~or TPV (14
La (1.3) si riduce quindi a
V-v=0. (1.5)
che associata alla (1.1) da
—V-(KVH)=0 (1.6)

0, in presenza di termini di sorgente,

— V- (KVH)=Q. (1.7)

Si consideri per il momento una sola frattura F € R? definita da un poligono
piano e aperto su cui sia definito un sistema di coordinate tangenziale. Il suo
bordo, OF, pud essere diviso in due sottoinsiemi, vp e vy, tali che |yp| # 0,
Yyp U~y = OF e vyp Nyy = 0. ~p indica la porzione di bordo sui cui sono
imposte condizioni di Dirichlet, mentre vy & quella su cui si hanno condizioni
di Neumann.

Il problema che descrive il moto di un fluido attraverso F puo essere formulato
come

—V-(KVH)=Q su F (1.8)
H\,,=Hp su vp (1.9)
OH _ G 1.10
E =GnN su YN ( . )
dove %—f indica la derivata conormale del carico idraulico, ovvero

OH T

—=n" KVH 1.11

5, =" KV (1.11)

con n versore normale a 7y, uscente da F'.

Per estendere la formulazione del problema a una rete tridimensionale di frat-
ture che si intersecano tra di loro si tenga conto delle notazioni seguenti, che
rimarranno valide per tutto il resto della trattazione.

e Sia J linsieme degli indici che fanno riferimento alle fratture {F;},;. ;
costituenti la rete. La cardinalita di tale insieme sara indicata con I.

Si consideri
a=~r
ieJ
insieme connesso di bordo 002 =TpUTy eTpNTy =0, con |[Tp| £ e
I' v rispettivamente bordi di Dirichlet e di Neumann.
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e Le fratture si intersecano a due a due lungo segmenti detti tracce.
Sia S l'insieme di tutte le tracce contenute in Q e S; il sottoinsieme di
quelle che competono soltanto all’i-esima frattura. Le tracce S, € S
saranno indicizzate con m € M = (1,..., M) mentre per le S, € S; si
consideram € M; = (1,..., M;). Si potra fare riferimento ad una generica
traccia con S.

e Infine si indichera con Ig,, = {i,4} la coppia degli indici delle fratture F;
e F; che si intersecano lungo la traccia S,,. La frattura indicizzata da ¢
¢ quella per la quale si assume che i flussi di segno positivo siano uscenti
lungo S,,. Per la seconda gli stessi flussi sono invece entranti.

La formulazione del problema su ciascuna della fratture {F;},. , diventa per-
tanto

-V (KzVH,) = Qz suly, 1eJ (1.12)
H|FDmaFi = I’Iz su FiD = FD N 8Fz (113)
OH
=GN sul';y =Ty NOF; (114)
N

dove K;, H; e Q; rappresentano il tensore di conducibilita, il carico idraulico e
il termine di sorgente relativi all’i-esima frattura, mentre I';p e T';; sono rispet-
tivamente bordo di Dirichlet e di Neumann della frattura stessa, con |T';p| # 0,
OF;, =T;pUTyny e;pNT;y =0. Il versore v;5 & normale a I';y, uscente da
F;.

Tale insieme di equazioni va pero arricchito con delle condizioni di compati-
bilita da imporre sulle tracce, corrispondenti ai vincoli di continuita del carico
idraulico e di conservazione flussi, ovvero

My, —Hi =0 per i,i € I, Ym € M (1.15)
OH; OHi|| _ iiel 1.16
v + i = per i,i € Ig, (1.16)

OH;

dove Hgf H, con i € Ig = n"" K;V H;, rappresenta il salto del-

e
m 31/’;,71,
la derivata conormale del carico idraulico lungo la traccia S,,, indipendente
dall’orientazione del versore normale n;".

1.1.2 Formulazione variazionale su una sola frattura

11 problema costituito dalle equazioni (1.12)-(1.16) pud essere riscritto in forma
variazionale.

Si considerino, per ciascuna frattura, gli spazi
Vi=H)(F) ={ve H(F) :vr,, =0} ieJ

V;? = Hy(F) = {ve H'(F) :vr,, = Hip} i€ J.
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A partire dalla (1.12), integrando sull’i-esima frattura e moltiplicando per
un’opportuna funzione test v; € V;, si ottiene

—/ V(KZVHz)UldF:/QZULdF v; €V, VieJ.
Fi Fi

H,; € ViD puo essere riscritto come H; = H? +R;H;p, con HE eV,eR;H;p €
VP rilevamento al bordo della condizione di Dirichlet, ovvero funzione di V,”
tale per cui la sua restrizione al bordo coincide con H;p. Si ha cosi che

F; F; F;

Tuttavia il carico idraulico presenta una discontinuta della derivata prima in
corrispondenza delle tracce. Non & pertanto teoricamente possibile definire una
derivata di ordine 2 su una frattura. Per ovviare al problema si considerino le
due sottofratture F;; e Fjs in cui la frattura F; é divisa da una delle sue tracce
S € S;. La traccia potrebbe anche non attraversare la frattura in tutta la
sua larghezza, ma in tal caso é sufficiente supporre di prolungare il segmento
fino al raggiungimento dei bordi di F;. Integrando separatamente sulle due
sottofratture e applicando il teorema della divergenza si ottiene

OH?

— dS+
0Fi 61/17711

—/ V- (K;VH) v; dF:/ K;VH) - Vv; dF —
F; Fi1

’ ,Ui‘aFil

OHY?
+ | K,VH]-Vv; dF — V|, AS
? % ? ovm t|or;,
Fia OF;2 Vig
dove
OH? OHO
% mT 0 i mT 0
=nj K;VH, =njy K;VH,
m 71 7 70 m 12 7 [
ovy ovjy
con nj e njy = —nj} versori normali alla traccia in questione e uscenti rispet-

tivamente dalla sottofrattura F;; e Fjo.

Si osservi che, essendo v; € V;, si ha che Vijyp, > k=1,2, da sempre contributo
nullo sui bordi di Dirichlet I';p. Pertanto rimangono solo i termini relativi ai
lati di Neumann I';n, dove il valore della derivata conormale del carico é noto
da (1.14), e alla traccia Sy,, ovvero

0 0 OH;
— | V- (K;VH?)v; dF = | K;VH} Vv; dF — v dS+
F; F; I'in 81/“\7 o
OHY T Tom? )
A I R N

dove o
OH!

5 L =nlyK;VH?,
iN
OH?

L =T KVH?

m
ov]
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con n;y versore normale ai lati di Neumann e uscente dall’i-esima frattura e

m m m
Ny =Ny = Ny

Riscrivendo in forma compatta ’argomento dell’ultimo integrale e sostituendo
la condizione al bordo di Neumann si ottiene infine

—/ V- (K1VH10) V; dF :/ KlVHZO . V’Ui dF—/ GiN .’UHF,-N dS+
F; F; Tin ’

oA

Definito per ciascuna traccia S € S lo spazio US = H=2(S) e il suo duale U5’

U;z:[

il problema (1.12)-(1.16), Vi € J, puo essere riscritto come

OH?

e posto
OH?

5| | € us, iels,. (1.18)

Trovare H; = HY + R;H;p con H? € V; tale che
(KGVHT, Vvi)v, = Qi vi)vi + (U™ v, Dy s +

+ <GiN’v|FiN> — (KiVRiHiD7VUi>Vi Yv;, € V;.

(1.19)

_1 1
H™2(Tin),H2(Tin)

1.1.3 Formulazione Three-Field

La formulazione Three-Field é stata messa a punto da F. Brezzi e L.D Marini [4]
per generici problemi ellittici del secondo ordine ed é particolarmente adatta ad
essere utilizzata in problemi di domain decomposition. Essa permette infatti
di definire e risolvere il problema indipendentemente su ogni sottodominio,
introducendo degli opportuni vincoli per accoppiare tra di loro le soluzioni
calcolate su sottodomini adiacenti. Tali vincoli vengono imposti con l’ausilio
di due variabili apposite, definite su due spazi diversi da quello della soluzione,
da cui il nome Three-Field. L’introduzione di tali variabili permette anche di
aumentare la stabilita del problema. Precisamente i due spazi sono quello delle
tracce della soluzione sull’intersezione fra i sottodomini e il suo duale.

Si consideri una traccia Sy, € S e entrambe le fratture F; e F; che si intersecano
lungo di essa. Sisupponga per semplicita che siano ovunque imposte condizioni
di Dirichlet omogenee.

Per le due fratture la (1.19) pud quindi essere scritta come
(KiVHbvvi)Vl;/ — <%m’vi|sm,>us,us’ = (QZ;,UZ') V’UZ; S VEL (120)

(B:VH;, Vo, = (Ui, ) = (@av) Yo €V (L21)
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Per associare tra di loro i problemi definiti separatamente sulle due fratture
bisogna introdurre due condizioni di accoppiamento, derivanti dall’imposizione
in forma debole dei vincoli di continuita del carico e di conservazione dei flussi
(1.15)-(1.16). Definiti per ciascuna traccia del dominio gli spazi

1 1

HS =Hz(S) US=H 2(S) (1.22)
e iloro duali #5 e &', si ha dunque che lungo la traccia S,

’
<H"|Sm B Hﬂsm ’ ,Um>HS HS’ =0 v,Um € HS (1.23)

Sl
<U1m n U{”,pm>us7u3/ =0 Vom € U5, (1.24)
Gli spazi H® e U® non sono in realtd che I'uno il duale dell’altro, ma si &
scelto di indicarli comunque con simboli diversi per non perdere la struttura
generale della formulazione Three-Field e distinguere piu facilmente due spazi
che saranno sfruttati in modo diverso.

Introducendo due opportune variabili ¥™ € H° e A™ € U®, che saranno

chiamate variabili di controllo in opposizione al carico idraulico H; che é la

variabile osservata, si ha che
H;, —H;

Hsm tlsm

— (H, —U") - (H;

i‘snz

— \Ijm)

[Sm
U+ U = (U]~ A™) + (U + AT

Sia la (1.23) che la (1.24) possono cosi essere scomposte in due diverse condi-
zioni, una per ciascuna frattura:

U™ —A™, pp, =0 Yo, eu
< . >“Sv“5 o Ameu® (1.25)
<U{'m + Amvpm>us’us/ =0 Vpm€ us

<Hi - ‘ymvﬂm> =0 Vum € HS/
Ysm S S g
’ " e H (1.26)

- _qm _ s’
<Hi|5m v ’Mm>;{s77{sl =0 Vum €H

In (1.25) si osserva che A™ va considerato col segno positivo o negativo a
seconda del verso del flusso. Siricorda infatti che la frattura F; é quella rispetto
alla quale i flussi di segno positivo sono supposti uscenti lungo la traccia S,,,
mentre, imponendo la conservazione, gli stessi flussi sono entranti in F;.

Per ottenere una formulazione che valga in generale Vi € I, le condizioni di
accoppiamento possono essere scritte come:
(Hijg, = U™ fim)yys 4 =0 Vum €M Viels, (1.27)

[Sm

’
sus

La formulazione Three-Field del problema prende cosi la forma,
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Trovare H; € V;, i € Ig,, tale che
(KiVHiaV'U'L')Vi’ — <Uim’vlsm >Z/{S,Z/{S' = (Qi,vi) Y, € V; (1.29)
m i==i) Am /
<Uz' +(=DI=0A ,pm>MSMS, =0 VYpm eU® (1.30)
<Hi\sm - \I’mvum>HS’H51 =0 Vum (S HS/ (131)

e coinvolge gli spazi V;, U e H® e i rispettivi duali.

Inglobando direttamente la (1.30) all’interno di (1.29) si ottiene infine il pro-
blema variazionale

Trovare H; € V;, i € Ig, tale che
(KiVHi,Vvi)Vif — <(*1)(i::i)Amavi|sm>us’us/ = (invi) Vvi S ‘/1
(1.32)
/
<Hi|Sm -, 'um>7.[s’7.[s/ =0 Vit € HS (1.33)

1.2 Riscrittura come problema di minimo
vincolato

1.2.1 Formulazione per traccia

La condizione (1.33) non ha modo di essere inglobata direttamente all’interno
di (1.32). Puo perd essere utilizzata per definire un funzionale di costo qua-
dratico J™(A™,¥™) che penalizzi gli scostamenti del carico idraulico da U™
lungo la traccia .S,,. La soluzione esatta del problema soddisfera perfettamente
il vincolo, annullando il funzionale. Trovare la soluzione equivarra quindi a mi-
nimizzare il funzionale quadratico, andando a risolvere un problema di minimo
vincolato.

Si consideri una traccia S,, € S e per ciascuna delle due fratture che si
intersecano lungo di essa si definisca:

JUA™ U™ = ||Hy, (A™) = U™|5s meM, i€l

[sm m

dove H;(A™) indica il carico idraulico ottenuto sull’i-esima frattura risolvendo
la (1.32) con A™ come variabile di controllo sulla traccia Sy,.
Definendo su S,,, 'operatore

. v, —»#° (1.34)

Vi 7 Vi,
tale funzionale puo essere riscritto come

(1.35)

m

JM(A™ U™ = TP H (A™) — 07|36 meM, ielg
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Tenendo poi conto del contributo di entrambe le fratture che si intersecano
lungo Sy, si definisca

JUA™ W) = TP H(A™) - W [Fs me M. (1.36)

i€ls,,

Tl problema (1.32)-(1.33) pud cosi essere riscritto come

Trovare H; € V;, i € Ig,, tale che

(K;VH;,Vvi)y;, — <(_1)(i:%)Am7”ilsm>Ms’us, = (Qivi) Yui eV
(1.37)
minJ™ (A™) vincolato a (1.37) (1.38)

Imponendo (1.33) non pit in maniera diretta ma attraverso la minimizzazione
di un funzionale quadratico, si trasforma il problema (1.32)-(1.33) in quello che
viene detto un PDE-constrained optimization problem. Ci si trova infatti
a risolvere un problema di ottimizzazione, la minimizzazione di J™, vincolato
dalla condizione che il controllo ottimo A™ sia tale per cui H;(A™) é soluzione
dell’equazione alle derivate parziali (1.37).

La formulazione del problema in questi termini richiede perd di prestare at-
tenzione alla sua buona postura. La trasformazione di (1.33) in un funzionale
da minimizzare comporta infatti la scomparsa di quella che era formalmente
una condizione di Dirichlet imposta sulla traccia. Se su uno dei bordi delle due
fratture considerate & imposta un’altra condizione di Dirichlet non si presenta
alcuna criticita. Se, al contrario, le fratture presentano solo condizioni di Neu-
mann non € possibile trovare una soluzione unica al problema.

Per questo motivo é necessario modificare la (1.37) in modo da imporre in
forma debole non piu solo una condizione sul flusso, ma anche una condizio-
ne mista di Robin, che coinvolga contemporaneamente la soluzione e la sua
derivata conormale sulla traccia:
(KoY Hiy Ven)y + alH, i, Jus = (DN v, ) =
= a(\I/m,U“Sm)Hs + (Qi,vi)v;- (1.39)

Il termine aggiunto a primo membro permette, insieme al termine in A™, di
imporre una condizione di Robin sulla traccia. Quello a secondo membro ga-
rantisce invece che la soluzione esatta, che soddisfa perfettamente la condizione
(1.33), sia soluzione di un’equazione nella forma originale (1.32).

Una volta riscritta I’equazione in questa forma, anche il funzionale di costo
J™ va leggermente modificato per tener conto del fatto che il carico idraulico
dipende ora esplicitamente da entrambe le variabili di controllo:

TN W) =Y ([T H (AT ) = U (1.40)
i€ls,,

In conclusione il problema di ottimizzazione vincolata per ciascuna delle due
fratture che si intersecano lungo la traccia .S, prende la forma:



1.2. PROBLEMA DI MINIMO 15

Trovare H; € V;, i € I tale che

(KiVH;, Vo) +a(Hips, 5 vigs, Jus — <(_1)(i::i)Am’vi\sm>us’us, =

= O[(l:[/mv’()”Sm)HS + (QZaUz)% Yu; € Vi (141)

min J™(A™,T™) vincolato a (1.41) (1.42)

Lo stesso problema puo essere riscritto in maniera pitt compatta introducendo
opportuni operatori. Siano

A V=V B US vV CmHS SV
operatori lineari definiti come
<AiHi’vi>Vi’,Vi = (KiVHi,Vvi)vi/ + O‘(Hi\smvvi\sm)?-ts v; €V, (1.43)
(BIA™ ;)1 y, = <(—1)<i:5>Am,w|sm >us’us, vieV; (1.44)
(CZ”\Ilm,vi>Vi,M = (V" v, Jus v; €V; (1.45)
i cui aggiunti saranno indicati con
A ViV B Vi uSt o emt v - 1S

11 problema (1.41)-(1.42) prende cosi la forma:

Trovare H; € V;, i € Ig,, tale che

A;H; — anAm — Cim\I/m = Qz Vi € Ig (146)

m*

minJ™ (A™, ¥™) vincolato a (1.46) (1.47)

1.2.2 Formulazione per frattura

Come detto in precedenza, 'utilizzo della formulazione Three-Field e la ri-
scrittura del problema come problema di ottimizzazione vincolata, danno la
possibilita di calcolare la soluzione separatamente su ciascuna frattura. Questo
puo essere molto vantaggioso per implementare in parallelo ’algoritmo risoluti-
vo, scelta opportuna nel caso in cui si lavori con reti di fratture particolarmente
estese.

Si consideri 'i-esima frattura {F;},. ; e 'insieme delle sue tracce S;. Su di esso
sono definiti gli spazi

us = I[ B72(Swm) #HS = [ H*(Sw) (1.48)
meM; meM;



16 CAPITOLO 1. MODELLO MATEMATICO

Si considerino inoltre le variabili

[T vmens; A= J[ ameus.
meM; meM;

Siano
A Vi =V BiUS =V G HS =V
operatori lineari definiti come

(A; H“vl>v, v, = = (K; VHZ,VUZ)V/ af i|8i7vi‘81)7{5i v; €V, (1.49)

(Biisvi)yy < == A, vy > v eV (1.50)

usi usi’
(Coi vy, = (W01, s | veV, (L51)
di aggiunti
A ViV B ViouS v o HS

Sia inoltre

v, —» HS (1.52)
Vi 1}1‘|S’i .
Definito il funzionale
Ti(Ay, W) = Y JTA U = ([T H (A, 05) — s, (1.53)

meM;

con H;(A;,¥;) = A;l(Qi + B;A; + C;V;), il problema formulato per li-esima
frattura prende la forma

Trovare H; € V;, i € J tale che
AiHi —B;A; —C, ¥, = Qi VieJ (154)

minJ;(A;, ;) vincolato a (1.54) (1.55)

1.2.3 Calcolo del controllo ottimo e metodo del gradiente
coniugato

Si torni ora alla formulazione del problema traccia per traccia (1.46)-(1.47).

Proposizione 1. Il controllo ottimo (A™,¥™) che fornisce la soluzione a
(1.47) é tale per cui

©,5C" P, — T H;(A™, U™) + U™ =0 (1.56)
©,,sB" P, =0 (1.57)

dove P; € Vi,i € J, é soluzione di
A* Py = T Qs (D Hy(A™, U™) — U™) (1.58)

! / . . .
e Ous : H¥ = HS e Ous : U5 — U sono immersioni
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Dimostrazione. Si ricordi innanzitutto che
JUAT T = TP H (AT, U = W[ =
i€ls,,
= > (TP Hi(A™, ™) = W™ TP H (A, 0™) — U™ )yys.
i€ls,,

Si considerino gli incrementi dA™ e W™ relativi alle variabili di controllo A™
e U™ e si calcolino le derivate seguenti:

oJm
Sy AU 4 U =2 > (O H(A™, W) = U T H;(0,00™) — 50,5 =
i€ls,,
-2 Z (T H;(A™, 9™) — U™ T H;(0,60™)) s +
iEIsm
—2 ) (TP H;(A™, U™ — U 5™ s =
iEIS”L
-9 Z (D7 Ogqs (T Hy(A™, W™) — U™, Hy(0,69™))y, 1, +
icls,, '
—2(DPH;(A™, 0™) — U™ §0U™), s =
* —1,m m
=2 Y (AP, ATIClO0 >v,;,vi+
ic€ls,,
—2 ) (TP H; (A, U™) — U 5™, 5 =
i€ls,,
=2 ) (C] P, 0V s s +
i€ls,,
—2 ) (TP H;(A™, W) — U 5™ s =
i€ls,,
-9 Z (©55C Py = T Hy(A™, U™) + W™ §U™)
i€ls,,
oJm
AT+ OAT, ) =2 > (TP H (A, U™ — U T H; (A™, 0)y5) =
i€ls,,
i€ls,, '
=2 Y (AP Hi(BA™,0))y. y, =
ic€ls,, '
=2 Y (AP ATIBIA™), =
iEIsm .
=2 ) (BJ"Pi,0A™) s g5 =
i€ls,y,
=2 ) (O B P, 0A™)ys
i€ls,,
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Le derivate appena calcolate costituiscono il gradiente della Lagrangiana as-
sociata al problema di minimo vincolato (1.47), dove P; altro non & che il
moltiplicatore di Lagrange definito sulle diverse fratture. Imponendo le con-
dizioni di stazionarietd della Lagrangiana, ovvero annullando tali derivate, si
trova il controllo ottimo (A™, ¥™) che minimizza il funzionale J™.

Il problema di minimo vincolato pud perd anche essere risolto con 1’utilizzo
di un metodo iterativo, come quello del gradiente coniugato. In tal caso le
componenti del gradiente della Lagrangiana non vanno annullate, ma utilizzate
a ogni passo per definire la direzione di massima discesa lungo cui muoversi
per minimizzare il funzionale nel minor numero di iterazioni possibile.

La descrizione generale del metodo del gradiente coniugato é riportata nell’Ap-
pendice B e sard riadattata al caso in esame dopo aver fornito un’espressione
matriciale discreta del problema. Tuttavia le direzioni di discesa e ’ampiezza
del passo di cui muoversi lungo di esse possono gia essere calcolate in forma
continua.

Si definiscano a tale scopo gli spazi

=[x u=]JJu*

Ses Ses

e le variabili di controllo globali

v=J[ vmen A= ][ Ameu
meM meM

Esse sono definite come produttorie sulle tracce e non sulle fratture in quanto
ogni traccia é condivisa da due fratture e si evitano in questo modo inutili
ripetizioni.

Posto W = (A, ¥) si ha

JW) = J(A,®) = > J™A™T™) = > T H (A", 0™) = O[3
meM meM
(1.59)

Cosi come ¥ e A, anche J va definito a partire dai funzionali J definiti in
(1.40) su ogni traccia e non con i J; definiti in (1.53) per ogni frattura.

Definite, a partire dalla proposizione precedente, le quantita

SU™ = O, LCM P, — T H(A™, U™) + U™ SA™ =0, B P, (1.60)

oW =Y [O;LC P~ T H;(A™, ¥™) + U™ SA= Y [0, B P].
meM meM
(1.61)
ci si chiede come vada calcolato il passo di cui muoversi lungo la direzione
(0A, dT) per minimizzare progressivamente J.
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Proposizione 2. Data la variabile di controllo W, se me consideri un incre-
mento di un passo (6W . Per ’applicazione del metodo del gradiente coniugato
st ha che l’ampiezza del passo deve essere calcolata come

Z [(5)\m,5>\m)7_[s + ((S\I/m7 5\I/m)7_[s}

meM

(= =

) [(B;”(S)\m 4 CIOUm SP,)y, | — (TIOH;, 60™) s + (5T™, 6055
meM i
(1.62)
dove

SU™ = O, LCM P, — T H;(A™, ™) + U™ e 1S (1.63)
SA™ = O, B P eU’ (1.64)
PieVi: AP, =T""0ys(I™H; — 00™) (1.65)
§H; = H;(6A™,50™) = A7 (BI'SA™ 4+ C"60™) €V (1.66)
0P, €V;: Al*épl = FT*GHS (F;m(SHl — (S\I/m) (167)

Dimostrazione. Si osservi innanzitutto che

Hi(A™ + COA™ 0™ + (60™) = A; (B (A™ + CSA™) + C (0™ + (6U™) + Q;) =
= A7NBIAT OO 4 Qi) + A7 (CBPOA™ + (U™ =
= H;(A™,0™) + CH;(6A™,50™)

Segue che

J(W + W) = J(A+ (SN, T + (60) =
— Z D7 H;(A™ + COA™, 0™ 4 (SU™) — U™ — (5U™|[3,s

meM
= Z(rgnﬂi(Am + CSA™ U 4 (SUT) — U — (5P
ieJ T H; (A™ 4 COA™, U™ + C6U™) — U™ — (6U™) s =

ST (CIH (AT W™ + CDP H (SA™, 60™) — W — C5U,
meM F;WHZ(AW7 \I/m) 4 CF;mHi((SAm, 5\11771) —_gm_ C(;\I,m)Hs —

=J(A D)+ ¢ > (TP H(A™, O™) — U™ TP Hy(SA™, 50™) — 5U™)yys, +
meM
+¢ > (D Hi(SA™,00™) — §0™ T Hy(A™, U™) — W) ys +
meM
+¢ ) (TP H; (SA™, 69™) — 60, T H; (SA™, 69™) — 60 ) s, =
meM
=J(W)+2¢ > (D] H;(A™,U™) — W™ T H(SA™, 60™) — 50 )y +
meM
+(7 ) |ITPH (SA™, 69™) — §U™ 3
meM
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OJ(W + (6W
( + C ) -9 Z (I-\'Zr_rLHi(ArrL7 \I/m) _ \I]"L7F?LHZ'(6AW,6W"L) _ (5\I/m)Hs+
aC meM
+20 > ([T H(SA™, 69™) — 00|35
meM

Imponendo ’annullamento di quest’ultima derivata per trovare I’espressione di
¢ che rende minimo il funzionale J si ottiene

S (DR H;(A™, 0™) — O™ TP H(SA™, §0™) — §0™) s
meM

(=

m%:M [T H (OA™, 60™) — 5Tm™||2

Per una maggiore semplicita nella notazione si ponga

H; = Hy(A™,U™) = A; Y (B"A™ +C"0™)
§H; = H;(6A™,00™) = A; Y (BI'SA™ + C"00™)
A36P; =T Oys, (T H; — 6T™).

¢ puo cosi essere riscritto come:

> [TrH, — U™ T0H; ) ys — (D7 H; — O™ 00™) 5]
o meM —
¢= S (T76H;, T6H; — 6U™)ys, — (D76 H;, 6VU™) s, + (60™, 50™)ys]
meM

> [(r;n*@%s (D7 H, — U™), A7 (BPRox™ +Crswm)) o — (T H, — U™, 5\1:7")%5}
meM it

) [(A;l(zs;naw +CmEUm), ASSP,) |, — (TG H;, 60™)gys + (Nm,a\pm)ﬂs}

Vi, V!
7n€M 1y V4

=, [(A7P ATUBROX™) L, | (AT P ATICRSW™) | (T H, — 07,60 s |

> [(Bgnaw U™ §P) ., o — (TS H;, 6Um) s + (50, J\Ifm)ﬂs}

ViVvi
meM

S [(©,8B Piy6A™)ys 4+ (05,5C* Py — T H; + U™, 6U™ )35 |

_ meM =
> [(B;"é)\m +CIEUm SP,),, . — (TIOH;, 60m) s + (5T, Nm)%s}
meM it
S [(OA™, N Yys + (3BT, 5™ 5]
_ meM
> [<Bgﬂ5/\m +CmEUm SP,),, . — (TIOH;, 60m) s + (50, Mfm)ﬂs}
meM L

O



1.3. FORMULAZIONE MATRICIALE DISCRETA 21

1.3 Formulazione matriciale discreta

1.3.1 Discretizzazione delle variabili

Per poter risolvere numericamente il problema costruito in precedenza é ne-
cessario riscriverlo in forma matriciale discreta, introducendo opportune basi
definite sulla discretizzazione di fratture e tracce. I gradi di liberta rispetto a
tali basi delle variabili continue definite precedentemente costituiscono la di-
scretizzazione delle variabili stesse sulle griglie introdotte. La riformulazione
del problema richiede inoltre la costruzione di matrici da sostituire agli opera-
tori utilizzati per la formulazione continua.

Da questo momento in poi si indicheranno con lettere minuscole le approssi-
magzioni delle variabili precedentemente utilizzate sulle basi che saranno a via
a via introdotte. Piil spesso la stessa notazione sard utilizzata per indicare i
vettori dei gradi di liberta delle variabili stesse. Il significato della notazione
utilizzata sard comunque sempre chiaro dal contesto.

Si consideri per ciascuna frattura {F;},. ; un’opportuna base {@ix},_; yi
=LV

con Ny numero dei gradi di liberta del carico idraulico sull’i-esima frattura.
L’approssimazione del carico sulla frattura puo quindi essere scritto come

NH
hi = Z hi k@i k (1.68)
k=1

dove h; i sono i valori assegnati ai gradi di liberta.

Per ogni traccia S, € S si considerino invece le basi {n’k”}k:h_yNXL e {GIT}k:Lm,Ng”
con Ny' e Ny’ numero dei gradi di liberta sulla m-esima traccia per le variabili

di controllo A™ e U™ rispettivamente. E’ importante sottolineare come né la
discretizzazione della traccia né la base scelta debbano coincidere per le due
variabili di controllo. Siano

Ny ) Ny
ut =Y (DTN T =) ey (1.69)
k=1 k=1

con A" e ¢ valori assegnati gradi di liberta delle variabili A™ e W™,

Come anticipato, notazioni analoghe a quelle appena introdotte verranno uti-
lizzate anche per far riferimento al vettore dei gradi di liberta della variabile
corrispondente. Si definiscano quindi i vettori colonna

h; € RN}‘I t.c, (hz)k: = h@k
A" e RMY e W) = AT ™ e RN te (M) =

A= T 2T AMTT e RN g = T 2T LM T e RN

Si _ m Si _ m
con Ny = > Np*eNg'= > Ny
meM; meM;
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1.3.2 Le matrici A, BeC

Si richiamano alcuni degli operatori utilizzati per la formulazione continua del
problema:

<AiH¢,’U7;>V_/ v, = / K,;VH;Vv; dF; + Ot/ Hi|s Vi|g ds v; €V,
i Vi F, S, m m
<BmAm,Uz‘>V/ V. = /S (—1)(i::E)AmUHSm ds v; €V,

<C;-n\:[/m,’l}i>v_,,vi :/ \I/m”t}i|sm ds v; € V;.

m

Si definiscano, a partire da essi e dalle basi appena definite, Vi € J, Vm € M,
le matrici

(A)k = (Ki)kl/ Vi Vi dFi+0é/ Pik|y Pillg as

F; S
— A; e RNa*Ni (1.70)
(Bt = (71)“:”/ ik, M dS = B € RN (1.71)
s Pkl
(€ = /S ik, OF dS =€ € RNV (1.72)

Tali matrici permettono di scrivere la (1.46) in forma matriciale discreta come
Azh; — BPA™ — Cp™ = g; (1.73)

dove g; rappresenta il vettore dei gradi di liberta del termine noto sull’i-esima
frattura rispetto alla base {¢;x},_, i ,ed & pertanto un vettore di RNu
=1,..,N}

La formulazione matriciale discreta pud anche essere data a livello di frattura
introducendo le matrici

(A = (Ki)kl/ Vi Vi dFH-Oé/ Pik|g Pil)g A5
" s . s
= A; € RNixNi (1.74)

B; = Heat [BP)"M ¢; = Heat [CT)™ M (1.75)

dove Hcat indica la concatenazione orizzontale di matrici.
La (1.54) puo quindi essere discretizzata come

Azh; — Bidi —Cithy = ¢ (1.76)

Per estendere la formulazione ottenuta a tutto il dominio (2 é necessario prestare
attenzione ad alcuni aspetti.

La definizione del vettore globale dei gradi di liberta del carico idraulico non
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presenta particolari criticita e pud essere ottenuta direttamente a partire dalle
h; come
h=hT L .. hTYT e RVH

con Nj =Y N

ieJ
Bisogna invece fare attenzione alla definizione dei vettori globali per i gradi di
liberta delle variabili di controllo definite sulle tracce. Analogamente ad alcuni
casi gia riscontrati nel caso continuo, non é opportuno andare a comporre i \;
e i ¢; frattura per frattura. Si otterrebbero infatti dei vettori caratterizzati
da inutili ripetizioni in corrispondenza di quelle fratture che condividono una
stessa traccia. E’ quindi necessario andare a comporre verticalmente i vettori
A e Y™ ¥Vm € M. Si ottengono cosi

A=DL o AMT e RN g =[pt, M7 e RNy

dove NI = > NpeNI= Y Np
meM meM

Per costruire delle matrici globali B e C che possano premoltiplicare i vettori
A e v cosi costruiti, bisogna definire per ciascuna frattura delle matrici molto
simili alle (1.75), ma che tengano dimensionalmente conto di tutte le tracce
del dominio e non solo di quelle relative alla frattura stessa. Si definisca a tale

scopo la funzione
. 1seS,, €S;

0 altrimenti.
e a partire da essa le matrici

meM

BM = Heat [f(i,m) - B € RNi<NS (1.77)

meM

cM = Heat [f(i,m) - €*]" ™ e RNixNa, (1.78)

Tali matrici, per come sono definite, redistribuiscono i blocchi-colonna di B}" e
C:" secondo la numerazione globale delle tracce, intervallandovi blocchi-colonna
nulli in corrispondenza di quelle tracce che non competono all’i-esima frattura.

Si definiscano infine le matrici B e C come
B = Veat[BM)'€7 € RN#xNi (1.79)
C = Veat[CM]€7 € RN#*Ny (1.80)
dove Veat indica la concatenazione verticale di matrici.

Si giunge in questo modo alla formulazione matriciale discreta globale del
problema:

| Ah— BA—Cy =q| (1.81)

dove la matrice -
A = diag(A; Az ... Ar) € RNi* N (1.82)

cosl come era stato per il vettore dei gradi di libertd del carico idraulico,
non presenta particolari problematiche nella sua costruzione. Infine si ha

F
q= (¢ ¢& ...q])T eRNn
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1.3.3 Riscrittura del funzionale J

Una volta ottenuta l’equazione (1.81) resta ancora da ricavare la formulazione
discreta J per il funzionale (1.59), la cui minimizzazione é vincolata alla riso-
luzione della (1.81) stessa.

Sia K™ = {k: € {1, ...,N}I} t.c. supp{@ir} N Sm # @}.
La formulazione discreta del funzionale quadratico (1.40) definito traccia per
traccia puo essere ricavata come

TN ™) = lhis,, AT — " [3s =

i€ls,,
2
= Z /S Zhlk)‘kawk <sz|s Z¢Zl9k ds| =
i€ls,, |75
= Z [Z [N OVARTHD! / Sai,k|2$ dS+
. S m
i€ls,, Lkekm m
+ Y hi,k(A?a%b?)hi,z()\?"ﬂW)/ Piky, Pilly A5+
klekm Sm
+ >y / ot ds+2 > uper / 00" dS+
keKm k€K™
-2 Z Z i (AR ORDU™ / Pik, 00" dS]
kekT lekm Sm

Per riscrivere il tutto in maniera pitl compatta si definiscano le matrici:

h h Nt xN?
(Gln) = Pik, Pil, dS= Gi,, € RIm*TH
kl s [Sm [Sm

(G = /S oo dS — G¥, e RN XN
Inoltre, per alleggerire la notazione, sia

hi = hi(A™ ™) = A7 (BT + CTY™ + ;).
Si ottiene cosi, Vm € M,

A ™) = Y [ GE L hit ()T GE Y =R T — (™) (€7 bl

i€ls,,

Per passare a una formulazione relativa alle fratture si considerino le matrici

3 Gh,, e RNuxNi (1.83)
meM;

GY = diag(GY GY ... Gpr,?) € RNy XN (1.84)
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grazie alle quali la formulazione discreta di (1.53) prende la forma
T tn) = h{ GEhi + 4T G — bl Cov =l €Ty Vieg.  (1.85)
Infine, per ottenere 'espressione globale del funzionale, si considerino le matrici

G" = diag(Gh G% ... GI) e RN Nin

G¥ =2 diag(GY GY ... G¥,) e RNv Vo

Per quanto riguarda la seconda matrice si osserva innanzitutto come non sia
possibile utilizzare per la sua costruzione le matrici Gf’ definite per ogni frat-
tura. Se si costruisse una matrice diagonale a blocchi a partire da esse si
otterrebbe infatti una matrice eccessivamente grande, con inutili ripetizioni e
incoerente con la numerazione globale delle tracce. Per questo motivo € neces-
sario utilizzare le G¥,.

La necessita di moltiplicare per 2 la matrice cosi ottenuta sara invece piu chiara
in seguito. E’ comunque conseguenza diretta del fatto che per ogni traccia si
ha sempre il contributo di due distribuzioni di carico idraulico, una per cia-
scuna delle due fratture che su di essa si intersecano, e che entrambe devono
approssimare il valore di ¢/ imposto sulla traccia.

Utilizzando le matrici appena definite si ha
JN ) = RTGPh + 9T G¥y — hTCy — T CTh (1.86)

Si ottiene in questo modo la formulazione matriciale discreta globale del
problema:

Ah—B\—Ciy =g (1.87)
minJ(\, 1) subject to (1.87) (1.88)

Ricordando che h = h(\) = A"'BA+ A~'Cy) + A 1q, il funzionale J puo
essere riscritto come

JNY) = (AT'BA+ ATICYy + A1) TGR(AIBA+ A7 ICy + A1)+
+pTGY¥y — (A7'BA+ A71Cy + A7) TCy+
—TCT(A™IB A+ A7 ICy + A7 1g) =

—\TBTA-TGPA- BN + )\TBTAfTGhAqu) +
+ATBTATGPA g + vTCTATTG"A BN + vTCTATTGrA ¢y +
+TcTATTG"A™ ¢ + ¢"ATTGMPA'BN + ¢"ATGrACy +
+ ¢TATTGPA g + TG¥y — NTBTA Ty — TcTATCy +
. qTA—TC,(/} . ,(/}TCTA—lB)\ _ wTCTA_1C1/J _ wTCTA—lq
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Distinguendo e accorpando opportunamente termini quadratici, lineari e co-
stanti, si ha

T\ ) =
BTATGMA'B BTAT(GrA - I)C
=]
crATg"-1nA"'B  G¥+c"(ATGrA' -A T - A Y)C
A
+2¢" [ATTGrPAT'B ATT(GPAT - I)C] +q¢" [ATTGr A ¢
v
(1.89)
Dove la matrice
BTATGrA'B BT'AT(GrA —I)C

G =
c’(ATGh-T)A"'B  G¥+C"(ATGrA - AT -A1)C
(1.90)
é simmetrica e definita positiva.

1.4 Metodi risolutivi

1.4.1 1l sistema KKT

Per risolvere il problema (1.87)-(1.88) ¢é possibile scegliere tra due diversi tipi
di approccio.

Una prima possibilita ¢ data dalla risoluzione diretta del sistema di Karush-
Kuhn-Tucker (KKT) le cui equazioni corrispondono ai vincoli sotto i quali il
funzionale J va minimizzato. Tali vincoli sono dati da 4 equazioni: la stessa
equazione (1.81)

Ah — B\ —Cy = q, (1.91)

le condizioni di stazionarietd della Lagrangiana ricavate nella proposizione 1
O, Cr P —TiH; (A, W) + W; =0 (1.92)
0,5 B; P, =0, (1.93)

e l'equazione che definisce il moltiplicatore di Lagrange P; introdotta nella
stessa proposizione

AT P, =T 0ys, (T Hi (A, ¥;) — ¥;). (1.94)

Andando a riscrivere tutti i vincoli in forma matriciale discreta e introducendo
il vettore p, ottenuto dalla concatenazione verticale dei gradi di liberta di P;

sulle varie fratture rispetto alla base {@;x},_; i , si ottiene il sistema
=1,...,Nj,

Ah—BA—Ci =¢q
ATp = GMh —Cy
—C'h+G¥yp+CTp=0
BIp=0

(1.95)

A

(&

+
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dove le ultime 3 equazioni rappresentano, nell’ordine, la riscrittura matriciale
discreta di (1.92), (1.93) e (1.94).

Considerando il vettore di incognite [T, AT, ¢T, —pT]" e riordinando conse-
guentemente le equazioni, il sistema KKT pud essere riscritto in forma com-
patta come

G 0 -—-c AT h 0
0 0 o -BT| |2\ 0

¢ o0 av —c"||v]| = |o (1.96)
A -B -C 0 —p q

dove si nota come la matrice cosi ottenuta sia simmetrica.

Osservando la terza equazione del sistema (1.96) si chiarisce il motivo per cui
la G¥ & stata costruita moltiplicando per 2 la matrice diagonale a blocchi
ottenuta a partire dalle G¥%,. Per come ¢é stata costruita C si ha infatti che
l'operazione CT h somma per ciascuna traccia i contributi delle distribuzioni di
carico idraulico di entrambe le fratture che si intersecano lungo di essa. Per
questo motivo le quantita cosi ottenute per ogni traccia dovranno approssimare
il doppio del valore di 9 imposto sulla traccia stessa.

1.4.2 Metodo del gradiente coniugato

La scelta di risolvere il problema (1.87)-(1.88) passando attraverso il sistema
KKT risulta adeguata solo per DFN di dimensioni ridotte. Per reti pit estese
la risoluzione diretta di un sistema lineare é infatti eccessivamente onerosa dal
punto di vista computazionale.

E’ allora possibile andare a minimizzare il funzionale J con un metodo iterativo,
come quello del gradiente coniugato.

11 funzionale quadratico (1.86) pud essere riscritto in forma compatta come
J = wT Gw + 2dTw + cost (1.97)
dove w = (AT, 47T, G definita come in (1.90) e
d' =¢"[A7TG"A'B ATT(GMAT! - I)C). (1.98)

Il sistema lineare equivalente alla minimizzazione di tale funzionale, e ricavato
andando a derivare lo stesso rispetto a w, prende la forma

Guw+d=0. (1.99)

L’algoritmo 1.1 rappresenta 'adattamento al sistema in esame di quello ripor-
tato in appendice B.

Si osservi perd come, durante 'implementazione, non sia efficiente effettuare le
operazioni che coinvolgono la matrice G e il termine noto d applicando diretta-
mente le definizioni date in (1.90) e (1.98). Queste infatti richiedono 'inversione
di diverse matrici e sono quindi computazionalmente molto onerose.
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Algoritmo 1.1: Metodo del gradiente coniugato per Mw+d=0

1 Sia dato wo = [M, &7 guess iniziale
2 solve Ahg = BXg + Cg + q;
3 rg= G’wo + d;

a dwy = [OAT, 50T = —rg;
5 solve Adhy = B + Cot)q;
6 solve ATop; = GPShy — Coyn;

Tg To

N swT Gow,’

7 Co

8 wy = wo + (odws;
9 hi = hg + (odws;

10 71 =719 + (oGows;

11 k=1
12 while " > toll do
T
_ Tk TLk
13 | Sp=—F—3
Tk—1Tk—1
14 OWgy1 = —Tgy1 + Prowg;

15 Abhg1 = Bidgyr1 + Covgyq;
16 ATSpyy1 = GMShyy1 — Coysn;

rgrk
17 Ch=—F7
5wk+1G5wk+1
18 Wit1 = Wk + COWk11;

19 hi+1 = hi + C0hgt1;

20 Tht1 =Tk + CkééwkH;
21 k=Fk+1,
22 end

Per la definizione del termine noto, posto
T T T
d = [dl d2]

é possibile ragionare in questo modo:

Algoritmo 1.2: Calcolo del termine noto d definito in (1.98)

1 solve Az = q;

2 y=Gha;
3 solve ATz = y;
4d; = BTZ;

5 do = ¢y — CTJ;;
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Se, come spesso accade, il guess iniziale wy € nullo, 'unico caso in cui appare
la matrice G ¢ in prodotti del tipo Géwgr1. Per la loro implementazione si
ragiona come segue:

OAk+1| _
0Yr41
BTATGMA'Bor 1+ BTAT(GMP A — I)Cor

Gowpnr = G [

CT(ATGM — A 'BoNj1 + (G¥ +CT(ATGRA — AT — A~1)C)d¢r 11
BTATG" A= (BoAj11 + Cop 1) — BT A TCOYp 1y
CTAT(GPA (BoA i1 + Copy1) — CoYpr1) — CT AT (BNt + Cobri1) + G¥Stbria

Ponendo
5hk+1 = Ail(B(S/\]H_l + C($1[Jk+1); 5pk+1 = AiT(Gh(Shk — C&/}k)
si ottiene:

A BTAT(G"5hyt1 — COYpyr)
G(S’LU]C+1 = =
€T AT (GMhpsr — COYrtr) — €T Shpgs + GVt

BT5pk+1
_ . (1.100)
CT6pry1 — CTShiy1 + G¥ i pa

Ai fini dell’implementazione tutte le quantita richieste per il calcolo di G(ka+1
sono gia disponibili nel flusso dell’algoritmo 1.1 e non prevedono linversione di
alcuna matrice.

Si osservi come le espressioni in (1.100) altro non siano che la riscrittura ma-
triciale discreta dei passi 0¥ e JA introdotti in (1.61).

Inoltre il passo (i che viene calcolato alla riga 17 dell’algoritmo 1.1 corrisponde
alla discretizzazione di quello ottenuto in (1.62). Infatti:

T T
Ck _ rk:rk _ T Tk _
Swl,  Gowpyr  OAL, BT 0prgr + 0r1CT Opryr — UL, CT Sy + 0bpi1 GYStg s
T
"L Tk

(AL BT+ 6uT, €T )oprr1 — 0UF ,CT Shyrr + 60T G¥ Sty

dove la corrispondenza tra il denominatore ottenuto e quello in (1.62) & eviden-
te, mentre r%rk altro non é che il quadrato della norma del gradiente calcolata
al passo k-esimo, ovvero ’equivalente dell’espressione

D O™ OA ™ ys + (6™, 5U™ )]
meM

della formulazione continua.
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1.4.3 Metodo del gradiente coniugato precondizionato

Come si vedra da alcuni risultati riportati nel capitolo successivo, 'applicazio-
ne dell’algoritmo 1.1 puo richiedere un grande numero di iterazioni. Questo,
nell’ottica di applicare il metodo a DFN molto estese, pud rappresentare un
problema.

Come riportato in appendice B, in particolare nella stima (B.15), la velocita di
convergenza del metodo del gradiente coniugato é influenzata dal condiziona-
mento della matrice del sistema sul quale viene applicato.

La causa principale del grande numero di iterazioni & quindi il cattivo con-
dizionamento della matrice G, definita in (1.90), e in particolare del blocco
BTA-TG* A '8, il cui condizionamento, cosi come sara mostrato nel capito-
lo successivo, peggiora al raffinarsi della mesh definita sulle tracce per .

Per questo motivo, seguendo ancora quanto riportato in appendice B, é oppor-
tuno identificare un precondizionatore che permetta di aumentare la velocita
di convergenza. In questo contesto si propone un precondizionatore definito
come
B'A-TGhAT'B 0
M = . (1.101)
0 GY¥

Si osserva nell’algoritmo B.2 che tale matrice interviene nella ridefinizione
del residuo, ovvero, riadattando il primo passo al caso in esame e facendo
riferimento alle notazioni dell’algoritmo 1.1:

ro = Gwo+d
Mzyg =19 = 29 = Mﬁl(é’w0+d)

Cio significa che formalmente, anche se in realta il tutto avviene attraverso la
risoluzione di un sistema lineare, il blocco BY A=TG" A='B contenuto in G
viene premoltiplicato per il suo inverso, contenuto in M ~!. Questo permette di
neutralizzare effetto che il cattivo condizionamento del blocco ha sulla velocita
di convergenza del metodo.

La performance del precondizionatore M sara riportata e discussa nel capitolo
che segue.



Capitolo 2

Risultati numerici

Si riportano in questo capitolo i risultati ottenuti per alcuni problemi modello
definiti su diverse DFN pitt 0 meno complesse. Tutte le simulazioni sono state
effettuate implementando opportunamente in MATLAB quanto visto al capi-
tolo precedente.

Ciascuno dei problemi é stato risolto con il metodo degli elementi finiti. In
particolare, dato che é attesa una discontinuita del flusso lungo le tracce, si é
fatto ricorso al metodo degli elementi finiti esteso [6], presentato in appendice
A. Grazie all’arricchimento degli elementi della base nei nodi posti in un in-
torno della discontinuita, tale metodo permette infatti di cogliere al meglio il
comportamento irregolare della soluzione.

Ogni frattura é stata discretizzata in elementi triangolari. Il grado di raffi-
namento della griglia é controllato dal parametro GP, che regola il numero
minimo di triangoli per ciascuna frattura. Si ricorda che la formulazione scelta
per il problema permette di discretizzare ogni frattura in maniera indipenden-
te dalle altre, senza che vi sia la necessita di alcun tipo di conformita lungo le
intersezioni.

Sulle tracce sono invece definite due diverse discretizzazioni monodimensionali,
una per ciascuna variabile di controllo. Tali discretizzazioni sono indipendenti
tra di loro e non necessitano di adattarsi in alcun modo alle griglie bidimen-
sionali definite sulle fratture. Il grado di raffinamento é regolabile tramite i
parametri Apodenum € Wnodenum, che rappresentano il rapporto tra il nume-
ro di elementi definiti su ciascuna traccia per discretizzare rispettivamente A e
1 e il numero di elementi della mesh indotta sulle tracce da quella bidimensio-
nale definita sulle fratture. Essendo le mesh indipendenti, non é necessario che
tale rapporto sia lo stesso per le due variabili di controllo.

Le variabili A e 1 possono inoltre essere approssimate su basi di ordine polino-
miale diverso. La scelta dell’ordine € regolata dai parametri Ayrger © Yorders
che possono assumere valore 0 o 1. Il valore 0 indica la scelta di una base
costante e tratti, mentre 1 rappresenta I’opzione lineare a tratti.

31
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2.1 Problema su 3 fratture (DFIN3)

Si consideri un dominio €2 dato dall’'unione di 3 fratture piane definite come
Flz{(m,y,z)€R3:—1§x§1/2, -1<y<1, z:O}

F2:{(z,y,z)€R3:71§z§O, y =0, —1§z§1}
Fy={(z,y,2) eR*:x=-1/2, -1 <y<1, -1<2<1}.

Tali fratture si intersecano a due a due lungo le tracce
S1=F1NFy So=FiNF;3 S3 = Fy N Fs.

La geometria cosi ottenuta é riportata in figura 2.1.

Su tutti i bordi delle fratture sono imposte condizioni di Dirichlet omogenee
mentre la conducibilitd idraulica é definita su ciascuna frattura come

K(x,y,2) =14100(z2 + 32 + 22).

Una DFN caratterizzata da cosi poche fratture non modella ovviamente il caso
di un mezzo fratturato reale. Tuttavia essa permette di testare ’accuratezza
del metodo, in quanto é nota la soluzione esatta del problema su di essa definito
[3]. Tale soluzione prende la forma

Hy(z,y) = % (x - ;) [8zy(z® + y?)arctan2(y, z) + z°] , (2.1)
Hy(x,z) = % (—x — ;) z3 — gﬂ' (—x — ;) z3|2], (2.2)
Hy(y,z) = (y = Dy(y + 1)(z = 1)z (2.3)

dove H;, i = 1,2, 3 indica il carico idraulico definito sull’i-esima frattura.

Figura 2.1: DFN composta da 3 fratture
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Per calcolare numericamente la soluzione & possibile risolvere direttamente il
sistema (1.96) oppure optare per il metodo del gradiente coniugato riportato
nell’algoritmo (1.1). Il secondo metodo & sicuramente da preferire nel caso
di reti di fratture particolarmente estese, ma in questo caso semplice anche
la risoluzione di un sistema lineare non risulta computazionalmente troppo
onerosa. Nelle figure dalla 2.2 alla 2.4 sono riportate le soluzioni ottenute su
ciascuna frattura risolvendo il sistema (1.96). I parametri di griglia utilizzati
sono GP = 500, Aodenum = 0.4 € Ynodenum = 0.3 mentre I'ordine polinomiale
delle basi utilizzate sulle tracce & Aorger = 0 € Yorger = 1.

Soluzione sulla frattura 1

e
QYA it
T
Ny i
’%1/;?

L

15

05 0.5

Figura 2.2: DFN3: Carico idraulico ottenuto sulla prima frattura. Parametri
utilizzati: GP = 500, Aodenum = 0.4, Ynodenum = 0.3, Aorder = 0 € Yorder = 1.

Soluzione sulla frattura 2

15

Figura 2.3: DFN3: Carico idraulico ottenuto sulla seconda frattura. Parametri
utilizzati: GP = 500, A\odenum = 0.4, Ynodenum = 0.3, Aorder = 0 € Yorder = 1.
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Soluzione sulla frattura 3

Figura 2.4: DFN3: Carico idraulico ottenuto sulla terza frattura. Parametri
utilizzati: GP = 500, A\odenum = 0.4, Ynodenum = 0.3, Aorder = 0 € Yorder = 1.

Errore

Andamento errore sul carico al variare dei gradi di liberta

10°F= i |
- S
mi=-059128
SEEIEE
1078 ]
H\\""\-\.
x"'\-\.
x"'\-\.
et
<
""'\-\._\_\_\_\?x
""'\-\.‘_\\x
H"'\-\.
x"'\-\.
102 T~ . ]
- B
L
x"'\-\.
""'\-\._\_\_\“
m2=-12076
o errore H1 Tl
©  erore L2 -
0% :
10° 104

NDOF

Figura 2.5: DFN3: Errore commesso al variare del numero di gradi di liberta
per il carico. Altri parametri: Aogenum = 0-4, Ynodenum = 0-3, Aorder = 0 €

worder =1

Per analizzare 'accuratezza della soluzione é stato valutato ’andamento del-
Perrore commesso rispetto alla soluzione esatta (2.1)-(2.3) all’aumentare di Ny,
numero dei gradi di liberta totali per il carico idraulico definiti sulla DFN. Lo
studio é stato effettuato per valori di GP=>50, 200, 800, 3200, che hanno pro-
dotto Ny=339, 900, 2669, 8976. I risultati sono riportati in figura 2.5, per
Anodenum = 0.4, Ynodenum = 0.3, Aorder = 0 € Yorger = 1. Gli errori sono stati
calcolati in norma L? e H! e si osserva come essi approssimino ’andamento
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atteso dalla teoria degli elementi finiti. Definiti

Nl=

errp2 = ||H — h||p2 = <Z(Hi - hi)2> (2.4)

SV

N

errg = <Z(HZ— — )+ (V(H; — hi))2)> (2.5)

i€J i€eJ

ci si aspetta infatti

errpz ~ Ni' = log(errpz) ~ —1-log(Ng)

—1 1
errgr ~ Ny ? = log(errg:) ~ —5" log(Ng).

La scelta di presentare i risultati ottenuti perAnodenum = 0-4, Ynodenum = 0.3,
Aorder = 0 € Yorder = 1 non & casuale. Essa é il risultato di un’attenta valu-
tazione dell’impatto che tali parametri hanno sull’accuratezza e 'attendibilita
della soluzione e sul soddisfacimento dei vincoli.

Per quanto riguarda 'attendibilita della soluzione, calcolata in questo caso an-
dando a risolvere direttamente il sistema (1.96), ¢ opportuno andare a valutare
il condizionamento della matrice dei coefficienti del sistema stesso. Esso risul-
ta influenzato sia dal numero di elementi utilizzati per le mesh di A\ e di ¢
che dall’ordine polinomiale delle basi sulle quali le variabili di controllo conti-
nue vengono approssimate. In figura 2.6 é riportato 'andamento del numero
di condizionamento della matrice del sistema (1.96) al variare dei parametri
Anodenum © Ynodenum € per 4 diverse combinazioni di Arger € Yorder. Per il
calcolo del numero di condizionamento ¢ stata utilizzata la funzione condest di
MATLAB, che permette di calcolare il numero di condizionamento in norma 1
di una matrice quadrata, ovvero

condest(A) = ||[A7Y[1]|Al]1. (2.6)

La funzione non inverte direttamente la matrice, ma calcola l'inversa con un
metodo iterativo [7] basato sulla risoluzione del problema di ottimo vincolato

max [|[A™ z|];.
llz]]1=1

Si osserva in 2.6 come il condizionamento sia influenzato quasi unicamente dal-
la scelta di A\jodenum, mentre 'influenza di ¥nodenwm € trascurabile. Questo
sembra autorizzare la scelta di una discretizzazione molto rada per la variabile
di controllo 1, grazie alla quale una variabile introdotta principalmente per au-
mentare la stabilitd del problema non peserebbe eccessivamente sul costo per
calcolo della soluzione. Tuttavia, prima di arrivare a tale conclusione, é op-
portuno verificare che la scelta di una mesh poco fitta per v non comprometta
I'accuratezza della soluzione e il soddisfacimento del vincolo sulla continuita
del carico.
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Per la scelta di A, oqenum € invece chiaro che per avere dei valori bassi del condi-
zionamento € necessario imporre valori piccoli del parametro. Anche in questo
caso € pero prima opportuno capire quale impatto abbia una scelta simile sulla
soluzione.

Infine, per quanto riguarda la scelta dell’ordine polinomiale delle basi, emer-
ge come sia pill opportuno approssimare A con una funzione costante a tratti
(Anodenum = 0), in quanto I'utilizzo di funzioni lineari porta il numero di con-
dizionamento a raggiungere ordini addirittura di 10%°.

In tutti i risultati presentati saranno utilizzati Aorder = 0 € Yorder = 1.

Condizionamento del sistema KKT. A 0 Condizionamento del sistema KKT. A

order=0 Porder™1

arder =0 Vorder™

0.4 0.4

A 0 o A o 0

nodenum ¥nodenum nodenum ¥ nodenum

Condizionamento del sistema KKT. ,\wdw=1 ¢°me’=D Condizionamento del sistema KKT. Awder=1 V"order=1

0.4 0.4

A
nodenum Ynodenum nodenum Ynodenum

Figura 2.6: DFN3: Numero di condizionamento della matrice (1.96) al variare
dei parametri A\ odenum € Ynodenum € pPer diverse combinazioni di Aorder € Yorder-
GP=500.

Per identificare dei buoni valori per A,odenum € Ynodenum Si procede studiando
come la loro scelta si rifletta sull’accuratezza della soluzione. Per il momen-
to Pandamento dell’errore ¢ infatti stato valutato esclusivamente al variare del
numero di gradi di liberta del carico e non al variare dei parametri che regolano
i gradi di liberta delle variabili di controllo A e .

Nelle figure 2.7 e 2.8 & rappresentato ’errore commesso in norma H; nel calcolo
del carico idraulico per diversi valori di A\, odenum € Ynodenum € rispettivamente
per GP=200 ¢ GP=800.

Nel primo caso si osserva come i valori minimi di errore possano essere ottenuti
per una scelta di A\,odenum tra 0.4 e 0.5. Per tale scelta la dipendenza dal va-
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lore di ¥y0denum € pressoché assente. Valori pit alti di Ajodenum fanno invece
emergere una maggiore dipendenza da ¥,odenum € sono comunque da escludere
per il cattivo condizionamento che comportano. Nonostante valori pitl picco-
li di A\podenum permetterebbero di migliorare il condizionamento, si vede da
questa analisi come essi corrispondano al valore massimo di errore. Tuttavia
la differenza rispetto ai valori ottenuti con scelte ottimali dei parametri non é
particolarmente elevata.

Errore commesso sul carico - GP=200

0.695

0.69

0.685

0.68

0.675

0.6

0.6

}‘nodenum 1 1 “nodenum

Figura 2.7: DFN3: Andamento dell’errore commesso in norma H1 al variare di
)\nodenum € ¢nodenum- Altri Parametri: GP:200, )\m‘der = 07 ’(/}OT’deT =1

Errore commesso sul carico - GP=800

0.6

0.6 08

”
}‘nodenum 1 1 nodenum

Figura 2.8: DFN3: Andamento dell’errore commesso in norma H1 al variare di
Anodenum € wnodenum- Altri Parametrii GPZSOO, Aorder = 0, ’(/Jorde'r =1
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Per GP=800 il comportamento é simile ma si nota in generale un’influenza
molto meno significativa di ¥,odenum per qualsiasi valore di Apodenum- Si 0S-
serva come Apodenum > 0.2 I’errore commesso si mantenga all’incirca costante.
Al di sopra di questa soglia la scelta del valore da assegnare al parametro non
¢ quindi particolarmente influente.

Come atteso, gli errori per GP=800 sono minori rispetto a quelli ottenuti per
GP=200, in linea con la convergenza riportata in figura 2.5.

Per quanto riguarda la continuita del carico idraulico si ricordi che tale vinco-
lo ¢ imposto attraverso la minimizzazione del funzionale .J definito in (1.86).
Un primo controllo sul soddisfacimento del vincolo puo quindi essere effettuato
andando a studiare se e come Yy odenum € Anodenum iNfluenzino il valore di tale
funzionale calcolato nella soluzione.

In figura 2.9 é riportato 'andamento di J al variare dei due parametri per
GP=200. In figura 2.10 per GP=800.

Si osserva come, in entrambi i casi, sia opportuno evitare valori molto bassi
sia di A\podenum, In quanto portano il funzionale a raggiungere valori anche di
2 ordini di grandezza maggiori rispetto al valore minimo raggiungibile, che di
Unodenum- Luttavia non é necessario prendere valori dei parametri troppo ele-
vati che comprometterebbero il condizionamento e il costo computazionale. Si
osserva infatti come per \jodenum > 0.2 € Ynodenum > 0.3 1 valori raggiunti da
J possano gia essere ritenuti soddisfacenti.

Funzionale J - GP=200

1024
107 4
1074 4
X 0.9
-5 o
0, Y 0.9 0
0.2 Z 1.246-05 0.2
0.4 8 0.4
0.6 0.6
0.8 0.8
N 101

nodenum Ynodenum

Figura 2.9: DFN3: Andamento del funzionale .J definito in (1.86) al variare di
Unodenum € Anodenum- Altri parametri: GP = 200, Aorder = 0 € Yopder = 1.
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Funzionale J - GP=800

X0.9
Y 0.9
Z 6.22e-07

0.4

0.6 0.6

0.8

/\noden um ¥ nodenum

Figura 2.10: DFN3: Andamento del funzionale .J definito in (1.86) al variare
di Ynodenum € Anodenum- Altri parametri: GP = 800, Aorder = 0 € Yorder = 1.

11 valore del funzionale J , per come ¢é definito, non valuta perd direttamente
la continuitd del carico, in quanto minimizza lo scarto sulle tracce tra h e ¢
e non la differenza tra i carichi calcolati su fratture adiacenti. Per calcolare
quest’ultima differenza é necessario, VS, € S, restringere alla traccia il carico
idraulico calcolato su ciascuna delle due fratture F; e F}; che si intersecano
lungo di essa e proiettarlo, ad esempio, sullo spazio delle funzioni lineari a tratti
definite sulla traccia. Facendo riferimento alla notazione e alle basi introdotte
nel capitolo precedente, la proiezione h; del carico h; é definita come

Ny

NH
/ D ki, — > hipbp | 07" dS =0
Sm \ k=1 k=1

N, N,
Zhi,k/ Piky O dS — Zﬁi,k/ 00" dS =0
k=1 Sm " k=1 Sm

C€™Th; —G¥h; =0 = |G¥h; =(C™7"h;|

Definizione analoga vale per la proiezione h;.

Un indicatore globale della continuita del carico puo essere definito come

1hi = hyllras) = | D b = hsl2., i5 €1, (2.7)

L’andamento di (2.7) al variare di Ynodenum € di Anodenum, per GP=200 e
GP=800 é riportato rispettivamente nelle figure 2.11 e 2.12.

Si osserva come, anche in questo caso, vadano evitate mesh eccessivamente rade
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per la variabile A\, ma A,odenum > 0.3 garantisce gia un buon soddisfacimento
del vincolo di continuita. Per quanto riguarda ©,odenum la dipendenza di (2.7)
da questo parametro é meno significativa. La scelta di una mesh rada per la
variabile di controllo i) sembra pero favorire la continuita del carico.

Scarto hi'hj - GP=200

107" 5
102 N X 0.3
Y 0.4
7 0.00366
X 0.1
Y 0.9
Z0.001541
1073 -—

0.4
0.6
0.8

A I
nodenum ¥ odenum

Figura 2.11: DFN3: Differenza del carico calcolato su fratture adiacenti (2.7)
al variare di Yynodenum € Anodenum- Altri parametri: GP = 200, Ajrqer = 0 €

worder =1

Scarto hi-hj - GP=800

1072 +
X 0.3
Y 0.4
Z 0.0009124
1073 4 X 0.1
3 Y 0.9
b 7 0.0003798
= -—
0 0
0.2 0.2
0.4 0.4
0.6 0.6
0.8 0.8
3\ 11
nodenum Ynodenum

Figura 2.12: DFN3: Differenza del carico calcolato su fratture adiacenti (2.7)
al variare di Ypodenum € Anodenum- Altri parametri: GP = 800, Aprger = 0 €

"porder =1



2.2. PROBLEMA SU 10 FRATTURE (DFN10) 41

2.2 Problema su 10 fratture (DFN10)

In figura 2.13 é riportata una DFN composta da 10 fratture che si intersecano
a due a due lungo 14 tracce.

A differenza del caso precedente, non si hanno condizioni di Dirichlet omoge-
nee su tutto il bordo della DFN. Su uno dei lati della frattura 7 é imposta una
condizione di Dirichlet I'p = 1, mentre su uno dei lati della 4 una condizione
di Dirichlet omogenea I'p = 0. Su tutti gli altri bordi si hanno condizioni di
Neumann omogenee.

Il fatto che siano imposte queste condizioni al bordo consente di identificare
la frattura di ingresso del flusso nella DFN e quella di uscita, in questo caso
rispettivamente la 7 e la 4. Nelle figure 2.14 e 2.15 é riportato il carico idraulico
calcolato su queste due fratture per Ajodenum = 0.5, Ynodenum = 0.4, Aorder = 0

€ ’(/}order =1

Una DFN di 10 fratture non é ancora particolarmente complessa, pertanto il
problema puo essere risolto attraverso il sistema KKT. Essendo perd un ca-
so gia pin articolato del precedente, 'analisi della performance del metodo del
gradiente coniugato pud comunque essere interessante. Pertanto ad analisi ana-
loghe a quelle effettuate per il caso DFN3, seguiranno alcuni risultati relativi
all’applicazione dell’algoritmo 1.1 e al suo precondizionamento.

Per questo problema non ¢ disponibile la soluzione esatta, ma ¢ comunque pos-
sibile andare a valutare ’accuratezza della soluzione analizzando ’andamento
del funzionale di costo (1.86) e il soddisfacimento dei vincoli. Inoltre il fatto
che sia possibile identificare una frattura di ingresso e una di uscita permette
di fare valutazioni riguardo la conservazione dei flussi.

Figura 2.13: DFN composta de 10 fratture
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Soluzione sulla frattura 7

0.95 k-
il P ATV AN
oo

0.9 e v

0.85

0.8

0.75
0.3
0.5

0.1

Figura 2.14: DFN10: Carico idraulico sulla frattura 7. Parametri utilizzati:
GP = 500, Anodenum = 0.5, 1ﬁnodenum = 0.3, Aorder =0 € worder =1

Soluzione sulla frattura 4

Figura 2.15: DFN10: Carico idraulico sulla frattura 4. Parametri utilizzati:
GP = 500; /\nodenum = 055 wnodenum = 03; Aorder =0e 'l/Jorder =1

Come prima analisi si presentano i risultati relativi al condizionamento della
matrice del sistema (1.96). In figura 2.16 ¢é riportato ’andamento del numero
di condizionamento al variare di Apodenum € Ynodenum Per diverse combinazioni
di Aorder € Yorder- Anche in questo caso € stata utilizzata la funzione condest
di MATLAB, che opera come in (2.6). Salta immediatamente all’occhio come il
condizionamento sia in generale migliore di quello calcolato per il caso DFN3.
Esso varia infatti tra 106 e 10'2 contro i numeri di condizionamento del caso
precedente che erano compresi tra 10'° e 10?°. L’andamento al variare dei due
parametri é perd lo stesso, con una spiccata dipendenza dal valore assegnato a
Anodenum € un’influenza trascurabile di ¥podenum. Questo, come nel caso prece-
dente, sembra autorizzare la scelta di valori bassi per ¥podenum, in modo che la
variabile 1 non pesi eccessivamente sul costo computazionale del metodo. Per
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un buon condizionamento € necessario scegliere valori bassi anche per Ay, odqenwm-
Come per DFN3 é perod opportuno analizzare come queste scelte si riflettano su
aspetti quali il soddisfacimento dei vincoli.Per quanto riguarda la scelta delle

basi su cui approssimare le variabili di controllo, i valori di condizionamento
piu alti vengono anche in questo caso registrati per Ayger = 1, ovvero quando
la variabile di controllo A é approssimata con funzioni lineari a tratti. Tutti i
risultati successivi saranno pertanto presentati per Aorder = 0 € Yorder = 1.

Condizionamento del sistema KKT Condizionamento del sistema KKT
12
10 10'?
100 1010
10° 108
108 108
1 1
1 1
0.8 0.8
0.5 06 05 06
0.4 0.4
0.2 0.2
Anodenum 0 0 Y odenum Anodenum oo ¥ odenum
Condizionamento del sistema KKT Condizionamento del sistema KKT

1012 102
1010 1010
108 108
1 1
1 1
0s o E 05 0s  ®
0.4 0.4
02 0.2
A 0 o A L]

nodenum nodenum

¥ nodenum Pnodenum

Figura 2.16: DFN10: Numero di condizionamento della matrice (1.96) al va-
riare dei parametri A\jodenum € Pnodenum € Per diverse combinazioni di Aypger
e Yorder- GP=500.

Per quanto riguarda la continuita del carico, nelle figure 2.17 e 2.18 & invece
riportato 'andamento del funzionale (1.86) al variare di Ajodenum € Ynodenum,
per GP=200 e GP=800 rispettivamente.

Come in DFN3 l'influenza di A,ogenum € molto piu significativa di quella di
Unodenum- Allo scopo di avere un valore basso di J sono perd da escluder-
si valori eccessivamente bassi del secondo parametro, specialmente per valori
mediamente alti del primo. Se nel caso precedente si osservava inoltre che
per Anodenum > 0.2 il funzionale decresceva molto lentamente e che quindi,
oltre tale soglia, il valore di \,ogenum influiva meno su quello di J , in questo
caso ’andamento decrescente si mantiene rapido per tutto ’intervallo analiz-
zato. I valori raggiunti dal funzionale sono pero in generale piu bassi rispetto
a quelli ottenuti nel caso precedente, soprattutto se si confrontano le figure
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2.9 e 2.17, ottenute per GP=200. Per questo motivo bastano anche valori non
eccessivamente alti dei parametri per ottenere buoni risultati.

Funzionale J - GP=200

X03
Y 0.4
Z 8.66e-06

104

108

X089
Y 0.9
Z B8.072e-08

0.6

0.6

i
/\nodenum 1 1 nodenum

Figura 2.17: DFN10: Andamento del funzionale J definito in (1.86) al variare
di Ynodenum € Anodenum- Altri parametri: GP = 200, Aorder = 0 € Yopder = 1.

Funzionale J - GP=800

X03
Y 0.4
Z1.809e-06

X089
Y 0.9
Z2.441e-08

0.6 0.6

/\nodenum ¥ nodenum

Figura 2.18: DFN10: Andamento del funzionale J definito in (1.86) al variare
di Ynodenum € Anodenum- Altri parametri: GP = 800, Aorder = 0 € Yorder = 1.

Come per il problema precedente, la continuita vera e propria del carico va
perd studiata a partire dalla quantita (2.7). In figura 2.19 e 2.20 ¢ riportato
I’andamento di tale grandezza al variare di Apodenum € Ynodenum Per GP=200
e GP=800. Anche in questo caso i valori ottenuti sono in generale piu bassi
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di quelli del caso DFN3, evidenziando dunque un miglior soddisfacimento del
vincolo di continuita. Come nel caso precedente sono perod da evitare Ap,odenum
eccessivamente bassi che fanno registrare i valori massimi di (2.7).

Scarto hi-hj - GP=200

102
1073

X 0.3

Y 0.5

Z 0.0001456
1074 ]

X09
Y 0.9
Z0.000143

0.2

0.4

0.6
0.6

0.8

A
od 1 1
nodenum ¥ nodenum

Figura 2.19: DFN10: Differenza del carico calcolato su fratture adiacenti (2.7)
al variare di Ypodenum € Anodenum- Altri parametri: GP = 200, Aprger = 0 €

"porder =1

Scarto hi-hj - GP=800

X03
Y 0.5
Z 1.803e-05

10744

X 0.4
Y 0.9
Z 3.318e-06

0.6

0.6

/\nndenum ¥ nodenum

Figura 2.20: DFN10: Differenza del carico calcolato su fratture adiacenti (2.7)
al variare di Yynodenum € Anodenum- Altri parametri: GP = 800, Aprger = 0 €

'Q[}order =1
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Una differenza rispetto ai risultati riportati in 2.11 e 2.12 riguarda il fatto che i
valori minimi di (2.7) non sono ottenuti per la combinazione di valori molto alti
di Mpodenum € molto bassi di ¥podenum. Nel caso di GP=200 si osserva come il
valore minimo si raggiunga per A\odenum = Ynodenum = 0.9, combinazione pe-
r0 da evitare per il cattivo condizionamento e ’eccessivo costo computazionale
che ne consegue. Si osserva perd come per Anodenum = 0.5 € Ynodenum = 0.3
si ottenga un valore vicinissimo al minimo. Per GP=800 il valore ottenuto per
tale combinazione dei parametri non é altrettanto prossimo al minimo, che si
ottiene in questo per A\nodenum = 0.9 € Ynodenum = 0.4. Esso & comunque molto
basso e gia decisamente pitl piccolo di quanto si otteneva in DFN3. In generale,
il migliore soddisfacimento del vincolo che si osserva per DFN10 é da imputarsi
soprattutto al migliore condizionamento del problema, emerso in figura 2.16.

Come accennato in precedenza, il fatto che non tutte le fratture presentino
bordi di Dirichlet permette di fare alcune valutazioni interessanti che riguarda-
no la conservazione dei flussi. Innanzitutto, potendo identificare la frattura di
ingresso e quella di uscita del flusso come le fratture che presentano un bordo
di Dirichlet, é possibile andare a verificare se il flusso totale sia conservato,
ovvero a quanto ammonti il valore assoluto della differenza tra flusso in uscita
e flusso in entrata. Anche questo tipo di analisi é stato effettuato al variare
di Modenum € Ynodenum € per due diversi gradi di raffinamento della mesh per
il carico, rispettivamente GP=200 e GP=800. I risultati sono riportati nelle
figure 2.21 e 2.22.

Si osserva come in generale i risultati possano essere ritenuti soddisfacenti, es-
sendo la differenza tra flusso in uscita e flusso in entrata sempre al di sotto
dell’ordine di 1074.

|Flusso out - Flusso in|; GP=200

X03
Y 0.5

104
3 7 8.78e-06

Y 0.9

Z 3.64e-09 0.4
0.6 0.6

0.8

nodenum “nodenum

Figura 2.21: DFN10: Valore assoluto della differenza tra flusso in uscita e flusso
in entrata al variare di Ynodenum © Anodenum. Altri parametri: GP = 200,
Aorder =0 € worder =1
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|Flusso out - Flusso in|; GP=800

107

X03
Y 0.5

Z1.133e-06
X0.9

Y 0.9 y‘/

Z1.916e-07

0.2

0.6

A 1 .
nodenum 1 ¥ odenum

Figura 2.22: DFN10: Valore assoluto della differenza tra flusso in uscita e flusso
in entrata al variare di Ynodenum © Anodenum- Altri parametri: GP = 800,
Am“der =0e ’l/)order =1.

Come per 'analisi di altre grandezze, i valori minimi si registrano per combi-
nazioni dei parametri poco favorevoli dal punto di vista del condizionamento e
del costo computazionale. Tuttavia si osserva come non sia necessario prendere
valori cosi alti di Ayodenum € Ynodenum PEr avere buoni risultati. Infine, come in
altri casi, 'influenza di v¥,odenum € significativa solo per valori alti di Ay ogenum -
Interessante osservare come, a differenza di altre quantita analizzate, ’aumento
di GP non determini necessariamente migliori risultati in termini di conserva-
zione del flusso.

Per verificare ancor meglio se i flussi siano conservati é perd necessario accer-
tarsi che la differenza piccola tra flusso in uscita e flusso in entrata non sia
Peffetto di compensazioni casuali tra flussi non conservati nel passaggio tra le
fratture interne. Per questo é stato analizzato il massimo del valore assolu-
to dei flussi netti nelle fratture di Neumann, ovvero quelle fratture che non
presentano bordi di Dirichlet. Nelle figure 2.23 e 2.24, nuovamente ottenute
al variare di Anodenum € Ynodenum € per GP=200 e GP=800, sono riportati i

risultati ottenuti.

Per tutte le scelte dei parametri il flusso netto massimo nelle fratture inter-
ne risulta basso, con un andamento decrescente all’aumentare di \,odenum €
Ynodenum- Anche per questa grandezza I’aumentare di GP non determina ri-
sultati globalmente migliori, ma la decrescita pitt rapida che si osserva per
GP=800 permette, per valori intermedi dei parametri, di avere risultati migliori
in termini di conservazione.
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|Flusso interno massimo|; GP=200

107 5 X 0.3
] Y 0.5
7 4.495e-06
1078 4
0 02 | %09 0
: Y 0.9
0.4 Z 6.019¢-08 0.4
06 L 0.6
0.8
/\nodenum 1 1 L';m:»denun'l

Figura 2.23: DFN10: Massimo, in valore assoluto, dei flussi calcolati nelle
"fratture di Neumann" al variare di Ypodenum € Anodenum- Altri parametri:
GP = 200, Aorder =0 € 'l/)order =1L

|Flusso interno massimo| - GP=800

1074 5
107 4
X 0.3
Y 0.5
R Z 4.379-07
10°8 4
1074
0 X 0.9 0

Y 0.9

Z 5.265e-08 0.4

0.6 0.6

0.8 0.8

/\nodenum ¥ nodenum

Figura 2.24: DFN10: Massimo, in valore assoluto, dei flussi calcolati nelle
"fratture di Neumann" al variare di Ynodenum € Anodenum. Altri parametri:
GP = 800, Aorder =0 € worder =1

Come detto precedentemente, un problema definito su una DFN di 10 fratture
puod gia rappresentare un caso interessante per analizzare la performance del
metodo del gradiente, per quanto la risoluzione col sistema KKT non possa
ancora essere considerata eccessivamente onerosa.
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In figura 2.25 ¢ riportato andamento del funzionale J per diversi valori di GP
all’aumentare del numero di iterazioni dell’algoritmo 1.1. Gli altri parametri
del problema SONO Apodenum = 04; 1pnodenum = 037 Aorder =0 € "/}order =1.Si
osserva, come atteso, che al raffinarsi della, mesh il numero di iterazioni totale
aumenta, ma che il metodo permette anche di ottenere valori del funzionale a
via a via piu piccoli.

Andamento del funzionale J

107! ; ; . ; : ;
GP=50
. GP=200
| GP=800
102 1
|
)
3 |
= 103} |
210
]
=
=]
2 .
=
204y X 101 i
% Y 3.795e-05
T I g
X 196
c Y 8.66e-06
10°F — . H 1
X 337
Y 1.809e-06
8 L]
10.5 | | L | | |
0 50 100 150 200 250 300 350

numero di iterazioni

Figura 2.25: DFN10: Andamento del funzionale J per diversi valori di GP
al variare del numeri di iterazioni del metodo del gradiente. Altri parametri:
1/}nodenum =03e /\nodenum = 0~4> )\OTder =0e worder =1

Il numero di iterazioni richiesto é perd abbastanza alto per un problema cosi
semplice. Come accennato nel capitolo precedente, questo & dovuto al cattivo
condizionamento della matrice (1.90) e in particolare del blocco

BTATGMAB. (2.8)

Il numero di condizionamento di (2.8) cresce all’aumentare di Apodenum. Que-
sto é osservabile nella figura 2.26 dove é riportato ’andamento del numero di
condizionamento spettrale (B.16) della matrice al variare di A\,odenum € per
diversi valori di GP. La dipendenza diretta della velocitd di convergenza da
tale numero di condizionamento, riportata nella stima (B.15), & confermata
dalla figura 2.27, dove é riportato il numero massimo di iterazioni compiute dal
metodo del gradiente coniugato al variare di Apodenwm-
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Condizionamento di BTATGMA™B al variare di A

nodenum
—&—GP=50
—o— GP=200
GP=800
P o
A 48
/// ______Qf
e ]
o s -
A P 3
e L

0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 09

/\noden um

Figura 2.26: DFN10: Numero di condizionamento spettrale della matrice (2.8)
al variare di Ajodenum € per diversi valori di GP. Altri parametri: ¥podenum =
0-3: Aorde?‘ =0e 7;[}07“(167" =1

numero di iterazioni

X Numero di iterazioni al variare di A num’ 4 num=0.3
10 T T T T T T T
]
/q;- —
4
//
/ 4 —
e //’@(
. L
—&5—GP=50
—a—GP=200
. GP=800
102§ - .
=
et
-
X/ -
U 1 1 i 1 '
0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9

/\noden um

Figura 2.27: DFN10: Numero massimo di iterazioni compiute dal metodo del
gradiente coniugato al variare di Ajogenum € per diversi valori di GP. Altri
Parametl"ii ql)nodenum = 037 )\order =0e 1Z}m"der =1.

Per incrementare la velocita del metodo é stato applicato il precondizionatore
riportato in (1.101), adattando ’algoritmo B.2 al caso in esame, ovvero inseren-
dolo nel contesto dell’algoritmo 1.1. Si osserva in figura 2.28 come il numero di
iterazioni richiesto per la minimizzazione di J , & parita dei parametri utilizzati
in figura 2.25, si riduca notevolmente e come la sua dipendenza da GP diventi
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praticamente trascurabile. In figura 2.29 si vede inoltre come il numero totale
di iterazioni risenta meno del valore assegnato a A, odenum rispetto al caso non
precondizionato, in particolare per Ajodenum > 0.6. Sotto tale soglia il grafico
conferma, inoltre come il numero di iterazioni vari poco con la scelta di GP.

Andamento del funzionale J - Precondizionato
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Figura 2.28: DFN10: Andamento del funzionale J per diversi valori di GP al
variare del numeri di iterazioni del metodo del gradiente precondizionato. Altri
parametri: Ynodenum = 0.3, Aorder = 0 € Yorder = 1.
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Figura 2.29: DFN10: Numero massimo di iterazioni compiute dal metodo del
gradiente coniugato precondizionato al variare di A,ogenum € per diversi valori
di GP. Altri parametri: ¥podenum = 0.3, Aorder = 0 € Yorder = 1.
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2.3 Problema su 59 fratture (DFN59)

Questo problema, caratterizzato da una geometria decisamente pit complessa,
é stato costruito per verificare il funzionamento del modello su reti di fratture
piu estese. La geometria é riportata in figura 2.30, ed é caratterizzata dalla
presenza di 59 fratture e 157 tracce. La frattura di ingresso, su uno dei bordi
della quale é imposta una condizione di Dirichlet I'p = 1, é la 9, mentre quella
di uscita, caratterizzata da un bordo con condizione di Dirichlet omogenea, é
la 55. Su tutti gli altri bordi della DFN sono imposte condizioni di Neumann
omogenee.

Figura 2.30: DFN composta de 59 fratture.

Nelle figure 2.31 e 2.32 sono rappresentate le soluzioni per il carico idraulico
ottenute su tali fratture per GP = 500, Aodenum = 0.5, Ynodenum = 0.3,
)\order =0e 1porde’r' =1L

Soluzione sulla frattura 9

0.85
09
0.85
0.8

0.75

0.7

Figura 2.31: DFN59: Soluzione ottenuta per il carico idraulico sulla frattura 9.
Parametri utilizzati: GP = 500, Aodenum = 0.5, Ynodenum = 0.3, Aorder = 0 €
'(/Jorder =1
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Soluzione sulla frattura 55

Figura 2.32: DFN59: Soluzione ottenuta per il carico idraulico sulla frattura 55.
Parametri utilizzati: GP = 500, Aodenum = 0.5, Ynodenum = 0.3, Aorder = 0 €

worder =1

In tabella 2.1 sono invece riportati alcuni dati relativi ai flussi DFN, ottenuti
per la stessa scelta dei parametri. Nell’ordine si hanno: flusso netto totale
attraverso la DFN, flusso netto attraverso la frattura di entrata, flusso netto
attraverso quella di uscita, valore assoluto del flusso non conservato, minimo
e massimo in valore assoluto dei flussi netti attraverso fratture di Neumann.
Anche in questo caso i valori di flusso ottenuti confermano la conservazione dei
flussi.

Tabella 2.1: Dati relativi ai flussi per la DFN da 59 fratture. Parametri
utilizzati: GP = 500; )\nodenum = O5a 1pnodenum = 03: )\order = 05 worder =1

Flusso totale 5.810646018164500e-17
FluxIn -0.419095011990674
FluxOut 0.419114178251102
|FluxOut|-|FluxIn| | 1.916626042797187e-05
[MinNeumann| 1.01676467290269¢-08
|[MaxNeumann| 2.71370875616628e-06

Data la dimensione della DFN, ’applicazione del metodo del gradiente coniu-
gato € in questo caso da preferire. Tuttavia la sua versione non precondizionata
richiede un numero di iterazioni tale da rendere proibitivo il suo costo in termini
di tempo. Si osserva infatti in figura 2.34 come il numero di condizionamento
spettrale della matrice (2.8) sia molto alto, gia per valori di A\pogenum Ppicco-
li. Questo, secondo la stima (B.15), ha un impatto negativo sulla velocita di
convergenza. Per questo motivo é necessario precondizionare il metodo, utiliz-
zando, cosi come per DFN10, il precondizionatore riportato in (1.101). L’an-
damento del funzionale J per diversi valori di GP e all’aumentare del numero
di iterazioni del metodo del gradiente coniugato precondizionato é riportato
in figura 2.33, dove si osserva come il numero di iterazioni, grazie al precon-
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dizionamento, sia assolutamente accettabile. Infine, in figura 2.35 ¢é riportato
I’andamento del numero di iterazioni del metodo del gradiente precondizionato
al variare di Apodenum € per diversi valori di GP. Anche in questo caso, per
valori non troppo alti del parametro, si osserva per GP fissato come il numero
di iterazioni non cambi particolarmente al variare di \,odenwm-

Andamento del funzionale J - Precondizionato
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Figura 2.33: DFN59: Andamento del funzionale J per diversi valori di GP al
variare del numeri di iterazioni del metodo del gradiente precondizionato. Altri
parametri: Anodenum = 0.5, Ynodenum = 0.3, Aorder = 0 € Yorger = 1
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Figura 2.34: DFN59: Numero massimo di iterazioni compiute dal metodo del
gradiente coniugato precondizionato al variare di A,ogenum € per diversi valori
di GP. Altri parametri: ¥podenum = 0.3, Aorder = 0 € Yorder = 1.
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Numero di iterazioni al variare di A
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Figura 2.35: DFN59: Numero massimo di iterazioni compiute dal metodo del
gradiente coniugato precondizionato al variare di A,ogenum € per diversi valori
di GP. Altri parametri: ¥nodenum = 0.3, Aorder = 0 € Yorder = 1.
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Conclusione

In questa tesi é stato presentato un nuovo metodo numerico per la simulazione
di flussi in mezzi fratturati. Questi ultimi sono stati modellati con 'utilizzo
delle DFN, ovvero delle Discrete Fracture Networks.

La piu grande difficolta legata a questo tipo di approccio riguarda la costru-
zione di una discretizzazione conforme. Ottenere la conformitd della griglia,
ovvero definire un’unica discretizzazione sull’intersezione tra le fratture che sia
coerente con le griglie bidimensionali definite sulle stesse, richiede spesso la de-
finizione di un grande numero di elementi o la realizzazione di griglie di bassa
qualita.

Il metodo qui presentato, partendo dalla formulazione variazionale della legge
di Darcy, si basa invece sull’utilizzo della formulazione Three-Field del proble-
ma, stesso. Essa permette di definire e risolvere il problema indipendentemente
su ciascuna frattura e, associata all’utilizzo di tecniche di ottimizzazione vin-
colata a equazioni differenziali alle derivate parziali, non richiede alcun tipo di
conformitd della mesh. Le soluzioni ottenute su fratture adiacenti sono messe
in relazione attraverso due condizioni di accoppiamento, imposte con l'introdu-
zione di due variabili di controllo, per garantire 'una la continuita del carico
idraulico e I’altra la conservazione dei flussi.

Dopo aver ricavato la formulazione matriciale discreta del problema, il meto-
do é stato applicato a 3 diversi casi di DFN, composti da 3, 10 e 59 fratture.
Ciascuno dei casi é stato scelto in quanto presenta delle peculiarita che hanno
consentito di svolgere analisi di tipo differente. Per il caso su 3 fratture é nota
la soluzione esatta, ed ¢ quindi stato possibile verificare come il metodo sia
accurato e come l’errore rispetti l'ordine di convergenza atteso dall’utilizzo di
tecniche agli elementi finiti. Il caso su 10 fratture da la possibilita di identifica-
re una frattura di ingresso e una di uscita ed é quindi stato possibile verificare
efficacemente che i flussi fossero conservati. Infine il caso su 59 fratture é pia
complesso degli altri due e ha permesso di verificare che il metodo funzionasse
adeguatamente anche su reti piil estese.

In tutti e tre i casi sono inoltre state effettuate diverse analisi al variare dei
parametri Apodenum € Unodenum- Questi ultimi regolano il numero di elementi
utilizzato per discretizzare le variabili di controllo introdotte sull’intersezione
tra le fratture. Nello specifico & stato studiato come questi parametri influenzi-
no 'accuratezza e ’attendibilita della soluzione e il soddisfacimento dei vincoli.

Infine, per i casi da 10 e 59 fratture é stata valutata la performance del metodo
del gradiente coniugato e di una sua versione precondizionata, che permette di
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ridurre notevolmente il numero di iterazioni.

In questo studio, che ha riguardato reti di fratture mediamente piccole, i me-
todi risolutivi sono sempre stati implementati in forma seriale. Tuttavia, la
possibilita di risolvere il problema separatamente sulle varie fratture ben si
adatterebbe alla parallelizzazione del metodo, necessaria per la sua applicazio-
ne a reti molto piu grandi che modellano mezzi fratturati reali.

Basandosi ancora sulla formulazione Three-Field di un problema ellittico e sul-
I'utilizzo di tecniche di ottimizzazione PDE-constrained, il metodo potrebbe
inoltre essere rielaborato e arricchito per modellare situazioni pit complesse di
quella di fratture piane in un mezzo impermeabile. Si potrebbe ad esempio in-
tegrare la modellazione del flusso in un mezzo poroso circostante, oppure tenere
in considerazione lo spessore reale delle fratture. Un ulteriore spunto riguarda
la possibile trattazione del problema duale a quello presentato in questa tesi:
supponendo le fratture riempite di un materiale impermeabile, si potrebbe mo-
dellare il flusso nel mezzo poroso circostante, con le fratture a rappresentare in
questo caso un ostacolo e non la via preferenziale per il fluido.



Appendice A

XFEM: metodo degli
elementi finiti esteso

Il metodo degli elementi finiti (FEM) risulta particolarmente adeguato per
approssimare soluzioni regolari. L’insorgere di discontinuita richiede di adotta-
re diversi accorgimenti, che prevedono l’allineamento dei bordi degli elementi
con la discontinuita e un notevole raffinamento della griglia nella zona in cui
ci si attende un comportamento irregolare della soluzione. Queste necessita
rendono ovviamente il processo di discretizzazione complesso e oneroso e non
permettono comunque di cogliere sempre in maniera accurata le irregolarita
della soluzione.

Gli XFEM aggirano questo problema, permettendo di tener conto della cono-
scenza a priori che si ha della soluzione, come ad esempio della presenza di
una discontinuita, modificando direttamente lo spazio sul quale la si intende
approssimare [6]. Questo puo essere fatto andando ad arricchire le funzioni di
base nei nodi che appartengono ad elementi che saranno interessati dal compor-
tamento irregolare. Al di fuori di questi elementi la soluzione viene calcolata
utilizzando i FE classici.

Sia Z l'insieme di tutti i nodi della discretizzazione di un certo dominio 2 e sia
Z* C 7 il sottoinsieme di quelli che devono essere arricchiti. Sia inoltre h(x),
x € ), la soluzione approssimata, che col metodo degli elementi finiti standard
sarebbe definita come

h(z) =Y Ni(z)h; (A1)

i€l

con N;(x) funzione di base standard degli elementi finiti e h; gradi di liberta
della soluzione rispetto a tale base.

Per effettuare ’arricchimento dei nodi in Z* I'idea € quella di andare ad identifi-
care una funzione ¢ (), detta funzione di arricchimento globale, che riproduca,
nell’intorno della discontinuita, il comportamento della soluzione. Nel caso pre-
sentato in questa tesi, in cui la discontinuita riguarda la derivata prima della
soluzione, una funzione adeguata potrebbe essere un valore assoluto centrato
sulla traccia.
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L’estensione del metodo degli elementi finiti prevede di andare ad approssimare
la soluzione come

i€l i€L*

dove gli a; sono nuovi gradi di libertd introdotti dall’estensione del metodo e
M;(x), detta funzione di arricchimento locale nel nodo i-esimo, ¢ definita da

M;(z) = Nj(z) - (z), VieI* (A.3)

Le funzioni N;* costituiscono una partizione dell’unita in quegli elementi i
cui nodi appartengono tutti al sottoinsieme Z*:

> Ni(x)=1.

i€L*

Questo significa che in tali elementi la funzione di arricchimento globale 1 (x)
puo essere riprodotta in maniera esatta, e per questo si parla di reproducing
elements. Intorno a tali elementi vi sono poi i blending elements, che presenta-
no nodi in comune con i reproducing elements e quindi arricchiti e nodi trattati
invece con i FE standard. Sui blending elements le N(x) non costituiscono
una partizione dell’unita e su di essi la 1)(x) non puo pertanto essere riprodotta
in maniera esatta.

Il fatto che i blending elements presentino due tipi di nodi diversi pud generare
delle complicazioni [6],[5]. Appaiono infatti, all’interno dell’approssimazione
della soluzione, dei termini indesiderati che non vengono compensati in alcun
modo dalla applicazione standard dei FE nei nodi circostanti. Se si suppone di
avere ¢ nodi per ciascun elemento e che un blending element presenti, ad esem-
pio, un solo nodo arricchito, ’approssimazione della soluzione su tale elemento
prende la forma

h(z) =Y Ni(x)hi + Nj (x)(x)a;, jeI. (A.4)
i=1

Per a; # 0 il secondo termine a secondo membro fa si che sull’elemento con-
siderato non sia pit possibile approssimare la soluzione con lo stesso grado
polinomiale utilizzato sui FE standard. Inoltre la presenza di un termine in-
desiderato puo essere un ostacolo alla convergenza del metodo [5]. Si potrebbe
pensare di imporre N;*(x) = 0 sui blending elements, ma non sarebbe la scelta
ottimale, in quanto comporterebbe di lavorare con una funzione di arricchi-
mento locale M;(x) discontinua.

Per questo motivo & opportuno andare a correggere la formula in (A.3) defi-
nendo una funzione di arricchimento globale modificata [6]

Ymol(@) = ¢(z) - R(z), (A.5)

dove R(x) é una funzione rampa definita come

R(z) = > N;(m). (A.6)

i€L*
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Di certo ™% (x) = ¢() sui reproducing elements e 1"°?(x) = 0 sui standard
FE. Sui blending elements invece la 1)™°?(zx) varia in maniera continua tra zero
e ¢(x).

Posto J* C 7 sottoinsieme dei nodi appartenenti a reproducing o blending
elements si definisce quindi

M™% x) = N (x) - ™ x), Vie T (A7)

ottenendo cosi I’approssimazione con il metodo degli elementi finito esteso
modificato [6]:

h(z) = Ni(@)hi+ Y M (x)a;. (A.8)

i€l ieJ*

E’ importante osservare come nulla cambi per i reproducing elements e per gli
standard FE rispetto a (A.3). Infatti, grazie al fatto che ¥™°%(x) = 0 su quegli
elementi per cui solo alcuni dei nodi appartengono a J*, non si creano nuovi
elementi "ibridi" che possano presentare le stesse problematiche che avevano i
blending elements. Per ulteriori approfondimenti sull’applicazione degli XFEM
si rimanda a [6].
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Appendice B

Il metodo del gradiente
coniugato

B.1 Versione standard

Il metodo del gradiente coniugato &€ un metodo iterativo che consente di risolvere
sistemi lineari della forma
Az =b (B.1)

con A matrice simmetrica e definita positiva. La risoluzione del sistema (B.1)
pud anche essere vista come la minimizzazione di un funzionale del tipo

p(z) = = 2T Az —bTx (B.2)

pertanto lo stesso metodo pud essere interpretato come algoritmo per la mini-
mizzazione di funzionali quadratici convessi.
Si osservi che

Vo(x) = Az — b =r(x). (B.3)

ovvero il gradiente della funzione ¢(z) altro non ¢ che il residuo del sistema
lineare (B.1).

Il metodo prevede di partire da un guess iniziale x( della soluzione e di scegliere
una direzione di discesa p; lungo la quale spostarsi per minimizzare ¢(x1) =
¢(xo + app1), con ag ampiezza del passo da compiere lungo p;. Alla prima
iterazione la direzione di discesa é scelta come 'opposto del residuo rq = r(xg)
di (B.1), ovvero come la direzione opposta a quella del gradiente di ¢(z(). Tale
direzione é effettivamente quella di massima discesa, ma si dimostra come alle
iterazioni successive non sia conveniente, ai fini di incrementare la velocita di
convergenza, scegliere la direzione data da —Vo(zy).

A ogni iterazione il valore ottimo del passo aj che permette di minimizzare
d(zp41) = d(xk + arpr+1) € quindi calcolato come

T
.
o = — TR (B.4)
Prt1APk+1
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dove la direzione pp41 per k # 0 é data da

DPk+1 = —Tk + BiDk- (B.5)

Non essendo perpendicolare al residuo 7, tale scelta della direzione garantisce
che 'ampiezza del passo non sia nulla.

1l coefficiente Bj € uno scalare ottenuto imponendo che le direzioni pg11 e pg
siano A-coniugate, ovvero che soddisfino la relazione

i Apt1 = 0. (B.6)
In generale si ha che
Py Appr =0 Vji=0,1,..k (B.7)
Data questa 'ipotesi (B.6) si puo calcolare 8y in questo modo:

Pit1 = —Tkt + Brpk = DE Apri1 = —pp Ary, + pf ABrpr = 0
rgApk
i Apk

= ﬂk = (B.8)

Una volta calcolati la direzione e il passo la soluzione viene aggiornata in
Th41 = Tk + QpPr41, (B.9)
mentre per quanto riguarda il residuo si ha

{Tk+1 =Azpi1 —0b

= Tpt1 = Tk + A ADgy1. (B.10)
Tp4+1 = Tk + QpPr+1

Le espressioni per «aj e [ possono essere semplificate osservando che, utiliz-
zando la (B.4) e la (B.10)

T T T
Pkt1Tk+1 = Pep1Tk T QPpr1 APkt1 =

T
T Pr+1"k T
= Pp1Th — 57— Prr14Pkt1 =0 (B-ll)
* PE1 APk

Tale proprieta vale anche piil in generale, ovvero

Pl =0 Vi=0,1,.. k+1. (B.12)
Ad esempio per i = k si ha

PhTii1 = DLk + apl Apria =0

dato che pgrk = 0 per (B.11) e pgApkH = 0 in quanto le due direzioni sono
A-coniugate. Lo stesso ragionamento pud essere ripetuto Vi < k.

Tenuto conto del risultato della (B.12), della (B.5) e della (B.10) si ha che g
e [r+1 possono essere riscritti come

Ptk et Bepn)Tr i
ap = T = T = 7 (B13)
Prt1APk+1 Prtr1APk+1 Drp1APk+1
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1 T T
5 rFApy o (TeTh — Tp k1)
= = 2w -
P, Apr, ak_lp;‘g(m — Tk—1)
riry — i (—Pk + Brbe—1) TRk

(B.14)

(e Bepk-1) T (—rem1) v yreea

Algoritmo B.1: Metodo del gradiente coniugato

1 Sia dato xg, guess iniziale
2 rg = Azg — b;
3 p1 = —To;

T
_ "o’
= ——

p1 AP
5 T1 = To + qop1;
6 71 =10+ aAp1;
k=1
8 while r; # 0 do
T
_ T Tk

9 | Br=

4

T Th—1

10 | Prt1 = —The1 + BrPr;
r,frk .

- p£+1Aplc+1’

12 Th+1 = Tk + QkPL+15

13 Tht1 = Tk + Ok APrt1;

14 k=k+1;

15 end

11 Qg

B.2 Versione precondizionata

Dato il sistema (B.1), la velocita di convergenza dell’algoritmo B.1 puo essere
valutata con la seguente stima [11], [9]:

k+1
e — appalla <2 (%Ejﬁj) le—aola (B13)

con x soluzione esatta del sistema e xg guess iniziale. La norma utilizzata
nell’espressione rappresenta la cosiddetta norma energia

[|z]|a = VaT Az,
mentre K5(A) ¢ il numero di condizionamento spettrale della matrice A, ovvero

- on
1A]l2[[A7H ]2 = ==, (B.16)
1

con oy > oy > ... > o0, autovalori reali positivi della matrice.
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Per aumentare la velocita di convergenza é possibile utilizzare una tecnica detta
di precondizionamento.

Data una matrice simmetrica non singolare C la (B.1) puo essere riscritta come
c'Ac™'Cx =C™ 0.

Posti

si ottiene ~ ~
Az =b. (B.17)

Se la matrice C ¢é tale per cui K3(A) < K3(A), lalgoritmo B.1 applicato a
(B.17) sara evidentemente piu veloce di quando applicato al sistema (B.1). Da
Z la soluzione potra poi essere dedotta risolvendo il sistema

Crx = 7. (B.18)

In realtd il metodo del gradiente coniugato precondizionato, riportato
nell’algoritmo B.2, non richiede mai la costruzione esplicita di C~!, ma si basa
sulla matrice M = C2, detta precondizionatore. Essa deve essere tale per
cui il sistema Mz = r sia di facile soluzione.

Algoritmo B.2: Metodo del gradiente coniugato precondizionato

Sia dato xg, guess iniziale
ro = Axg — b;
solve M zg = rg;
P1 = —*o0;
TgZO
pi Apr’
T1 = To + P13
r1 =19+ aoApi;
k=1,
while 7, # 0 do
10 solve Mz, = ry;

B W N =

541

Qo =

© 0w N o

T

11 Br = Trki,

Tk—1%k—1

12 | Pl = —The1 + BrDks
TgT‘k .

B P{HAI%H’

14 Th+1 = Tk + QkPL+15

15 Tht1 = Tk + QO ADg41;

16 k=k+1;

17 end

13 ay
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